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6. GRUPY

6.1. Binarni operace

Bindrni operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X.

Jednd se tedy o zobrazeni, které libovolné dvojici (z,y) prvka z X piitazuje
néjaky jednoznacné urceny prvek z X. Binarni operace se ¢asto oznacuji symboly
*,+,-,0 a hodnota takového zobrazeni oznaceného napiiklad * v bodé (x,y) se
oznacuje z * y (misto *(x,y)).

Priklad. (1) Bud Ny = {0,1,2,...} mnozZina v8ech pfirozenych (celych nezapor-
nych) ¢isel. Zobrazeni +: Ny x Ny — Ny, které uspotradané dvojici (z,y) € Ngx Ny
prirozenych ¢isel priradi jejich soucet x + y € Ny, je binarni operace na Nj.

(2) Soucet nebo sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C.

(3) Na konefné mnoziné lze zadat binarni operaci tabulkou. Napiiklad necht
X ={0,1,2} a bindrni operace + na X je zadéna takto

tedy napriklad 1 +2 = 0.

Mnozina M,,«,(P) matic stejného typu s operaci s¢itani matic.

)

5) Mnozina M,,(P) ¢tvercovych matic stejného typu s operaci nasobeni matic.
) Mnozina P[z] vSech polynomt s operaci s¢itani nebo nasobeni polynomdi.
)

Mnozina X% vsech zobrazeni X — X s operaci o skladani zobrazeni. [ ]

Binarni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé x,y,z € X
plati
Tk (yxz)=(r*xy)*z.

Miizeme tedy psat bez zavorek x * y * z.
Binarni operace * na mnoziné X je komutativnt, jestlize pro kazdé x,y € X
plati

THY =Y *T.
Priklad. (1) Scitani i ndsobeni na mnozinidch Ny, 7Z, Q,R,C jsou asociativni i
komutativni.
(2) Scitani matic na mnoziné M., ., (P) je asociativni i komutativni.
(3) Nésobeni matic na mnoziné M,,(P) je asociativni, ale neni komutativni.
(4) Sé¢itani i ndsobeni polynomi na mnoziné P|x] jsou asociativni i komutativni.

(5) Skladani zobrazeni na mmoziné X¥ je asociativni. Komutativni je prave
tehdy, kdyz X je jednoprvkova mnozina (cviceni). [
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Bud * binarni operace na mnoziné X. Prvek ¢ € X je neutrdlni prvek operace
*x, jestlize pro kazdy prvek x € X plati

Tke=1T=exI.
Tvrzeni 6.1.1. KazZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Diikaz. Jsou-li ey, es neutralni prvky operace *, pak es = €1 x es = e;. O

Priklad. (1) Neutréalni prvek operace s¢itani na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 0.
(2) Neutralni prvek operace nasobeni na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 1.

(3) Neutralni prvek operace s¢itdni matic na mnoziné M.,, ., (P) je nulova matice
prislusného typu, tedy 0,,xn-

(4) Neutralni prvek operace nasobeni matic na mnoziné M, (P) je jednotkova
matice prislusného typu, tedy F,,.

(5) Neutralni prvek operace s¢itani polynomit na mnoziné Plz| je polynom 0.
(6) Neutralni prvek operace nasobeni polynomi na mnoziné P|x] je polynom 1.
(7) Neutralni prvek operace sklddani zobrazeni na mnoziné X~ je identita idyx. B

Bud * binarni operace na mnoziné X, e € X jeji neutralni prvek. Prvek © € X
je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, ze

TkY=Y*x =e.
Potom y je inverzni prvek k prvku x vzhledem k operaci .

Tvrzeni 6.1.2. Kazdy prvek mnoziny s asociativni bindrni operaci md vzhledem
k této operaci nejuyse jeden inverzni prvek.

Diikaz. Je-li e neutralni prvek operace * a jsou-li y;,y» inverzni prvky k prvku =z,
pak

=t ke=y* (Txy2) = (Y1 %) %Yo = €% Yo = yo. O

Inverzni prvek k prvku z se obvykle zna¢i =1 Pouze u operace + se znaéi —x
a tikd se mu opacny.

Pfimo z definice inverzniho prvku vyplyva, ze
el=e a () '=u

Piiklad. (1) Inverzni prvek k ¢&islu = vzhledem k operaci s¢itani na mnozinach
Ny, Z,Q, R, C je ¢islo opa¢né —z (pokud v piislusné mnoziné existuje).

(2) Inverzni prvek k ¢islu z vzhledem k operaci nasobeni na mnozinach Ny, Z, Q,
R, C je pfevracend hodnota x~! (pokud v pfislusné mnoziné existuje).

(3) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci séitani matic na mnoziné
Mxn(P) je opatnd matice —A.

(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci nasobeni matic na mnoziné
M.,,(P) je inverzni matice A™* (je-li A invertibilni). |
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6.2. Grupy

Mnozina G s binarni operaci x: G x G — G je grupa, jestlize
(1) operace * je asociativni,
(2) v mnoziné G je neutralni prvek operace *,
(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhle-
dem k operaci .

Je-li navic operace * komutativni, grupa G se také nazyva komutativni.

Grupa G s binarni operaci *, neutralnim prvkem e a oznacenim inverzniho
prvku ~! se nékdy zapisuje (G, *, e, 1), nékdy jen (G, *) a je-li z kontextu ziejmé,
o jakou operaci se jedna, nékdy se hovoii jen o grupé G.

Grupa s bindrni operaci oznacenou + se nazyva aditivni (pouziva se pouze u ko-
mutativnich grup). Grupa s binarni operaci ozna¢enou - se nazyva multiplikationi.

Oznacme Q* = Q \ {0} a obdobné v pripadech R*, C*
Pfiklad. (1) Mnozina Z s operaci s¢itani je grupa. Stejné tak Q, R, C.
Mnozina Ny s operaci s¢itani neni grupa.
Mnozina Q* s ndsobenim je grupa. Stejné tak R*, C*, R, (kladna reéln ¢isla).

)
)
4) Mnozina Z \ {0} s operaci nasobeni neni grupa. Stejné tak Q, R, C.
) Mnozina M,,«,(P) s operaci s¢itani matic je grupa.

)

6) Mnozina M, (P) s operaci ndsobeni matic neni grupa.
7) Mnozina GL, (P) invertibilnich matic typu n x n s operaci nasobeni matic je
grupa (nazyva se obecnd linedrni grupa). |

Tvrzeni 6.2.1. Bud (G,*,e, ') grupa. Pak pro libovolnd x,y € G plati:
(1) Jestlize x xy =e, paky =z v =y L
(2) (wxy) =y trat
Diikaz. (1) Jestlize xxy =e, pak y = exy=a '*x*y = 2 ' xe = 271 Podobné
druha rovnost (cviceni).
(2) Plyne z (1) a rovnosti z x y xy ' xxz7 ! =e. O

6.3. Podgrupy

Bud (X, *,e, 1) grupa, bud Y C X podmnozina takova, Ze
(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y; xy2 € Y;
(2) e€Y;
(3) jestlize y € Y, pak y~! € Y.
Potom Y je podgrupa grupy X.
Vlastnosti (1) se nékdy fika uzavienost mnoziny vzhledem k operaci, vlastnosti
(3) uzavrenost mnoziny vzhledem k inverzim.
Kazda podgrupa je grupa.
Priklad. (1) Kazd4 grupa (X, , e, ') ma podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se
nazyvaji trivialni podgrupy.
(2) Aditivni podgrupy (Z7 +, 07 _) - (Qa =+, Oa _) - (Ra +, Oa _) - ((Cu +, Oa _)
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(3) Multiplikativni podgrupy (Q*-,1,71) C (R*-,1,7!) C (C*-,1,71).
(4) Mnozina {—1,1} je podgrupa multiplikativni grupy R*
(5) Mnozina {z € C||z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C* |

Tvrzeni 6.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je
podgrupa X.
(2) Budte X grupa a'Y,Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.

Dukaz. Cviceni. O

Cwvicent. Pokud prinik prazdného systému podmnozin mnoziny X je mnozina
X, potom priinik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. >

6.4. Podgrupy aditivni grupy 7Z

Najdeme v8echny podgrupy aditivni grupy Z = (Z,+, 0, —). Pro pfirozené ¢islo
m € Ny oznaCme

mZ ={mk|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}.

Tvrzeni 6.4.1. MnoZiny mZ, m € Ny, jsou podgrupy aditivni grupy Z a jiné
podgrupy v Z nejsou.

Dikaz. Bud m € Ny libovolné. Ukézeme, Ze mZ je podgrupa. Pro libovolné
mk,ml € mZ plati mk + ml = m(k + 1) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost
mnoziny mZ na s¢itani. Mnozina mZ obsahuje neutralni prvek 0 grupy Z. Na-
konec, pro libovolné mk € mZ plati —(mk) = m(—k) € mZ, ¢imz je dokédzana
uzavienost mnoziny mZ na inverzni (opacné) prvky.

Ukéazeme, ze kazda podgrupa B C 7Z je rovna nékteré podgrupé mZzZ. Jelikoz B
je podgrupa, obsahuje neutralni prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z (m = 0).
Predpokladejme, ze B # {0}, tedy existuje nenulové ¢islo b € B. Navic existuje
kladné cislo by € B, bud b, = b, nebo b, = —b (—b € B, protoze B je podgrupa).
Oznac¢me m nejmensi kladné ¢islo v B (v kazdé neprazdné mnoziné kladnych
celych ¢isel existuje nejmensi ¢islo).

Dokazeme, ze toto ¢islo m je hledané ¢islo, pro néz B = mZ. Nejdiive ukazeme,
ze mZ C B. Jiz vime, ze 0 € B am € B. Matematickou indukci se snadno dokéaze,
ze mk = m(k —1)+m € B pro kazdé k € N. A potom i inverzni prvky —mk lezi
v B, a tim je ukazano, ze vSechny prvky mnoziny mZ lezi v B.

Zbyva dokazat, ze B C mZ. Bud b € B libovolné a pfedpokladejme, ze b ¢ mZ.
Pak existuji q,r € Z takova, ze

O<r<m a b=mqg+r.

Potom r = b —mq = b+ m(—q) je kladny prvek B, mensi nez m, coZ je v rozporu
s definici prvku m. Proto b € mZ. O



