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6. p¯ednáπka, 29. 10. 2020

4. Soustavy lineárních rovnic

V r˘zn˝ch oborech (ve fyzice, v chemii, v ekonomii, samoz¯ejmÏ v matema-
tice, ale i v bÏæném æivotÏ) existuje spousta úloh, které m˘æeme vy¯eπit tak, æe
sestavíme vhodnou soustavu lineárních rovnic a najdeme její ¯eπení.

4.1. Soustavy lineárních rovnic a jejich ¯eπení

BuÔte n p¯irozené Ëíslo, P pole, a1, a2, . . . , an

, b 2 P . Potom
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je lineární rovnice o n neznám˝ch x

1
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, . . . , x

n (nejsou to mocniny, jen horní
indexy).
Uvedenou lineární rovnici m˘æeme zapsat
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Tvrzení 4.1.1. MÏjme rovnici ax = b o jedné neznámé x. Je-li a 6= 0, pak existuje
jedin˝ prvek ⇠ 2 P takov˝, æe

a⇠ = b,

a sice ⇠ = ba

�1 (naz˝vá se ¯eπení rovnice ax = b).

D˘kaz. Dosadíme-li ⇠ = ba

�1 za x, dostaneme a⇠ = aba

�1 = b. Je to tedy ¯eπení.
Na druhou stranu, je-li ⇠ ¯eπení, tedy a⇠ = b, pak ⇠ = ⇠ · 1 = ⇠(aa

�1) =
(⇠a)a�1 = (a⇠)a�1 = ba

�1. Tím je dokázána jednoznaËnost ¯eπení (kaædé ¯eπení je
rovno ba

�1). ⇤
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m˘æeme soustavu lineárních rovnic psát jako rovnici

Ax = b.

Matice A = (ai

j

)
m⇥n

je matice soustavy, b = (bi)
m⇥1 je sloupec prav˝ch stran,

x = (xi)
n⇥1 je sloupec neznám˝ch. Matice
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ÿeπení soustavy lineárních rovnic je kaædá uspo¯ádaná n-tice ⇠ = (⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n)
prvk˘ pole P taková, æe pro kaædé i 2 {1, . . . ,m} platí rovnost
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SouËin Ax si m˘æeme rozepsat
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Tedy, soustava lineárních rovnic Ax = b má ¯eπení právÏ tehdy, kdyæ existuje
lineární kombinace sloupc˘ matice A, která je rovna sloupci prav˝ch stran b.
Koeficienty takov˝ch lineárních kombinací tvo¯í jednotlivá ¯eπení soustavy.
Jestliæe soustava lineárních rovnic má nÏjaké ¯eπení, tj. sloupec prav˝ch stran

je nÏjakou lineární kombinací sloupc˘ matice soustavy, potom hodnost rozπí¯ené
matice soustavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestliæe soustava nemá ¯eπení,
tj. sloupec prav˝ch stran není lineární kombinací sloupc˘ matice soustavy, potom
hodnost rozπí¯ené matice soustavy je o 1 vÏtπí neæ hodnost matice soustavy.
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Mnoæina vπech ¯eπení soustavy lineárních rovnic je pr˘nik mnoæin vπech ¯eπení
jednotliv˝ch rovnic soustavy.

P¯íklad. (1) ÿeπení lineární rovnice

a1x
1 + a2x

2 = b

s reáln˝mi koeficienty o dvou neznám˝ch x

1
, x

2 jsou uspo¯ádané dvojice (⇠1, ⇠2)
reáln˝ch Ëísel takové, æe po jejich dosazení do rovnice za neznámé dostaneme
rovnost. Mnoæina vπech ¯eπení takové rovnice je tedy

{(⇠1, ⇠2) 2 R2 | a1⇠1 + a2⇠
2 = b}

a bereme-li uspo¯ádané dvojice jako body v rovinÏ, tato mnoæina je
• prázdná, tj. rovnice nemá ¯eπení — pokud a1 = a2 = 0 a b 6= 0;
• p¯ímka, tj. rovnice má nekoneËnÏ mnoho ¯eπení — pokud aspoÚ jeden z ko-
eficient˘ a1, a2 je nenulov˝;

• celá rovina, tj. rovnice má nekoneËnÏ mnoho ¯eπení — pokud a1 = a2 = b = 0.
Je-li to p¯ímka procházející dvÏma body u = (u1, u2), v = (v1, v2) a oznaËíme-li
w = u� v, m˘æeme ji zapsat také parametricky

{u+ tw | t 2 R} = {(u1, u2) + t(w1, w2) | t 2 R}
= {(u1 + tw1, u2 + tw2) | t 2 R}.

(2) Mnoæina vπech ¯eπení soustavy lineárních rovnic o dvou neznám˝ch je pr˘nik
mnoæin vπech ¯eπení jednotliv˝ch rovnic. Taková mnoæina je tedy

• prázdná — pokud buÔ aspoÚ jedna rovnice nemá ¯eπení, nebo mnoæiny vπech
¯eπení dvou rovnic jsou rovnobÏæné p¯ímky, nebo mnoæiny vπech ¯eπení t¯í
rovnic jsou p¯ímky s prázdn˝m pr˘nikem;

• jednoprvková — pokud mnoæiny vπech ¯eπení dvou rovnic jsou p¯ímky s jedno-
prvkov˝m pr˘nikem, jehoæ prvek je ¯eπením i vπech ostatních rovnic sousatvy;

• p¯ímka — pokud to není celá rovina a vπechny mnoæiny vπech ¯eπení jednot-
liv˝ch rovnic r˘zné od celé roviny jsou tatáæ p¯ímka, tedy vπechny rovnice
jsou násobky jedné z nich;

• celá rovina — pokud vπechny rovnice mají vπechny koeficienty i pravé strany
nulové, tedy a

i

1 = a

i

2 = b

i = 0 pro kaædé i.
(3) ÿeπení lineární rovnice o t¯ech neznám˝ch jsou uspo¯ádané trojice, po jejichæ
dosazení do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li uspo¯ádané trojice jako body
v trojrozmÏrném prostoru, mnoæina vπech ¯eπení je

• prázdná — pokud a1 = a2 = a3 = 0 a b 6= 0;
• rovina — pokud aspoÚ jeden z koeficient˘ a1, a2, a3 je nenulov˝;
• cel˝ trojozmÏrn˝ prostor — pokud a1 = a2 = a3 = b = 0.

A také rovinu v prostoru m˘æeme vyjád¯it parametricky.
(4) Mnoæina vπech ¯eπení soustavy lineárních rovnic o t¯ech neznám˝ch m˘æe b˝t

• prázdná;
• jednoprvková;
• p¯ímka;
• rovina;
• cel˝ trojozmÏrn˝ prostor.

(5) ÿeπení lineární rovnice o n neznám˝ch jsou uspo¯ádané n-tice a mnoæina
vπech ¯eπení je

• prázdná;
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• „(n� 1)-rozmÏrná rovinaˇ, naz˝vá se nadrovina v n-rozmÏrném prostoru;
• cel˝ n-rozmÏrn˝ prostor.

Mnoæina vπech ¯eπení soustavy lineárních rovnic o n neznám˝ch je tedy p¯ípadnÏ
pr˘nik nadrovin v n-rozmÏrném prostoru. ⌅
P¯íklad. (1) Soustava

4x1 + 3x2 + x

3 = 81

5x1 + 2x2 + 0,5x3 = 55

2x1 + 3x2 + x

3 = 76

má právÏ jedno ¯eπení, (2,5, 14, 29), tj. ⇠1 = 2,5, ⇠2 = 14 a ⇠

3 = 29. Mnoæina vπech
¯eπení je {(2,5, 14, 29)}.
(2) MÏjme soustavu

x� y = 1,

tedy jednu rovnici o dvou neznám˝ch. Kaædá uspo¯ádaná dvojice (⇠, ⇠ � 1), kde
⇠ je libovolné reálné Ëíslo, je ¯eπení soustavy, tj. x = ⇠, y = ⇠ � 1 pro libovolné
⇠ 2 R. Soustava má tedy nekoneËnÏ mnoho ¯eπení a mnoæina vπech ¯eπení je
{(⇠, ⇠ � 1) | ⇠ 2 R}.
(3) Soustava

x = 0
x = 1

nemá æádné ¯eπení, mnoæina vπech ¯eπení je tedy prázdná mnoæina ;. ⌅

4.2. Gaussova eliminaËní metoda a obecné ¯eπení

ÿeπit soustavu lineárních rovnic, tj. hledat mnoæinu vπech jejích ¯eπení, je moæné
tak, æe soustavu upravíme na takov˝ tvar, ze kterého vπechna ¯eπení vyËteme. Je
ovπem nutné pouæívat pouze takové úpravy, které nemÏní mnoæinu vπech ¯eπení
soustavy. Takové úpravy se naz˝vají ekvivalentní. A soustavy lineárních rovnic,
jejichæ mnoæiny vπech ¯eπení se vzájemnÏ rovnají, se naz˝vají ekvivalentní.
Elementární úpravy soustavy lineárních rovnic jsou
(i) p¯iËtení nÏjakého násobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vynásobení nÏkteré rovnice nenulov˝m Ëíslem,
(iii) vzájemná v˝mÏna dvou rovnic.

Ke kaædé elementární úpravÏ soustavy existuje elementární úprava (stejného typu),
která soustavu p¯evede do p˘vodního stavu.
Je z¯ejmé, æe provedení ¯ádkové elementární úpravy rozπí¯ené matice soustavy
je totéæ co provedení obdobné elementární úpravy soustavy.

Tvrzení 4.2.1. Elementární úpravy soustavy lineárních rovnic nemÏní mnoæinu
vπech ¯eπení soustavy.

D˘kaz. MÏjme soustavu lineárních rovnic o n neznám˝ch x

1
, x

2
, . . . , x

n a buÔ ⇠ =
(⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) její ¯eπení, tj. pro kaædé i platí rovnost

a

i

1⇠
1 + a

i

2⇠
2 + · · ·+ a

i

n

⇠

n = b

i

.
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Zvolme si jednu elementární úpravu, p¯iËtení c-násobku j-té rovnice k i-té rov-
nici, kde i 6= j (pro zbylé dvÏ úpravy je d˘kaz analogick˝). Po této úpravÏ do-
staneme novou soustavu, která se od té p˘vodní liπí jen v i-té rovnici, ta v nové
soustavÏ je

(ai

1 + ca

j

1)x
1 + · · ·+ (ai

n

+ ca

j

n

)xn = b

i + cb

j

.

Je z¯ejmé, æe ⇠ je ¯eπením i této nové soustavy, protoæe je ¯eπením nové i-té rovnice

(ai

1 + ca

j

1)⇠
1 + · · ·+ (ai

n

+ ca

j

n

)⇠n

= (ai

1⇠
1 + · · ·+ a

i

n

⇠

n) + c(aj

1⇠
1 + · · ·+ a

j

n

⇠

n)

= b

i + cb

j

i vπech ostatních, nezmÏnÏn˝ch rovnic soustavy. To znamená, æe kaædé ¯eπení p˘-
vodní soustavy je ¯eπením i upravené soustavy.
P¯i maticovém zápisu m˘æeme tvrzení dokázat s vyuæitím toho, æe ¯ádková
elementární úprava matice je totéæ co násobení elementární maticí zleva. Úpravou
soustavy Ax = b dostaneme soustavu UAx = Ub. Jestliæe ⇠ je ¯eπením p˘vodní
soustavy, tedy A⇠ = b, potom UA⇠ = Ub a ⇠ je ¯eπením i upravené soustavy.
Vzhledem k tomu, æe upravenou soustavu m˘æeme p¯evést na tu p˘vodní opÏt
pomocí jedné z elementárních úprav, kaædé ¯eπení upravené soustavy je také ¯e-
πením p˘vodní soustavy. CelkovÏ tedy mnoæina vπech ¯eπení upravené soustavy je
rovna mnoæinÏ vπech ¯eπení p˘vodní soustavy. ⇤
Tvary soustavy lineárních rovnic, ze kter˝ch lze snadno vyËíst vπechna ¯e-
πení soustavy, jsou ty, jejichæ rozπí¯ené matice jsou ve schodovitém a jeπtÏ lépe
v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru.

Pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav upravme rozπí¯enou matici soustavy na
Gauss˘v–Jordan˘v tvar (staËil by i schodovit˝). Jestliæe upravená rozπí¯ená matice
soustavy má více (o jeden) nenulov˝ch ¯ádk˘ neæ p¯ísluπná matice soustavy, sou-
stava (upravená i p˘vodní) nemá ¯eπení. Jestliæe poËty nenulov˝ch ¯ádk˘ upravené
rozπí¯ené matice soustavy i p¯ísluπné matice soustavy se rovnají r, tj. rozπí¯ená
matice soustavy a matice soustavy mají stejné hodnosti, p¯ísluπná soustava rovnic
(uvádíme jen ty nenulové) je

x

1 + · · ·+ 0 + · · ·+ 0 + c

1
kr+1x

kr+1 + · · ·+ c

1
n
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x
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kr+1 + · · ·+ c
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r

.

Z poslední rovnice m˘æeme pomocí xkr+1
, . . . , x

n vyjád¯it

x

kr = d

r � c

r

kr+1x
kr+1 � · · ·� c

r

n

x

n

.

Z p¯edposlední rovnice m˘æeme pomocí xkr�1+1
, . . . , x

kr�1
, x

kr+1
, . . . , x

n vyjád¯it

x

kr�1 = d

r�1� c

r�1
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kr�1+1� · · ·� c

r�1
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kr�1� c
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Takto m˘æeme postupovat aæ k první rovnici, ze které vyjád¯íme x

1 (k1 = 1)
pomocí vπech ostatních neznám˝ch kromÏ x

k2
, . . . , x

kr.
Získáme tak vyjád¯ení r neznám˝ch x

k1
, x

k2
, . . . , x

kr pomocí n�r neznám˝ch x

i

s i 2 {1, 2, . . . , n}\{k1, k2, . . . , kr

}. Kdyæ zvolíme za neznámé x

i, i 2 {1, 2, . . . , n}\
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{k1, k2, . . . , kr

}, libovolné prvky pole P , které pak dosadíme do získan˝ch vztah˘
pro neznámé x

k1
, x

k2
, . . . , x

kr a tyto hodnoty dopoËítáme, dostaneme ¯eπení sou-
stavy Ax = b. Neznám˝m x

i, i 2 {1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr

}, se ¯íká parametry
a oznaËujeme je po ¯adÏ t

1
, . . . , t

n�r.
MÏjme soustavu lineárních rovnic o n neznám˝ch s hodností r rozπí¯ené matice
soustavy. Její ¯eπení zapsané pomocí n � r parametr˘ se naz˝vá obecné ¯eπení.
Libovolnou volbou parametr˘ získáme jedno ¯eπení soustavy, to se naz˝vá parti-
kulární ¯eπení.
Je z¯ejmé, æe kaædé ¯eπení soustavy lineárních rovnic lze získat z obecného ¯eπení
vhodnou volbou parametr˘. Takæe mnoæina vπech ¯eπení získan˝ch z obecného
¯eπení vπemi moæn˝mi volbami parametr˘ je rovna mnoæinÏ vπech ¯eπení soustavy.

4.3. Frobeniova vÏta

Z p¯edchozích pozorování a tvrzení vypl˝vá následující vÏta.

Tvrzení 4.3.1 (Frobeniova vÏta). Soustava lineárních rovnic má aspoÚ jedno ¯e-
πení právÏ tehdy, kdyæ hodnost matice soustavy se rovná hodnosti rozπí¯ené matice
soustavy.

D˘kaz. Jestliæe soustava Ax = b má nÏjaké ¯eπení, pak sloupec b prav˝ch stran je
lineární kombinací sloupc˘ matice A a rozπí¯ením matice A o takov˝ sloupec se
hodnost nezmÏní. Takæe matice A a Ā mají stejné hodnosti.
Jestliæe se hodnosti matic A a Ā rovnají, a rovnají se tedy i hodnosti p¯ísluπn˝ch
matic v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru, pak pouæitím postupu z p¯edchozí podkapitoly
a libovolnou volbou parametr˘ získáme ¯eπení soustavy. ⇤

4.4. Cramerovo pravidlo

Podle Frobeniovy vÏty soustava s regulární maticí má ¯eπení. Podle následující
vÏty má právÏ jedno ¯eπení.

Tvrzení 4.4.1. Soustava Ax = b s regulární maticí A má právÏ jedno ¯eπení

⇠ = A

�1
b.

D˘kaz. BuÔA regulární matice, tedy Ëtvercová, invertibilní, s maximální hodností.
Potom podle Frobeniovy vÏty soustava Ax = b má ¯eπení. A pro kaædé ¯eπení ⇠
platí A⇠ = b, tedy ⇠ = A

�1
A⇠ = A

�1
b. ⇤

Tvrzení 4.4.2 (Cramerovo pravidlo). BuÔ Ax = b soustava s regulární maticí A
a ¯eπením ⇠ =

�
⇠

1
⇠

2
. . . ⇠

n

�
. Pak pro kaædé i 2 {1, 2, . . . , n}
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i
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,
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je matice vzniklá z matice A v˝mÏnou i-tého sloupce za sloupec prav˝ch
stran b:
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D˘kaz. P¯i rozvoji podle i-tého sloupce dostáváme detA
i

=
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j
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j
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j. Dále

⇠ = A

�1
b =
adjA
detA

b =
Â

T

detA
b =

Â

T
b

detA
a tedy

⇠

i =

P
j

(ÂT)i
j

b

j

detA
=

P
j

Â

j

i

b

j

detA
=

P
j

(Â
i

)j
i

b

j

detA
=
detA

i

detA
.

Tvrzení m˘æeme dokázat také takto: Je-li ⇠ ¯eπení soustavy Ax = b, pak b je
lineární kombinací sloupc˘ A

•
i

s koeficienty ⇠

1
, . . . , ⇠

n, tedy

b = ⇠

1
A

•
1 + ⇠

2
A

•
2 + · · ·+ ⇠

n

A

•
n

=
X

j

⇠

j

A

•
j

a matice A

i

má v i-tém sloupci tuto lineární kombinaci vπech sloupc˘ matice A.
Potom

detA
i

= det
�
A

•
1 . . . A

•
i�1 b A

•
i+1 . . . A

•
n

�

= det
�
A

•
1 . . . A

•
i�1

P
j

⇠

j

A

•
j

A

•
i+1 . . . A

•
n

�

=
X

j

det
�
A

•
1 . . . A

•
i�1 ⇠

j

A

•
j

A

•
i+1 . . . A

•
n

�

=
X

j

⇠

j det
�
A

•
1 . . . A

•
i�1 A

•
j

A

•
i+1 . . . A

•
n

�

= ⇠

i det
�
A

•
1 . . . A

•
i�1 A

•
i

A

•
i+1 . . . A

•
n

�

= ⇠

i detA,

z Ëehoæ dostaneme poæadovan˝ vztah. ⇤

4.5. Homogenní soustavy lineárních rovnic

Soustava s nulovou pravou stranou, b = 0, se naz˝vá homogenní.

Tvrzení 4.5.1. Kaædá homogenní soustava má ¯eπení — nulové.

D˘kaz. Z¯ejmé. ⇤
Tvrzení 4.5.2. Lineární kombinace ¯eπení homogenní soustavy je také ¯eπení té
soustavy. SpeciálnÏ, nulov˝ sloupec je ¯eπení, souËet ¯eπení je ¯eπení a c-násobek
¯eπení je ¯eπení.

D˘kaz. Nechª ⇠1, ⇠2 jsou ¯eπení, ↵1, ↵2 2 P . Tedy, A⇠1 = 0 a A⇠2 = 0. Potom
A(↵1⇠1 + ↵2⇠2) = ↵1A⇠1 + ↵2A⇠2 = 0 a lineární kombinace ¯eπení je tedy také
¯eπením soustavy. ⇤
Fundamentální systém ¯eπení homogenní soustavy je taková mnoæina ¯eπení
homogenní soustavy, která je lineárnÏ nezávislá a kaædé ¯eπení lze vyjád¯it jako
lineární kombinaci ¯eπení z této mnoæiny.

Tvrzení 4.5.3. Fundamentální systém ¯eπení soustavy rovnic Ax = 0 o n nezná-
m˝ch má n� rankA prvk˘.
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D˘kaz. Obecné ¯eπení je vyjád¯eno pomocí n� rankA parametr˘ t

1
, . . . , t

n�rankA.
Provedeme-li n � rankA voleb parametr˘ (t1, . . . , tn�rankA) = (1, 0, . . . , 0), . . . ,
(t1, . . . , tn�rankA) = (0, . . . , 0, 1), dostaneme mnoæinu ¯eπení s poæadovan˝mi vlast-
nostmi. ⇤

4.6. Nehomogenní soustavy lineárních rovnic

Soustava s nenulovou pravou stranou se naz˝vá nehomogenní. Je-li Ax = b

nehomogenní soustava, potom Ax = 0 se naz˝vá homogenizovaná soustava.

Tvrzení 4.6.1. Nechª ⇠

p

je nÏjaké ¯eπení soustavy Ax = b. Potom pro kaædé
¯eπení ⇠ této soustavy existuje jediné ¯eπení ⇠0 homogenizované soustavy takové,
æe ⇠ = ⇠

p

+ ⇠0.
Na druhou stranu, pro libovolné ¯eπení ⇠0 homogenizované soustavy je ⇠ = ⇠

p

+⇠0

¯eπení soustavy Ax = b.

D˘kaz. BuÔte ⇠

p

a ⇠ ¯eπení soustavy. Poloæme ⇠0 = ⇠�⇠

p

. Potom A⇠0 = A(⇠�⇠

p

) =
A⇠ � A⇠

p

= b� b = 0. Tedy, ⇠0 je ¯eπení homogenizované soustavy a ⇠ = ⇠0 + ⇠

p

.
JednoznaËnost ⇠0 je z¯ejmá.
Je-li A⇠0 = 0, pak A⇠ = A(⇠

p

+ ⇠0) = A⇠

p

+ A⇠0 = b+ 0 = b. ⇤
Z p¯edchozího tvrzení vypl˝vá, æe je-li ⇠

p

nÏjaké ¯eπení soustavy Ax = b, potom
mnoæina vπech ¯eπení této soustavy je

{⇠
p

+ ⇠0 | ⇠0 je ¯eπení homogenizované soustavy Ax = 0} .


