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5. prednaska, 22. 10. 2020

Tvrzeni 3.2.1. Determinant matice s nulovym radkem nebo nulovym sloupcem
je roven nule.

Dikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupcem.
Pro kazdé o € S, je v soucinu A} A2 --- A" pravé jeden prvek z kazdého, tedy
i nulového tadku a prave jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupce. Proto
je kazdy takovy soucin roven nule. 0

Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojihelnikovd (nebo v (hornim resp.
dolnim) trojuhelnikovém tvaru), jestlize je ¢tvercova a pod resp. nad diagonéalou
ma jen nuly, tedy A; = 0 pro ¢ > j resp. pro ¢ < j.

Kazda matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojihelnikovém tvaru
a tedy kazdou ¢tvercovou matici lze pomoci fadkovych elementarnich uprav pre-
vést na trojihelnikovy tvar.

Tvrzeni 3.2.2. Determinant trojuhelnikové matice je roven soucinu prvki na
diagondle.
Diikaz. Bud A horni trojuhelnikova matice typu n x n. Pro kazdou permutaci o
na mnoziné [, rtiznou od identity existuje ¢ € I,, takové, ze o; < i, tedy Af, =0
ataké sgno - A, --- AL - A7 = 0. Jelikoz sgnid = 1, det A = AJA3--- A7

Pro dolni trojuhelnikové matice je dikaz analogicky. 0J

Dausledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu proki
na diagondle.
(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na diagondle.
(3) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové.
Piiklad. (1) det E"/(c) = 1, protoZe E™(c) je trojihelnikova matice a na dia-
gonale ma jen jednicky.
(2) det E'(c) = ¢, protoze E'(c) je diagonalni matice a na diagonédle méa jedno c
a jinak jen jednicky.
(3) det E% = —1. Jelikoz kazdy fadek a kazdy sloupec matice E*’ obsahuji prave
jednu jednicku a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace (a je to trans-
pozice) 7, pro kterou jsou viechny (E“/)! ... (E*)" rovny jedné. Pro ostatni
permutace je aspon jeden cinitel v prislusném soucinu nulovy. Jelikoz sinT = —1,
det E% = (—1) - (E™)L --- (E™)! = —1. |
Tvrzeni 3.2.3. Determinant matice s dvémi stejngmi tadky je roven nule.

Diikaz. Bud A ¢tvercova matice typu n x n, kterd ma i-ty fadek stejny jako j-tj
(i # 7), tedy Ai = AJ pro kazdé k. Nutné tedy n > 2.

Bud 7;; transpozice vymeénujici ¢,j € I, tedy sgn7;; = —1. Pro kazdou per-
mutaci o € S,, bud ¢’ = o o 7;;. Pak sgno’ = sgno - sgn7;; = —sgno a clen
determinantu odpovidajici permutaci o’ je
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a je tedy opacny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o. Spole¢ny pfispévek permu-
taci 0 a ¢’ k determinantu je tedy roven nule.

Jelikoz ¢’ # 0 a ¢” = o (ovéfte), mnozinu S,, (ma sudy pocet prvki) mizeme
rozloZit na dvouprvkové podmnoziny {o,0’}, z nichz kazda ptispiva k determi-
nantu nulou, takze det A = 0. ([

Tvrzeni 3.2.4. det AT = det A.

Dukaz.
det AT = sgno- (AT} ... (AT),, ... (AT)n,

=) sgno- AfNATL AT

Tteti rovnost dostaneme uspofadanim ¢initelt A" podle vzristajictho fadkového
indexu. O

3.2.2. Elementarni tpravy

Tvrzeni 3.2.5. (1) Pric¢tenim ndsobku jednoho tadku, resp. sloupce k jinému
radku, resp. sloupci se determinant nezmend.

Al AL AL Al oAl oAl
Al cAl AL+ cAl .. Al 4 cAll = AT AL L. AL
A1 A An Ar An . An

(2) Vyndsobenim jednoho tadku, nebo sloupce prvkem c se determinant vyndsobi
prvkem c.

n
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(3) Vymeénou dvou tddki, nebo dvou sloupci determinant zméni znaménko.

AlAL L AL Al AL L AL
Al Al fig AL AL A
Al Al A o /;{ Al A:g;
A An An /i’f An An

Diikaz. Uvedeme pouze dikaz pro radkové upravy, pro sloupcové je analogicky.
Budte A ¢tvercova matice a B upravena matice.
(1) Vznikne-li B z A pfi¢tenim c-ndsobku j-tého fadku k i-tému Fadku, pak
Bi = Al + cAi pro kazdé k a ostatni fadky matice B jsou stejné jako v matici A,
nacez

det B= Y sgno-Bl ...B....B. ... B}

ot

ogESy
= sgno- AL (AL +cAl) . AL AL
O’GSn
=) sgno-AL AL LLALLAY
O'ESTL
—i—czsgna‘A},l...Agi...Agj...AZn
O‘ESn

=det A+ c-0=detA.

Zde Y ,cs, sgno- Ay . AL L AL AL =0, protoze je to determinant matice,
ktera ma -ty radek stejny jako j-ty.

(2) Vznikne-li B z A vynasobenim i-tého faddku prvkem c, pak Bi = cA! pro
kazdé k a ostatni fadky matice B jsou stejné jako v matici A, nacez

det B = ngna-Bil...Bz,i...B”

On

O'eSn
= g sgno - A, ...cA, ... AY
O’GSn
=c E sgno - A, . AL LLLAD
UESTL
= cdet A.

(3) Necht i < j. Vznikne-li B z A vzdjemnou vyménou i-tého a j-tého fadku,
pak B = A} a Bj = Al pro kazdé k a ostatni fadky matice B jsou stejné jako

v matici A. Ozna¢me o’ permutaci o o 7;;. Pak o} = 0;, 0; = 0; a 0}, = o}, pro
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k # 1,7 a mame

det B= Y sgno-B. ...B. .. .B. .. Bl

o1 aj On
O'eSn
= sgno- AL ALLLAL AT
O’GSn
= Z sgna-Ai,l...Affj...Ai,l_...AZn
O'eSn
= sgno- AL AL LA LAY
O’GSn
= — Z Sgn OJ . A;/l AZ / Ai_/_ AZ./
O'GS’VL !
= —det A.
Tteti rovnost plyne z komutativniho zdkona pro nasobeni, pata plyne z rovnosti
sgno’ = —sgno a posledni plyne z toho, Ze pfifazeni o — o’ je bijekce S,, — S,
a proto ¢’ probih4 celou mnozinu S,,, pokud o probihd celou mnozinu S,,. 0
Cvicent. Odvodte vztah mezi det(cA) a det A. >
Cviceni. Nechf A je matice typu n x n takova, ze AT = —A (takova matice se
nazyva antisymetrickd). Ukazte, ze je-li n liché ¢islo, pak det A = 0. >

Dusledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det Q - det A.

Diikaz. (1) det(E™(c)A) = det A =1-det A = det E“(c) - det A.
(2) det(E'(c)A) = cdet A = det E'(c) - det A.

(3) det(E™7A) = (—1) - det A = det E™ - det A. O
Cviceni. Dokazte, ze det B/ = —1 s vyuzitim piedchoziho diisledku a toho, Ze
vzajemna vyména dvou radkul je sloZzenim konec¢né mnoha radkovych elementéar-
nich uprav ostatnich druhi. >

Tvrzeni 3.2.6. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyZ ma nenulovy determinant.

Dikaz. Bud A regularni matice, tedy A = Q-+ Qp, kde Q1,...,Q jsou ele-
mentarni matice. Potom det A = det(Qq -+ Q) =det Q- det(Qa--- Q) = -+ =
det ()1 -det (s - - - det Qx, coz neni rovno nule, protoze determinanty elementarnich
matic jsou nenulové.

Necht det A # 0. Pomoci fadkovych elementarnich prav prevedeme A na scho-
dovity tvar B, tedy B = Q- Q1 A, kde @1, ..., jsou prislusné elementarni
matice. Potom det B = det(Qy - - Q1A) = det Qrdet(Qp_1---Q1A) = -+ =
det Qr det Q1 ---det Q1 det A # 0. Jelikoz B je ve schodovitém tvaru a jeji de-
terminant je tedy souc¢inem prvkil na diagonale, na diagonale neni zadna nula. To
znamena, ze B nema nulovy radek, je tedy regularni a A také. ([l

Disledek. Matice je reguldrni prdve tehdy, kdyz md nenulovy determinant, a to
ma prave tehdy, kdyZ je invertibilni, a to je prdve tehdy, kdyZ je ekvivalentni
jednotkové matici.
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Tvrzeni 3.2.7 (Cauchyho véta). Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Pak
det AB = det A - det B.
Diikaz. (1) Je-li A regulérni, tedy soucin Q1Q)s - - - Q) elementérnich matic, pak

det AB =det(Q; - QrB) = det Qy - det(Q2 - - QrB) = ...

= det Q1 det Qs - - - det Qr det B = det(Q1Qs2 - - - Q) det B
= det Adet B.

(2) Je-li A singularni, podle Tvrzeni 2.5.5 je AB také singularni a tedy
det AB=0=det A=det A-detB.
Cviceni. det A~' = 1/ det A.

Cwvicent. Dokazte, Ze pro determinanty lisici se pouze v jednom Fadku plati

AV AL A oA AL A
At ... AL+ |BY ... Bil=|Ai+B ... A +DB|. >
Ay L A AT L AR Av .. AN
Lemma.
AL AL AL, AL
: : : : ket
Ab o AR AR L AR jﬁ 4’1“ A’fil Affﬂ
0 ... 0 AML oAk T A :
: : - : Ab oo AR AR, L AT
0 ... 0 Ay, ... A"

Rikame, Ze determinant matice A se rozpadl na subdeterminanty: subdetermi-
nant A’ fadu k£ a subdeterminant A” fadu n — k. Strucné ale vystizné pak toto
tvrzeni vyjadiujeme zapisem

‘A’ X

=4,

3.2.3. Laplaceuv rozvoj
Determinant radu n lze prevést na soucet n determinantt fadu n — 1.

Bud A matice typu n xn. Determinant fadu n— 1 matice vzniklé z A vynechdnim
1-tého tadku a j-tého sloupce se nazyva minor a znadci se
Ti
A] .

Kofaktor (nebo také algebraicky doplnék) prvku A’ je
Al = (—1)" Al

Tedy, kofaktor (algebraicky doplnék) prvku A je (—1)"*/-nésobek determinantu
matice, kterd vznikne z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.
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Tvrzeni 3.2.8 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu). Pro kazdéi € {1,...,n}

plati

det A = AJA + AJAL 4+ ALAL =) ALAL
j=1

= AJAL 4 AZA? - ATAY =Y ATAL
j=1

Uvedeny vztah se nazyva Laplacetuv rozvoj podle i-tého radku resp. podle i-tého

sloupce.
Diikaz.
Al Al A AL, AL
det A = |Al Al AL AL A,
Ay o AT, AT AT A
A A}f1 A; Ajl. . AL
=S 0 A0 0
j=1] : : :
Ay o AT AT AT A7
Al A}q Ajl- A} 41 Al
=> A0 0 1 0 0
J=1 : : : :
AY A7, A7 AT, A
Ukazme, ze
Al Ajl-_ Ajl A]l-+1 . AL
0 0 1 0 .. 0]|=A.
Ay .0 AR AT AT, L AR
Vyménujme -ty fadek (0 010 ... 0) s predchozimi radky tak dlouho,

az bude prvnim fadkem; k tomu je potieba ¢ — 1 vymén. Poté vyménujme j-ty

sloupec (1 A}

AZt AL A7) s predchozimi sloupci tak dlouho, aZ

bude prvnim sloupcem; k tomu je potieba j—1 vymén. Takto vznikly determinant
se rozpadne na subdeterminanty rovné det(1) a A’ a je tedy roven det(1)- AL = AL,
Kvili provedenym vyménam fadki a sloupcti je nutné hodnotu determinantu
vynasobit ¢islem (—1)"1(—1)/7! = (=1)"1~1 = (=1)". Celkem tedy det A =
S0 AL (=) AL =" | AL AL a méme rozvoj podle i-tého Fadku,

Rozvoj podle i-tého sloupce ziskame analogicky. O
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3.3. Adjungovana matice

Bud A ¢tvercova matice. Ozna¢me A matici kofaktort A; Matice AT je matice
adjungovand k matici A a znaci se adj A. Tedy,

adj A = AT,

Tvrzeni 3.3.1. Bud A requldrni matice (s nenulovym determinantem). Pak

1
A*lzdetAade, tedy detA-E=A-adjA=adjA- A

Diikaz. Nasobme A - adj A:
(A-adjA)) = A (AT =" ALAL
k k

Je-li i = j, dostavame (A - adj A)i = 3, ALAL = det A podle Laplaceovy véty.
Je-li i # j, dostavame nulu. Skuteéné, utvorme matici B, ktera se od A lisi tim,
ze j-ty tadek je kopii i-tého, takze det B = 0 (pro¢?). Podle Laplaceovy véty zase

S AL = S BB = Y BB = det B = 0.
k k k
Vidime, ze matice A - adj A je diagonalni, pficemz na hlavni diagonale se stéle
opakuje prvek det A. Tudiz,
A-adjA=det A E.

Nyni sta¢i na obou stranach nasobit zleva matici A~! a délit nenulovym determi-
nantem det A. OJ



