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5. p¯ednáπka, 22. 10. 2020

Tvrzení 3.2.1. Determinant matice s nulov˝m ¯ádkem nebo nulov˝m sloupcem
je roven nule.

D˘kaz. BuÔ A matice typu n ⇥ n s nulov˝m ¯ádkem nebo nulov˝m sloupcem.
Pro kaædé � 2 S

n

je v souËinu A

1
�1

A

2
�2

· · ·An

�n
právÏ jeden prvek z kaædého, tedy

i nulového ¯ádku a právÏ jeden prvek z kaædého, tedy i nulového sloupce. Proto
je kaæd˝ takov˝ souËin roven nule. ⇤
»tvercová matice je (horní resp. dolní) trojúhelníková (nebo v (horním resp.
dolním) trojúhelníkovém tvaru), jestliæe je Ëtvercová a pod resp. nad diagonálou
má jen nuly, tedy A

i

j

= 0 pro i > j resp. pro i < j.
Kaædá matice ve schodovitém tvaru je také v (horním) trojúhelníkovém tvaru
a tedy kaædou Ëtvercovou matici lze pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav p¯e-
vést na trojúhelníkov˝ tvar.

Tvrzení 3.2.2. Determinant trojúhelníkové matice je roven souËinu prvk˘ na
diagonále.

D˘kaz. BuÔ A horní trojúhelníková matice typu n ⇥ n. Pro kaædou permutaci �
na mnoæinÏ I

n

r˘znou od identity existuje i 2 I

n

takové, æe �

i

< i, tedy A

i

�i
= 0

a také sgn� · A1
�1

· · ·Ai

�i
· · ·An

�n
= 0. Jelikoæ sgn id = 1, detA = A

1
1A
2
2 · · ·An

n

.
Pro dolní trojúhelníkové matice je d˘kaz analogick .̋ ⇤
D˘sledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven souËinu prvk˘
na diagonále.

(2) Determinant diagonální matice je roven souËinu prvk˘ na diagonále.

(3) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Determinanty elementárních matic jsou nenulové.

P¯íklad. (1) detEi,j(c) = 1, protoæe E

i,j(c) je trojúhelníková matice a na dia-
gonále má jen jedniËky.
(2) detEi(c) = c, protoæe E

i(c) je diagonální matice a na diagonále má jedno c

a jinak jen jedniËky.
(3) detEi,j = �1. Jelikoæ kaæd˝ ¯ádek a kaæd˝ sloupec matice E

i,j obsahují právÏ
jednu jedniËku a ostatní prvky jsou nuly, existuje jediná permutace (a je to trans-
pozice) ⌧ , pro kterou jsou vπechny (Ei,j)1

⌧1
, . . . , (Ei,j)n

⌧n
rovny jedné. Pro ostatní

permutace je aspoÚ jeden Ëinitel v p¯ísluπném souËinu nulov .̋ Jelikoæ sin ⌧ = �1,
detEi,j = (�1) · (Ei,j)1

⌧1
· · · (Ei,j)n

⌧n
= �1. ⌅

Tvrzení 3.2.3. Determinant matice s dvÏmi stejn˝mi ¯ádky je roven nule.

D˘kaz. BuÔ A Ëtvercová matice typu n⇥ n, která má i-t˝ ¯ádek stejn˝ jako j-t˝
(i 6= j), tedy A

i

k

= A

j

k

pro kaædé k. NutnÏ tedy n � 2.
BuÔ ⌧

ij

transpozice vymÏÚující i, j 2 I

n

, tedy sgn ⌧

ij

= �1. Pro kaædou per-
mutaci � 2 S

n

buÔ �

0 = � � ⌧

ij

. Pak sgn�

0 = sgn� · sgn ⌧

ij

= � sgn� a Ëlen
determinantu odpovídající permutaci �0 je

sgn�

0 · A1
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0
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= � sgn � · A1
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· · ·Aj
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· · ·An
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,
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a je tedy opaËn˝ k Ëlenu odpovídajícímu permutaci �. SpoleËn˝ p¯íspÏvek permu-
tací � a �

0 k determinantu je tedy roven nule.
Jelikoæ �

0 6= � a �

00 = � (ovÏ¯te), mnoæinu S

n

(má sud˝ poËet prvk˘) m˘æeme
rozloæit na dvouprvkové podmnoæiny {�,�

0}, z nichæ kaædá p¯ispívá k determi-
nantu nulou, takæe detA = 0. ⇤

Tvrzení 3.2.4. detAT = detA.

D˘kaz.

detAT =
X

�2Sn

sgn� · (AT)1
�1

. . . (AT)i
�i

. . . (AT)n
�n

=
X

�2Sn

sgn� · A�1
1 . . . A

�i
i

. . . A

�n
n

=
X

�2Sn
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�
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. . . A
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= detA.

T¯etí rovnost dostaneme uspo¯ádáním Ëinitel˘ A

�i
i

podle vzr˘stajícího ¯ádkového
indexu. ⇤

3.2.2. Elementární úpravy

Tvrzení 3.2.5. (1) P¯iËtením násobku jednoho ¯ádku, resp. sloupce k jinému
¯ádku, resp. sloupci se determinant nezmÏní.
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(2) Vynásobením jednoho ¯ádku, nebo sloupce prvkem c se determinant vynásobí
prvkem c.

�����������

A

1
1 A

1
2 . . . A

1
n

...
...

...
cA

i

1 cA

i

2 . . . cA

i

n

...
...

...
A

n

1 A

n

2 . . . A

n

n

�����������

= c

�����������

A

1
1 A

1
2 . . . A

1
n

...
...

...
A

i

1 A

i

2 . . . A

i

n

...
...

...
A

n

1 A

n

2 . . . A

n

n

�����������

.



24 Determinant

(3) V˝mÏnou dvou ¯ádk˘, nebo dvou sloupc˘ determinant zmÏní znaménko.
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D˘kaz. Uvedeme pouze d˘kaz pro ¯ádkové úpravy, pro sloupcové je analogick .̋
BuÔte A Ëtvercová matice a B upravená matice.
(1) Vznikne-li B z A p¯iËtením c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku, pak

B

i

k

= A

i

k

+ cA

j

k

pro kaædé k a ostatní ¯ádky matice B jsou stejné jako v matici A,
naËeæ

detB =
X

�2Sn

sgn � · B1
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. . . B
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+ c
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Zde
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sgn� ·A1
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. . . A

j
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. . . A

n

�n
= 0, protoæe je to determinant matice,

která má i-t˝ ¯ádek stejn˝ jako j-t .̋
(2) Vznikne-li B z A vynásobením i-tého ¯ádku prvkem c, pak B

i

k

= cA

i

k

pro
kaædé k a ostatní ¯ádky matice B jsou stejné jako v matici A, naËeæ

detB =
X

�2Sn
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. . . B

i

�i
. . . B

n

�n

=
X

�2Sn

sgn� · A1
�1

. . . cA

i

�i
. . . A

n

�n

= c

X

�2Sn

sgn� · A1
�1

. . . A

i

�i
. . . A

n

�n

= c detA.

(3) Nechª i < j. Vznikne-li B z A vzájemnou v˝mÏnou i-tého a j-tého ¯ádku,
pak B

i
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k

a B
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k

pro kaædé k a ostatní ¯ádky matice B jsou stejné jako
v matici A. OznaËme �
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. Pak �

0
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k 6= i, j a máme

detB =
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= � detA.

T¯etí rovnost plyne z komutativního zákona pro násobení, pátá plyne z rovnosti
sgn�

0 = � sgn� a poslední plyne z toho, æe p¯i¯azení � 7! �

0 je bijekce S

n

! S

n

,
a proto �

0 probíhá celou mnoæinu S

n

, pokud � probíhá celou mnoæinu S

n

. ⇤
CviËení. OdvoÔte vztah mezi det(cA) a detA. B
CviËení. Nechª A je matice typu n ⇥ n taková, æe A

T = �A (taková matice se
naz˝vá antisymetrická). Ukaæte, æe je-li n liché Ëíslo, pak detA = 0. B
D˘sledek. BuÔte Q elementární matice a A matice stejného typu. Pak

detQA = detQ · detA.

D˘kaz. (1) det(Ei,j(c)A) = detA = 1 · detA = detEi,j(c) · detA.
(2) det(Ei(c)A) = c detA = detEi(c) · detA.
(3) det(Ei,j

A) = (�1) · detA = detEi,j · detA. ⇤
CviËení. Dokaæte, æe detEi,j = �1 s vyuæitím p¯edchozího d˘sledku a toho, æe
vzájemná v˝mÏna dvou ¯ádk˘ je sloæením koneËnÏ mnoha ¯ádkov˝ch elementár-
ních úprav ostatních druh˘. B
Tvrzení 3.2.6. Matice je regulární právÏ tehdy, kdyæ má nenulov˝ determinant.

D˘kaz. BuÔ A regulární matice, tedy A = Q1 · · ·Qk

, kde Q1, . . . , Qk

jsou ele-
mentární matice. Potom detA = det(Q1 · · ·Qk

) = detQ1 · det(Q2 · · ·Qk

) = · · · =
detQ1 ·detQ2 · · · detQk

, coæ není rovno nule, protoæe determinanty elementárních
matic jsou nenulové.
Nechª detA 6= 0. Pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav p¯evedeme A na scho-
dovit˝ tvar B, tedy B = Q

k

· · ·Q1A, kde Q1, . . . , Qk

jsou p¯ísluπné elementární
matice. Potom detB = det(Q

k

· · ·Q1A) = detQk

det(Q
k�1 · · ·Q1A) = · · · =

detQ
k

detQ
k�1 · · · detQ1 detA 6= 0. Jelikoæ B je ve schodovitém tvaru a její de-

terminant je tedy souËinem prvk˘ na diagonále, na diagonále není æádná nula. To
znamená, æe B nemá nulov˝ ¯ádek, je tedy regulární a A také. ⇤
D˘sledek. Matice je regulární právÏ tehdy, kdyæ má nenulov˝ determinant, a to
má právÏ tehdy, kdyæ je invertibilní, a to je právÏ tehdy, kdyæ je ekvivalentní
jednotkové matici.
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Tvrzení 3.2.7 (Cauchyho vÏta). BuÔte A, B Ëtvercové matice stejného typu. Pak

detAB = detA · detB.

D˘kaz. (1) Je-li A regulární, tedy souËin Q1Q2 · · ·Qk

elementárních matic, pak

detAB = det(Q1 · · ·Qk

B) = detQ1 · det(Q2 · · ·Qk

B) = . . .

= detQ1 detQ2 · · · detQk

detB = det(Q1Q2 · · ·Qk

) detB
= detA detB.

(2) Je-li A singulární, podle Tvrzení 2.5.5 je AB také singulární a tedy

detAB = 0 = detA = detA · detB. ⇤
CviËení. detA�1 = 1/ detA. B
CviËení. Dokaæte, æe pro determinanty liπící se pouze v jednom ¯ádku platí
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ÿíkáme, æe determinant matice A se rozpadl na subdeterminanty : subdetermi-
nant A

0 ¯ádu k a subdeterminant A

00 ¯ádu n � k. StruËnÏ ale v˝stiænÏ pak toto
tvrzení vyjad¯ujeme zápisem
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0
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00
��
.

3.2.3. Laplace˘v rozvoj

Determinant ¯ádu n lze p¯evést na souËet n determinant˘ ¯ádu n� 1.

BuÔ Amatice typu n⇥n. Determinant ¯ádu n�1 matice vzniklé z A vynecháním
i-tého ¯ádku a j-tého sloupce se naz˝vá minor a znaËí se

Ā

i

j

.

Kofaktor (nebo také algebraick˝ doplnÏk) prvku A

i

j

je

Â

i

j

= (�1)i+j

Ā

i

j

.

Tedy, kofaktor (algebraick˝ doplnÏk) prvku A

i

j

je (�1)i+j-násobek determinantu
matice, která vznikne z matice A vynecháním i-tého ¯ádku a j-tého sloupce.



Determinant 27

Tvrzení 3.2.8 (Laplaceova vÏta o rozvoji determinantu). Pro kaædé i 2 {1, . . . , n}
platí
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Â

j

i

.

Uveden˝ vztah se naz˝vá Laplace˘v rozvoj podle i-tého ¯ádku resp. podle i-tého
sloupce.

D˘kaz.
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Ukaæme, æe
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VymÏÚujme i-t˝ ¯ádek
�
0 . . . 0 1 0 . . . 0

�
s p¯edchozími ¯ádky tak dlouho,

aæ bude prvním ¯ádkem; k tomu je pot¯eba i � 1 v˝mÏn. Poté vymÏÚujme j-t˝
sloupec
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�
s p¯edchozími sloupci tak dlouho, aæ

bude prvním sloupcem; k tomu je pot¯eba j�1 v˝mÏn. Takto vznikl˝ determinant
se rozpadne na subdeterminanty rovné det(1) a Ā

i

j

a je tedy roven det(1)·Āi

j

= Ā

i

j

.
Kv˘li proveden˝m v˝mÏnám ¯ádk˘ a sloupc˘ je nutné hodnotu determinantu
vynásobit Ëíslem (�1)i�1(�1)j�1 = (�1)i�1+j�1 = (�1)i+j. Celkem tedy detA =P

n

j=1A
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Ā

i

j

=
P

n

j=1A
i

j

Â
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a máme rozvoj podle i-tého ¯ádku.
Rozvoj podle i-tého sloupce získáme analogicky. ⇤
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3.3. Adjungovaná matice

BuÔ A Ëtvercová matice. OznaËme Â matici kofaktor˘ Â

i

j

. Matice Â

T je matice
adjungovaná k matici A a znaËí se adjA. Tedy,

adjA = Â

T
.

Tvrzení 3.3.1. BuÔ A regulární matice (s nenulov˝m determinantem). Pak

A

�1 =
1
detA

adjA, tedy detA · E = A · adjA = adjA · A.

D˘kaz. Násobme A · adjA:

(A · adjA)i
j

=
X

k

A

i

k

(ÂT)k
j

=
X

k

A

i

k

Â

j

k

.

Je-li i = j, dostáváme (A · adjA)i
i

=
P

k

A

i

k

Â

i

k

= detA podle Laplaceovy vÏty.
Je-li i 6= j, dostáváme nulu. SkuteËnÏ, utvo¯me matici B, která se od A liπí tím,
æe j-t˝ ¯ádek je kopií i-tého, takæe detB = 0 (proË?). Podle Laplaceovy vÏty zase

X

k

A

i

k

Â

j

k

=
X

k

B

i

k

B̂

j

k

=
X

k

B

j

k

B̂

j

k

= detB = 0.

Vidíme, æe matice A · adjA je diagonální, p¯iËemæ na hlavní diagonále se stále
opakuje prvek detA. Tudíæ,

A · adjA = detA · E.

Nyní staËí na obou stranách násobit zleva maticí A�1 a dÏlit nenulov˝m determi-
nantem detA. ⇤


