Matice 17

4. prednaska, 15. 10. 2020

Podle nasledujiciho tvrzeni radkové ani sloupcové elementarni ipravy nemeéni
linedrni zavislost a nezavislost radki.

Tvrzeni 2.5.2. Budte AL, A%, ..., A™ vddky. Necht B, B2, ..., B jsou vddky,
které z vadki AL, A% ..., A™ wvzniknou provedenim jedné vddkové nebo sloupcové
elementdrni dpravy. Potom tadky AL, A2, ... AT jsou linedrné nezdvislé prdvé
tehdy, kdyz vadky B, B2, ..., B™ jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz. (1) Necht doslo k pfic¢teni c-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde
i # j. Tedy, B = Al + cAl a BF = Ak pro k # 1.

Predpokladejme, ze AL, A2,..., A7 jsou linearnd nezdvislé. Budte ci,...,c,, €

P takové, Zze ¢1By + - - + ¢, B* = 0,. Pak
0o =Bl 4+ 4+ ¢, B

= AL+ (AL cAD) + G AL+ L+ e AT

= A+t GAL+ -+ (¢ )AL+ L+ e AT
Z linedrni nezéavislosti fadkt AL, A2, ..., A" vyplyvd, Ze viechny koeficienty po-
sledni linedrni kombinace jsou nulové, tj. ¢y = --- =¢; = --- =cc; +¢j = -+ =
¢m = 0. Z toho dostaneme, 7e i ¢; = 0, a fadky B;, BZ,..., BI" jsou linerng
nezavislé.

Opac¢nd implikace vyplyva z praveé dokazané, nebot fadky AL, A2, ..., A" vznik-
nou z fadkd B!, B2, ..., B™ inverzni tipravou, kterd je stejného typu.

(2) Necht doslo k pri¢teni c-nésobku j-tého sloupce k i-tému sloupci, kde i # .
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je Bf = A} + cAY a B} = A} pro | # i. Tedy
BE= (A} ... Abgedb . Ab . A).

Predpokladejme, ze AL, A2, ..., A™ jsou linearnd nezdvislé. Budte ci,..., ¢, €
P takové, ze ¢; Bl + -+ + ¢,, B = 0,. Takze

o B+ -+ ¢, B"

= (Al o Ypal(AT +cAY) L Y aAr L Y AL
= (Al o YL aAl Fed i adl o Y aAl L Y aAr)
—(©0 ... 0 ... 0 .. 0

a z toho dostaneme

Sl == Yt = Yl == Yot <0
k k k

k
Pak

Ceadl YAl o Y aAR) =D e (AF AF L Af)

k
:ZCkAlf:clA1+...+cmA:n:O.
k
a z linearni nezavislosti fadkt AL, A2 ... A™ dostaneme ¢, = ¢y = --- = ¢,, = 0.
Radky Bl, B2, ..., B™ jsou tedy linedrné nezavislé.
Opac¢nd implikace vyplyva z praveé dokazané, nebot fadky AL, A2, ..., A" vznik-

nou z fadkd B!, B2,..., B inverzni tipravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni tpravy je ditkaz obdobny a ponechame ho jako cviceni. ([l



18 Matice

Dausledek. (1) Elementdrni dpravy neméni hodnost.

(2) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zleva neméni hodnost.
(8) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zprava neméni hodnost.
(4) FEkvivalentni matice maji stejnou hodnost.

(5) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadki (sloupci) ekvivalentni ma-
tice v Gaussové kanonickém tvaru.

(6) Mazimdlni pocet linedrné nezdvislych sloupci matice je roven mazimdlnimu
poctu jejich linedrné nezavislych rddku, tj. hodnosti matice.

(7) rank A =rank A",

Tvrzeni 2.5.3. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich ne-
nulovych radki.

Diikaz. Nenulové fadky matice ve schodovitém tvaru jsou linedrné nezéavislé (cvi-
Ceni, napf. pfevod na Gausstv—Jordaniv tvar) a pfidame-li k nim dalsi, nulovy
radek, budou lineadrné zavislé. O

Dusledek. Hodnost matice je rovna poctu nenulovych radki ekvivalentni matice
ve schodovitém tvaru.

Priklad. Najdéme hodnost matice

01 2
A=1|1 2 3
1 01
01 2 1 01 1 0 1 1 01
A=11 2 3| ~11 2 3| ~[0 2 2] ~10 2 2
1 01 01 2 01 2 0 01
Takze rank A = 3. [ |
Priklad. Najdéme hodnost matice
01 2
A=1|1 2 3
210
01 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=11 2 3] ~|2 1 0] ~|0 -3 6] ~]|0 -3 —6
210 01 2 0 1 2 0O 0 o0
Takze rank A = 2. [ |

Ctvercova matice je requldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poétu jejich Fadki
(tedy jeji fadky jsou linearné nezavislé). Ctvercova matice je singuldrni, jestlize
neni regularni.

Priklad. (1) VsSechny jednotkové matice jsou regularni.
(2) Vsechny elementéarni matice jsou regularni.

Tvrzeni 2.5.4. Matice je requldrni prave tehdy, kdyz je radkove ekvivalentni s jed-
notkovou matici.
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Dukaz. Cviceni. O

Dausledek. (1) Matice je invertibilni prdavé tehdy, kdyz je requldrni.
(2) Reguldrni matice je soucinem konecné mnoha elementdrnich matic.
(3) Soucin reguldrnich matic je requldrni matice.

(4) Vyndsobeni requldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni requldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 2.5.5. Budte A, B c¢tvercové matice stejného typu, aspori jedna z nich
singuldarni. Potom AB je singuldrni matice.

Dikaz. Necht A je singularni. Jeji schodovity tvar S = Q- -- Q1 A, kde Q1 - - Q4
jsou elementarni matice, ma nulovy radek. Potom matice SB ma také nulovy
radek, je tedy singularni a fadkové ekvivalentni matice AB = Q;'---Q;'SB,
kterd ma stejnou hodnost, je také singularni.

Pro B singuléarni je diikaz analogicky a ponechame ho jako cviceni. ([

Tvrzeni 2.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n x p. Potom
rank AB < min{rank A, rank B}.

Diikaz. Matici A pfevedeme pomoci fadkovych elementarnich iiprav na schodovity
tvar Sq = Q- - Q1A a matici B pfevedeme pomoci sloupcovych elementarnich
uprav na tvar Sg = BP; - - - P, takovy, ze S} je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = rankQ;'--- Q,;lSASBPfl .- P! = rank S4Sp, pricemz
matice S4.55 ma minimalné tolik nulovych radki, kolik jich mé matice S, a mi-
nimalné tolik nulovych sloupcti, kolik jich mé matice Sp. Tedy rank SxSp <
rank S, = rank A a rank S4Sp < rank Sp = rank B. O

Cvicent. Co se da Fict o rank(A + B)? >

3. DETERMINANT

3.1. Permutace

Bud M kone¢na mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M — M.

Bud ¢ permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pfi permutaci
o se Casto znadl o,,.

Transpozice je permutace, pfi niz se vzajemné vyméni dva prvky a ostatni se
nezmeéni.

Tvrzeni 3.1.1. KaZda permutace je sloZenim konecné mnoha transpozic.

Necht 7, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I, zna¢ime
S,. Permutaci o0 € S, mizeme zapisovat jako usporadanou n-tici obrazi prvkiu
mnoziny I, tedy o = (01, 09,...,0,).

Bud o € S,,. Nechf i, j € I,, jsou takové, ze i < j a 0; > o;. Pak dvojice (0;, 0;)

tvori inverzi permutace o.
Pocet inverzi permutace o zna¢ime invo. Je ziejmé, Ze invo = invo L
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Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)™ % Permutace s sgno =

1 je suda, permutace s sgno = —1 je licha.

Jelikoz invo = invo ™!, sgno = sgno L

Tvrzeni 3.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(mwo p) =sgnm -sgnp.
Cviceni. Ukazte, Ze kazda transpozice je lichd permutace. >

Vice o permutacich 1ze najit napiiklad v [Marvan, 4. Permutace].

3.2. Determinant

3.2.1. Definice a determinanty nékterych typt matic

Bud A matice typu n x n nad polem P. Determinant matice A je

det A=) sgno- AL A2 - A7 .

On
O’GSn

Tedy det A € P. Cislo n je ¥dd determinantu.
Pro determinant matice A se pouziva znaceni

A AL ... AL A} AL ... AL

A A2 A2 A? A2 A2
det A= |A|=det [ .~ . = :

Ar An ... AT A An ... AT

Diky tomu, Ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, mizeme
ji chapat jako zobrazeni z mnoziny vSech fadkovych indexti do mnoziny vsech
sloupcovych indext matice A. Ke kazdému fadku je tedy vzajemné jednoznacné
piifazen sloupec a v kazdém soucinu A} - AZ --- A" je tedy pravé jeden prvek
z kazdého radku a pravé jeden prvek z kazdého sloupce. Determinant matice A je
tedy soucet pres vSechny permutace ¢ na mnoziné I, takovychto soucind opatie-
nych znaménkem 4, jde-li o sudou, a znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Piiklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1.
Pro matici A = (a) je det A =sgnid-A}; =1-Af{ =a.

(2) Necht n = 2. Tedy, I, ={1,2}, Sy = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2, 1) (viz
zépis permutace na [,,), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

a b
4= (e )
jedet A =sgnid-Aly A2 +sgn7-AL A2 =1-AJA3+(—1)-A3A; = ad—bc. Vzorec

pro vypocet determinantu matice druhého rfadu je mozno odvodit z néasledujiciho
obrazku:

69\ /9
AL A
| = Al - A
A A
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(3) Necht n = 3. Tedy, [3 = {1, 2, 3}, 53 = {ld, 01,092,771, ’7'2,7'3}, kde id = (1, 2, 3),
o1 =(2,3,1), 00 = (3,1,2), m = (1,3,2), 2 = (3,2,1), 73 = (2,1,3) (viz zapis

permutace na I,), sgnid = sgno; = sgnop, = 1 asgnm = sgnm, = sgnrz = —1.
Pro matici
a b c
A=\|d e f
g h 1
je

det A = sgnid -AildlAfdQA?d3 +sgnoy - Arln(l)A?n@)Ail(B)
+sguoy - Ay, ) A7) Aoy T8n T A AT A7 )
+sgu - A ) A7 ) ATy ) T sgnTs - An ) A7 0 AT )
=1-AJAZA3 +1-ALAZAT +1- AJA2AS
+(=1) - ATAZAS + (—1) - AZASAS 4+ (—1) - AJAZAS
=aei +bfg+ cdh — afh — ceg — bdi.

Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z néasledujiho
obrazku pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravi-
dlo neexistuje):
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ATAZAS + AJASAT + A3ATAS

—AJAZAS — AZATAT — ApATA]

(4) Necht n = 4. Na ¢tyiprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypo-
¢tu determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zpusoby
vypoctu determinantu.
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