12 Matice

3. prednaska, 8. 10. 2020

Tvrzeni 2.4.2. Necht A, Ay, ..., A, jsou invertibilni matice stejného typu. Potom
(1) Ay-...- A, je invertibilni a (A;-...- A,) " = At AT

(2) A71 je invertibilni a (A~1) 7! = A;
(3) AT je invertibilni a (AT)™ = (A 1T,
Dikaz. (1) (Ag- ... Ag) - (A7l AT = B = (A1 e ATY) (A - .- Ay)

a podle definice inverzni matice tedy (A, -...- A,) "' = A7t .- ATL

(2) AA™' = A 'A = E a podle definice inverzni matice tedy (A™!)~1 = A.

(3) AA™l = A7'A = E, tedy E = ET = (A'A)T = ATAHT a E =
(AAH)T = (A~1)TAT a podle definice inverzni matice (AT)™! = (A~1)T. O

Tvrzeni 2.4.3. Necht A, B jsou c¢tvercové matice takové, Ze AB = E. Pak také
BA = E, obé matice A, B jsou invertibilni a jsou vzdjemné inverzni (A = B~}
a B=A"").

Diikaz. Matici A upravime na Gaussuv—Jordantuv tvar G, tedy G = Q... Q1 A,
kde @1, ..., Q% jsou elementarni matice ptislusné provedenym radkovym elemen-
tarnim dpravam. Pak A = Q;'...Q;'G a AB = Q;'...Q,'GB = E. Kdyby
matice G' méla nulovy fadek, matice G B by také méla nulovy radek a takovou ma-
tici nelze pomoci fadkovych elementarnich uprav (v tomto piipadé reprezentova-
nych maticemi @', ..., Q;") pievést na jednotkovou matici (cviceni). Jelikoz G je
v Gaussové-Jordanové tvaru a nemé nunovy fddek, G = E. Pak A = Q' ... Q,:l
je invertibilni matice jakoZto soudin invertibilnich matic a existuje tedy A1
Potom BA = FBA = A"'ABA = A"'EA = A'A = E. Jelikoz AB = BA =

E, jsou obé matice A, B invertibilni a jsou vzajemné inverzni. 0
Nyni zformulujeme dtilezité kriterium invertibility.

Tvrzeni 2.4.4. Matice je invertibilni prdvé tehdy, kdyz je tadkové ekvivalentni
s jednotkovou matici.

Diikaz. ,=* Predpokladejme, Ze matice A typu n X n je invertibilni. Pomoci fad-
kovych ekvivalentnich tprav (Algoritmu 2) ji pfevedme na Gausstuv—Jordantv
tvar B, A ~ B. Existuji tedy elementarni matice Q1,...,Q, odpovidajici jed-
notlivym tpravam takové, ze Qi ...(1A = B. Oznac¢me @ = @y ...Q;. Kazda
z matic 1, ..., Q, A je invertibilni a jejich soucin B je tedy také invertibilni. In-
vertibilni matice nem4 zadny fadek nulovy, jinak by jeji soucin s jakoukoliv (i svou
inverzni) matici byla opét matice s nulovym fadkem, coZ jednotkova matice neni.
Takze v matici B je pravé n hlavnich prvkia a B = E, jelikoz B je v Gaussoveé—-
Jordanové tvaru. Matice A je tedy fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici.
»<=" Nyni predpokladejme, Ze matice A je fadkové ekvivalentni s jednotkovou
matici F, tedy ze ji 1ze pomoci kone¢né mnoha, k, fadkovych elementarnich tprav
prevést na F. K témto upravam existuji elementarni matice 01, Qs, . . ., Q takové,
7e Qp...Q20Q1A = E. Oznacme si Q = Q... (201, tedy QA = E. Matice Q) je
invertibilni jako sou¢in invertibilnich matica Q! = Q7'E = Q7 'QA = FA = A.
Podle Tvrzeni 2.4.2(2) je A také invertibilni a A~ = (Q7!)~! = Q. O

Ptedchozi tvrzeni ndm nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle diikazu
totiz A7 = Q = Qn...Q201 = Qk...Q2Q1E, coz je matice, kterd vznikne
z jednotkové matice provedenim radkovych elementarnich tprav odpovidajicich
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nasobeni elementarnimi maticemi Q1,Qs,...,Qk. To jsou stejné tpravy (resp.
matice), které pievedly A na E.

Algoritmus (vypocet inverzni matice) Bud A matice typu n X n. Sestavme matici
typu n x 2n tak, ze k matici A pfipojime zprava jednotkovou matici vhodného
typu

AV AL L AY[1 0 ... 0
A2 A2 0 A0l ... 0
Am AT L A0 0 L. 1

Radkovymi elementarnimi tipravami ji pfevedeme na matici, ktera v levé ¢asti ma
matici B v Gaussové-Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E, pak A je invertibilni a v pravé ¢asti matice vyjde A~1.
(2) B # E (B ma nulovy tadek), pak A neni invertibilni.

Priklad. Najdéme inverzni matici k matici

01 2
A=1|1 2 3
1 01
01 2(1 00 1 0 1/0 0 1
(AlIE)=(123/010]~|123010]|~
10 1/0 0 1 01 2[1 00
10 1/0 0 1 101 00 1
~ 0 2 2|0 1 -1 ~ 010/-11 -1 ~
012(10 O 012 10 0
101 0 0 1 101, 0 0 1
~ 01 0]-1 1 -1 ~ 01 0]-1 1 -1 ~
002 2 -1 1 00 1] 1 -4 3
100/-1 3 32
~ 01 0]-1 1 -1
00 1] 1 —% %
Takze A je invertibilni a
-1 5 3
Atlt=[-1 1 -1 (ovéite). |
1 -1 1
2 2

Priklad. Hledejme inverzni matici k matici

A:

N = O
— N =
S W N
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01 2[1 00 1 2 3/010
(AlIEY=112 3010 |~[210/00T1]~
21 0/0 01 012100
1 2 3|0 10 1 23/01 0
~10 -3 -6/0 21 ]|~[01202% -1|~
0 1 2|1 00 012/1 0 0
1230 1 0 10—10—%%
0001 -5 3 00 01 —% 2

Matice A tedy neni fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici a neni inverti-

bilni. |

2.5. Hodnost matice

2.5.1. Linearni nezavislost

Definice a tvrzeni formulujeme pouze pro Ffadky matice, ale vSe lze obdobné
formulovat pro sloupce a usporadané n-tice.

Budte ci,cs,...,c, € P. Linedrni kombinace Yadkd A%, A2 . . A% s koefici-
enty cy1,Cay...,Ck j€
k: .
LAY + AL+ G AE =) A
=1
Radky Al Az . Al jsou linedrné nezdvislé, jestlize z rovnosti

LA 4 o A2 4o 4 A% =0,

vyplyva ¢1 = co = -+ = ¢, = 0, tj. nulovy fadek ziskdme jediné takovou linearni
kombinaci danych fadkt, ve které jsou vSechny koeficienty rovny nule.

Radky Ai, A2 ... A% jsou linedrné zdvislé, jestlize nejsou linedrné nezavislé.
Tedy, existuji ¢y, co, ..., cr € P takova, ze aspon jedno z nich je nenulové a pritom

LAY + A2 + -+ e A = 0,.

Tvrzeni 2.5.1. Rddky jsou linedrné zdvislé pravé tehdy, kdyZ aspori jeden z nich
je linedrni kombinact ostatnich.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze fadky Ai, A2 ... A% jsou linedrné zavislé. Existuji
tedy koeficienty c¢1,ca, ..., ¢, € P takové, ze aspoil jeden z nich je nenulovy (na-
piiklad ¢;) a ;AL + -+ + ¢;Ad + - - + ¢, Al = 0,. Potom

b i ij-1 41 i
CjA. = —ClA.l — e — ijlA. — CjJr]_A. — e — CkA.k,
is C1 . Ci—1 ,i;_ C‘+1 i Cr .
A = g T A T e TR A
Cj Gj Cj Cj

a fadek AY je tedy linearni kombinaci ostatnich radki.
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Ptredpokladejme, ze naptiklad radek AY je linearni kombinaci ostatnich radk,
tedy
Aloj = ClAil + -+ Cj,1A1j71 + Cj+1Aij+1 + -+ CkAik.
Potom
ClAil + -+ Cj_lAij71 - AZ.] + Cj+1Aij+1 + -+ CkAZ.k = 0.
a zaroven ¢; = —1. Takze fadky AL, A%z ..., A% jsou linedrné zavislé. O

Priklad. Méjme

01 2
A=1[12 3
101
Necht
(01 2)+c(1 2 3)+e(l 0 1)=
=(c2tes 1426 2¢143c2+¢3)=(0 0 0).
Takze
02+03:O
c1 + 2co =0

201—|—3CQ—|—03:O

a to je mozné jediné v pripadé, Ze ¢; = co = c3 = 0 (vyfesime soustavu t¥i rovnic
o tfech neznadmych ¢y, ¢, ¢3 a ziskdme jediné, nulové fesent).
Radky matice A jsou tedy linearné nezavislé. |

Priklad. Mé&jme

01 2
A=1[1 2 3
210
Necht
(01 2)+ce(1 2 3)+e3(2 1 0)=
= (c24+2c3 c1+2c24¢35 201 +3c2)=(0 0 0).
Soustava
Cy+2c3=0
c1 + 262 + c3 = 0
201 + 3C2 =0
m4 kromé nulového i nenulové feSeni (naptiklad c; = 3, ¢ = —2, c3 = 1). Radky
matice A jsou tedy linearné zavislé. |

Priklad. (1) Radky jednotkové matice jsou linearné nezéavislé. Ovéite.

(2) Radky, z nichz aspoii jeden je nulovy, jsou linedrné zavislé. Ovéite.

(3) Jeden fddek A! je linedrné nezdvisly, jestlize z cAi = 0, plyne ¢ = 0. Tedy,
jeden Tadek je linedrné nezavisly, jestlize je nenulovy, a je linedrné zavisly, jestlize
je nulovy.
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(4) Dva tadky A7, A2 jsou linearné zdvislé pravé tehdy, kdyz jeden z nich je
nasobkem druhého (existuje ¢ € P takové, ze Al = cA2). [

2.5.2. Hodnost matice

Hodnost matice je maximalni pocet jejich linedrné nezavislych radkt. Hodnost
matice A znac¢ime rank A.

Piiklad. (1) Hodnost matice

01 2

1 2 3

1 01
je rovna 3. Ovérte.
(2) Hodnost matice

01 2
1 2 3
210

je rovna 2. Ovérte.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.

(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych fadku. |



