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3. p¯ednáπka, 8. 10. 2020

Tvrzení 2.4.2. Nechª A, A1, . . . , An

jsou invertibilní matice stejného typu. Potom
(1) A1 · . . . · A

n

je invertibilní a (A1 · . . . · A

n

)�1 = A

�1
n

· . . . · A

�1
1 ;

(2) A

�1 je invertibilní a (A�1)�1 = A;
(3) A

T je invertibilní a (AT)�1 = (A�1)T.

D˘kaz. (1) (A1 · . . . · A

n

) · (A�1
n

· . . . · A

�1
1 ) = E = (A�1

n

· . . . · A

�1
1 ) · (A1 · . . . · A

n

)
a podle definice inverzní matice tedy (A1 · . . . · A

n

)�1 = A

�1
n

· . . . · A

�1
1 .

(2) AA

�1 = A

�1
A = E a podle definice inverzní matice tedy (A�1)�1 = A.

(3) AA

�1 = A

�1
A = E, tedy E = E

T = (A�1A)T = A

T(A�1)T a E =
(AA

�1)T = (A�1)TAT a podle definice inverzní matice (AT)�1 = (A�1)T. ⇤
Tvrzení 2.4.3. Nechª A, B jsou Ëtvercové matice takové, æe AB = E. Pak také
BA = E, obÏ matice A, B jsou invertibilní a jsou vzájemnÏ inverzní (A = B

�1

a B = A

�1).

D˘kaz. Matici A upravíme na Gauss˘v–Jordan˘v tvar G, tedy G = Q

k

. . . Q1A,
kde Q1, . . . , Qk

jsou elementární matice p¯ísluπné proveden˝m ¯ádkov˝m elemen-
tárním úpravám. Pak A = Q

�1
1 . . . Q

�1
k

G a AB = Q

�1
1 . . . Q

�1
k

GB = E. Kdyby
matice G mÏla nulov˝ ¯ádek, matice GB by také mÏla nulov˝ ¯ádek a takovou ma-
tici nelze pomocí ¯ádkov˝ch elementárních úprav (v tomto p¯ípadÏ reprezentova-
n˝ch maticemi Q�1

1 , . . . , Q

�1
k

) p¯evést na jednotkovou matici (cviËení). Jelikoæ G je
v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru a nemá nunov˝ ¯ádek, G = E. Pak A = Q

�1
1 . . . Q

�1
k

je invertibilní matice jakoæto souËin invertibilních matic a existuje tedy A

�1.
Potom BA = EBA = A

�1
ABA = A

�1
EA = A

�1
A = E. Jelikoæ AB = BA =

E, jsou obÏ matice A, B invertibilní a jsou vzájemnÏ inverzní. ⇤
Nyní zformulujeme d˘leæité kriterium invertibility.

Tvrzení 2.4.4. Matice je invertibilní právÏ tehdy, kdyæ je ¯ádkovÏ ekvivalentní
s jednotkovou maticí.

D˘kaz. „)ˇ P¯edpokládejme, æe matice A typu n⇥n je invertibilní. Pomocí ¯ád-
kov˝ch ekvivalentních úprav (Algoritmu 2) ji p¯eveÔme na Gauss˘v–Jordan˘v
tvar B, A ⇠ B. Existují tedy elementární matice Q1, . . . , Qk

odpovídající jed-
notliv˝m úpravám takové, æe Q

k

. . . Q1A = B. OznaËme Q = Q

k

. . . Q1. Kaædá
z matic Q1, . . . , Qk

, A je invertibilní a jejich souËin B je tedy také invertibilní. In-
vertibilní matice nemá æádn˝ ¯ádek nulov ,̋ jinak by její souËin s jakoukoliv (i svou
inverzní) maticí byla opÏt matice s nulov˝m ¯ádkem, coæ jednotková matice není.
Takæe v matici B je právÏ n hlavních prvk˘ a B = E, jelikoæ B je v GaussovÏ–
JordanovÏ tvaru. Matice A je tedy ¯ádkovÏ ekvivalentní s jednotkovou maticí.
„(ˇ Nyní p¯edpokládejme, æe matice A je ¯ádkovÏ ekvivalentní s jednotkovou
maticí E, tedy æe ji lze pomocí koneËnÏ mnoha, k, ¯ádkov˝ch elementárních úprav
p¯evést na E. K tÏmto úpravám existují elementární matice Q1, Q2, . . . , Qk

takové,
æe Q

k

. . . Q2Q1A = E. OznaËme si Q = Q

k

. . . Q2Q1, tedy QA = E. Matice Q je
invertibilní jako souËin invertibilních matic a Q

�1 = Q

�1
E = Q

�1
QA = EA = A.

Podle Tvrzení 2.4.2(2) je A také invertibilní a A

�1 = (Q�1)�1 = Q. ⇤
P¯edchozí tvrzení nám nabízí postup pro v˝poËet inverzní matice. Podle d˘kazu
totiæ A

�1 = Q = Q

k

. . . Q2Q1 = Q

k

. . . Q2Q1E, coæ je matice, která vznikne
z jednotkové matice provedením ¯ádkov˝ch elementárních úprav odpovídajících
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násobení elementárními maticemi Q1, Q2, . . . , Qk

. To jsou stejné úpravy (resp.
matice), které p¯evedly A na E.

Algoritmus (v˝poËet inverzní matice) BuÔ A matice typu n⇥n. Sestavme matici
typu n ⇥ 2n tak, æe k matici A p¯ipojíme zprava jednotkovou matici vhodného
typu

0

BB@

A

1
1 A

1
2 . . . A

1
n

A

2
1 A

2
2 . . . A

2
n

...
...

...
A

m

1 A

m

2 . . . A

m

n

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...
...

...
0 0 . . . 1

1

CCA .

ÿádkov˝mi elementárními úpravami ji p¯evedeme na matici, která v levé Ëásti má
matici B v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. Mohou nastat dvÏ moænosti.

(1) B = E, pak A je invertibilní a v pravé Ëásti matice vyjde A

�1.
(2) B 6= E (B má nulov˝ ¯ádek), pak A není invertibilní.

P¯íklad. NajdÏme inverzní matici k matici

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A
.

(A|E) =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
1 2 3
0 1 2

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 1
0 2 2
0 1 2

0 0 1
0 1 �1
1 0 0

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 1 2

0 0 1
�1 1 �1
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 0 2

0 0 1
�1 1 �1
2 �1 1

1

A ⇠

0

@
1 0 1
0 1 0
0 0 1

0 0 1
�1 1 �1
1 �12

1
2

1

A ⇠

⇠

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�1 1
2

1
2

�1 1 �1
1 �12

1
2

1

A
.

Takæe A je invertibilní a

A

�1 =

0

@
�1 1

2
1
2

�1 1 �1
1 �12

1
2

1

A (ovÏ¯te). ⌅

P¯íklad. Hledejme inverzní matici k matici

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A
.
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(A|E) =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ⇠

0

@
1 2 3
2 1 0
0 1 2

0 1 0
0 0 1
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 2 3
0 �3 �6
0 1 2

0 1 0
0 �2 1
1 0 0

1

A ⇠

0

@
1 2 3
0 1 2
0 1 2

0 1 0
0 2

3 �13
1 0 0

1

A ⇠

⇠

0

@
1 2 3
0 1 2
0 0 0

0 1 0
0 2

3 �13
1 �23

1
3

1

A ⇠

0

@
1 0 �1
0 1 2
0 0 0

0 �13
2
3

0 2
3 �13

1 �23
1
3

1

A
.

Matice A tedy není ¯ádkovÏ ekvivalentní s jednotkovou maticí a není inverti-
bilní. ⌅

2.5. Hodnost matice

2.5.1. Lineární nezávislost

Definice a tvrzení formulujeme pouze pro ¯ádky matice, ale vπe lze obdobnÏ
formulovat pro sloupce a uspo¯ádané n-tice.

BuÔte c1, c2, . . . , ck

2 P . Lineární kombinace ¯ádk˘ A

i1
• , A

i2
• , . . . , A

ik
• s koefici-

enty c1, c2, . . . , ck

je

c1A
i1
• + c2A

i2
• + · · ·+ c

k

A

ik
• =

kX

j=1

c

j

A

ij
• .

ÿádky A

i1
• , A

i2
• , . . . , A

ik
• jsou lineárnÏ nezávislé, jestliæe z rovnosti

c1A
i1
• + c2A

i2
• + · · ·+ c

k

A

ik
• = 0•

vypl˝vá c1 = c2 = · · · = c

k

= 0, tj. nulov˝ ¯ádek získáme jedinÏ takovou lineární
kombinací dan˝ch ¯ádk˘, ve které jsou vπechny koeficienty rovny nule.
ÿádky A

i1
• , A

i2
• , . . . , A

ik
• jsou lineárnÏ závislé, jestliæe nejsou lineárnÏ nezávislé.

Tedy, existují c1, c2, . . . , ck

2 P taková, æe aspoÚ jedno z nich je nenulové a p¯itom

c1A
i1
• + c2A

i2
• + · · ·+ c

k

A

ik
• = 0•.

Tvrzení 2.5.1. ÿádky jsou lineárnÏ závislé právÏ tehdy, kdyæ aspoÚ jeden z nich
je lineární kombinací ostatních.

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe ¯ádky A

i1
• , A

i2
• , . . . , A

ik
• jsou lineárnÏ závislé. Existují

tedy koeficienty c1, c2, . . . , ck

2 P takové, æe aspoÚ jeden z nich je nenulov˝ (na-
p¯íklad c

j

) a c1A
i1
• + · · ·+ c

j

A

ij
• + · · ·+ c

k

A

ik
• = 0•. Potom

c

j

A

ij
• = �c1A

i1
• � · · ·� c

j�1A
ij�1
• � c

j+1A
ij+1
• � · · ·� c

k

A

ik
• ,

A

ij
• = �

c1

c

j

A

i1
• � · · ·� c

j�1

c

j

A

ij�1
• � c

j+1

c

j

A

ij+1
• � · · ·� c

k

c

j

A

ik
•

a ¯ádek A

ij
• je tedy lineární kombinací ostatních ¯ádk˘.
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P¯edpokládejme, æe nap¯íklad ¯ádek A

ij
• je lineární kombinací ostatních ¯ádk˘,

tedy

A

ij
• = c1A

i1
• + · · ·+ c

j�1A
ij�1
• + c

j+1A
ij+1
• + · · ·+ c

k

A

ik
• .

Potom

c1A
i1
• + · · ·+ c

j�1A
ij�1
• � A

ij
• + c

j+1A
ij+1
• + · · ·+ c

k

A

ik
• = 0•

a zároveÚ c

j

= �1. Takæe ¯ádky A

i1
• , A

i2
• , . . . , A

ik
• jsou lineárnÏ závislé. ⇤

P¯íklad. MÏjme

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A
.

Nechª

c1
�
0 1 2

�
+ c2

�
1 2 3

�
+ c3

�
1 0 1

�
=

=
�
c2 + c3 c1 + 2c2 2c1 + 3c2 + c3

�
=

�
0 0 0

�
.

Takæe

c2 + c3 = 0
c1 + 2c2 = 0
2c1 + 3c2 + c3 = 0

a to je moæné jedinÏ v p¯ípadÏ, æe c1 = c2 = c3 = 0 (vy¯eπíme soustavu t¯í rovnic
o t¯ech neznám˝ch c1, c2, c3 a získáme jediné, nulové ¯eπení).
ÿádky matice A jsou tedy lineárnÏ nezávislé. ⌅

P¯íklad. MÏjme

A =

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A
.

Nechª

c1
�
0 1 2

�
+ c2

�
1 2 3

�
+ c3

�
2 1 0

�
=

=
�
c2 + 2c3 c1 + 2c2 + c3 2c1 + 3c2

�
=

�
0 0 0

�
.

Soustava

c2 + 2c3 = 0
c1 + 2c2 + c3 = 0
2c1 + 3c2 = 0

má kromÏ nulového i nenulová ¯eπení (nap¯íklad c1 = 3, c2 = �2, c3 = 1). ÿádky
matice A jsou tedy lineárnÏ závislé. ⌅
P¯íklad. (1) ÿádky jednotkové matice jsou lineárnÏ nezávislé. OvÏ¯te.
(2) ÿádky, z nichæ aspoÚ jeden je nulov ,̋ jsou lineárnÏ závislé. OvÏ¯te.
(3) Jeden ¯ádek A

i

• je lineárnÏ nezávisl ,̋ jestliæe z cA

i

• = 0• plyne c = 0. Tedy,
jeden ¯ádek je lineárnÏ nezávisl ,̋ jestliæe je nenulov ,̋ a je lineárnÏ závisl ,̋ jestliæe
je nulov .̋



16 Matice

(4) Dva ¯ádky A

i1
• , A

i2
• jsou lineárnÏ závislé právÏ tehdy, kdyæ jeden z nich je

násobkem druhého (existuje c 2 P takové, æe A

i1
• = cA

i2
• ). ⌅

2.5.2. Hodnost matice

Hodnost matice je maximální poËet jejích lineárnÏ nezávisl˝ch ¯ádk˘. Hodnost
matice A znaËíme rankA.

P¯íklad. (1) Hodnost matice
0

@
0 1 2
1 2 3
1 0 1

1

A

je rovna 3. OvÏ¯te.
(2) Hodnost matice

0

@
0 1 2
1 2 3
2 1 0

1

A

je rovna 2. OvÏ¯te.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladná.
(4) Hodnost diagonální matice je rovna poËtu jejích nenulov˝ch ¯ádk˘. ⌅


