
Matice 5

2. p¯ednáπka, 1. 10. 2020

2.2.2. SouËin

BuÔte A = (Ai

j

)
m⇥n

, B = (Bi

j

)
n⇥p

matice nad polem P. Matice B má tedy
tolik ¯ádk˘, kolik má matice A sloupk˘. SouËin matic A, B (v tomto po¯adí) je
matice A · B = AB typu m ⇥ p daná p¯edpisem: pro vπechna i 2 {1, 2, . . . ,m},
j 2 {1, 2, . . . , p}

(AB)i
j

= A

i

1B
1
j

+ A

i

2B
2
j

+ · · ·+ A

i

n

B

n

j

=
nX

k=1

A

i

k

B

k

j

.

Prvek matice AB v i-tém ¯ádku a j-tém sloupci získáme tedy tak, æe seËteme
souËiny prvk˘ v i-tém ¯ádku matice A s odpovídajícími prvky v j-tém sloupci
matice B.
Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhá má tolik ¯ádk˘, kolik má první
sloupk˘), p¯ísluπn˝ souËin neexistuje.

P¯íklad. (1)

Pro A =
✓
1 2
3 4

◆
, B =

✓
�1 0
1 2

◆
je AB =

✓
1 4
1 8

◆
, BA =

✓
�1 �2
7 10

◆
.

(2)

Pro A =
�
1 2

�
, B =

✓
3
4

◆
je AB =

�
11

�
, BA =

✓
3 6
4 8

◆
.

(3)

Pro A =
�
1 2

�
, B =

✓
0 1
1 0

◆
je AB =

�
2 1

�
, BA neexistuje. ⌅

P¯edcházející p¯íklady ukazují, æe násobení matic není komutativní, tedy nemusí
platit AB = BA.

Tvrzení 2.2.2. Nechª A, B, C jsou matice nad polem P takové, æe níæe uvedené
operace jsou definovány, a c 2 P. Pak platí

(1) A(BC) = (AB)C,
(2) AE = EA = A,
(3) A(B + C) = AB + AC,

(4) (A+B)C = AC +BC,
(5) c(AB) = (cA)B = A(cB).

D˘kaz. Uvedeme jen d˘kaz bodu (3), ostatní ponecháme jako cviËení.
(3) P¯edpokládejme, æe A je matice typu m⇥ n a B, C jsou matice typu n⇥ p.
Potom A(B+C) a AB+AC jsou matice typu m⇥p a pro kaædé i 2 {1, 2, . . . ,m}
a j 2 {1, 2, . . . , p} platí

(A(B + C))i
j

=
nX

k=1

A

i

k

(B + C)k
j

=
nX

k=1

A

i

k

(Bk

j

+ C

k

j

)

=
nX

k=1

(Ai

k

B

k

j

+ A

i

k

C

k

j

) =
nX

k=1

A

i

k

B

k

j

+
nX

k=1

A

i

k

C

k

j

= (AB)i
j

+ (AC)i
j

= (AB + AC)i
j

. ⇤
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2.2.3. Transponování

Transponovaná matice k matici A = (Ai

j

)
m⇥n

je matice A

T = ((AT)i
j

)
n⇥m

, kde
(AT)i

j

= A

j

i

pro vπechna i, j.

P¯íklad.
✓
1 2 3
4 5 6

◆T
=

0

@
1 4
2 5
3 6

1

A ⌅

Tvrzení 2.2.3. Nechª A, B jsou matice nad polem P takové, æe níæe uvedené
operace jsou definovány, a c 2 P. Pak platí

(1) A = (AT)T,
(2) (A+B)T = A

T +B

T,
(3) (cA)T = cA

T,
(4) (AB)T = B

T
A

T.

D˘kaz. (1) Je-li A typu m⇥ n, potom A

T je typu n⇥m a (AT)T je typu m⇥ n.
Navíc pro kaædé i 2 {1, 2, . . . ,m} a j 2 {1, 2, . . . , n} platí

((AT)T)i
j

= (AT)j
i

= A

i

j

.

(4) BuÔte A matice typu m⇥ n a B matice typu n⇥ p. Pak A

T je typu n⇥m,
B

T je typu p⇥ n, AB je typu m⇥ p a tedy (AB)T i BT

A

T jsou typu p⇥m. Pro
kaædé i 2 {1, 2, . . . , p} a j 2 {1, 2, . . . ,m} platí

((AB)T)i
j

= (AB)j
i

=
nX

k=1

A

j

k

B

k

i

=
nX

k=1

B

k

i

A

j

k

=
nX

k=1

(BT)i
k

(AT)k
j

= (BTAT)i
j

.

Ostatní body jsou ponechány jako cviËení. ⇤
CviËení. Bod (4) v p¯edcházejícím tvrzení lze zobecnit na p¯ípad k matic:
(A1 · · ·Ak

)T = A

T
k

· · ·AT1. B

2.3. Elementární úpravy

2.3.1. Elementární úpravy

ÿádkové elementární úpravy matice jsou
(1) p¯iËtení c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku, kde i 6= j,
(2) vynásobení i-tého ¯ádku nenulov˝m prvkem c 2 P,
(3) v˝mÏna i-tého a j-tého ¯ádku.

Sloupcové elementární úpravy matice definujeme analogicky.

CviËení. ProveÔte vzájemnou v˝mÏnu dvou ¯ádk˘ pomocí koneËnÏ mnoha úprav
typ˘ (1) a (2). B
MÏjme matici A. ÿádkovou elementární úpravou typu (1) zmÏníme i-t˝ ¯ádek
na

�
A

i

1 + cA

j

1 A

i

2 + cA

j

2 . . . A

i

n

+ cA

j

n

�
a ostatní ¯ádky z˘stanou beze zmÏny.

ÿádkovou úpravou typu (2) zmÏníme i-t˝ ¯ádek na
�
cA

i

1 cA

i

2 . . . cA

i

n

�
a ostatní

¯ádky z˘stanou beze zmÏny.
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ÿádkovou úpravou typu (3) vzájemnÏ vymÏníme i-t˝ ¯ádek s j-t˝m, tedy i-t˝ ¯á-
dek bude

�
A

j

1 A

j

2 . . . A

j

n

�
, j-t˝ ¯ádek bude

�
A

i

1 A

i

2 . . . A

i

n

�
a ostatní ¯ádky

z˘stanou beze zmÏny.
Sloupcové úpravy fungují analogicky pro sloupce.

P¯íklad. (1) P¯iËtením �2-násobku prvního ¯ádku k druhému ¯ádku upravíme
matici ✓

1 2 3
4 5 6

◆
na matici

✓
1 2 3
2 1 0

◆
.

(2) Vzájemnou v˝mÏnou prvního a t¯etího sloupce upravíme matici
✓
1 2 3
2 1 0

◆
na matici

✓
3 2 1
0 1 2

◆
. ⌅

Ke kaædé elementární úpravÏ existuje úprava inverzní, která je také elementární
a upravenou matici p¯evede zpÏt na p˘vodní matici. Inverzní úpravy k ¯ádkov˝m
úpravám jsou
(1) p¯iËtení �c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému ¯ádku,
(2) vynásobení i-tého ¯ádku prvkem c

�1,
(3) v˝mÏna i-tého a j-tého ¯ádku.

Inverzní úpravy ke sloupcov˝m úpravám jsou obdobné.

P¯íklad. (1) P¯iËtením 2-násobku prvního ¯ádku k druhému ¯ádku upravíme
matici ✓

1 2 3
2 1 0

◆
na matici

✓
1 2 3
4 5 6

◆
.

(2) Vzájemnou v˝mÏnou prvního a t¯etího sloupce upravíme matici
✓
3 2 1
0 1 2

◆
na matici

✓
1 2 3
2 1 0

◆
. ⌅

Matice A, B jsou ekvivalentní, jestliæe B m˘æe vzniknout z A koneËnou posloup-
ností elementárních úprav. Je-li moæné toho dosáhnout pomocí pouze ¯ádkov˝ch,
resp. sloupcov˝ch úprav, ¯íkáme také, æe matice jsou ¯ádkovÏ, resp. sloupcovÏ ekvi-
valentní. V kaædém p¯ípadÏ znaËíme A ⇠ B.

P¯íklad.✓
1 2 3
4 5 6

◆
⇠

✓
1 2 3
2 1 0

◆
⇠

✓
2 4 6
2 1 0

◆
⇠

✓
2 1 0
2 4 6

◆
⇠

✓
0 1 2
6 4 2

◆
. ⌅

Tvrzení 2.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na mnoæinÏ vπech matic
stejného typu nad stejn˝m polem.

D˘kaz. CviËení. ⇤

2.3.2. Schodovit ,̋ Gauss˘v–Jordan˘v a Gauss˘v kanonick˝ tvary matic

Matice je ve schodovitém tvaru, jestliæe kaæd˝ nenulov˝ ¯ádek, kromÏ prvního,
zaËíná zleva více nulami neæ ¯ádek p¯edchozí. To znamená, æe za nulov˝m ¯ádkem
následují jen nulové ¯ádky.
Hlavní prvek nenulového ¯ádku matice je první (zleva) nenulov˝ prvek tohoto
¯ádku.
Matice je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru, jestliæe
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(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) vπechny hlavní prvky jsou 1,
(iii) ve sloupci nad (a nejen pod) kaæd˝m hlavním prvkem jsou jen 0.
Gauss˘v kanonick˝ tvar matice je

✓
E 0
0 0

◆
,

kde E je jednotková matice a 0 oznaËuje nulové matice p¯ísluπn˝ch typ˘.

P¯íklad. Nechª

A =

0

BBBB@

1 2 3 4
0 0 2 1
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 6

1

CCCCA
, B =

0

BBBB@

1 2 3 4
0 3 2 1
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCCCA
, C =

0

BBBB@

1 0 3 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCCCA
.

Matice A není ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale není
v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. Matice C je v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. ⌅
P¯evod matice na schodovit ,̋ resp. Gauss˘v–Jordan˘v, resp. Gauss˘v kano-
nick˝ tvar pomocí elementárních úprav se naz˝vá Gaussova eliminace. Uvedeme
si dva algoritmy, které p¯evádÏjí matici na schodovit ,̋ resp. Gauss˘v–Jordan˘v
tvar. Pouæijeme formulaci z [Marvan, 5. Matice. Elementární úpravy].
Hlavní pozice je místo v matici, schopné pojmout hlavní prvek. Hlavní ¯ádek
(sloupec) matice je ¯ádek (sloupec) obsahující hlavní pozici. Indexy k, l vædy ozna-
Ëují hlavní pozici.

Algoritmus 1 (transformace na schodovit˝ tvar) Vstupem je matice A.
(1) PoËáteËní hlavní pozice budiæ (1, 1) (tj. k := 1, l := 1).
(2) Je-li na hlavní pozici nenulov˝ prvek, bude hlavním prvkem a pokraËujeme
krokem (5).

(3) Je-li v hlavním sloupci pod hlavní pozicí aspoÚ jeden nenulov˝ prvek,
vybereme jeden z nich a zamÏníme jeho ¯ádek s hlavním ¯ádkem. Vybran˝
prvek se tak stane hlavním prvkem. PokraËujeme krokem (5).

(4) Jsou-li vπechny prvky leæící v hlavním sloupci na hlavní pozici a pod ní
nulové, pak nynÏjπí hlavní pozice nedovoluje obsadit hlavní prvek. Posu-
neme hlavní pozici o jedno místo vpravo (l := l+1) a vracíme se ke kroku
(2).

(5) V tomto okamæiku je jiæ nalezen nenulov˝ hlavní prvek A

k

l

. Hlavní ¯ádek
vydÏlíme hlavním prvkem. Poté je hlavní prvek roven jedné: Ak

l

= 1.
(6) Pro vπechna i > k, k i-tému ¯ádku matice p¯iËteme �A

i

l

-násobek hlavního
¯ádku. Poté jiæ A

i

l

= 0 pro vπechna i > k (anulují se vπechny prvky pod
hlavní pozicí).

(7) SkonËil vnÏjπí cyklus algoritmu; bÏhem nÏho byl nalezen jeden hlavní pr-
vek. Zvolíme novou hlavní pozici o jeden krok vpravo dole od stávající
hlavní pozice (k := k + 1, l := l + 1). Vracíme se ke kroku (2), hledáme
dalπí hlavní prvek.

Algoritmus konËí, padne-li hlavní pozice mimo matici. V˝stupem je upravená
matice.

Tvrzení 2.3.2. Kaædá matice je ¯ádkovÏ ekvivalentní matici ve schodovitém tvaru.
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D˘kaz. Algoritmus 1 p¯evádí libovolnou matici na ¯ádkovÏ ekvivalentní matici ve
schodovitém tvaru. Je nutno ovÏ¯it, æe vπechny manipulace s ¯ádky byly elemen-
tárními úpravami. P¯itom se vlevo od hlavních prvk˘ po cel˝ pr˘bÏh algoritmu
vyskytují pouze nulové prvky. CviËení. ⇤

Algoritmem 1 dosahujeme i toho, æe platí podmínka (ii) z definice Gaussova–
Jordanova tvaru. Ke splnÏní podmínky (iii) staËí nepatrnÏ zmÏnit krok (6).

Algoritmus 2 (transformace na Gauss˘v–Jordan˘v tvar) Probíhá stejnÏ jako
Algoritmus 1, ale πest˝ krok je nahrazen následujícím:

(60) Pro vπechna i 6= k, k i-tému ¯ádku matice p¯iËteme �A

i

l

-násobek hlavního
¯ádku. Poté jiæ A

i

l

= 0 pro vπechna i 6= k (anulují se vπechny prvky nad
a pod hlavní pozicí).

Tvrzení 2.3.3. Kaædá matice je ¯ádkovÏ ekvivalentní matici v GaussovÏ–JordanovÏ
tvaru.

D˘kaz. Algoritmus 2 p¯evádí libovolnou matici na ¯ádkovÏ ekvivalentní matici
v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. CviËení. ⇤
Tvrzení 2.3.4. Kaædá matice je ekvivalentní matici v GaussovÏ kanonickém
tvaru.

D˘kaz. Úpravou Algoritmu 2 a s pouæitím sloupcov˝ch elementárních úprav zís-
káme algoritmus, kter˝ p¯evádí libovolnou matici na ekvivalentní matici v Gaus-
sovÏ kanonickém tvaru. CviËení. ⇤

2.3.3. Elementární matice

Elementární matice jsou Ëtvercové matice jednoho z následujících tvar˘:

(1)

E

i,j(c) =

0

BBBBBBB@

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . c . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCCCCA

i

j

kde i 6= j. Matice E

i,j(c) se od jednotkové matice E liπí jen tím, æe prvek
(Ei,j(c))i

j

je roven c, zatímco E

i

j

= 0.
(2)

E

i(c) =

0

BBBB@

1 . . . 0 . . . 0
. . . . . .

0 . . . c . . . 0
. . . . . .

0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCA
i

kde c 6= 0. Matice E

i(c) se od jednotkové matice E liπí jen tím, æe prvek
(Ei(c))i

i

je roven c, zatímco E

i

i

= 1.
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(3)

E

i,j =

0

BBBBBBB@

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

1

CCCCCCCA

i

j

kde i 6= j. Matice E

i,j se od jednotkové matice liπí jen tím, æe i-t˝ a j-t˝
¯ádky jsou vymÏnÏny.

Kaædá z elementárních matic vzniká z jednotkové matice provedením jedné ze
t¯í ¯ádkov˝ch nebo sloupcov˝ch elementárních úprav.

Lemma. Provedení ¯ádkové elementární úpravy matice A je to samé jako vyná-
sobení QA vhodnou elementární maticí Q zleva.
Provedení sloupcové elementární úpravy matice A je to samé jako vynásobení

AQ vhodnou elementární maticí Q zprava.

D˘kaz. Násobení elementárními maticemi zleva odpovídají po ¯adÏ ¯ádkov˝m ele-
mentárním úpravám (i) p¯iËtení c-násobku j-tého ¯ádku k i-tému; (ii) vynásobení
i-tého ¯ádku nenulov˝m prvkem c 2 P ; (iii) v˝mÏna i-tého a j-tého ¯ádku. Ana-
logicky pro násobení zprava a sloupcové úpravy. D˘kaz se ve vπech p¯ípadech
provede p¯ím˝m v˝poËtem. CviËení. ⇤
Lemma. Transponované matice k elementárním maticím jsou elementární ma-
tice.

D˘kaz. CviËení. ⇤

2.4. Inverzní matice

BuÔ A matice typu n⇥ n. Matice X je inverzní k matici A, je-li stejného typu
a platí

AX = XA = E.

Inverzní matice k matici A je tedy také typu n ⇥ n a znaËí se A

�1. Matice je
invertibilní, existuje-li matice k ní inverzní.

P¯íklad. (1) Kaædá jednotková matice je invertibilní a platí E�1 = E.
(2) Æádná nulová matice není invertibilní.
(3)

A =
✓
1 1
0 0

◆
, B =

✓
0 1
0 1

◆
nejsou invertibilní.

Kdyby existovala A

�1, pak B = BE = B(AA

�1) = (BA)A�1 = 0A�1 = 0, coæ je
spor. PodobnÏ pro B.
(4) Elementární matice jsou invertibilní a p¯ím˝m v˝poËtem lze ovÏ¯it (cviËení),
æe

(Ei,j(c))�1 = E

i,j(�c), (Ei(c))�1 = E

i(c�1), (Ei,j)�1 = E

i,j

. ⌅
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Tvrzení 2.4.1. Ke kaædé matici existuje nejv˝πe jedna inverzní matice.

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe B

0
, B

00 jsou inverzní matice k matici A. Tedy AB

0 =
B

0
A = AB

00 = B

00
A = E. Potom B

0 = EB

0 = B

00
AB

0 = B

00
E = B

00. ⇤
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