Matice 5

2. prednaska, 1. 10. 2020

2.2.2. Soudin

Budte A = (A%)mxn, B = (B})nxp, matice nad polem P. Matice B mé tedy
tolik ¥adku, kolik mé& matice A sloupku. Soucin matic A, B (v tomto pofadi) je
matice A- B = AB typu m x p dand pfedpisem: pro vSechna i € {1,2,...,m},
je{1,2,...,p}

(AB); = A{B} + ALB? + -+ ALB) = > ALB).
k=1

Prvek matice AB v i-tém fadku a j-tém sloupci ziskame tedy tak, Ze secteme
sou¢iny prvkia v i-tém radku matice A s odpovidajicimi prvky v j-tém sloupci
matice B.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhd ma tolik fadki, kolik mé prvni
sloupkt), pfislusny soudin neexistuje.

Piiklad. (1)
1 2 -1 0\ . 1 4 -1 -2
proa= (3 2), 5o (71 D) eanc (1) man (1 2).

ProA— (1 2). B:@ je AB = (11), BAz(Z g)

(2)

(3)
0 1

ProA:(l 2),3—(1 0

) je AB = (2 1) , BA neexistuje. [ |

Predchazejici priklady ukazuji, ze nasobeni matic neni komutativni, tedy nemusi

platit AB = BA.

Tvrzeni 2.2.2. Necht A, B, C jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené
operace jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A(BC) = (AB)C, (4) (A+B)C = AC + BC,
(2) AE = EA = A, (5) ¢(AB) = (cA)B = A(cB).
(3) A(B+C) = AB + AC,

Diikaz. Uvedeme jen dikaz bodu (3), ostatni ponechdme jako cviceni.

(3) Pfedpokladejme, Ze A je matice typu m x n a B, C jsou matice typu n X p.
Potom A(B+C') a AB+ AC jsou matice typu m X p a pro kazdé i € {1,2,...,m}
aje{l,2,...,p} plati

(A(B+C))y=> A(B+C)=>"Ay(Bf+CF)
k=1 k=1
=) (ALBF + ALCH) =Y ALBE+ Y ALk
k=1 k=1 k=1

= (AB)} + (AC): = (AB + AC):. 0
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2.2.3. Transponovani
Transponovand matice k matici A = (A;)mxn je matice AT = ((AT)j-)nxm, kde
(AT)i = Al pro viechna i, j.

Priklad.
T 1 4
G2y - .
3 6

Tvrzeni 2.2.3. Necht A, B jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené
operace jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A= (AT, (3) (cA)T = cAT,
(2) (A+B)T = AT+ BT, (4) (AB)T = BTAT.

Diikaz. (1) Je-li A typu m x n, potom AT je typu n x m a (A7) je typu m x n.
Navic pro kazdé ¢ € {1,2,...,m} aj € {1,2,...,n} plati
((AT)T); = (AT)] = A3
(4) Budte A matice typu m x n a B matice typu n x p. Pak AT je typu n x m,
BT je typu p x n, AB je typu m X p a tedy (AB)" i BT AT jsou typu p x m. Pro
kazdé i € {1,2,...,p} aj €{1,2,...,m} plati

n n n

(AB)T); = (ABY = > ALBf =Y BfAL = (B")i(A")}
k=1 k=1 k=1
T ATy
Ostatni body jsou ponechéany jako cviceni. 0

Cviceni. Bod (4) v pfedchazejicim tvrzeni lze zobecnit na piipad k matic:
(AlmAk)T:AZ--'AI >

2.3. Elementarni upravy

2.3.1. Elementarni tpravy

Rddkové elementdrni 1ipravy matice jsou
(1) pfic¢teni c-nasobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde i # j,
(2) vynasobeni i-tého Ffadku nenulovym prvkem c € P,
(3) vymeéna i-tého a j-tého radku.

Sloupcové elementdrni dupravy matice definujeme analogicky.

Cwviceni. Provedte vzajemnou vyménu dvou fadkti pomoci koneéné mnoha tiprav
typt (1) a (2). >

Mé&jme matici A. Radkovou elementarni tpravou typu (1) zménime i-ty fddek
na (A} +cA] AL+ cA) ... Al +cAl) aostatnf fadky zistanou beze zmény.
Radkovou tipravou typu (2) zménime i-ty iddek na (cA; cAy ... cAl) aostatn
radky ztistanou beze zmény.
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Radkovou Gpravou typu (3) vzajemné vyménime i-ty fddek s j-tym, tedy i-ty ¥a-
dek bude (A] A} ... AJ),j-ty fddek bude (A Ay ... A%) aostatniradky
zustanou beze zmény.

Sloupcové tpravy funguji analogicky pro sloupce.

Piiklad. (1) Pri¢tenim —2-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime
matici

1 2 3 t..123
15 6 na matici 21 0/

(2) Vzijemnou vyménou prvniho a t¥etiho sloupce upravime matici

1 2 3 .. 3 21
<2 1 0) na matici (0 1 2>. [ |

Ke kazdé elementarni tprave existuje iprava inverzni, ktera je také elementarni
a upravenou matici prevede zpét na ptvodni matici. Inverzni tipravy k radkovym
upravam jsou
(1) pfi¢teni —c-nasobku j-tého radku k i-tému radku,
(2) vynéasobeni i-tého Ffadku prvkem ¢!,
(3) vymeéna i-tého a j-tého Fadku.
Inverzni apravy ke sloupcovym tpravam jsou obdobné.

Priklad. (1) Pfi¢tenim 2-nasobku prvniho fadku k druhému taddku upravime
matici

1 2 3 t..123
9 1 0 na matici 15 6)

(2) Vzajemnou vyménou prvniho a t¥etiho sloupce upravime matici

3 2 1 .. 1 2 3
(O 1 2) na matici (2 1 O)' |

Matice A, B jsou ekvivalentni, jestlize B miize vzniknout z A kone¢nou posloup-
nosti elementarnich aprav. Je-li mozné toho dosdhnout pomoci pouze radkovych,
resp. sloupcovych uprav, fikdme také, ze matice jsou rddkové, resp. sloupcové ekuvi-
valentni. V kazdém pripadé znac¢ime A ~ B.

Priklad.

1 2 3 1 2 3 2 46 210 01 2 -
4 5 6 210 210 2 46 6 4 2)°

Tvrzeni 2.3.1. Fkvivalence matic je relace ekvivalence na mnoziné vsech matic
stejného typu nad stejnym polem.

Dikaz. Cviceni. O

2.3.2. Schodovity, Gaussuv—Jordanuv a Gaussuv kanonicky tvary matic

Matice je ve schodovitém tvaru, jestlize kazdy nenulovy radek, kromé prvniho,
zacina zleva vice nulami nez fadek predchozi. To znamend, Ze za nulovym fadkem
nasleduji jen nulové radky.

Hlavni prvek nenulového fddku matice je prvni (zleva) nenulovy prvek tohoto
radku.

Matice je v Gaussové—Jordanoveé tvaru, jestlize
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(i) je ve schodovitém tvaru,

(ii) vSechny hlavni prvky jsou 1,
(iii) ve sloupci nad (a nejen pod) kazdym hlavnim prvkem jsou jen 0.
Gausstiv kanonicky tvar matice je

E 0
0 0)’
kde F je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice prislusnych typi.

Pi¥iklad. Necht

1 2 3 4 1 2 3 4 1030
00 21 03 21 0120
A=|(0 01 2|, B=]00O0 1], C={[00 01
0000 0000 0000
0 00®6 0000 0000
Matice A neni ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neni
v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice C' je v Gaussové—Jordanové tvaru. |

Ptfevod matice na schodovity, resp. Gaussiv—Jordantv, resp. Gausstuv kano-
nicky tvar pomoci elementarnich uprav se nazyva Gaussova eliminace. Uvedeme
si dva algoritmy, které prevadéji matici na schodovity, resp. Gausstiv—Jordaniv
tvar. PouZijeme formulaci z [Marvan, 5. Matice. Elementarni tpravy].

Hlavni pozice je misto v matici, schopné pojmout hlavni prvek. Hlavni rdadek
(sloupec) matice je Fadek (sloupec) obsahujici hlavni pozici. Indexy k, [ vzdy ozna-
¢uji hlavni pozici.

Algoritmus 1 (transformace na schodovity tvar) Vstupem je matice A.

(1) Pocatecni hlavni pozice budiz (1,1) (tj. k:=1,1:=1).

(2) Je-li na hlavni pozici nenulovy prvek, bude hlavnim prvkem a pokracujeme
krokem (5).

(3) Je-li v hlavnim sloupci pod hlavni pozici asponi jeden nenulovy prvek,
vybereme jeden z nich a zaménime jeho fadek s hlavnim radkem. Vybrany
prvek se tak stane hlavnim prvkem. Pokracujeme krokem (5).

(4) Jsou-li vSechny prvky lezici v hlavnim sloupci na hlavni pozici a pod ni
nulové, pak nynéjsi hlavni pozice nedovoluje obsadit hlavni prvek. Posu-
neme hlavni pozici o jedno misto vpravo (I := [+ 1) a vracime se ke kroku
(2).

(5) V tomto okamzZiku je jiz nalezen nenulovy hlavni prvek AF. Hlavni fddek
vydélime hlavnim prvkem. Poté je hlavni prvek roven jedné: AF = 1.

(6) Pro vSechna i > k, k i-tému fddku matice pfi¢teme —Aj-nasobek hlavniho
fadku. Poté jiz A} = 0 pro vSechna ¢ > k (anuluji se vSechny prvky pod
hlavni pozici).

(7) Skoncil vnéjsi cyklus algoritmu; béhem ného byl nalezen jeden hlavni pr-
vek. Zvolime novou hlavni pozici o jeden krok vpravo dole od stavajici
hlavni pozice (k := k + 1, [ := [ + 1). Vracime se ke kroku (2), hledame
dalsi hlavni prvek.

Algoritmus kon¢i, padne-li hlavni pozice mimo matici. Vystupem je upravena
matice.

Tvrzeni 2.3.2. Kazdd matice je radkove ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.
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Dikaz. Algoritmus 1 prevadi libovolnou matici na fadkové ekvivalentni matici ve
schodovitém tvaru. Je nutno ovérit, ze vSechny manipulace s fadky byly elemen-
tarnimi Gpravami. Pfitom se vlevo od hlavnich prvka po cely pribéh algoritmu
vyskytuji pouze nulové prvky. Cviceni. O

Algoritmem 1 dosahujeme i toho, ze plati podminka (ii) z definice Gaussova—
Jordanova tvaru. Ke splnéni podminky (iii) sta¢i nepatrné zménit krok (6).

Algoritmus 2 (transformace na Gausstiv—Jordantiv tvar) Probihé stejné jako
Algoritmus 1, ale Sesty krok je nahrazen néasledujicim:

(6') Pro vSechna i # k, k i-tému fadku matice piicteme —Aj-nasobek hlavniho
radku. Poté jiz A} = 0 pro vSechna i # k (anuluji se vSechny prvky nad
a pod hlavni pozici).

Tvrzeni 2.3.3. Kazdd matice je radkové ekvivalentni matici v Gaussové—Jordanové
tvaru.

Diikaz. Algoritmus 2 pfevadi libovolnou matici na fadkové ekvivalentni matici
v Gaussové—Jordanové tvaru. Cviceni. OJ

Tvrzeni 2.3.4. KazZda matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém
tvaru.

Diikaz. Upravou Algoritmu 2 a s pouzitim sloupcovych elementarnich tprav zis-
kame algoritmus, ktery prevadi libovolnou matici na ekvivalentni matici v Gaus-
sové kanonickém tvaru. Cviceni. 0

2.3.3. Elementarni matice

Elementdrni matice jsou ¢tvercové matice jednoho z nasledujicich tvart:

(1)

1 0 0 0
N 0 1 c . 01¢2
EY(c) =
0 0 1 01y
O ... 0 ... 0 ... 1

kde i # j. Matice E“’(c) se od jednotkové matice F lisi jen tim, Ze prvek
(E*(c))} je roven ¢, zatimco E? = 0.

1 0 . 0
E'(c)=10 c 0]
0 0 ... 1

kde ¢ # 0. Matice E'(c) se od jednotkové matice E lisi jen tim, Ze prvek
(E(c))¢ je roven c, zatimco E! = 1.
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1 0 0 0
0 0 1 0]
EW =
0 1 0 0]
0 ... 0 ... 0..1

kde i # j. Matice £/ se od jednotkové matice lii jen tim, ze i-ty a j-ty
radky jsou vyménény.
Kazda z elementarnich matic vznika z jednotkové matice provedenim jedné ze
t¥1 fadkovych nebo sloupcovych elementarnich tprav.

Lemma. Provedeni radkové elementdrni upravy matice A je to samé jako vynd-
sobeni QA vhodnou elementarni matici (Q zleva.

Provedent sloupcové elementarni upravy matice A je to samé jako vyndsobeni
AQ vhodnou elementdrni matici () zprava.

Diikaz. Nasobeni elementarnimi maticemi zleva odpovidaji po fadé radkovym ele-
mentarnim Gpravam (i) pfic¢teni c-nasobku j-tého fadku k i-tému; (ii) vynasobeni
i-tého Fadku nenulovym prvkem c € P; (iii) vyména i-tého a j-tého fadku. Ana-
logicky pro nasobeni zprava a sloupcové upravy. Diikaz se ve vSech ptipadech
provede piimym vypoctem. Cviceni. 0]

Lemma. Transponované matice k elementdarnim maticim jsou elementarni ma-
tice.

Dukaz. Cviceni. O

2.4. Inverzni matice

Bud A matice typu n x n. Matice X je inverzni k matici A, je-li stejného typu
a plati

AX =XA=F.
Inverzni matice k matici A je tedy také typu n x n a znadi se A~L Matice je
invertibilng, existuje-li matice k ni inverzni.
Priklad. (1) Kazda jednotkova matice je invertibilni a plati £~ = F.
2)
3)

ZAdna nulova matice neni invertibilni.

—~

11 01 o I
A= (O O) , B= (O 1) nejsou invertibilni.
Kdyby existovala A~!, pak B = BE = B(AA™) = (BA)A™! = 047! =0, co% je
spor. Podobné pro B.
(4) Elementarni matice jsou invertibilni a pfimym vypoctem lze ovétit (cviceni),
ze

(B =B (=), (B(e) =B, (B9)=F m
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Tvrzeni 2.4.1. Ke kazdé matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.

Diikaz. Piedpokladejme, ze B’, B” jsou inverzni matice k matici A. Tedy AB' =
B'A=AB"=B"A=FE. Potom B =FEB' = B"AB'= B"E = B". ]
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