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11. prednéska, 10. 12. 2020

9. HOMOMORFISMY

9.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

9.1.1. Homomorfismy grup
Budte (X, *,ex, 1), (Y,0,ey, ') grupy. Zobrazeni f: X — Y je homomorfis-
mus grup, jestlize
(i) pro kazdé xy,z9 € X plati f(xy * 23) = f(x1) o f(22),

(i) f(ex) = ey,
(iii) pro kazdé x € X plati f(z!) = (f(z))~L

Znacise f: (X, *,ex, 1) — (Y,0,ey, 1),

Priklad. (1) f2: (Z,+,0,—) — (Z,+,0,—), n + 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud X grupa, X faktorova grupa. Potom zobrazeni X — X, z +— [z] (fakto-
rova projekce) je homomorfismus grup.

(3) Budte X ={0,1,2,3} aY = {0,1} s bindrnimi operacemi + takovymi, ze

+]/0 123
0/0 123 +]0 1
1/1 230 a 010 1
212 30 1 1]10
31301 2

Potom mnoziny X a Y s témito operacemi jsou grupy. Zobrazeni X — Y, 0+ 0,
1— 1,2+ 0,3 — 1, je homomorfismus téchto grup. |

Tvrzeni 9.1.1. Budte (X,*,ex, 1), (Y,o, ey, ') grupy. Bud f: X — Y zo0bra-
zend takové, Ze pro kazdé x1,xs € X plati f(xq * x2) = f(x1) o f(x2). Pak [ je
homomorfismus grup (X, *,ex, ') — (Y,0,ey, 1)

Diikaz. Podminka (i) z definice homomorfismu grup je podle predpokladu splnéna.
Ukazme, ze f(ex) = ey.

flex) = flex) oey =
= f(ex) o flex)o (f(ex)) ™ =
= flex xex)o (flex)) ™' =
= flex)o (flex)) ' =

Ukazme, Ze f(x™') = (f(x))~! pro kazdé = € X.

f@)o f(a™h) = flzxa™") = flex) = ey
Takze f(x™!) je inverze k f(x). O
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Cvicent. Bud f: X — Y homomorfismus grup. Ozna¢me

Im f = {f(z) |z € X}.
Pak Im f je podgrupa v Y.

Tvrzeni 9.1.2. Budte f: X — Y a g: Y — Z homomorfismy grup. Pak jejich
slozeni go f: X — Z je homomorfismus grup.

Diikaz. Budte (X, *,ex, 1), (Y,0,ey, 1), (Z,-,ez, 1) grupy. Pro kazdé xy, 1y €
X plati

(go )z xx2) = g(f (21 % 22)) =

g(f(w1) o f(z)) =
9(f(z1)) - 9(f(z2)) =

(go f)(z1) - (go f)x2).

Zbytek vyplyva z predchoziho tvrzeni. OJ

9.1.2. Izomorfismy grup
Izomorfismus grup je homomorfismus grup, ktery je bijektivni.

Tvrzeni 9.1.3. Bud f: X — Y izomorfismus grup. Pak f~1: Y — X je izomor-
fismus grup.
Diikaz. Budte (X, x,ex, '), (Y,0,ey, ') grupy. Inverzni zobrazeni je bijektivni.
Pro libovolné 41,9, € Y ozna¢me z1 = f~1(y1) a x5 = f~(y2). Potom
FHyoye) = FH(f(an) o flw2) = fH(f(ar % 22)) = 1 %0 =
= 7 y) * ().
Zbytek vyplyva z Tvrzeni 9.1.1. U

Priklad. (1) Kazd4 identita je izomorfismus.

(2) Ozna¢me R, mnozinu viech kladnych redlnych ¢isel. Pak (R, -, 1,71) je

grupa (cviceni). Zobrazeni exp: (R,+,0,—) — (Ry,-,1,7!), z — e” je homo-

morfismus grup, protoZe pro libovolné z,y € R plati exp(x 4+ y) = eV = e%e¥ =

(exp ) - (expy). Tento homomorfismus je bijektivni, tedy i izomorfismus.
Inverzni izomorfismus je logaritmus

In: (R, 1, ') — (R, +,0,—). [

Dvé grupy X,Y jsou izomorfni, jestlize existuje izomorfismus X — Y. Zapisu-
jeme X =Y.

Tvrzeni 9.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z plati
(i) X = X (reflexivita),
(ii) jestlize X =Y, pak' Y = X (symetrie),
(iii) jestlize X =Y, Y = Z, pak X = Z (tranzitivita).

Diikaz. Cviceni. O
Priklad. (R,+,0,—) = (R,,-,1,7!). Pro libovolné a € R,,a # 1, zobrazeni
R — R,, x — a® je izomorfismus (R, +,0,—) — (R,,-, 1, 71). Ovéite. [

Cvicéent. Bud h: X — Y homomorfismus grup.
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(1) Ukazte, Ze relace ~ zadana pfedpisem
Tl ~ To <~ h(l‘l) = h([L‘Q)

je kongruence na grupé X.

(2) Ukazte, ze faktorova grupa X podle kongruence ~ je izomorfni podgrupé
Imh.
Navod: X — Imh, [z] — h(x). >

2. Homomorfismy a izomorfismy poli

Budte P, Q pole. Zobrazeni f: P — @Q je homomorfismus poli, jestlize
(i) pro kaidé p1.p2 € P plati f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),

(i) f(0) =
(iii) pro kazde p € P plati f(—p) = —f(p),
(iv) pro kazde p1,p2 € P plati f(p1-p2) = f(p1) - f(p2),
(v) f(1) =
(vi) pro kazde p€ P, p#0,plati f(p~') = (f(p)) "
Je-li homomorfismus poli navic bijektivni, je to izomorfismus poli. Pole, mezi
nimiz existuje izomorfismus, jsou izomorfni.

Priklad. Dvouprvkové pole {0, 1} je izomorfni s polem Z,. Izomorfismem je zob-
razeni 0 — [0z, 1 +— [1]o. |

9.3. Izotonni zobrazeni, homomorfismy a izomorfismy svazu

9.3.1. Izotonni zobrazeni a izomorfismy usporadanych mnozin
Budte (X, <), (Y, <) uspofddané mnoziny. Zobrazeni f: X — Y je izotonni,
jestlize plati implikace
z<y=flz) < fly).
Je-li zobrazeni f bijektivni a f i f~! jsou izotonni, pak f je izomorfismus uspord-

dangch mnoZin a uspordadané mnoziny (X, <), (Y, <) jsou izomorfn.

Priklad. Identické zobrazeni id: (N,|) — (N, <) je izotonni. Skute¢né, jestlize
a | b, pak b = na pro néjaké n € N, ale n > 1, a proto b = na > a.

Inverzni zobrazeni id: (N, <) — (N, |) neni izotonni, protoZe neplati implikace
r <y= x|y (napiiklad 2 < 3, ale 21 3). [

Pfiklad. Budte X =Y = {0,1} s uspofadanimi a zobrazenim f podle obrazku:

X f | Y

Tedy f: X — Y je identické zobrazeni. Pak f je izotonni bijekce, jejiz inverze f~!
neni izotonni. [ ]

Cwvicent. Slozeni izotonnich zobrazeni je izotonni zobrazeni. >



64 Homomorfismy

9.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svazi

Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy. Zobrazeni f: X — Y je homomorfismus svazi,
jestlize pro kazdé xi, 20 € X

@y Aao) = f(x1) A f(x2)
f(@1Vas) = f(z1) V f(22).
Tvrzeni 9.3.1. Kazdy homomorfismus svazi je izotonni zobrazeni.

Diikaz. Budte (X, A, V), (Y,A,V) svazy, f: X — Y homomorfismus a 1,25 € X
takové, ze x1 < xq, tedy z1 A xe = 1. Potom f(z1) A f(x2) = f(z1 Axe) = f(21),
tedy f(z1) < f(z2). O

Izotonni zobrazeni svazu vSak nemusi byt homomorfismus:

Priklad. Bud f zobrazeni podle obrazku:
zVy o

N L,
\o

Pak f je izotonni zobrazeni svazii, ale neni homomorfismus svazii, protoze

f@)V fly) = f(y) # f(zVy). n

Izomorfismus svazi je homomorfismus svazi, ktery je bijektivni.

Cviceni. Bud f: X — Y zobrazeni svazi. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou
ekvivalentni:

(1) f je izomorfismus usporadanych mnozin;

(2) f je izomorfismus svazu. >



