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10. p¯ednáπka, 3. 12. 2020

8. Uspo¯ádání a svazy

8.1. Uspo¯ádané mnoæiny

Relace ⇢ na mnoæinÏ X je uspo¯ádání, jestliæe je
(1) reflexivní, tj. x ⇢ x pro kaædé x 2 X,
(2) antisymetrická, tj. x ⇢ y, y ⇢ x implikuje x = y,
(3) tranzitivní, tj. x ⇢ y, y ⇢ z implikuje x ⇢ z.

Potom dvojice (X, ⇢) je uspo¯ádaná mnoæina.

P¯íklad. (1) Pro libovolnou mnoæinu X relace = je uspo¯ádání.
(2) (N,), (Z,) (R,), kde  je obvyklé uspo¯ádání podle velikosti, jsou uspo-
¯ádané mnoæiny.
(3) BuÔte X mnoæina a P(X) mnoæina vπech podmnoæin mnoæiny X. Inkluze ✓
je uspo¯ádání na P(X).
(4) Relace | (dÏlí) na mnoæinÏ N (tj. x | y právÏ tehdy, kdyæ existuje n 2 N
takové, æe x ·n = y) je uspo¯ádání, naz˝vá se relace dÏlitelnosti. Je z¯ejmé, æe tato
relace je reflexivní a tranzitivní.
Ukáæeme, æe | je i antisymetrická relace. P¯edpokládejme, æe x | y a y | x,
tedy existují m, n 2 N taková, æe xm = y a yn = x. Potom xmn = x a jelikoæ
x 6= 0, mn = 1. V p¯irozen˝ch Ëíslech to lze jedinÏ tak, æe m = 1 a n = 1. Tedy
x = x · 1 = y.
UpozorÚeme, æe obdobnÏ definovaná relace dÏlitelnosti na Z není antisymet-
rická, protoæe 1 6= �1, p¯estoæe 1 | �1 a �1 | 1 (rovnice mn = 1 má v cel˝ch
Ëíslech dalπí ¯eπení m = �1 a n = �1). ⌅
BuÔ ⇢ uspo¯ádání na mnoæinÏ X. Inverzní (opaËná) relace ⇢

�1 (tj. relace defi-
novaná p¯edpisem „x ⇢

�1
y právÏ tehdy, kdyæ y ⇢ xˇ) je také uspo¯ádání. Naz˝vá

se duální uspo¯ádání. Máme-li uspo¯ádání , potom duální uspo¯ádání �1 se
oznaËuje symbolem �. PodobnÏ je to se symboly ✓ atp.
BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina, Y ✓ X. Relace 

Y

na mnoæinÏ Y zadaná
p¯edpisem x 

Y

y , x  y je uspo¯ádání na mnoænÏ Y. Naz˝vá se indukované
uspo¯ádání a znaËí se rovnÏæ .
Prvky x, y uspo¯ádané mnoæiny jsou srovnatelné, platí-li x  y nebo y  x.
Uspo¯ádaná mnoæina je ¯etÏzec, jsou-li kaædé dva její prvky srovnatelné.

P¯íklad. (R,), (Z,) (N,) jsou ¯etÏzce. ⌅
BuÔ  uspo¯ádání na X. OznaËme x < y, jestliæe x  y a zároveÚ x 6= y. Dále
zaveÔme oznaËení x / y, jestliæe x < y a neexistuje z 2 X takové, æe x < z, z < y.
Je-li x / y, pak ¯íkáme, æe x je bezprost¯edním p¯edch˘dcem y, nebo y pokr˝vá x.

P¯íklad. (1) V mnoæinÏ N s p¯irozen˝m uspo¯ádáním podle velikosti platí 1 < 2
a 1 / 2, 1 < 3, ale neplatí 1 / 3.
(2) V mnoæinÏ N s relací dÏlitelnosti 6 pokr˝vá 2 a 3.
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(3) V mnoæinÏ Q vπech racionálních Ëísel s p¯irozen˝m uspo¯ádáním podle veli-
kosti neplatí x / y pro æádnou dvojici x, y 2 Q. Pro libovolné x, y 2 Q takové, æe
x < y, platí z = 1

2(x+ y) 2 Q a x < z, z < y. ⌅
KoneËnou uspo¯ádanou mnoæinu (X,) m˘æeme znázornit diagramem. Prvky
mnoæiny X znázorníme jako body v rovinÏ. Prvky x, y splÚující x / y vyznaËíme
tak, æe x leæí níæe neæ y a spojíme je úseËkou.
Z diagramu pak m˘æeme urËit uspo¯ádání mnoæiny X: x  y právÏ tehdy, kdyæ

x leæí níæe neæ y a existuje zdola nahoru smÏ¯ující koneËná posloupnost na sebe
navazujících úseËek z bodu x do bodu y.

P¯íklad. V uspo¯ádané mnoæinÏ Y = {a, b, c, d} s dia-
gramem vpravo platí:

• d / c, c / a, c / b,
• d < a, ale nikoliv d / a,
• prvky a, b nejsou srovnatelné.

a

>>
>>

b

��
��

c

d

⌅

BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina. Prvek x 2 X je
• nejmenπí, je-li x  y pro kaædé y 2 X;
• nejvÏtπí, je-li x � y pro kaædé y 2 X;
• minimální, neexistuje-li y 2 X takové, æe y < x;
• maximální, neexistuje-li y 2 X takové, æe x < y.

P¯íklad. V uspo¯ádané mnoæinÏ Y z p¯edchozího p¯íkladu platí:
• d je nejmenπí prvek a zároveÚ jedin˝ minimální prvek,
• a, b jsou maximální prvky, ale nejvÏtπí prvek neexistuje. ⌅

BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina, Y ✓ X. Prvek x 2 X je
• dolní závora mnoæiny Y, je-li x  y pro kaædé y 2 Y,
• horní závora mnoæiny Y, je-li y  x pro kaædé y 2 Y,
• infimum mnoæiny Y, je-li x nejvÏtπí prvek mnoæiny vπech dolních závor
mnoæiny Y; píπeme x = inf Y,

• supremum mnoæiny Y, je-li x nejmenπí prvek mnoæiny vπech horních závor
mnoæiny Y; píπeme x = supY.

P¯íklad. V uspo¯ádané mnoæinÏ Y z p¯edchozího p¯íkladu platí:
• podmnoæina {a, b} má dolní závory c, d, z nich nejvÏtπí je c, a proto
inf{a, b} = c,

• podmnoæina a, b nemá æádnou horní závoru, a proto sup{a, b} neexistuje
(mnoæina horních závor je prázdná, a proto nemá nejvÏtπí prvek). ⌅

CviËení. (1) Kaædá podmnoæina má nejv˝πe jedno supremum a nejv˝πe jedno
infimum.
(2) Jestliæe x  y, pak inf{x, y} = x a sup{x, y} = y.
(3) Jestliæe inf{x, y} = x, pak x  y.
(4) Jestliæe sup{x, y} = y, pak x  y. B
CviËení. BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina. Supremum prázdné mnoæiny je nej-
vÏtπí prvek mnoæiny X (pokud existuje) a infimum prázdné mnoæiny je nejvÏtπí
prvek mnoæiny X (pokud existuje). B
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8.2. Svazy

BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina. Nechª pro kaædé x, y 2 X existují infimum
inf{x, y} a supremum sup{x, y}. Pak X je svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina.

P¯íklad. (1) Pro libovolnou mnoæinu X je (P(X),✓) svazovÏ uspo¯ádaná mno-
æina, p¯iËemæ pro libovolné Y, Z 2 P(X) inf{Y, Z} = Y \Z a sup{Y, Z} = Y [Z.
(2) (N, |) je svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina, p¯iËemæ inf{x, y} je nejvÏtπí spoleËn˝
dÏlitel Ëísel x, y, sup{x, y} je nejmenπí spoleËn˝ násobek Ëísel x, y.
(3) Kaæd˝ ¯etÏzec je svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina, p¯iËemæ inf{x, y} = min{x, y}
je menπí z prvk˘ x, y, sup{x, y} = max{x, y} je vÏtπí z prvk˘ x, y. ⌅

Jelikoæ ve svazovÏ uspo¯ádané mnoæinÏ X pro kaædé x, y existují inf{x, y} a
sup{x, y} a jsou jednoznaËnÏ urËena, m˘æeme na X definovat binární operace ^
a _:

x ^ y := inf{x, y}, x _ y := sup{x, y}.

Tvrzení 8.2.1. BuÔ (X,) svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina. Pro libovolná x, y, z 2
X platí

x ^ x = x, x _ x = x,
x ^ y = y ^ x, x _ y = y _ x,
x ^ (y ^ z) = (x ^ y) ^ z, x _ (y _ z) = (x _ y) _ z,
x ^ (y _ x) = x, x _ (y ^ x) = x.

(4)

D˘kaz. CviËení.
Asociativita _: Návod: Ukaæte, æe x _ (y _ z) = sup{x, y, z} = (x _ y) _ z. ⇤

CviËení. Dokaæte, æe x1 _ x2 _ · · ·_ x

n

= sup{x1, x2, . . . , xn

}. (Vlevo nezáleæí na
uzávorkování). B

Mnoæina X (bez jakéhokoliv uvaæovaného uspo¯ádání) se dvÏma binárními ope-
racemi ^ a _ s vlastnostmi (4) se naz˝vá svaz. Binární operace ^ se naz˝vá pr˘sek,
binární operace _ se naz˝vá spojení.

Podle p¯edcházejícího tvrzení tedy kaædá svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina je svaz.
Podle následujícího cviËení platí vπak i obrácenÏ, æe kaæd˝ svaz je svazovÏ uspo-
¯ádaná mnoæina.

CviËení. (1) BuÔ (X,^,_) svaz. Pak platí:
(a)Poloæme x ^ y právÏ tehdy, kdyæ x ^ y = x. Pak ^ je uspo¯ádání na
mnoæinÏ X.

(b)Poloæme x _ y právÏ tehdy, kdyæ x _ y = y. Pak _ je uspo¯ádání na
mnoæinÏ X.

(c)Uspo¯ádání ^ je shodné s uspo¯ádáním _ a je svazové, p¯iËemæ

inf{x, y} = x ^ y, sup{x, y} = x _ y.

(2) BuÔ (X,^,_) svaz. Ukaæte, æe (X,_,^) je také svaz (identity (4) definující
svaz jsou symetrické vzhledem k vzájemné zámÏnÏ ^ a _). Naz˝vá se duální svaz
a znaËí se X

⇤. OvÏ¯te, æe duální svaz má duální uspo¯ádání. B
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Budeme pouæívat termín svaz i pro svazovÏ uspo¯ádané mnoæiny. Svazy budeme
chápat i jako algebraické struktury i jako uspo¯ádané mnoæiny souËasnÏ. Uspo¯á-
dání totiæ jednoznaËnÏ urËuje algebraickou strukturu a algebraická struktura zase
jednoznaËnÏ urËuje uspo¯ádání.

Tvrzení 8.2.2. BuÔ X svaz. Pro kaædé x, a, b 2 X platí

(i) jestliæe a  b, pak a ^ x  b ^ x;
(ii) jestliæe a  b, pak a _ x  b _ x;
(iii) jestliæe x  a, x  b, pak x  a ^ b;
(iv) jestliæe x � a, x � b, pak x � a _ b.

D˘kaz. (i) Nechª a  b, pak a^ b = a, naËeæ (a^ x)^ (b^ x) = a^ b^ x = a^ x;
odtud tvrzení. (ii) CviËení. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema
(cviËení). ⇤

Obsahuje-li podmnoæina svazu vπechna infima a suprema vπech dvojic sv˝ch
prvk˘, je také svaz.
Podsvaz svazu (X,^,_) je podmnoæina Y ✓ X taková, æe pro kaædé x, y 2 Y

platí x ^ y 2 Y a x _ y 2 Y.

P¯íklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:
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CviËení. (1) Kaædá podmnoæina ¯etÏzce je podsvaz.
(2) Kaædá podmnoæina svazu, která je ¯etÏzcem, je podsvaz. B

Podmnoæina svazu m˘æe b˝t svazem vzhledem k indukovanému uspo¯ádání,
aniæ by byla podsvazem.

P¯íklad. Svaz X a jeho podmnoæina Y, která je svazem, ale není podsvazem.
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8.3. Úplné svazy

Svaz je úpln˝, má-li kaædá jeho podmnoæina supremum i infimum.

P¯íklad. (1) Kaæd˝ koneËn˝ svaz je úpln˝ a platí inf{x1, x2, . . . , xn

} = x1^x2^
. . . ^ x

n

, sup{x1, x2, . . . , xn

} = x1 _ x2 _ . . . _ x

n

.
(2) Svaz (P(M),✓) je úpln .̋ Infima jsou pr˘niky, suprema jsou sjednocení.
(3) Svaz (N,) není úpln .̋ Schází nap¯íklad supremum celé mnoæiny N. ⌅
Kaæd˝ úpln˝ svaz má nejvÏtπí prvek, je to jeho supremum, i nejmenπí prvek, je
to jeho infimum.

Tvrzení 8.3.1. BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina, jejíæ kaædá podmnoæina má
infimum. Pak X je úpln˝ svaz.

D˘kaz. StaËí ukázat, æe kaædá podmnoæina má supremum. BuÔ Y ✓ X. OznaËme
Z mnoæinu vπech horních závor mnoæiny Y a poloæme s = inf Z (tj. nejvÏtπí dolní
závora). Dokaæme, æe s = supY.
Jelikoæ kaæd˝ prvek mnoæiny Y je dolní závora mnoæiny Z a s je nejvÏtπí z nich,
máme y  s pro kaædé y 2 Y. Tedy, s je horní závora mnoæiny Y, s 2 Z. A protoæe
s je také (nejvÏtπí) dolní závora mnoæiny Z, je to nejmenπí prvek mnoæiny Z, Ëili
nejmenπí horní závora mnoæiny Y. ⇤
P¯íklad. P¯edpoklad, æe kaædá (i prázdná) podmnoæina mnoæiny X má infimum,
znamená, æe X má nejvÏtπí prvek. Nap¯íklad (N,) není úpln˝ svaz, p¯estoæe
kaædá neprázdná podmnoæina má infimum. ⌅
P¯íklad. BuÔ G grupa. OznaËme P (G) mnoæinu vπech podgrup grupy G. Pak
(P (G),✓) je úpln˝ svaz.
BuÔ {A

◆

| ◆ 2 I} ✓ P (G), tedy nÏjak˝ systém podgrup grupy G. Potom
T

◆2I

A

◆

je také podgrupa (cviËení), která je zároveÚ inf{A
◆

| ◆ 2 I} (cviËení). Podle p¯ed-
chozího tvrzení je (P (G),✓) úpln˝ svaz. Proto existuje i sup{A

◆

| ◆ 2 I} a je to
pr˘nik vπech podgrup, které obsahují vπechny podgrupy A

◆

.
P¯íklad je zformulován pro grupy, ale jeho analogie platí i pro jiné algebraické
struktury. ⌅
CviËení. OznaËme E(X) mnoæinu vπech relací ekvivalence na mnoæinÏ X. Pro-
toæe E(X) ⇢ P(X ⇥ X), vzniká na E(X) indukované uspo¯ádání. Dokaæte, æe
E(X) je úpln˝ svaz. B


