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10. prednaska, 3. 12. 2020

8. USPORADANI A SVAZY

8.1. Usporadané mnoziny

Relace p na mnoziné X je usporddani, jestlize je
(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé = € X,
(2) antisymetricka, tj. x py, y p x implikuje z = y,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje x p z.
Potom dvojice (X, p) je usporddand mnoZina.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X relace = je usporadani.

(2) (N, <), (Z,<) (R, <), kde < je obvyklé usporfddani podle velikosti, jsou uspo-
rfadané mnoziny.

(3) Budte X mnozina a P(X) mnozina vSech podmnozin mnoziny X. Inkluze C
je uspofadani na P(X).

(4) Relace | (déli) na mnoziné N (tj. = | y pravé tehdy, kdyz existuje n € N
takové, Ze x-n = y) je usporadéani, nazyva se relace délitelnosti. Je ziejmé, Ze tato
relace je reflexivni a tranzitivni.

Ukézeme, Ze | je i antisymetrickd relace. Pfedpokladejme, ze = | y a y | =z,
tedy existuji m,n € N takova, ze xm = y a yn = x. Potom zmn = z a jelikoz
x # 0, mn = 1. V pfirozenych ¢islech to lze jediné tak, ze m = 1 an = 1. Tedy
r=x-1=y.

Upozorneme, 7ze obdobné definovana relace délitelnosti na 7Z neni antisymet-
rickd, protoze 1 # —1, pfestoze 1 | —1 a —1 | 1 (rovnice mn = 1 ma v celych
Cislech dalsi feSeni m = —1 an = —1). |

Bud p uspotfadani na mnoziné X. Inverzni (opac¢nd) relace p~! (tj. relace defi-
novand predpisem ,x p~' y pravé tehdy, kdyz y p *) je také usporadani. Nazyva
se dudlni uspordddni. Mame-li usporddani <, potom duélni usporddani <~! se
oznacuje symbolem >. Podobné je to se symboly C atp.

Bud (X, <) uspofadand mnozina, Y C X. Relace <y na mnoziné Y zadana
predpisem =z <y y < x < y je usporddani na mnozné Y. Nazyva se indukované
usporaddni a znaci se rovnéz <.

Prvky x,y usporddané mnoziny jsou srovnatelné, plati-li x < y nebo y < .
Usporadand mnozina je retézec, jsou-li kazdé dva jeji prvky srovnatelné.
Priklad. (R, <), (Z, <) (N, <) jsou fetézce. [

Bud < usporadani na X. Oznaéme = < y, jestlize x < y a zaroven x # y. Déle
zavedme oznadeni <y, jestlize x < y a neexistuje z € X takové, ze r < z, z < y.
Je-li x qy, pak tikdme, Zze x je bezprostrednim predchidcem y, nebo y pokryvd x.
Priklad. (1) V mnoziné N s pfirozenym usporadanim podle velikosti plati 1 < 2
al<2, 1<3, aleneplati 1<3.

(2) V mnoziné N s relaci délitelnosti 6 pokryva 2 a 3.
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(3) V mnoziné Q vSech raciondlnich ¢isel s pfirozenym usporadanim podle veli-
kosti neplati x <y pro zadnou dvojici x,y € Q. Pro libovolné x,y € Q takové, ze
x<y,platiz:%(:c+y)Ean<z,z<y. [ |

Kone¢nou usporddanou mnozinu (X, <) mizeme znazornit diagramem. Prvky
mnoziny X znazornime jako body v roviné. Prvky z,y spliujici x <y vyznacime
tak, ze x lezi nize nez y a spojime je tiseckou.

7 diagramu pak mtzeme urc¢it usporadani mnoziny X: x < y praveé tehdy, kdyz
x lezi niZe nez y a existuje zdola nahoru smérujici kone¢na posloupnost na sebe
navazujicich tsecek z bodu x do bodu y.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y = {a,b,c,d} s dia- a b
gramem vpravo plati: \ /

e ddc, c<a, cab, c

e d < a, ale nikoliv d < a, |

e prvky a, b nejsou srovnatelné. d u

Bud (X, <) usporddand mnozina. Prvek =z € X je
e nejmendst, je-li x < y pro kazdé y € X;
e nejvetsi, je-li x > y pro kazdé y € X;
e minimadlni, neexistuje-li y € X takové, ze y < z;
e maximalni, neexistuje-li y € X takové, ze x < y.
Priklad. V usporadané mnoziné Y z predchoziho ptikladu plati:
e d je nejmensi prvek a zaroven jediny minimalni prvek,
e a,b jsou maximalni prvky, ale nejvétsi prvek neexistuje. [
Bud (X, <) usporddand mnozina, Y C X. Prvek z € X je
e dolni zavora mnoziny Y, je-li x <y pro kazdé y € Y,
e horni zdvora mnoziny Y, je-li y < x pro kazdé y € Y,
e infimum mnoziny Y, je-li x nejvétsi prvek mnoziny vSech dolnich zavor
mnoziny Y; piSeme x = inf Y,
e supremum mnoziny Y, je-li x nejmensi prvek mnoziny vSech hornich zavor
mnoziny Y; piSeme x = sup Y.
Piiklad. V uspoiddané mnoziné Y z predchoziho piikladu plati:
e podmnozina {a,b} ma dolni zavory c,d, z nich nejvétsi je ¢, a proto

inf{a,b} = ¢,
e podmnozina a,b nemé Zadnou horni zavoru, a proto sup{a, b} neexistuje
(mnozina hornich zavor je prazdnd, a proto nema nejvétsi prvek). |

Cviceni. (1) Kazda podmnoZina mé nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno
infimum.

(2) Jestlize x < y, pak inf{z,y} =z a sup{z,y} = v.

(3) Jestlize inf{z,y} = =, pak z < y.

(4) Jestlize sup{z,y} =y, pak z < y. >
Cviceni. Bud (X, <) uspofddand mnozina. Supremum prazdné mnoziny je nej-
vétsi prvek mnoziny X (pokud existuje) a infimum prazdné mnoziny je nejvétsi
prvek mnoziny X (pokud existuje). >
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8.2. Svazy

Bud (X, <) usporfddand mnozina. Necht pro kazdé =,y € X existuji infimum
inf{z,y} a supremum sup{z,y}. Pak X je svazové uspordidand mnozina.

Piiklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X), C) svazové uspofadand mno-
zina, pfi¢emz pro libovolné Y, Z € P(X) inf{Y, Z} =Y NZ asup{Y,Z} =Y UZ.
(2) (N,|) je svazové uspofddana mnozina, pficemz inf{z, y} je nejvétsi spoleény
délitel ¢isel x,y, sup{x, y} je nejmensi spoleény nasobek ¢isel z, y.

(3) Kazdy fetézec je svazové usporadana mnozina, pficemz inf{z, y} = min{z, y}
je mensi z prvki x,y, sup{z, y} = max{z,y} je vétsi z prvki x,y. [ |

Jelikoz ve svazové usporadané mnoziné X pro kazdé x,y existuji inf{x,y} a
sup{z, y} a jsou jednozna¢né urcena, muzeme na X definovat bindrni operace A
a V:

r Ay :=inf{z,y}, =xVy:=sup{z,y}.

Tvrzeni 8.2.1. Bud (X, <) svazové usporddand mnozina. Pro libovolnd x,y,z €
X plati

TNANT =2, rVzIr=ux,

T ANy=yAux, ztVy=yVuz, (4)
zAYANz)=(@Ay)Nz, zV(yVz)=(xVy)Vz,

zAyVe)=uz, zV(yAz)=x.

Diikaz. Cviceni.
Asociativita V: Navod: Ukazte, ze x V (y V z) = sup{z,y,z} = (z Vy) V z. O

Cvicenti. Dokazte, ze x1V xo V- -V, = sup{xy, T2, ..., 2, }. (Vlevo nezalezi na
uzavorkovani). >

Mnozina X (bez jakéhokoliv uvazovaného usporadani) se dvéma binédrnimi ope-
racemi A a V s vlastnostmi (4) se nazyva svaz. Binarni operace A se nazyva prisek,
binarni operace V se nazyva spojent.

Podle predchézejiciho tvrzeni tedy kazda svazové usporadanad mnozina je svaz.
Podle nésledujiciho cviceni plati vSak i obracené, ze kazdy svaz je svazové uspo-
rfadana mnozina.

Cvicent. (1) Bud (X, A, V) svaz. Pak plati:
(a)Polozme = <, y pravé tehdy, kdyz = Ay = z. Pak <, je uspofadani na
mnoziné X.
(b)Polozme z <, y pravé tehdy, kdyz = V y = y. Pak <, je uspofddéani na
mnoziné X.
(c)Usporadani <, je shodné s usporadanim <,, a je svazové, pfi¢emz

inf{z,y} =2z Ay, sup{z,y}=2Vy.

(2) Bud (X, A, V) svaz. Ukazte, ze (X, V,A) je také svaz (identity (4) definujici
svaz jsou symetrické vzhledem k vzajemné zdméné A a V). Nazyva se dualni svaz
a znaci se X* Ovérte, ze dualni svaz ma dualni usporadani. >
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Budeme pouzivat termin svaz i pro svazoveé usporadané mnoziny. Svazy budeme
chapat i jako algebraické struktury i jako usporadané mnoziny soucasné. Uspora-
dani totiz jednoznac¢né urcuje algebraickou strukturu a algebraicka struktura zase
jednoznac¢né urcuje usporadani.

Tvrzeni 8.2.2. Bud X svaz. Pro kaZdé x,a,b € X plati

(i) jestlize a < b, pak a Nx < bAx;
(i) jestlize a < b, pak aVx < bV z;
(i) jestlize v < a, x < b, pak x < aAb;
(iv) jestlize x > a, x > b, pak x > a V b.

Diikaz. (i) Necht a < b, pak a Ab = a, natez (aANx)AN(bAz) =aANbAx=aAux;
odtud tvrzeni. (ii) Cviceni. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema
(cviceni). O

Obsahuje-li podmnozina svazu vSechna infima a suprema vSech dvojic svych
prvki, je také svaz.

Podsvaz svazu (X, A\, V) je podmnozina Y C X takova, ze pro kazdé z,y € Y
platizAyeY azVvVyeV.

Priklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:
X o Y
/N /
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Cviceni. (1) Kazda podmnozina fetézce je podsvaz.
(2) Kazda podmnozina svazu, kterd je Fetézcem, je podsvaz. >

Podmnozina svazu mize byt svazem vzhledem k indukovanému usporadani,
aniz by byla podsvazem.

Priiklad. Svaz X a jeho podmnozina Y, kterd je svazem, ale neni podsvazem.

X o Y xVyy

PN
NS

Supremum z Vy y v Y je rtizné od suprema z Vx y v X. |
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8.3. Uplné svazy

Svaz je uplny, ma-li kazda jeho podmnozina supremum i infimum.

Priklad. (1) Kazdy koneény svaz je Gplny a plati inf{zq, xs,...,2,} = x1 Aza A
co Ny, SUp{Ty, e, .. T =2 Vs V..V T,
(2) Svaz (P(M), <) je tplny. Infima jsou pruniky, suprema jsou sjednoceni.

(3) Svaz (N, <) neni tplny. Schézi napiiklad supremum celé mnoziny N. [ ]

Kazdy tplny svaz mé nejvétsi prvek, je to jeho supremum, i nejmensi prvek, je
to jeho infimum.

Tvrzeni 8.3.1. Bud (X, <) usporddand mnoZina, jejiz kaZdd podmnoZina md
infimum. Pak X je uplny svaz.

Dikaz. Staci ukézat, ze kazd4d podmnozina mé supremum. Bud Y C X. Oznacme
Z mnozinu v8ech hornich zdvor mnoziny Y a polozme s = inf Z (tj. nejvétsi dolni
zévora). DokaZme, Ze s = sup Y.

Jelikoz kazdy prvek mnoziny Y je dolni zavora mnoziny Z a s je nejvétsi z nich,
mame y < s pro kazdé y € Y. Tedy, s je horni zdvora mnoziny Y, s € Z. A protoze
s je také (nejvétsi) dolni zavora mnoziny Z, je to nejmensi prvek mnoziny 7, ¢ili
nejmensi horni zavora mnoziny Y. 0

Priklad. Predpoklad, ze kazda (i prazdna) podmnozina mnoziny X m4 infimum,
znamend, ze X ma nejvétsi prvek. Napiiklad (N, <) neni aplny svaz, prestoze
kazda neprdzdnd podmnozina ma infimum. [ |

Piiklad. Bud G grupa. Ozna¢me P(G) mnozinu vSech podgrup grupy G. Pak
(P(G), C) je tplny svaz.

Bud {4, |. € I} C P(G), tedy néjaky systém podgrup grupy G. Potom [,.; A,
je také podgrupa (cviceni), kterd je zaroven inf{ A, |t € I} (cviceni). Podle pfed-
choziho tvrzeni je (P(G), C) tplny svaz. Proto existuje i sup{A, |t € I} a je to
prinik vSech podgrup, které obsahuji vsechny podgrupy A,.

Priklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro jiné algebraické
struktury. |

Cvicent. Ozna¢me E(X) mnozinu vSech relaci ekvivalence na mnoziné X. Pro-
toze E(X) C P(X x X), vznikd na F(X) indukované uspofadani. Dokazte, ze
E(X) je uplny svaz. >



