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1. prednaska, 24. 9. 2020

1. POLE

Uvazujme mnozinu vSech realnych cisel. Redlna cisla sc¢itame a nasobime, ke
kazdému redlnému Cislu existuje ¢islo opacné (soucet ¢isla a k nému opacného
Cisla je roven 0), ke kazdému nenulovému redlnému ¢islu existuje ¢islo inverzni
(pfevracend hodnota, soucin ¢isla a k nému inverzniho ¢isla je roven 1). Pro libo-
volna realna ¢isla a, b, ¢ navic plati

a+b=b+a, a-b=b-a (soucet a soudin jsou komutativni,
a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c asociativni
a-(b+c)=a-b+a-c a spliluji distributivni zdkon)

Kazd4a mnozina obsahujici aspon 2 prvky (0, 1) s uvedenymi operacemi s uvede-
nymi vlastnostmi se nazyva pole. Piikladem pole je pole komplexnich cisel, které
oznacujeme C.

Kazda podmnozina mnoziny komplexnich ¢isel, ktera obsahuje 0 a 1, s kazdym
¢islem obsahuje k nému opacné, s kazdym nenulovym c¢islem obsahuje k nému
inverzni a s libovolnymi dvémi ¢isly obsahuje jejich soucet i soucin, se nazyva
ciselné pole.

Piiklady ¢iselnych poli jsou mnozina komplexnich ¢isel C, mnozina realnych c¢isel
R a mnozina racionanich ¢isel Q. Napriklad mnozina Z celych ¢isel a mnozina N
ptirozenych (kladnych celych) ¢isel nejsou pole.

Je-1i P pole a n prirozené ¢islo, potom P" oznac¢uje mnozinu vsech usporadanych
n-tic prvki pole P.

Polim se jesté budeme vénovat pozdéji.

2. MATICE

2.1. Matice

Bud P pole, m,n pfirozena ¢isla. Matice typu m x n nad polem P je tabulka
o m Tadcich a n sloupcich obsahujici prvky pole P. Mame-li takovou matici A,
pak prvek pole P v i-tém fadku a j-tém sloupci matice oznacujeme A} a matici
zapisujeme obvykle

Al AL LA
PR A
A A A

nebo struénéji A = (A%)xn nebo jen A = (A%).

Matici typu m x n nad polem P je mozné definovat také jako zobrazeni z kar-
tézského soucinu {1,2,...,m} x {1,2,...,n} do pole P. Takové zobrazeni tedy
uspotradané dvojici (i,7) ptifazuje A; € P a muZeme ho zapsat pravé ve tvaru

tabulky, kterd ma v i-tém radku a j-tém sloupci prvek A;



2 Matice

Hornim indextim fikame rddkové, dolnim indextim fikame sloupcové. Pro pevné
zvolené ¢

A= (AL A AL

je i-ty radek matice A; je to tedy matice typu 1 x n, nékdy ji budeme zapisovat
jako usporadanou n-tici (A%, AL, ..., AY) € P™ Nulovy radek ozna¢me 0,. Pro
pevné zvolené j

je j-ty sloupec matice A; je to tedy matice typu m x 1, nékdy ji budeme zapisovat
(A} A2 ... A;”)T nebo jako usporadanou m-tici (A}, A%,..., A7") € P™ nebo
(A}, A%, .., A™T. Nulovy sloupec oznacme 0° To, Ze matice A je tvoFena Fadky
A,, resp. sloupci A7, budeme nékdy zapisovat

Al
22
A= :° , resp. A= (A} A3 ... A?).

AT

Matice A = (Aé) a B = (B;) se vzajemné rovnaji, jestliZze jsou stejného typu
a na stejnych mistech maji stejné prvky, tedy jsou-li typu m x n a pro kazdé
i€{1,2,...,m} akazdé j € {1,2,...,n} plati A; = Bj.

Matice A = (A%)pxn je

e cCtvercovd, jestlize m = n,

e diagondlni, jestlize je ctvercova a Az. = 0 pro i # j (prvky A! se také
nazyvaji diagondlni a tvori (hlavni) diagondlu),

e jednotkoud, jestlize je diagonalni a A! = 1 pro kazdé i (oznacujeme ji E,
nebo jen F),

e nulovd, jestlize ma vSechny prvky nulové (oznac¢ujeme ji 0,,, nebo jen 0),

e hornd resp. dolni trojuhelnikovd (nebo v hornim resp. dolnim trojihelniko-
vém tvaru), jestlize je ¢tvercova a pod resp. nad diagonalou mé jen nuly,
tedy A% = 0 pro i > j resp. pro i < j,

e schodovitd (nebo ve schodovitém tvaru), jestlize kazdy nenulovy radek,
kromé prvniho, zac¢ina zleva vice nulami nez fadek predchozi,

e Gaussova—Jordanova (nebo v Gaussové—Jordanové tvaru), jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) prvni (zleva) nenulové prvky vSech nenulovych radku jsou 1,
(iii) ve sloupcich nad (a nejen pod) prvnimi nenulovymi prvky vSech ne-
nulovych tadki jsou jen 0.

Mnozinu vSech matic typu m xn nad polem P oznac¢ujeme M,,«,(P); v piipadé
¢tvercovych matic M, (P) nebo gl(n, P).
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Priklad. (1)

1 2\ . 5t . mati 1 2 3 [ ;
3 4 ) Je ctvercova matice, | , . | neni ctvercova.

1 0\ . .. (o . 11 . s
<0 4> je diagonalni matice, (0 0) neni diagonalni.

10 100
B, = (1) L FEy = (O 1) ,E3=10 1 0] jsou jednotkové matice.
0 01

) jsou nulové matice.
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1 2 3 1 00
0 4 0] jehorni, {2 0 0| jedolni trojuhelnikovd matice.
0 0 5 1 21

je matice ve schodovitém tvaru,

neni matice ve schodovitém tvaru.
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000 1 je matice v Gaussové—Jordanové tvaru,

0000

1 01 2

0120 , . " y

000 1 neni matice v Gaussové—-Jordanové tvaru. [ |
00 00O

2.2. Operace s maticemi

2.2.1. Soudet a nasobek

Budte A = (A%), B = (B}) matice typu m x n nad polem P. Soucet matic
A, B je matice A+ B typu m X n nad polem P dana predpisem: pro vsechna
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ie{l,2,...,m},je{1,2,...,n}
(A+ B); = Al + B..

Pro ¢ € P definujeme c-ndsobek matice A jako matici cA typu m X n nad polem
P danou predpisem: pro vSechna i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}

(cA)} = Al
Pro ¢ = —1 se matice (—1)A znadi —A a nazyva se opacnd matice k matici A.

Priiklad.
1 2 3 -1 0 2\ .
ProAz(4 5 6)&32( 1 -3 7) je

0 2 5 2 4 6 1 0 -2
A+B—(5 2 13>’ 2A_(8 10 12)’ _B_(—l 3 —7)' "
Tvrzeni 2.2.1. Necht A, B, C jsou matice stejného typu nad polem P a c,k € P.
Pak plati

(1) A+ B =B+ A, (5) 1A = A,

(2) A+ (B+C)=(A+B)+C, (6) c(A+ B) =cA+cB,
(3) A+0=A, (7) (c+ k)A = cA+ kA,
(4) A+ (—A)=0, (8) c(kA) = (ck)A.

Diikaz. Uvedeme jen dikaz bodu (6), ostatni ponechdme jako cviceni.

Méame dokazat, ze matice ¢(A + B) a cA + ¢B se vzajemné rovnaji. Pfedpokla-
dejme, ze A, B jsou typu m X n. Potom i A+ B, cA, ¢B jsou typu m X n a tedy
ic(A+ B) acA+ cB jsou typu m X n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} aj € {1,2,...,n} plati (c(A+ B))} = c(A+ B), =
c(A% 4 Bl) = cAl + cBi = (cA)! + (cB), = (cA+ ¢B)j.

Dokazali jsme, Ze matice ¢(A + B) a cA + ¢B jsou stejného typu a na stejnych
mistech maji stejné prvky. 0



