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1. p¯ednáπka, 24. 9. 2020

1. Pole

Uvaæujme mnoæinu vπech reáln˝ch Ëísel. Reálná Ëísla sËítáme a násobíme, ke
kaædému reálnému Ëíslu existuje Ëíslo opaËné (souËet Ëísla a k nÏmu opaËného
Ëísla je roven 0), ke kaædému nenulovému reálnému Ëíslu existuje Ëíslo inverzní
(p¯evrácená hodnota, souËin Ëísla a k nÏmu inverzního Ëísla je roven 1). Pro libo-
volná reálná Ëísla a, b, c navíc platí

a+ b = b+ a, a · b = b · a (souËet a souËin jsou komutativní,
a+ (b+ c) = (a+ b) + c, a · (b · c) = (a · b) · c asociativní
a · (b+ c) = a · b+ a · c a splÚují distributivní zákon)

Kaædá mnoæina obsahující aspoÚ 2 prvky (0, 1) s uveden˝mi operacemi s uvede-
n˝mi vlastnostmi se naz˝vá pole. P¯íkladem pole je pole komplexních Ëísel, které
oznaËujeme C.
Kaædá podmnoæina mnoæiny komplexních Ëísel, která obsahuje 0 a 1, s kaæd˝m
Ëíslem obsahuje k nÏmu opaËné, s kaæd˝m nenulov˝m Ëíslem obsahuje k nÏmu
inverzní a s libovoln˝mi dvÏmi Ëísly obsahuje jejich souËet i souËin, se naz˝vá
Ëíselné pole.
P¯íklady Ëíseln˝ch polí jsou mnoæina komplexních Ëísel C, mnoæina reáln˝ch Ëísel

R a mnoæina racionáních Ëísel Q. Nap¯íklad mnoæina Z cel˝ch Ëísel a mnoæina N
p¯irozen˝ch (kladn˝ch cel˝ch) Ëísel nejsou pole.
Je-li P pole a n p¯irozené Ëíslo, potom P

n oznaËuje mnoæinu vπech uspo¯ádan˝ch
n-tic prvk˘ pole P.
Polím se jeπtÏ budeme vÏnovat pozdÏji.

2. Matice

2.1. Matice

BuÔ P pole, m, n p¯irozená Ëísla. Matice typu m ⇥ n nad polem P je tabulka
o m ¯ádcích a n sloupcích obsahující prvky pole P . Máme-li takovou matici A,
pak prvek pole P v i-tém ¯ádku a j-tém sloupci matice oznaËujeme A
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Matici typu m⇥ n nad polem P je moæné definovat také jako zobrazení z kar-
tézského souËinu {1, 2, . . . ,m} ⇥ {1, 2, . . . , n} do pole P. Takové zobrazení tedy
uspo¯ádané dvojici (i, j) p¯i¯azuje A
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tabulky, která má v i-tém ¯ádku a j-tém sloupci prvek A
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Horním index˘m ¯íkáme ¯ádkové, dolním index˘m ¯íkáme sloupcové. Pro pevnÏ
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Matice A = (Ai
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) a B = (Bi
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) se vzájemnÏ rovnají, jestliæe jsou stejného typu
a na stejn˝ch místech mají stejné prvky, tedy jsou-li typu m ⇥ n a pro kaædé
i 2 {1, 2, . . . ,m} a kaædé j 2 {1, 2, . . . , n} platí Ai
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• Ëtvercová, jestliæe m = n,
• diagonální, jestliæe je Ëtvercová a A
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= 0 pro i 6= j (prvky A
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naz˝vají diagonální a tvo¯í (hlavní) diagonálu),

• jednotková, jestliæe je diagonální a A

i
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= 1 pro kaædé i (oznaËujeme ji E
n

nebo jen E),
• nulová, jestliæe má vπechny prvky nulové (oznaËujeme ji 0

m⇥n

nebo jen 0),
• horní resp. dolní trojúhelníková (nebo v horním resp. dolním trojúhelníko-
vém tvaru), jestliæe je Ëtvercová a pod resp. nad diagonálou má jen nuly,
tedy A

i

j

= 0 pro i > j resp. pro i < j,
• schodovitá (nebo ve schodovitém tvaru), jestliæe kaæd˝ nenulov˝ ¯ádek,
kromÏ prvního, zaËíná zleva více nulami neæ ¯ádek p¯edchozí,

• Gaussova–Jordanova (nebo v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru), jestliæe
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) první (zleva) nenulové prvky vπech nenulov˝ch ¯ádk˘ jsou 1,
(iii) ve sloupcích nad (a nejen pod) prvními nenulov˝mi prvky vπech ne-
nulov˝ch ¯ádk˘ jsou jen 0.

Mnoæinu vπech matic typum⇥n nad polem P oznaËujemeM
m⇥n

(P ); v p¯ípadÏ
Ëtvercov˝ch maticM

n

(P ) nebo gl(n, P ).
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P¯íklad. (1)
✓
1 2
3 4

◆
je Ëtvercová matice,

✓
1 2 3
4 5 6

◆
není Ëtvercová.

(2)
✓
1 0
0 4

◆
je diagonální matice,

✓
1 1
0 0

◆
není diagonální.

(3)

E1 =
�
1
�
, E2 =

✓
1 0
0 1

◆
, E3 =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A jsou jednotkové matice.

(4)

02⇥2 =
✓
0 0
0 0

◆
, 02⇥3 =

✓
0 0 0
0 0 0

◆
jsou nulové matice.

(5)
0

@
1 2 3
0 4 0
0 0 5

1

A je horní,

0

@
1 0 0
2 0 0
1 2 1

1

A je dolní trojúhelníková matice.

(6)
0

BB@

1 2 1 2
0 2 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA je matice ve schodovitém tvaru,

0

BB@

1 2 1 2
0 2 1 0
0 0 0 1
0 0 0 6

1

CCA není matice ve schodovitém tvaru.

(7)
0

BB@

1 0 2 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA je matice v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru,

0

BB@

1 0 1 2
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA není matice v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru. ⌅

2.2. Operace s maticemi

2.2.1. SouËet a násobek

BuÔte A = (Ai

j

), B = (Bi

j

) matice typu m ⇥ n nad polem P. SouËet matic
A, B je matice A + B typu m ⇥ n nad polem P daná p¯edpisem: pro vπechna
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i 2 {1, 2, . . . ,m}, j 2 {1, 2, . . . , n}
(A+B)i

j

= A
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.

Pro c 2 P definujeme c-násobek matice A jako matici cA typu m⇥ n nad polem
P danou p¯edpisem: pro vπechna i 2 {1, 2, . . . ,m}, j 2 {1, 2, . . . , n}

(cA)i
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= cA

i
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.

Pro c = �1 se matice (�1)A znaËí �A a naz˝vá se opaËná matice k matici A.

P¯íklad.

Pro A =
✓
1 2 3
4 5 6

◆
a B =

✓
�1 0 2
1 �3 7

◆
je

A+B =
✓
0 2 5
5 2 13

◆
, 2A =

✓
2 4 6
8 10 12

◆
, �B =

✓
1 0 �2

�1 3 �7

◆
. ⌅

Tvrzení 2.2.1. Nechª A, B, C jsou matice stejného typu nad polem P a c, k 2 P.
Pak platí

(1) A+B = B + A,
(2) A+ (B + C) = (A+B) + C,
(3) A+ 0 = A,
(4) A+ (�A) = 0,

(5) 1A = A,
(6) c(A+B) = cA+ cB,
(7) (c+ k)A = cA+ kA,
(8) c(kA) = (ck)A.

D˘kaz. Uvedeme jen d˘kaz bodu (6), ostatní ponecháme jako cviËení.
Máme dokázat, æe matice c(A+B) a cA+ cB se vzájemnÏ rovnají. P¯edpoklá-
dejme, æe A, B jsou typu m⇥ n. Potom i A+B, cA, cB jsou typu m⇥ n a tedy
i c(A+B) a cA+ cB jsou typu m⇥ n.
Pro kaædé i 2 {1, 2, . . . ,m} a j 2 {1, 2, . . . , n} platí (c(A+B))i

j

= c(A+B)i
j

=
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= (cA)i
j

+ (cB)i
j

= (cA+ cB)i
j

.
Dokázali jsme, æe matice c(A+B) a cA+ cB jsou stejného typu a na stejn˝ch
místech mají stejné prvky. ⇤


