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Tento text je prepisem prednasek zaloZzenych na ucebnich textech [Marvanl,
které je mozno nalézt na https://www.slu.cz/math/cz/knihovnaucebnitextymu.
Vétsinou se tedy s témito ucebnimi texty shoduje, néco je vsak uvedeno v jiném
poradi, néco je preformulovano, ptripadné jsou zde uvedeny odkazy na prislusné
ucebni texty, nebo je zde néco, co ucebni texty dopliuje.

Pokud mate k textu néjaké dotazy, pripominky, naméty, nebo pokud jste na-
razili na néjakou chybu, nepfesnost nebo preklep, prosim, napiste mi na zde-
nek.kocan@math.slu.cz.


https://www.slu.cz/math/cz/knihovnaucebnitextymu
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1. prednaska, 25. 2. 2020

1. VEKTOROVE PROSTORY

Pouzité ucebni texty:
[Marvan, 9. Vektorové prostory]
IMarvan, 3. Matice pfechodu. V 13. Matice linearniho zobrazeni|
IMarvan, Pfimy soucet vektorovych prostoru. V 11. Linearni zobrazeni|

1.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Definice. Bud V neprazdna mnozina, P pole. Vektorovy prostor V nad polem P
je mnoZina V' spolu s binarni operaci +: V xV — V' (a,b) — a+b, a zobrazenim
= PxV =V, (p,a)— p-a, takovymi, Ze

(1) pro kazdé a,b,c € V plati (a +b) +c=a+ (b+ ¢),
(2) existuje 0 € V takovy, Ze pro kazdé a € V platia +0 =0+ a = a,
(3) pro kazdé a € V existuje —a € V takové, ze a + (—a) =0,

(4) pro kazdé a,b € V platia+b=b+a,

(5) pro kazdé a € V plati 1-a = a,

(6) pro kazdé p,ge Paa €V plati (p-q)-a=p-(q-a),

(7) pro kazdé p,g e Paa eV plati (p+¢q)-a=(p-a) + (¢-a),

(8) pro kazdé p € Paa,be V platip-(a+b) = (p-a)+ (p-b).

Prvky mnoziny V' se nazyvaji vektory, prvky pole P se nazyvaji skaldary. Binarni
operace + se nazyva scitani, zobrazeni - se nazyva nasobeni skaldrem, prvek 0 € V
se nazyva nulovy vektor nebo nula, prvek —a se nazyva opacny k prvku a.

Podminky (1)—(8) se nazyvaji aziomy vektorového prostoru. Prvni ¢tyfi zname-
naji, ze V' s operaci + je komutativni grupa.

Pfi nasobeni vektoru skalarem piseme skalar vzdy vlevo od vektoru. Vektorovy
prostor nad polem R, resp. C se nazyva redlny, resp. komplexni vektorovy prostor.

Zobrazeni -: P x V. — V, (p,a) — p - a, neni bindrni operace (neni-li P =
V). Toto zobrazeni se obvykle nazyva vnéjsi operace (bindrni operace se pak
mize nazyvat vnitini operace). Na vektorovém prostoru tak mame vnitini operaci
sCitani a vnéjsi operaci nasobeni skalédrem.

Vektorovy prostor V' nad polem P se také oznacuje V (P).

Piiklad. (1) Realny vektorovy prostor Eukleidovské geometrie, dvourozmérné i
trojrozmérné. Vektor je reprezentovan orientovanou useckou nebo uspofaddanou
dvojici bodii (poc¢ateéni bod, koncovy bod). Dvé takové reprezentace povazujeme
za totozné, lze-li jednu pievést na druhou rovnobéznym posunutim. Umisténd vek-
toru v daném bodé X dostaneme rovnobéznym posunutim, pti kterém pocatecni
bod vektoru splyne s X. (Cviceni: Vektor je tfida jisté relace ekvivalence. Které?)

Soucet vektori ziskdme pravidlem rovnobéznika, p-nasobek vektoru p-nasobnym
prodlouzenim usecky (pfipadné se zménou orientace, kdyz p < 0). Nulovy vektor
je degenerovana usecka nulové délky. Vektorovy prostor vektrortt v roviné resp.
prostoru ozna¢ime E? resp. E3.


https://www.slu.cz/file/cul/e69168b4-701d-4d17-838c-b7fed5f8e51e
https://www.slu.cz/file/cul/b0d874db-b578-4039-8bd7-72cf6ad80459
https://www.slu.cz/file/cul/3cb16fdb-f076-4f7b-92a8-4beb1624a013
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Cviéeni. Demonstrujte asociativitu s¢itani vektorti v E3. Zvolte tii vektory u, v, w
v prostoru, umistéte je do spole¢ného bodu a doplitte do kosého hranolu. Ukazte,
ze vektor (u + v) + w tvoii thlopficku tohoto hranolu. Totéz pro u + (v + w).

(2) Bud V = {a} libovolna jednoprvkova mnozina, P libovolné pole. Ozna¢me
0 :=a apolozme 0+0 =0, =0 =0 a p-0 = 0 pro kazdé p € P. Dostavame
vektorovy prostor nazyvany nulovy prostor.
(3) Kazdé pole je vektorovy prostor nad sebou samym. Polozime-li v definici vek-
torového prostoru V' = P, budou vsechny axiomy vektorového prostoru disledky
axiomi pole (ovéfte). Ziskdvame tak napiiklad vektorovy prostor R nad R, vek-
torovy prostor C nad C, vektorovy prostor @ nad @ a vektorovy prostor Z, nad
Z2.
(4) Kazdé pole je vektorovy prostor nad libovolnym svym podpolem. Jediny roz-
dil oproti pfedchozimu ptikladu spociva v tom, Ze nasobeni skaldrem je dovoleno
jen pro skalary z podpole.
(5) Bud n € N, P pole. Na mnoziné P" vSech uspofddanych n-tic prvka P
zavedme s¢itani a nasobeni skaldrem predpisem

(g, ugy ..oy Up) + (01,02, ..., 0n) = (Ug + V1, Uy + Vo, ..oy Uy + V),

pur, us, ..., uy) = (puy, pus, . .., puiy,).
Vznika vektorovy prostor P™ nad polem P (ovéite). Napfiklad fadky a sloupce
matic jsou prvky takovych vektorovych prostori.
(6) Vektorovy prostor P" nad podpolem @ C P.
(7) Vektorovy prostor matic typu m x n nad polem P s operacemi séitani a
néasobeni skalarem. Znac¢i se P™*" nebo M,,x,(P) (resp. M,,(P) nebo gl(m, P)
v piipadé ¢tvercovych matic).
(8) Vektorovy prostor polynomii stupné nejvyse n s operacemi s¢itani a nadsobeni
skalarem.
(9) Vektorovy prostor vSech polynomu nad konkrétnim polem s operacemi s¢iténi
a nasobeni skalarem.

(10) Vektorovy prostor vSech feSeni homogenni soustavy rovnic.
(11) Bud X mnoZina, P pole. Na mnoziné P* vsech zobrazeni X — P zavedme
sCitani a nasobeni skalarem predpisem
(u+v)(z) = u(x) + v(z),
(pu)(z) = p - u(z).
Vznika vektorovy prostor PX nad polem P (ovéfte). Specialnimi pifpady jsou
mnozina vSech funkci z R do R, mnozina vSech spojitych funkci na R, mno-
zina diferencovatelnych funkci na R, mnozina vSech spojitych funkci na intervalu
la, b]. [ |
Tvrzeni 1.1.1. Bud' V' wvektorovy prostor nad polem P. Pak pro kaZdé a,b € V,
p,q € P plati
(i) 0-a=0,
(i) (=1)-a = —a,
(i) (p—q)-a=p-a—q-a,
(i) p-(a—b)=p-a—p-b,
(v) Je-lip-a =0, pak bud p =0 nebo a = 0.



Vektorové prostory 3
Diikaz. Cviceni. U

1.2. Linearni kombinace, generatory, linearni zavislost a ne-

zavislost
Definice. (1) Budte uy,us, ..., u, vektory z vektorového prostoru V' nad polem
P. Linedrni kombinace vektord uy,us, ..., u, s koeficienty py,ps,...,pn € P je

vektor piuy + patta + + -+ + ppt, € V.

(2) Vektory uy,us,...,u, €V generuji vektorovy prostor V, je-li kazdy vektor
v € V jejich linearni kombinaci, to jest, jestlize pro kazdy vektor v € V exis-
tuji skalary pi,po,...,pn € P takové, ze v = pju; + pous + -+ + pru,. Potom
{uy,ug,...,u,} je mnoZina generdtori prostoru V.

(3) Prostor, ktery mé koneénou mnozinu generatori, se nazyva konecnérozmeérny.

Piiklad. (1) Soucet vektort u,v je jejich linearni kombinace s koeficienty 1, 1.
Opacny vektor k u je jeho linedrni kombinace (skalarni nésobek) s koeficientem
—1.

(2) Linearni kombinace vektori 1 a 6 z R s koeficienty 3,1 € Rje3-1+1-6 = 9.
(3) Linearni kombinace vektort (1,2,0,1),(2,3,1,0) € R* s koeficienty 1, —2 je
1-(1,2,0,1)+ (-2)-(2,3,1,0) = (=3, —4,-2,1).

(4) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Skuteéné&, pro li-
bovolny vektor (z,y,2) € R* je (2,9,2) = 2 - (1,0,0) +y - (0,1,0) 4+ z - (0,0,1)

linearni kombinace s koeficienty x, y, z.

(5) Prostor R® je generovan vektory (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1). Ovéite.

(6) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(3,4,5). Pro libo-
volny vektor (z,y,2) € R® je (z,y,2) = - (1,0,0) +y - (0,1,0) + z- (0,0,1) +
0-(3,4,5) lineadrni kombinace s koeficienty z,y,z,0. V tomto piipadé miizeme
najit dokonce nekone¢né mnoho vyjadreni ve tvaru linedrni kombinace, a sice
(x,y,2) = (x — 3t) - (1,0,0) + (y — 4t) - (0,1,0) + (2 — 5¢) - (0,0,1) + ¢ - (3,4,5)
s koeficienty  — 3t,y — 4t, 2 — 5t, ¢, kde t € R je parametr. Ovérte.

(7) Prostor R® neni generovan vektory (1,2,0),(3,4,0), (1,1,0). Ovéite.

(8) Vektory uy,...,u, € R® kde u; = (w1, ..., u;s), generuji R*, jestlize soustava

U1 Ty + o+ U1y = U1

UsTy + *++ + UpsTp = Vs

ma aspon jedno feSeni x1, ..., z, pro kazdou pravou stranu vy, ..., vs. Soustava je

totiz ekvivalentni s podminkou (vy, ..., vs) = X1 (U1, . . ., Urs)++ - FTp(Upt, - - o, Ups).
(9) Prostor Rs[x] polynomi neuréité x s redlnymi koeficienty stupné nejvyse 2

je generovan vektory z2, x + 1, 1. Ovéite.

(10) Vektorovy prostor R[z] vSech polynomu s readlnymi koeficienty neni konecné-

rozmérny. Je-li totiz {p1, ..., ps} néjakd koneéna mnozina polynomi, pak existuje

¢islo n, které je vétsi nez stupen kteréhokoliv z polynomi py, ..., ps. Pak zadny

z téchto polynomt ani zadnd jejich linedrni kombinace neobsahuje z" s nenu-

lovym koeficientem. Polynom z" € R[z]| tudiz neni linedrni kombinaci vektori

D1y .-y Ps- |
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Definice. Mnozina vektort {ei,...,e,} C V(P) je linedrné nezdvisld, jestlize
z rovnosti

ri€1 + x99 + -+ xne, =0, kde x1,29,...,2, € P,
plyne z; = 3 = -+ = z,, = 0. Mnozina vektora {ey,...,e,} C V(P) je linedrné

zavisld, jestlize neni linearné nezavisla.

Casto se zjednodusené a neptesné fikd, Ze néjaké vektory jsou linearné (ne)zavislé.
Mysli se tim, Ze pfislusna mnozina vektort je linedrné (ne)zéavisla. Mozna se s timto
nepresnym vyjadfenim setkdme i v tomto textu.

Piiklad. (1) Mnozina {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R?® je linedrné nezavisla.

Skutecné, polozme z - (1,0,0)+y - (0,1,0) + 2z -(0,0,1) = (0,0,0). Na levé strané

je vektor (z,v, 2), a ten je nulovy pravé tehdy, kdyz = = y = z = 0 (ovéfte).

(2) Mnozina {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R® je linearné nezavisla. Skuteéns,

polozme z - (1,0,0) +y - (1,1,0) + 2 - (1,1,1) = (0,0,0). Na levé strané je vektor

(x+y+ 2,9+ 2 2), aten je nulovy pravé tehdy, kdyz x = y = z = 0 (ovéite).

(3) Mnozina {(3,2,1),(3,1,0),(6,3,1)} C R? je linearné zavisla. Ovéite.

(4) Libovolna mnozina vektorti obsahujici nulovy vektor je linearné zavisla. Ovéite.
(5) Mnozina {uy,...,u,} C R’ kde u; = (w,...,u;s), je linedrné nezavisla

pravé tehdy, kdyz soustava

U1+ -+ U1 Ty = 0

UsT1 + =0 F Ups Ty = 0
ma prave jedno feseni, a to sice xry = --- =z, = 0.
(6) Mnozina {z? x,1} C R3[z| je linedrné nezavisla. Ovérte. [ |

Cviceni. Libovolnad podmnozina linearné nezavislé mnoziny vektortu je linearné
nezavisla. Dokazte.
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2. prednéaska, 3. 3. 2020

Tvrzeni 1.2.1. MnoZina vektori vy, ..., v, je linedrné zdvisla pravé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linedrni kombinact ostatnich, tj. prave kdyz existuje index 1
takovy, Ze v; je linearni kombinact vektord vy, ..., v;_1, Vi1, .., Un.

Diikaz. ,=* Pfedpoklddejme, ze mnoZina {vy,...,v,} je[linedrné zavislal To zna-
mend, existuji koeficienty ay, ..., a,, z nichz aspon jeden je nenulovy (napfiklad
a;), takové, ze ayvy + ...+ a;v; + ... + a,v, = 0. Tedy,

;U = —a1V1 — ..« — @j—1Vi—1 — Qi41Vi41 — - - - — ApUp,
a
! ai—1 Qit1 an
/l}i———Ul—...— 'Ul',l——’UiJrl—...——’Un.
Q; Q; a; Q;

»<=" Predpokladejme, ze naptiklad v; je linedrni kombinaci ostatnich vektor,
tedy

v, = a1+ ...+ a;q1v,1 + Ai41Vi41 + ...+ apUy,.

Potom line4rni kombinace
a1y + ...+ Q101 — Vi + Qig1Vip1 . A AUy

s nenulovym koeficientem (—1) u vektoru v; je rovna nulovému vektoru. Tedy,
mnozina {vy,...,v,} je linearné zavisla. O

Tvrzeni 1.2.2. MnoZina vektori vy, ..., v, je linedrné zdvisld pravé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linearni kombinact predchozich, t). prave kdyz existuje index
1 takovy, Ze v; je linedrni kombinact vektori vy, ..., v;_1.

Diikaz. ,=* Postupujeme jako v diikazu predchoziho tvrzeni, jen koeficient a; # 0
vybereme s nejvyssim moznym indexem. To znamend, Ze potom c¢;pq = -+ =
cn, = 0; zbytek je ziejmy. Jako cviceni rozeberte podrobné piipad ¢ = 1, kdy bude
mnozina predchazejicich vektori prazdna.

»<=" Tvrzeni je specidlnim pfipadem piedchoziho. O

1.3. Baze, souradnice

Definice. Bdze vektorového prostoru je libovolna usporadana linearné nezavisla
mnozina jeho generatori.

Piiklad. (1) (6) je baze R.

(2) ((1,0),(0,1)) je baze R*.

(3) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) je baze R>.

(4) Prokazdéi € {1,...,n} bude; vektor z R", ktery ma na i-tém misté jednicku

a jinde nuly. Potom (eq,...,e,) je bdze R" a nazyva se kanonickd nebo také
standardni.

(5) (2?,2,1) je baze R3[z]. [ |
Definice. Elementdrni uprava konecné n-tice vektort uq,...,u, € V je:

(i) vynasobeni i-tého vektoru nenulovym skaldrem ¢ € P\ {0};
(ii) pfecteni c-nasobku j-tého vektoru k i-tému;
(iii) vymeéna i-tého vektoru s j-tym.
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Pritom vznikaji po fadé n-tice

(ul, vy Ui, CUGy Uit 1y - - - ,Un)7
(Wiy ey Wi, U+ CUG Wi, - oy Uy ey Uy,
(uh ey Ui 1y gy Ui 1y o o vy Ug—1, Uy Ujg 1y - - 7un)~

Ke kazdé z téchto tuprav existuje tprava inverzni, ktera je rovnéz elementarni
uprava (ovéite).

Definice. Dvé n-tice vektort jsou ekvivalentni, jestlize jedna vznikne z druhé
konecnou posloupnosti elementarnich tprav.

Cviceni. Ukazte, Ze pravé zavedend relace mezi n-ticemi vektoru je reflexivni,
symetricka a tranzitivni.

Priklad. Méjme matici typu r x s nad polem P. Jeji fadky jsou s-tice prvki
pole P, tj. vektory z prostoru P?°. Celad matice je pak r-tice takovych s-tic, tedy
r-tici vektord z prostoru P?. Elementarni tipravy této r-tice vektori jsou pravé
elementarni radkové tpravy dané matice. |

Tvrzeni 1.3.1. Necht je n-tice uq, . ..,u, € V ekvivalentni s n-ticivy, ..., v, € V.
Pak vektory uy, . .., u, generuji V prdavé tehdy, kdyz vektory vy, ..., v, generuji V.

Dikaz. Necht n-tici vy, ..., v, lze ziskat z us, . . ., u,, druhou Gpravou, v; = u;+cu;
a v = uy pro k # i.
Predpokladejme, 7Ze vy, ..., v, V. Bud w € V libovolny vektor. Existuji
koeficienty pq, ..., p, takové, ze w = pyv; + - - - + p,v,. Pak
w=piug + -+ pi(u; +cuj) + - Fpjui .o+ priy,
=piur+ -+ pit 0+ (p P+ -+ Py

je linearni kombinace vektord wuy, . . ., u,.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokézané, nebot n-tice ug,...,u, vznikd
z n-tice vy, ..., v, inverzni Upravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni upravy obdobné. A vysledek plati i pro libovolnou konec¢nou po-
sloupnost elementarnich tprav. O
Tvrzeni 1.3.2. Necht je n-tice uq,...,u, € V ekvivalentni s n-tici vy, ..., v, €
V. Pak mnoZina {uy,...,u,} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyZ mnoZina
{v1,...,v,} je linedrné nezdvisld.

Dikaz. Necht n-tici vy, ..., v, lze ziskat z us, . . ., u, druhou Gpravou, v; = u;+cu;
a v = uy pro k # 1.
Predpokladejme, ze {uy,...,u,} je [linearné nezavisld, Budte zy,...,z, € P

takové, ze zqv; + - - - + 2,0, = 0. Pak

0=ua1v1 + -+ Ty, = T1ug + - + 2 (w; +cuy) + -+ xju; + .+ THu,

=Ty + -+ o+ (2 er)uy L Ty,

Z linearni nezavislosti mnoziny {uy,...,u,} vyplyva, Ze vSechny koeficienty po-
sledni linearni kombinace jsou nulové, tj. 2, = - - =2, = - = co; + x5 = --- =
Zn, = 0. Z toho dostaneme, Ze i x; = 0.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokézané, nebot n-tice uq,...,u, vznikd
z n-tice vy, ..., v, inverzni Upravou, ktera je stejného typu.
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Pro ostatni upravy obdobné. A vysledek plati i pro libovolnou konec¢nou po-

sloupnost elementarnich tprav. O
Tvrzeni 1.3.3. Necht vektory vy,...,v, generuji prostor V a ui,...,u, € V.
Jestlize {uy, ..., uy} je linedrné nezdvislda, pak n > m.
Dikaz. Necht vy, ..., v, prostor V. Kazdy z vektort uy, ..., u, je tedy
jejich linedrni kombinaci, takze pro kazdé i € {1,...,m} existuji koeficienty
i1y -y Qi takové, ze U; = QU1 + ...+ Q;nU,. Matici

aiy .- Q1np

A=
Am1 .- Qmp

upravime pomoci elementarnich fadkovych tprav na matici A’ ve schodovitém

tvaru. Provedeme-li stejné elementarni upravy s m-tici ug,...,u,,, dostaneme
ekvivalentni m-tici u},...,u, . Linedrni kombinace vektori vy,...,v, s koefici-
enty z jednotlivych fadku matice A’ jsou rovny pravé vektorum uj,...,u, . Po-
kud m > n, potom posledni fadek matice A’ je nulovy, tedy i vektor u/, je nu-
lovy a mnozina {u},...,u,,} je[linedrné zavisld) stejné jako ekvivalentni mnozina
{ug, ... um}. O
Duisledek. Jsou-li (vy,...,v,) a (uq,...,uy) bdze jednoho vektorového prostoru,
pak n =m.

Definice. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektort (libovolné) jeho béaze.
Vektorovy prostor V' dimenze n se nazyva n-rozmérny. Zapisujeme n = dim V. O
nulovém vektorovém prostoru {0} fikdame, Ze je 0-rozmérny.

Rozsifime-li vhodné nase definice, dosahneme toho, ze i nulovy prostor {0} bude
mit bazi. Bude ji prazdnd mnozina () (nebo 0-tice) vektorti. Skutecné, dohodneme-
li se, Ze souctem prazdné mnoziny s¢itancii bude nula, bude 0 linearni kombinaci.
Nezavislost prazdné mnoziny vektort pak plyne z toho, Ze vSechny koeficienty
z prazdné mnoziny koeficientd jsou nulové.

Piiklad. (1) Vektorovy prostor P™ nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bézi
je n-tice (kanonické béze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).
(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvourozmérny. Jednou z moznych béazi
je dvojice (1,14). Co jsou soutadnice vektoru z = a+bi € C v této bazi? Nad polem
C je vektorovy prostor samoziejmé jednorozmérny, jednu z moznych bazi tvori
vektor 1. Vidime, ze dva vektorové prostory mohou mit rizné dimenze, prestoze
maji stejné mnoziny vektori.
(3) Vektorovy prostor C" nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z mnoha bazi je
2n-tice

((1,0,...,0),(4,0,...,0),

(0,1,0,...,0),(0,%,0,...,0),

ey

(‘O,...,O,l),(O,...,O,i)). ]

Tvrzeni 1.3.4. Bud (e, ..., e,) bdze vektorového prostoru V. Pak pro kazdy vek-
tor v € V emistuje prave jedna n-tice skaldri xzy,...,x, € P takovd, Ze v =

r1e1 + -+ Tpey.
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Diikaz. Bud v € V. Jelikoz ey, ..., e, V, existuji z4,...,z, takové, ze
v = x1€] + -+ + x,e,. Dokazme jesté jednoznacnost. Je-li yq,...,y, libovolna
n-tice takova, ze v = y1e1 + - - - + yYn€n, pak

O=v—v= ({L‘1€1+- : '+xn€n)_(y1€1+' : +yn6n) = (ml_y1)61+' ' '+($n_yn)en-

Z llinearni nezavislosti| mnoziny {ey,...,e,} plynezy —y; = -+ =2, —y, =0 a
tedy x1 = y1, ..., T, = Yp. U

Cviceni. Zformulujte a dokazte obracené tvrzeni.

Definice. Skalary zi,...,z, predchoziho tvrzeni se nazyvaji souradnice vektoru
v v bazi (e1,...,€en).

Pi#iklad. (1) Soufadnice vektoru (z,y,z) € R® v kanonické bazi jsou z,v, 2,
protoze (z,y,z) =z -(1,0,0) +y-(0,1,0) + z- (0,0, 1).

(2) Souiadnice vektoru (z,v,z) € R* v bazi ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) jsou x —
Y,y — %, z, protoze <$7y72) = (.’L’—y) ’ (17070) + (y_ Z) ) (17170) +z- (17171> u

Soutadnice vektoru tedy zavisi na volbé baze. Jeden vektor ma v rtiznych bazich
rizné souradnice.

Bud V' n-rozmérny vektorovy prostor nad polem P. Bud e = (e, ..., e,) néjaka
baze V', nazvéme ji stard bdze. Bud e’ = (€, ..., €}) jind baze V, nazvéme ji novd

’n
bdze. Bud v € V libovolny vektor. Souradnice vektoru v ve staré bazi ozna¢me

r = (x',...,2") € P" atikejme jim staré soutadnice. Souradnice vektoru v v nové

béazi ozna¢me x’ = (x'',... 2™) € P" a fikejme jim nové souradnice. Plati tedy

v=> 2% =)  a"e,. Zajima nas vztah mezi starymi a novymi soufadnicemi x
/

a .

Definice. Matice, jejiz sloupce jsou tvofeny novymi soutadnicemi starych bazo-
vych vektorti, se nazyva matice prechodu od staré baze k nové bazi.

Tvrzeni 1.3.5. Bud Q... matice piechodu od staré bdze ¢ k nové bdazi ¢'. Potom
x' = Qee’ " .

Diikaz Bud Q.. = (¢!) matice pfechodu od staré baze e k nové béazi ¢/ (u ¢/ dolni
index je sloupcovy, horni index Fadkovy). Tedy

_ J !
e;, = E q;€;-
J

Bud v = 2'e; + -+ + 2", € V. Potom

1 g1 n i/
=2 (e + iy + 4 qley) + -+ 2 (guel + Geh + -+ ghel)
_ 1 7 !/ 2 79 !/ n_.qj /

Tedy
x/i - Z q;xj a v’ = Qee’ C X 0
J
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Piiklad. Mé&jme R?, starou bazi e = ((1,0), (1,1)) a novou bazi e’ = ((1,2), (1,0)).
Prov =(2,4) jex = (—2,4) a2’ = (2,0).
Matice prechodu od staré béaze e k nové bazi €’ je

Qu = (2 }g) |

== (1 15)-(7) - (6): -

A skutecéné

Tvrzeni 1.3.6. Bud e = (ey,...,e,) bdze vektorového prostoru V, budte x =
(z!, ..., 2") soufadnice vektoruu € V ay = (y*,...,y") souradnice vektoru v €
V.Pakx+y=(z'+y' ..., 2" +y") jsou soutadnice vektoru u+v. Budp € P
libovolny skaldr. Pak px = (px', ..., px™) jsou souradnice vektoru pu.

Diikaz. Cvideni. 0
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3. prednéaska, 10. 3. 2020

Tvrzeni 1.3.7. Kazdy konecnérozmerny vektorovy prostor md bdzi.

Diikaz. Koneénérozmérny vektorovy prostor mé koneénou mnozinu [generatorul
Ukézeme, Ze z ni lze vybrat [linearné nezavisloul podmnozinu, ktera generuje stejny
vektorovy prostor a je tedy bazi Bud {vi,...,v,} mnoZina generatort vektoro-
vého prostoru. Z této mmnoziny vypustme vy, pokud v; = 0. Dale postupné pro
1= 2,...,n vypustme vektor v;, je-li linedrni kombinaci pfedchozich. Zbylé vek-
tory nazvéme vybrané a oznacme je uq,...,U,. Je-li prvek mnoziny generatori
linearni kombinaci ostatnich generatori, jeho vypusténim z mnoziny generatort
dostaneme opét mnozinu generatoru (ovéite). Proto vybrané vektory generuji ten-
tyz vektorovy prostor.

Diky postupu pri vybirani vektort uy, ..., u,, neni zadny z nich linedrni kom-
binaci pfedchozich a mnozina {uy, ..., u,} je linedrné nezéavisla. O

Definice. (1) Minimdlni mnoZina generdtord vektorového prostoru V' je mno-
zina vektort, ktera generuje V', ale zadna jeji vlastni podmnozina negeneruje V.
(2) Mazimdlni linedrné nezdvisld mnozina vektori vektorového prostoru V' je
linearné nezavisla mnozina vektori z V', ktera neni vlastni podmnozinou zadné
linedrné nezavislé mnoziny.

Tvrzeni 1.3.8. Budte uy,...,u, € V. Pak ndsledujici podminky jsou ekviva-
lentni:

(1) uq,...,u, je baze V;

(2) {us,...,u,} je minimdlni mnoZina generdtori V;

(3) {u,...,u,} je maximdlni linedrné nezdvisld mnozina vektori V.

Dikaz. (1) = (2): Je-liug, ..., u,[pazd je {ui,...,u,} mnozinalgeneratort] Byla-
li by né€jaka vlastni podmnozina také mnozinou generatori, ostatni vektory by byly
jejich linedrnimi kombinacemi a {uy,...,u,} by byla [linedrné zavisla]

(2) = (1): {uy,...,u,} je mnozina generatori. Kdyby byla linedrné zavisla,
jeden z vektort by byl linearni kombinaci ostatnich a nebyla by to tedy minimalni
mnozina generatoru.

(1) = (3): Je-li uy, ..., u, baze, je {us, ..., u,} linedrné nezavisla mnozina vek-
torti. Pridanim libovolného vektoru se linearni nezavislost porusi, protoze ten vek-
tor je linedrni kombinaci vektorti baze.

(3) = (1): Mnozina {uy,...,u,} je linedrné nezavisld. Pfidame-li do ni dalsi
vektor, bude linearné zavisla a tedy jeden z jejich vektori, ten pfidany (pfed-
chozi to byt nemohou) je linedrni kombinaci pfedchozich. Takze {uy, ..., u,} je i
mnozina generatoru. O

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice baze, které se ¢asto pouzivaji. Ma
téz dilezité dusledky.
Dusledek. Bud'V n-rozmérny vektorovy prostor. Pak

(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvisla podmnozina tvori bazi V ;
(2) libovolngjch n jeho generdtori tvori bazi V.

Dikaz. (1) Bud {uy,...,u,} C V [linedrné nezavisld mnozina. V prostoru V' exis-
tuje n takze linearné nezavislych vektortt v ném musi byt < n. Jelikoz
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mnoZina {uj,...,u,} ma n prvkd, je maximélni linedrné nezavislou mnozinou,
¢ili

(2) Budte uy,...,u, € V generatory. V prostoru V existuje n linearné nezavis-
Iych vektori, takze generatort v ném musi byt > n. Mnozina {uy,...,u,} ma n
prvki, a proto je minimalni mnozinou generatort, ¢ili bazi. U

Dusledek. Bud {uy,...,u;} linedrné nezdvisla podmnozina n-rozmérného vekto-
rového prostoru V. Pak ji lze doplnit do bdze (uy, . .., Uk, Uki1, - -, Up).

Dikaz. V piipadé, Ze vektory uq, . .., uy V, tvori Jinak existuje vek-
tor ugr1 € V, ktery neni linedrni kombinaci vektort uy, ..., ux, nacez je mnozina
{uy, ..., up, ugy1} [linedrné nezavisld), protoze ux,; neni linearni kombinaci pred-
chozich vektorii.

Opakovanim téze tvahy po s krocich obdrzime linedrné nezavislou mnozinu
{ug, ..., up, Uy, - - Upsrs}. Po n — k krocich budeme mit n-prvkovou linearné
nezavislou mnozinu, kterda bude bazi podle predchoziho dtisledku. O

1.4. Primy soucet vektorovych prostoru

Definice. Budte Uy, ..., U, vektorové prostory nad polem P. Na kartézském sou-
¢inu U; X - -+ x U,, zavedme strukturu vektorového prostoru predpisem

(Ug, ooy upn) + (V1,0 0p) = (U + 01,00 Uy + Uy),
Plur, ... Uy) = (Pug, . .., DUy)

pro libovolné (uq, ..., u,), (v1,...,v,) €Uy X --- x U, ap € P.
Vektorovy prostor U; x --- x U, s touto algebraickou strukturou se znac¢i U; &
-+ @ U, anazyva se primy soucet vektorovych prostori Uy, ..., U,.

Cviceni. Ovéite, ze se jedna o vektorovy prostor.

Tvrzeni 1.4.1. Jsou-li Uy, ..., U, konecnérozmérné vektorové prostory, pak plati

dim(U; @ ---a®U,) =dimU; + - -+ + dim U,.

Diikaz. Pro kazdé i necht (ef,...,el, ) je baze U;. Potom
((e1,0,...,0),...,(en,,,0,...,0),
(076%707"'70)7"'7(076’3)’],2707"'70)7

ey

(0,...,0,€et),...,(0,...,0,er )
jebdze Uy @ - - - @ U, (cvicen). O

2. VEKTOROVE PODPROSTORY

Pouzité ucebni texty:

[Marvan, 10. Vektorové podprostory]|

[Marvan, Popis podprostori v P° homogennimi soustavami. V 12. Frobeniova
vétal


https://www.slu.cz/file/cul/a12aa0d6-c9b3-4765-9351-b8d55ec93826
https://www.slu.cz/file/cul/bb0fd8e7-0c83-4757-9679-0ec8914d88fa
https://www.slu.cz/file/cul/bb0fd8e7-0c83-4757-9679-0ec8914d88fa
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2.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Definice. Bud V' vektorovy prostor nad polem P. Podmnozina U C V' se nazyvéa
vektorovy podprostor, jestlize plati
(i) 0 € U;
(ii) a + b € U pro kazdé dva vektory a,b € U (uzavienost na s¢itani);
(iii) ra € U pro kazdy vektor a € U a kazdy skalar r € P (uzavienost na
nasobeni skaldrem).

Podle (iii), pro kazdy vektor v € U mame —u = (—1)-u € U, a to znamena, Ze
s kazdym vektorem lezi v U i vektor k nému opaény. To spolu s (i) a (ii) znamena,
ze takovy podprostor je podgrupa abelovské grupy (V,+,0, —).

Axiomy vektorového prostoru jsou splnény na V' a tim spiSe na U (cviceni).
Tudiz, podobné jako u ostatnich algebraickych podstruktur, podprostor je sam
téz vektorovym prostorem.

Piiklad. (1) Nulovy prostor je podprostor kazdého prostoru a kazdy prostor je
sam svym podprostorem.

(2) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ovéite).

(3) {(a,0)|a € R} je podprostor vektorového prostoru R* nad polem R (ovéite). B

Mnoho dalsich priklad mizeme ziskat jako tzv. linearni obaly.

Definice. Bud U podmnozina vektorového prostoru V nad polem P. Linedrni obal
mnoziny U je mnozina {z1v1 + -+ + v, n € N,vq,...,0, € U,xq,...,2, € P}
vSech linedrnich kombinaci vektori z mnoziny U a oznacujeme ho [U].

V piipadé, 7ze U = {v1,...,v,}, je [U] = {z1v1 + -+ - + xpvn| 21,...,2, € P} a
piseme vy, ..., v,].

Tvrzeni 2.1.1. Bud W podmnozina vektorového prostoru V' nad polem P. Pak
plati:

(1) [W] je podprostorem ve V.

(2) Je-li U CV podprostor obsahujici W, pak [W] C U.

Diikaz. (1) Staci ukdzat, Ze mnozina [W] spliiuje podminky (i)—(iii) z definice
vektorového podprostoru. Podminka (i): Pro libovolny vektor v € W je 0 =
Ov € [W]. Podminka (ii): Jsou-li u,v € [W], potom u = zjuy + -+ + T,
av = yv1 + -+ yyv, pro n¢jaké z;,y; € P, u;,v; € W am,n € N. Tedy
U+ U =21U + -+ Tl + Y101 + - - - + Yo, € [W]. Podminka (iii): Cviceni.
(2) Bud w € [W], tedy w = zyw; + - -+ + z,w, pro néjaké x; € P, w; € W
an € N. Jelikoz W C U, vSechny vektory w; jsou prvky U, coz je vektorovy
podprostor uzavieny na nasobeni skalarem a sc¢itani vektort. O

Tudiz, [W] je nejmensi podprostor prostoru V' obsahujici mnozinu W.

Tvrzeni 2.1.2. Libovolny podprostor konecnérozmeérného vektorového prostoru je
konecnerozmeérny.

Diikaz. Bud V' koneénérozmérny prostor, dimV = n, bud U C V podprostor.
Zkonstruujeme bazi postupem, ktery jsme pouzili pfi doplinovani linearné nezavislé

mnoziny vektorti do baze v dikazu druhého Tvrzeni [1.3.8
0-ty krok: Je-li U nulovy prostor, jsme hotovi (U je 0-rozmérny).
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1-ty krok: Kdyz U # {0}, pak existuje vektor uy € U \ {0}. Je-li U = [uy], pak
jsme hotovi (U je 1-rozmérny).
k-ty krok: Kdyz U # [us, ..., ur_1], pak existuje vektor us, € U\ [uq, ..., up_1].
Je-li U = [uy, ..., ux], pak jsme hotovi (U je k-rozmérny).
Procedura skond¢i, jakmile narazime na rovnost U = [uq,...,u,] pro né&aké r;
to se stane. Vskutku, mnozina {uy,...,u,} je linedrné nezavisla, protoze zadny
z uvedenych vektorti nich neni linedrni kombinaci predchozich (podle konstrukce
u; ¢ [ug,...,u;_1]). Podle Tvrzeni linedrné nezavisl4 mnozZina nemd vice
prvki nez mnozina generatori, tudiz » < n. O

Dusledek. Vektorovy prostor, ktery obsahuje aspori jeden mekonecnérozmeérny
podprostor, je nekonecnérozmérny.

Cviceni. Uvazujme napfiiklad o prostoru C" R vsech funkci R — R, spojitych
se vSemi derivacemi az do fadu r vcéetné. Prostor C"R je nekone¢nérozmérny,
protoze obsahuje podprostor polynomt R|[z], ktery je nekoneénérozmérny.

Tvrzeni 2.1.3. Bud V' konecénérozmeérny vektorovy prostor, bud U C V jeho
podprostor. Jestlize dimU = dim V', pak U = V.

Dikaz. Bud (u1,...,u,) libovolna[bazel U. Piipustme, Ze existuje vektor v € V\U.
V prostoru V' pak méme (n + 1)-prvkovou [linedrné nezavislou| mnozinu vektori
UL, - -+, Up, v (Z&dnY z nich neni linedrni kombinaci pfedchozich: vektory wu; protoze
jsou béazové, vektor v proto, Ze jinak by lezel v U). Tedy dimV > n+1 > n =
dim U. 0
Piiklad. (1) Podprostory R.

(2) Podprostory R>.

(3) Podprostory R®. [ |

2.2. Prunik a soucet podprostorii
Tvrzeni 2.2.1. Budte U',U" CV podprostory V. Pak U' NU" je podprostor V.

Diikaz. Ovéime podminky (i)—(iii). Podminka (i): 0 € U’ N U”, protoze 0 € U’ a
0 € U". Podminka (ii): Necht a,b € U' N U". Pak a,b € U’, takze a +b € U'.
Podobné a,b € U”, takze a +b € U”. Tudiz, a + b € U' N U". Podminka (iii):
Cviceni. O
Cviceni. Prunik libovolného systému podprostoru je podprostor.
Definice. Budte U’, U” podprostory V. Oznac¢me

U/ + U// — {u/+u//| u/ E U/’u// E U//}.
Mnozina U’ + U"” se nazyvé soucet podprostora U’ + U”.

Prvky mnoziny U’ + U” jsou vSechny vektory v € V', pro néz existuje vyjadieni
v=u+u' kdew € U au" € U".
Tvrzeni 2.2.2. Budte U',U" CV podprostory V. Pak U + U" je podprostor V.
Dikaz. Podminka (i): 0=04+0¢€ U’ ' +U", kde 0 € U’ a 0 € U”. Podminka (ii):
Necht a,b e U +U". Paka=d +ad" ab=V +b", kde «', 0/ € U, a", V' € U",
nateza+b=d+a" +0+V = (' +0)+ (" +b") € U + U". Podminka (iii):
Cviceni. O
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Cviceni. Dokazte, ze (1) U, U" CU' + U".

(2) Je-li U podprostor ve V takovy, ze U' CU a U” C U, pak U' +U" C U.

Névod: (1) Je-li ' € U’ libovolny prvek, pak ' =« +0 € U’ + U”".

(2) Bud «' + u” obecny vektor z U'+U", u' € U', u" € U". Protoze U',U" C U,
mame v, u” € U, nacez v’ +u” € U.

Mnozina S(V') vSech podprostort vektorového prostoru V' je usporadana inkluzi
C. Z dokéazanych tvrzeni o prinicich a souctech podprostori plyne, Zze mnozina
S(V) je svazové usporadéna, piicemz infimem je prinik a supremem je soucet
podprostori. Tudiz, (S(V'),N,+) je svaz. Tento svaz neni obecné ani distributivni,
ani komplementarni.

Tvrzeni 2.2.3. Budte Uy, Uy konecnérozmérné podprostory V. Pak
dim Uy + dim Uy = dim(U; + Us) + dim(U; N Uy).
Diikaz. Necht dim Uy = ny, dim Uy = ng, dim(U;NU;) = r a dim(U;+Us) = s. Bud

(u1,...,u,) baze v UyNUs. To je nezdvisla mnozina Vektorﬁ v Uy resp. v U; a proto
’ : ; 1 2 2
se da v obou prostorech doplnit do baze vektory ul, ..., up _, resp. ui,...,ul .
. . 1 1 2
Ukazme, ze (g, ..., Up, Up,. .., Uy U, - .. n2 _,) je baze v Uy + Us.
Mno#Zina {u Uy, U ub o u? } je linedrné nezavisla. Skutecné
Lyewooy Uy Wyy ey Wy ey U5 o0y n2rJ )
necht
1,1 1 2 2 2
Cluy + -+ Gy + CpUuy - +Cn1rn1 p U+ +Cn2rn2 7"20
pro n&jaké skalary cy, ..., ¢, cf, ... ,c,ll1 p (i ..., € P.Pak
1,1 ut 2,2 2 2
Uy + -+ cup +cjuy + -0+ Cn1 Uy —p = QU — o = Cppy Uy

kde na levé strané stoji prvek z U; a na pravé stoji prvek z U,, ale protoze jsou si
rovny, lezi v U; NUs, a lze je jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinace vektori
Uy, ..., u.. Vyjadfeme tak vektor na pravé strané: existuji skalary z{,...,x, € P
takové, ze

2 2 2
Tiup + -+ LU = —CjU] — 0 — ch I
Z nezavislosti mnoziny {uy, ..., u,, u?, ... u2 } (tvofi bazi v Usy) pak okamzité
plyne, Zexl:---:a:r:c%:---:cfm_rz Odtud
1,1 1
aup + -+ ou +cup+ -+ 1Tn1r=0,
nacez z podobnych divodt ¢; = --- = ¢, = ¢; = --- = ¢}, _, = 0, coz dokazuje
nezavislost.
Snadno se dokaze, Ze vektory uy, ..., u,, uj, ... ,u}bl_r, u?, ... n2 . generuji Uy +

U, (cviceni).
Nalezli jsme bézi v Uy + Uz o 7+ (ny — ) + (ng — r) = ny + na — r vektorech.
Tim je ovéfeno, ze n; + ny — r = s a diikaz je hotov. U

Piiklad. V prostoru E? bud U C E? néjaka rovina prochéazejici pocatkem a L C
E? libovoln pfimka prochazejici poc¢atkem a nelezici v U. Pak U je podprostor a
podobné L je podprostor, pficemz evidentné U N L = {0}. Proto dim(U + L) =
dim U +dim L —dim(UNL) =2+1—0 = 3 = dim E3. Tudiz, E* = U + L a kazdy
vektor v € E3 je souc¢tem v = u+1[, kdeu € U al € L. Jak naJdeme vektory u, [,
je-li dan vektor v? |

Cviceni. Budte Uy, Uy podprostory ve vektorovém prostoru V', necht dim U; +
dim U; > dim V. Ukazte, Ze existuje nenulovy vektor v € U; N Us.
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Cvi€eni. Ukazte, Ze [uy,...,u,] + [v1, ..., 0m] = [ug, .oy tn, 01, .o, 0]

Definici souc¢tu podprostorti lze snadno rozsitit na libovolny kone¢ny pocet sc¢i-
tanci:
U1+---+Un:{u1+---+un] Uy € Ul,...,une Un}
Vektor v € V tedy lezi v U; + - - - + U,, prave tehdy, kdyz jej lze zapsat jako soucet
v =1u+ -+ uy,, prticemz u, € Uq,...,u, € U,.
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4. prednaska, 7. 4. 2020, distancné

2.3. Primy soucet podprostoru

Definice. Bud V' vektorovy prostor nad polem P. Budte Uy, ..., U, podprostory
V. Soucet Uy +- - -+ U, se nazyva primy, jestlize kazdy vektor v € Uy +---+U, lze
zapsat prdve jednim zpiusobem jako soucet v = uy+---+uy,, kdeuy € Uy, ..., u, €
U,. P¥imy soudet zapisujeme s teckami: U+ - - - +U,.

Piiklad. Necht U; = {(z,0,0)|x € P}, Uy = {(0,y,0)|y € P}, Us = {(0,0, 2)|z €
P}. Pak P3 = U;+Uy+Us, protoze libovolny vektor v = (z,y,2) € P? m4 jediné
vyjadieni ve tvaru souctu v = uy + ug + ug, kde uy; € Uy, us € Uy, ug € Us, a sice
(z,y,2) = (2,0,0) + (0,y,0) + (0,0, 2). [ ]

Tvrzeni 2.3.1. Budte U;,Us C V' podprostory V. Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(Z) V= U]_—FI_UQ;

(ZZ) V:U1+U2, U]_mUQZO

Diikaz. (1) = (ii): Z existence rozkladu v = uy + us plyne, ze V. = U; + Us.
Ukazme, ze Uy N Uy = 0. Bud tedy u € U; N U,. Pak mame dva rozklady vektoru
u na scitance z Uy a Us,, a sice u = 04+ u a u = u + 0. Totoznost obou rozkladu
znamena, ze u = 0.

(ii) = (i): Existence vektort wu;,us plyne z definice sou¢tu U; + Us. Jedno-
znacnost dokazeme: Pokud je uf,u} jind dvojice vektoru takova, Ze v = u) + ub,
pak

0=v—v=(ug —uy)+ (ug — uy),

a tedy u; —uj = —(ug —uj). Vektor u; —u) € Uy je roven vektoru —(ug —ub) € Us,
a proto lezi v pruniku U; N Uy, coz je nulovy prostor. Tudiz, u; — uj = 0 a
ug — uby = 0. O

Priklad. (1) V = V+0 pro libovolny vektorovy prostor V.
(2) Prostor E? je pfimym souc¢tem U+L, je-li U C E? libovolna rovina prochaze-
jici pocatkem a L C E® libovolnd pfimka prochéazejici pocatkem a nelezici v U. B

V pripadé kone¢nérozmérnych podprostori mame jednoduché kritérium.

Tvrzeni 2.3.2. Budte Uy, Uy podprostory konecnérozmérného vektorového pro-
storu V', necht V- = Uy + Uy. Pak ndsledugjici podminky jsou ekvivalentni:
(Z) V= Ul—i‘Ug,'

Diikaz. (i) = (ii): Mame dim V' = dim U; + dim Uy — dim(U; N Us) = dim U; +
dim UQ.
(ii) = (i): Necht dimV = dim U; + dim Us. Potom dim(U; N Uy) = dim U; +

Cviceni. Budte V = U;+U,, (ef,...,el ) baze podprostoru Uy, (€2,...,¢e2 )

U ma ? 7 mag

baze podprostoru Us. Pak (e, ..., e, ,el,... €2 ) je baze prostoru V. Dokaite.

CviCeni. Bud m < n, bud (e1,...,eém,€m11,--.,6€,) néjakd baze vektorového
prostoru V. Pak plati V = [e1, ..., en]+[emst, - - -, €n]. DokaZte.
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Vznika otazka, jak jednoduse rozeznat primy soucet n podprostort pii n > 2.
Mohlo by se zdat, ze prostor V je pfimym souc¢tem podprostort Uy, ..., U,, jestlize
je jejich souctem a podprostory Uy, ..., U, maji po dvou nulovy prunik. Nasledujici
priklad ukazuje, Ze nic podobného neplati:

Piiklad. Prostor E? neni pfimym souctem L;+Lo-+U, je-li U rovina prochazejici
pocatkem a jsou-li L, L, C E® rtizné pifimky prochézejici pocatkem, nelezici
v rovine U.

Skutecné, soucet L, + Ly je sice pfimy, ale ma nenulovy prinik s rovinou U.
Libovolny nenulovy vektor u = Iy + I lezici v priniku (L1 + Ly) NU pak mé dvoji
vyjadreni: jako soucet l; + ls + 0 a jako soucet 0 + 0 + w. [ |
Tvrzeni 2.3.3. Budte Uy,...,U, CV podprostory takové, ze V. =U, +---+ U,.
Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(Z) V = U1+U2+ e ‘FUn;
(1)) UyNUs =0, (U1 +Ux)NU3 =0, ..., (U1 +---U,1)NU, =0.
Je-li navic prostor V' konecnérozmerny, pak je s nimi ekvivalentni ¢ podminka

(i) dimV = dimU; + - - - + dim U,,.

Diikaz. Cviceni. O

Jsou-li Uy, ..., U, podprostory néjakého vektorového prostoru U, pak mohou
existovat dva rizné piimé soucty, Uy+---+U, a Uy @ --- ® U,,. Prvni z nich je
podprostor v U, kdezto druhy neni. Nicméné, oba pfimé soucty jsou izomorfni.
Plyne to z tvrzeni uvedeného pozdéji v kapitole o linearnich zobrazenich.

2.4. Popis podprostori P" homogennimi soustavami

Jedna z tuloh linearni algebry zni: k& danému podprostoru v P"™ najdéte homo-
genni soustavu, kterd jej urcuje.

Tvrzeni 2.4.1. KaZdy podprostor [vy, ..., v] C P™ je roven prostoru vsech reseni
homogenni soustavy Av = 0, kde A je vhodnd matice typu m X n, pricemzZ m =
n — dim[uvy, ..., v].

Diikaz. Hleddme matici A splnujici

Av; =0 prokazdéi=1,..., k, (1)
coz je totéz jako
AV =0, (2)
kde V' je matice s k sloupci vy, . .., vx. Transponujeme-li na obou stranach, obdr-
Zime
VTAT =0, (3)

zde VT je matice s fadky v;. Podminka (3)) je ekvivalentni s , atedyis .

Radky hledané matice A oznac¢ime a; € P", j = 1,...,m (odpovidaji jed-
notlivim rovnicim soustavy); po transponovani prejdou ve sloupce matice AT.
Soustavu (3 pak ekvivalentné zapiseme jako

VTa; =0 prokazdé j=1,...,m. (4)
Soustava je homogenni, matice soustavy V7 je znama. Hledanou matici A

sestavime tak, Ze jeji fadky a; budou tvoreny nékterou fundamentalni soustavou
Feeni soustavy ().
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Oznacme =, prostor vSech feSeni homogenni soustavy Av = 0. Mame v; € =4,
odkud inkluze [vq,...,vx] C E4. Pfitom plati dimZ4 = n —rank A =n — (n —
rank V1) = rank VT = dim[ovy, ..., v]. Tudiz, 24 = [v1, ..., vk O

Priklad. K podprostoru v P* s generétory (1,0,2,0), (0,1, 1,1) najdéme piislus-
nou homogenni soustavu. Podle diikazu predchoziho tvrzeni, bud V' matice, jejiz
sloupce jsou zde uvedené generatory. Resme soustavu V7a = 0, ¢ili

0111 T3
s hlavnimi nezndmymi x, o, parametrickymi neznamymi 3, r4 a feSenim

T — —2263, To9g = —XT3 — T4.

Fundamentélni soustava feseni je (—2,—1,1,0) a (0, —1,0,1). Tudiz, hledand ma-
tice homogenni soustavy bude

-2 -1 10
A= ( 0 -1 0 1)
Vyhovuje i libovolna matice fadkové ekvivalentni s pravé nalezenou matici. W

Neni obtizné najit soucet podprostorti zadanych generatory, resp. prinik pod-
prostort zadanych homogennimi soustavami:

Cvi€eni. [uy,...,v;] + [wir1, .., un] = [u1, ..o, v Uig1, .o U]

Cviceni. {z|A'z =0} N{z|A"xr =0} = {z|Az = 0}, kde

A
a= ()

Protoze zadani podprostoru generatory umime prevadét na zadani homogennim
systémem a naopak, umime najit i soucet podprostori zadanych homogennimi
soustavami resp. prunik podprostort zadanych generatory.

3. LINEARNI ZOBRAZENI
Pouzité ucebni texty:
[IMarvan, 11. Linearni zobrazeni]

V celé prednasce pojednavame o vektorovych prostorech nad jednim a tymz
polem P.


https://www.slu.cz/file/cul/3cb16fdb-f076-4f7b-92a8-4beb1624a013
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3.1. Definice, priklady

Definice. Budte U, V' vektorové prostory. Zobrazeni f: U — V se nazyva linedrni,
presnéji linedrni nad polem P, jestlize pro kazdé vektory a,b € U a kazdy skalar
r € P plati

(1) fla+0b) = f(a)+ f(b) (aditivita)
(2) f(ra) =rf(a). (homogenita)

Jiny nazev pro linearni zobrazeni je homomorfismus vektorovych prostori.

Priklad. (1) Identické zobrazeniid: U — U, id(a) = a, je linearni.

(2) Nulové zobrazeni 0: U — U, 0(a) = 0, je linearni.

(3) Nasobeni skalarem ¢ € P: Zobrazeni f.: U — U, f.(a) = ca, je linearni.
Nazyva se homotetie. VSimnéte si, ze predchozi dva priklady jsou specialni pripady
pro ¢ =1, resp. ¢ = 0.

(4) Zobrazeni f: R — R je linearni nad R pravé tehdy, kdyz existuje skalar
¢ € R takovy, ze f(a) = ca. Dokazte. Navod: Polozte ¢ = f(1).

(5) Zobrazeni f: R* — R? (x,y,2) — (3z + 2y + z,2 — y). Ovéite.

(6) Zobrazeni f: R*> — R*, (z,9) — (z +y,z,x —y,y). Ovéite.

(7) Zobrazeni C — C, z — z*, kde z* je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu
z € C, je linearni zobrazeni vektorovych prostori nad R. Toto zobrazeni neni
linearni zobrazeni nad C'. Ovéite.

(8) Zobrazenire: C — R, z — rez = 3(z + 2*) (redlnd &st ¢isla z) je linedrni
zobrazeni vektorovych prostort nad R.

(9) Je-li U C V podprostor, pak vlozeni (y: U — V', y(u) = u, je linedrni
zobrazeni.

(10) Otéceni. Pfi otaceni Eukleidovské roviny kolem pevného bodu o thel a se
vsechny vektory otaceji o tyz thel o, nezavisle na jejich umisténi. Vznika zobrazeni
¢o: E? — E2.

Otaceni prevadi soucet vektort na soucet vektori a podobné c-nasobek vektoru
na c-nasobek vektoru. Napriiklad aditivita se velmi nazorné overi poukazem na
to, ze otacenim kolem vrcholu se rovnobéznik prevadi v rovnobéznik a délka jeho
stran a tuhlopficek se pritom neméni.

Podobné otaceni kolem pevné osy v trojrozmérném Eukleidovském prostoru
predstavuje linedrni zobrazeni vektori £3 — E3.

(11) Rotace E® — E3.

(12) Rovnobézné promitani. Promitani Eukleidovského prostoru £ do 2-rozmér-
ného podprostoru (primétny) R ve zvoleném sméru L je zobrazeni E3 — R.
Smérem se rozumi libovolny 1-rozmérny podprostor L takovy, ze E® = L+4R.
Primét do roviny R je séitanec 2 v (jednozna¢ném) vyjadieni x = xp + zg, kde
rr, € Lazxg € R.

Promitani p: £3 — R je linearni zobrazeni. Aditivita se projevuje v tom, Ze

prumeétem rovnobéznika je rovnobéznik.

(13) Projekce na piimku L prochézejici pocatkem E? — L.

(14) Osova soumérnost podle piimky prochézejici pocatkem, E* — E?i B3 — E3.
(15) Zobrazeni U — PY™U p¥itazujici vektoriim soufadnice vzhledem ke zvolené
bézi, viz Tvrzeni[1.3.6]
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(16) Zobrazeni P"*" — P, A+ tr A, pfitazujici matici A typu n X n nad polem
P jeji stopu tr A = ). a;; (soucet prvki na diagonale).

(17) Zobrazeni P[z] — Plz|, kde P|x] je prostor polynomi, pfifazujici polynomu
jeho derivaci. Derivace muze byt naptiklad i zobrazeni P,[x] — P,_1[z], nebo
zobrazeni z prostoru diferencovatelnych funkci do prostoru vsech funkei.

(18) Zobrazeni z prostoru vsech integrovatelnych funkci na uzavieném intervalu
do R pritazujici funkci jeji urcity integral. |

Cviceni. Ukazte, Ze linearni zobrazeni U — V je homomorfismus abelovskych
grup (U, +,0,—) — (V,+,0, —). Specidlné, f(0) =0, f(—a) = —f(a).

Tvrzeni 3.1.1. Budte U,V,W wektorové prostory a f: U — V, g: V — W
linedrni zobrazeni. Pak go f: U — W je také linedrni zobrazeni.

Diikaz. Ovéfime aditivitu zobrazeni go f. Pro libovolna a,b € U mame (go f)(a+

b) = g(f(a+0)) = g(f(a) + (b)) = 9(f(a)) + 9(f(b)) = (g © f)(a) + (g © F)(b).

Homogenita se dokdze podobné. Pro libovolné a € U a r € P mame (go f)(ra)

g(f(ra)) = g(r f(a)) = rg(f(a)) = r(g o f)(a). 0
3.2. Jadro a obraz

Definice. Bud f: U — V linearni zobrazeni. Ozna¢me
Ker f ={u e U] f(u) =0},
I f = U = {f(u)| ue U},
Ker f se nazyva jdadro a Im f se nazyva obraz linearniho zobrazeni f.

Tvrzeni 3.2.1. Bud f: U — V linedrni zobrazeni vektorovych prostori. Pak

(1) Ker f je podprostor U,
(2) Im f je podprostor V.

Diikaz. (1) (i) 0 € Ker f, protoze f(0) = 0, (ii) Necht a,b € Ker f. Pak a + b €
Ker f, protoze f(a +0b) = f(a) + f(b) = 0+ 0 = 0. (iii) Necht a € Ker f, r € P.
Pak ra € Ker f, protoze f(ra) =rf(a)=r-0=0.

(2) (i) 0 € Im f, protoze f(0) =0, (ii) Nechf a,b € Im f, tedy existuji ¢,d € U
takové, ze f(c) =aa f(d) =b. Pak a+0b € Im f, protoze f(c+d) = f(c)+ f(d) =
a + b. (iii) Necht a € Im f, r € P, tedy existuje b € U takové, ze f(b) = a. Pak
ra € Im f, protoze f(rb) =rf(b) = ra. O

Cviceni. (1) Pro linearni zobrazeni re z prikladu (5) plati:

Imre = R, Kerre = Ri = {ri|r € R}.
(2) Pfirovnob&ném promitani p: E* — E? je podprostor Ker p totozny se smé-
rem promitani, kdezto Imp = E2.
(3) Pii otaceni ¢,: E? — E? o thel a # 2kt je Im ¢, = E?, zatimco Ker ¢, je
nulovy podprostor.
Tvrzeni 3.2.2. Bud f: U — V linedrni zobrazeni vektorovyjch prostori. Pak

(1) f je injektioni prave tehdy, kdyZ Ker f =0,
(2) [ je surjektivni pravé tehdy, kdyZ Im f = V.
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Diikaz. (1) Bud f injektivni, bud u libovolny prvek z Ker f. Pak f(u) = 0, ale
soucasné f(0) = 0, nacez z injektivity u = 0.

Naopak, necht Ker f = 0 a necht f(a) = f(b). Pak f(a —b) = f(a) — f(b) =0,
a tedy a — b € Ker f, nacez a — b =0, ¢ili a = b.

(2) Zfejmé. O

Jsou-li oba prostory U, V konec¢nérozmeérné, pak se ¢islo dim Ker f nazyva defekt
a Cislo dim Im f hodnost linedrniho zobrazeni. Plati o nich nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.2.3. Bud f: U — V linedrni zobrazeni mezi konecnérozmérnymi vek-
torovymi prostory U, V. Pak

dim Ker f + dim Im f = dim U.

Diikaz. Ozna¢me dimU = n a dim Ker f = m. Zvolme bézi (uy,...,u,) v Ker f,
dopliime ji vektory w11, ..., u, do baze v U. Ovéfme, ze (f(Umi1),---, f(un)) je
baze v Im f.

Zaprvé, f(ums1),---, f(u,) generuji Im f. Vime totiz, Ze wugy,...,u, generuji
U, nacez f(u1),..., f(u,) generuji fU = Im f (ovéfte podrobné), ale f(u;) =
0,..., f(un) =0, takze je mizeme z generujici mnoziny bez nasledki vyskrtnout.

Zadruhé, mnozina {f(um+1),..., f(u,)} je linedrné nezavisla. Vskutku, uva-

zujme linedrni kombinaci @, 1f(umi1) + -+ + zpf(uy) = 0, Gl f(Tpp1tmer +
o+ zpuy,) =0, t5.
Tma1Ume1 + -+ + xu, € Ker f,

nacez
Tma1Umal T 0+ Tply = T1UL + -+ - + Tl
pro vhodné koeficienty xi,...,z,,. Ale mnozina {uy, ..., Up, Upi1,- .-, U} je li-
nearné nezavisla, a proto jsou vSechny koeficienty xi,...,z, nulové, zejména
Tt - - -5 Tp jsou nuly, coz se mélo dokazat.
Nasli jsme bazi (f(umi1), .-, f(u,)) podprostoru Im f éitajici n — m vektort,
takze dimIm f =n — m = dim U — dim Ker f. U

3.3. Izomorfismy

Podobné jako u jinych algebraickych struktur, invertibilni homomorfismy se
nazyvaji izomorfismy.
Definice. Izomorfismus vektorovych prostori je bijektivni linearni zobrazeni.

Tvrzeni 3.3.1. Bud f: U — V izomorfismus. Pak f~1: V — U je také izomor-
fismus.

Diikaz. Zobrazeni f~! je bijektivni. Dokazme, Ze je linearni. Ovéime aditivitu, tj.
rovnost f~(vy 4+ v2) = [ (v1) + [ (ve). Budte vy, vy € V. Pocitejme:

FUT v+ v2)) = ortop = f(F7H ) + F(F7H(v2)) = FOFH vn) + F 7 (v2)).
Pozadovana rovnost plyne z injektivnosti zobrazeni f. Homogenita podobné.
Jiny dikaz aditivity. Diky bijektivnosti f existuji uq, us € U takova, Ze f(uy) =
v1 a f(ug) = ve. Potom
fH vtve) = FHf(un) +f(u2)) = F7H(flurtuz)) = wrtug = f7H (01)+ 7 (02).
0
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Definice. Vektorové prostory U, V', mezi nimiz existuje izomorfismus, se nazyvaji
1zomorfni. Zapisujeme U = V.

Tvrzeni 3.3.2. (1) Reflezivita: U = U.

(2) Symetrie: je-li U =V, pak V =U.

(3) Tranzitwvita: je-li U =V, V=W, pak V =W.

Diikaz. (1) id: U — U je izomorfismus. (2) Viz pfedchozi tvrzeni. (3) Kompozice
bijekci je bijekce, kompozice linearnich zobrazeni je linearni zobrazeni. U

Cviceni. (1) Homotetie f.: a — ca z pfikladu (3) je izomorfismus pravé tehdy,
kdyz ¢ # 0.

(2) Homomorfismus z — z* z pfikladu (4) je izomorfismus C = C.

(3) Homomorfismus re z ptikladu (5) neni izomorfismus (neni injektivni).

(4) Otéceni je izomorfismus. Rovnobézné promitani £ — E? neni izomorfismus.

Tvrzeni 3.3.3. Budte U =2V konecnérozmérné vektorové prostory. Pak dim U =
dim V.

Diikaz. Bud f: U — V izomorfismus (podle definice tedy, mimo jiné, injekce a
surjekce). Podle Tvrzeni mame dimKer f = 0 a dimIm f = dim V, a proto
diky Tvrzeni dim U = dimKer f + dimIm f = dim V. O

Cviceni. Bud f: U — V izomorfismus konecnérozmérnych prostort. Jestlize
(u1,...,u,) je baze prostoru U, pak (f(u1),..., f(u,)) je baze prostoru V. Do-

kazte. Totéz pro mnoziny [generatorul, resp. [linearné nezavislé mnoziny.

Izomorfni prostory se z hlediska lineadrni algebry prakticky nelisi a neni mezi
nimi zadny rozdil odhalitelny prostfedky linearni algebry.

V koneénérozmérném piipadé je situace obzvlast prijemnd: kazdy prostor je
izomorfni s nekterym prostorem P".

Tvrzeni 3.3.4. (1) Libovolny koneénérozmeérny vektorovy prostor U nad polem
P je izomorfni s prostorem PY™U

(2) Konecnérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni prave tehdy, kdyz maji
steynou dimenzi.

Diikaz. (1) Necht dimU = n. Bud (ey,...,e,) U. Pak ma libovolny vektor
u € U soutadnice (z1, ..., x,), jednoznaéné uréené vztahem u = z1e;+- - -+ x,e,.
Zavedme zobrazeni U — P™ ptedpisem u +— (x1,...,2,). O ném je zndmo, Ze
je linearni, protoze pfi s¢itani vektort se jejich soutadnice sc¢itaji a pfi nasobeni
skalarem se nasobi tymz skalarem.

(2) Implikace ,=* jiz byla dokdzédna v Tvrzeni [3.3.3] Implikace ,<“: Je-li
dimU = dim V, pak U = pdmU = pdimV o~/ O

Vidime, ze pocitani s vektory v soufadnicich je vlastné vypoctem v izomorf-
nim prostoru U = PYmU_ Na druhé strané, tento izomorfismus zavisi na volbé
soufadnic, a to je divod, pro¢ neni vhodné prostory U a P" ztotoznovat.
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5. prednaska, 14. 4. 2020, distancné

Linearni zobrazeni je jednoznacné urceno obrazy vektort libovolné baze a tyto
obrazy lze volit libovolné:

Tvrzeni 3.3.5. Budte U konecnérozmeérny vektorovy prostor, (eq,...,e,) jeho
baze, V' vektorovy prostor. Pak ke kaZdé n-tici vy, ... ,v, € V existuje pravée jedno
linedrni zobrazeni f: U — V takové, Ze f(e1) = vy,..., f(en) = vy.

Diikaz. Zvolme n-tici vq,...,v, € V. Bud v € U. Potom u = xie; + -+ + x,6,
pro vhodné zq,...,z, € P. Polozme f(u) = z1v1 + - - - + £,0,. Cviceni: ovéite, ze
f(e;) = v, f jelinedrni a je-li f’ zobrazeni s témito vlastnostmi, potom f' = f. O

Pritom lze snadno rozeznat injektivni a surjektivni homomorfismy:

Tvrzeni 3.3.6. Bud f zobrazeni z predchoziho turzeni.

(1) f je injektioni pravé tehdy, kdyz mnoZina {vy, ..., v,} je linedrné nezdvisld.

(2) [ je surjektivni pravé tehdy, kdyz vektory vi, ..., v, generuji V.
Dikaz. Bud f zobrazeni z predchoziho tvrzeni.

(1) Pfedpoklddejme, Ze f je injektivni. Necht zqv; + - - - + 2,0, = 0. Potom

0=mxv; + -+ a0, =21f(e1) + -+ 2 flen) = f(mreg + - + Then).

Tedy
xrie1+ -+ e, € Ker f.

Z injektivnosti f podle Tvrzeni vyplyva, ze x1e1+---+x,e, =0, az
mnoziny {ey,...,e,} vyplyva, ze x; = --- = x, = 0. Tedy, mnozina

{v1,...,v,} je linedrné nezavisla.

Ptredpokladejme, ze mnozina {vy, ..., v,} je linedrné nezavisla. Necht uy, us € U
a f(ur) = f(uz). Tedy uy = 11 + -+ - + Tpep, Uz = yr1€1 + - - + Yne, a

0= fluw) = fu2) =z fler) +- +anflen) —yrfler) = —yaf(en)
= (z1—y)ur + -+ (0 — Yn)Vn-

Z linearni nezavislosti mnoziny {vy, ..., v,} dostaneme x1—y; = --- =z, —y, =0
ATy =Y, ., Tn = Ypn. Ledy uy = us a f je injektivni.

(2) Cviceni. O

Dusledek. Zobrazeni f z predchoziho turzeni je izomorfismus prdavé tehdy, kdyz
V1, ...,0, tvori badzi.

3.4. Primé soucty vektorovych podprostora

Jiz drive jsme zavedli [prime soucty prostoruli[primé soucty podprostorul Jsou-
li Uy,...,U, podprostory vektorového prostoru U, pak existuji dva rtizné piimé
soucty, Ui+ ...+U, aU;@---®U,. Prvni z nich je podprostor prostoru U, kdezto
druhy neni. Nicméné, oba primé soucty jsou izomorfni. Plyne to z nasledujiciho
tvrzeni.

Tvrzeni 3.4.1. Budte Uy, ...,U, podprostory konecnérozmeérného vektorového
prostoru U. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
(1) soucet Uy + - - - + U, je primy;
(2) zobrazenip: Uy @ - - ® U, = U+ -+ Up, (U1,...,Up) = Uy + -+ + Uy,
je izomorfismus;
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(3) dimU; + - -+ dim U,, = dim(U; + - - - + Uy,).

Diikaz. (1) = (2): Zobrazeni p je linedrni (cviceni). Déle, ke kazdému u € Uy +
-+ U, existuje rozklad v = uy + - -+ + u,, kde u; € U; pro kazdé i = 1,... n.
Je-li soucet Uy + --- + U, pfimy, potom je rozklad u = uy; + --- + u, jediny a
u > (ug,...,uy,) je zobrazeni Uy + - -+ U, — Uy & --- @ U, inverzni k p. Potom
je p bijektivni, a tedy izomorfismus.

2)= @) JelilUy+---+U,=2U, & - ® U, pak dim(U; + --- + U,) =
dim(U; @ --- @ U,) =dimU; + - - - + dim U,,.

(3) = (2): Necht dimU; + -+ + dimU,, = dim(U; + --- + U,,). Zobrazeni p
je linedrni a surjektivni (cviceni). Mame pak dimKerp = dim(U; @ --- @ U,,) —
dimImp =dimU; +---+dim U, —dim(U; + - - - + U,,) = 0. Tudiz, p je injektivni,
a proto izomorfismus.

(2) = (1): Cviceni. O

Cviceni. Dokazte, ze zobrazeni p z predchoziho tvrzeni je linearni.

Cviceni. Pro kazdé 1 = 1,...,n mame zobrazeni m;: U; & - - - ® U,, — U; zadané
predpisem (uy,...,u,) — u;. Nazyva se i-ta projekce.

Pro kazdé ¢+ = 1,...,n mame téz zobrazeni ¢;,: U; — U; & - - - @ U,, zadané pred-
pisem u — (0,...,0,u,,0,...,0), kde u stoji na i-tém misté. Nazyva se vloZeni

1-tého scitance.
Ukazte, Ze projekce m; a vloZeni ¢; jsou lineédrni zobrazeni. Spoctéte m; o ¢;.

4. MATICE LINEARNIHO ZOBRAZENT{

Pouzité ucebni texty:
[Marvan, 13. Matice linearniho zobrazeni).

V této prednasce budeme pouzivat indexy dvojiho druhu: horni a dolni. Hornt
indez je index zapsany v pozici exponentu. Horni indexy se zpravidla pouzivaji jen
v situacich, kdy nemitize dojit k zdménam s mocninami, naptiklad kdyz se mocniny
v daném kontextu viibec nevyskytuji. Hornim indexem budeme oznacovat zejména
soufadnice vektor.

Dohoda. V maticich bude fadkovy index vzdy horni a sloupcovy index vzdy
dolni.

4.1. Matice linearniho zobrazeni

Definice. Budte U vektorovy prostor s béazi (e, ...,e,) a V vektorovy prostor
s bazi (f1,..., fm). Bud a: U — V linedrni zobrazeni. Matice A typu m X n,
jejiz i-ty sloupec je tvofen soufadnicemi vektoru a(e;) € V' v bazi (f1,..., fm), se
nazyva matice linedrniho zobrazeni o vzhledem k bazim (eq, ..., e,) a (f1,- .-, fm)-
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Presnéji, ag je j-ta soutadnice obrazu af(e;) v béazi (f1,..., fm). Plati tedy
afe;) = Z a?fj
J

(pfipomenme, Ze v maticich horni index je fadkovy a dolni je sloupcovy).
Tvrzeni 4.1.1. Mé&me oznaceni z predchozi definice. Budte x = (z',... a")
sloupec soutadnic vektoru uw € U a y = (y',...,y™) sloupec souradnic vektoru
a(u) € V. Pak plati y = Ax.
Diikaz. Plati u = Y, 2'e;, tedy a(u) = (>, 2'e;) = >, a(z'e;) = >, x'ale;) =

i j z'al f;. thud pl'yne7 ze j-t4 soufadnice vektoru a(u) v béazi (f1,..., fm) je
Yy =3 xlal =3, ala’, coz je pravé vysledek ziskdvany pii ndsobeni matic A a
x. U
Piiklad. Budte U,V vektorové prostory s bazemi (e1, ea,€3) a (f1, f2, f3). Necht
linearni zobrazeni « je dano predpisem

afer) = fa+ fs, ales) = —f1 + f3, alez) = 2fs.

Soufadnice obrazu a(e;) v bazi (f1, f2, f3) jsou po fadé (0,1,1),(—1,0,1),(0,2,0)
(ovétte). Matice A je

0 -1 0
1 0 2
1 10
Obrazem vektoru se souradnicemi (z!, z?, 2%) je vektor
0 -1 0 ! —x?
1 0 2|-(2*]|=[a'+223
1 10 23 zt + 22

Zkouska spravnosti: Obrazem vektoru e; se souradnicemi (1,0, 0) musi byt vektor

Ja+ fa

Zkouska vysla. |

Priklad. Bud 7: E® — E? rovnobéZné promitani podél vektoru w ¢ E?. Zvolme
libovolnou bézi (u,v) v E%. Pak je (u,v,w) baze v E3 (pro¢?). Linearni zobrazeni
7 splituje

7(u) = u, m(v) = v, m(w) = 0.
Soufadnice téchto obrazt v bazi (u,v) jsou po fadé (1,0),(0,1),(0,0). Matice
zobrazeni 7 vzhledem k bazim (u,v,w) a (u,v) je

1 00
010/

Obraz vektoru se soufadnicemi (z,y, z) je

G50 ()-C)

(ztréci se soutadnice méfend podél vektoru w). [ |
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Piiklad. Matice identického zobrazeni id: U — U vzhledem k bazim (ey,...,e,)
a(el,...,e) (vtomto poradi) je matice pfechodu od staré baze (es, ..., e,) k nové

’rn

bézi (ef,....el). [ |

’r n

Zjistéme, jaka operace s maticemi odpovida skladani linearnich zobrazeni.

Tvrzeni 4.1.2. Bud U wvektorovy prostor s bazi (eq,...,en), bud V vektorovy
prostor s bdzi (fi,..., fn), bud W wvektorovy prostor s bdzi (g1,...,g,). Budte
a:U =V, 3:V — W linedrni zobrazeni. Bud A matice zobrazeni o vzhledem
k uwvedenym bdzim, bud B matice zobrazeni 3 vzhledem k uvedenym bdzim. Potom
B - A je matice zobrazeni (3 o o vzhledem k uvedenym bdzim.

Diikaz. Mdme a(e;) = Y. al f; a B(f;) = 3, bige. Tudiz,

(Boa)(e) = Blale) = 8 (3 alfy) =3 adB(f) = al > ¥
= Zj,k a?bkgk = Z Z ]bk
= (32 ) g+ (X 0l g

a proto v k-tém fadku i-tého sloupce matice zobrazeni Joa je 3 ajbl = 3 b} al,
coZ je totéz, co dostaneme pii soucinu B - A.

Tvrzeni 4.1.3. Pri stejném oznaceni jako v predchozim tvrzeni, necht o je izo-
morfismus (tedy m = n). Pak je matice A invertibilni a A~' je matice inverzniho

linedrniho zobrazeni a~': V — U.

Diikaz. Bud B matice linedrniho zobrazeni a=': V — U vzhledem k piislusnym

bazim. Podle pfedchoziho tvrzeni je BA matice linedrniho zobrazeni a=!oa = id
vzhledem k bazi (eq,...,e,), coz je jednotkova matice. Tudiz, BA = E. Analo-
gicky AB = FE. O

Disledek. Matice prechodu od jedné baze k druhé bdzi je invertibilni.

Diikaz. Podle uvedenych definic matice pfechodu od ,staré* baze k ,nové“ bazi
je totéz co matice identického zobrazeni vzhledem k bazim ,stara“ a ,nova“. A
identické zobrazeni je izomorfismus. U

4.2. Zména matice linearniho zobrazeni pfi zménach bazi

Tvrzeni 4.2.1. Bud U vektorovy prostor se starou bdzi (e1,...,e,) a novou bazi
(€),...,€e), bud @Q matice prechodu od staré bdze k nové. Bud V vektorovy prostor
se starou bazi (f1,..., fm) a novou bdzi (fi,...,fl), bud R matice prechodu od
staré€ bdze k nové. Bud «: U — V' linedrni zobrazeni. Bud A matice zobrazeni «
vzhledem k bdzim (eq,...,e,) a (f1,..., fm). Bud A" matice zobrazeni o vzhledem
k bdzim (ef,....e)) a (fl, o fl). Pak

A= RAQ ™.
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Dikaz. Situaci mizeme znazornit diagramem

U a Vv
(e1,--sen) | A [ (f1y-oyfm)

mUlQ mle

U a \Y

_

(€ men) | (s )

V rozich stoji vektorové prostory s vyznacenymi bazemi, Sipky oznacuji linearni
zobrazeni a jsou u nich uvedeny také matice téchto zobrazeni. Plati idy o a =
aoidy ataké o = idy o o idljl. Podle Tvrzeni o matici slozeného zobrazeni
potom

A'Q=RA ataké A = RAQ' O

Priklad. Mé&me «: Rs[z] — Rsx|, f — f'. Je to tedy zobrazeni z prostoru po-
lynomt stupné nejvyse 2 do prostoru polynomi stupné nejvyse 1, které polynomu
prifazuje jeho derivaci. Ovéite, ze se jedna o linearni zobrazeni.

(1) Nejprve uvazujme (staré) baze (1,z,2%) v Rs[z] a (1,2) v Ry[x]. Ovéite,
7e jsou to baze. Najdeme obrazy vektorii baze (1,z,x?) pfi zobrazeni o a jejich
soufadnice v bazi (1,x).

a(l) =0, soufadnice vektoru 0 v bazi (1, z) jsou (0,0);
alz) =1, soufadnice vektoru 1 v bézi (1,x) jsou (1,0);
a(z?) = 2, soufadnice vektoru 2z v bazi (1,z) jsou (0, 2).

Matice zobrazenil o vzhledem k bazim (1,z,2?) a (1, z) tedy je

010
A= (0 0 2)'
(2) Nyni uvazujme (nové) baze (22, z+1,2) v R3[z] a (x+1,1) v Ry[z]. Ovéite,

7e jsou to baze. Najdeme obrazy vektori baze (2%, x+ 1, x) pii zobrazeni « a jejich
soufadnice v bazi (x + 1, 1).

a(z?) = 2, soufadnice vektoru 2z v bazi (z + 1,1) jsou (2, —2);
alr+1) =1, soufadnice vektoru 1 v béazi (z + 1,1) jsou (0, 1);

alx) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (z + 1,1) jsou (0,1).

Matice zobrazenil o vzhledem k bézim (z%,x + 1,z) a (z + 1,1) tedy je

2 00
&:(4'1J'

Napfiklad, a(3z? + 2x + 7) = 62 + 2. Vektor 3z% + 2z + 7 méa staré soufadnice
= (7,2,3) a nové soutadnice 2’ = (3,7, —5). Vektor 6x + 2 m4 staré souradnice
(2,6) a nové soufadnice y' = (6, —4). Ovéite. A plati

7
010 2
Ar-w= (0 0 2)' 3 ::(6> =Yy

T
)
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a
3
;o 200 (6
Ag-x—(_Z 1 1)- 7 —(_4)—3/.
-5
IMatice piechodul od staré baze (1, x,2?) k nové bazi (2%, x + 1,z) v R3[z] je
0 01
Qs=| 10 0
-1 10

Matice pfechodu od staré baze (1,z) k nové bazi (z + 1,1) v Ry[z] je

0 1
Q2:(1 —1>'

A plati
010
0 1 010
Q?'Al‘Q3:1:< _)( ) 011
1 —1 00 2 100
010
00 2) (200)
<01—2 100 -2 1 1
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6. prednaska, 21. 4. 2020, distancneé

5. VLASTNI VEKTORY

Pouzité ucebni texty:
[Marvan, 14. Vlastni vektory]|

5.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Bud V' vektorovy prostor nad polem P. Linearni zobrazeni f: V' — V nazveme
linedarni transformace vektorového prostoru V nebo téz linedrni operator na vek-
torovém prostoru V. Kazdy vektor v € V' se pak zobrazi na néktery vektor f(v)
z téhoz prostoru V. Muize se stat, ze obraz f(v) je nadsobkem vektoru v. P¥ipad
v = 0 je ovSem trivialni.

Definice. Vektor v € V' \ {0} se nazyva vlastni vektor linearni transformace
f:V =V kdyz existuje skalar A € P takovy, ze

f(v) = Av.

Skalar A se nazyva vlastni hodnota prislusna vlastnimu vektoru v. V pripadé
¢iselného pole P (podpole pole C) se \ nazyva viastni c¢islo.

Analogicky jsou definovany vlastni vektory a vlastni hodnoty (¢isla) ¢tvercové
matice.

Definice. Bud A ¢tvercova matice fadu n. Usporadana n-tice (sloupcova matice,
sloupcovy vektor) x se nazyva vlastni vektor matice A, kdyz existuje skalar A € P
takovy, ze

Ar = Ax.

Skalar \ se nazyva vlastni hodnota prislusna vlastnimu vektoru z. V pripadé
¢iselného pole P (podpole pole C) se \ nazyva viastni c¢islo.

Piiklad. (1) Identickd transformace id: V' — V, id(v) = v. Kazdy vektor v €
V'\ {0} je vlastni s vlastni hodnotou 1, protoze id(v) =1 - v.

(2) Nésobeni skaldarem ¢ € P je transformace f.: V — V. f.(v) = cv. Kazdy
vektor v € V'\ {0} je vlastni s vlastni hodnotou c.

(3) Rovnobézné promitani £ — E3 podél vektoru v # 0 na rovinu U C E3
prochézejici poc¢atkem, v ¢ U. Vektor v a vSechny jeho nenulové ndsobky jsou
vlastni s vlastni hodnotou 0. Vektory v € U \ {0} jsou vlastni s vlastni hodnotou
1. Jiné vlastni vektory nejsou.

(4) Rotace E? — E? o tihel 0 < ¢ < 27 je line4rni transformace. Rozeznévejme
tfi pripady:

(a) Je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor v € E?\ {0} je
vlastni s vlastni hodnotou 1;

(b) je-li ¢ = m, pak jde o stfedovou symetrii v — —v = (—1)v a kazdy vektor
v € E?\ {0} je vlastni s vlastni hodnotou —1;

(c) v ostatnich pfipadech neexistuje zadny vlastni vektor.
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(5) Rotace E? — E* o tthel 0 < ¢ < 27 kolem zvolené pevné osy L prochazejici
pocatkem je linedrni transformace. Ozna¢me L+ rovinu prochazejici pocatkem
kolmo k L (tzv. ortogonalni doplnék). Rozeznavejme tii piipady:

(a) Je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor v € E?\ {0} je
vlastni s vlastni hodnotou 1;

(b) je-li ¢ = =, pak kazdy vektor v € L\ {0} je vlastni s vlastni hodnotou 1,
kazdy vektor v € L+ \ {0} je vlastni s vlastni hodnotou —1 a zadny jiny vlastni
vektor neexistuje;

(c) v ostatnich pfipadech kazdy vektor v € L\ {0} je vlastni s vlastni hodnotou
1 a zadny jiny vlastni vektor neexistuje. |

Cviceni. Urcete vsechny vlastni vektory nésledujicich linearnich transformaci
vektorového prostoru C nad R. Navod: Pomozte si geometrickou interpretaci
v Gaussové roviné.

(1) Zobrazeni C — C, z — z*, kde z* je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z.
(2) Zobrazenire: C — R, z+— rez = 3(z + z*) (redlna ¢ast cisla z).

V uvedenych ptikladech (a) existuje jen koneéné mnoho vlastnich hodnot; (b)
vlastni vektory prislusné jedné a téze vlastni hodnoté tvori, po pridani nulového
vektoru, podprostor ve V; (c) vlastni vektory pfislusné vlastnim hodnotam jsou
linearné nezavislé.

Tvrzeni (a), (b) i (c) postupné dokdzeme. Nejdiive tvrzeni (b).

Tvrzeni 5.1.1. Bud f: V — V linedrni transformace vektorového prostoru V
nad polem P. Bud \ € P. Oznacme

Vi={veV| f(v) = v}
Pak

(1) Vy je vektorovy podprostor prostoru V;
(2) Vy je nenulovy podprostor pravé tehdy, kdyz A je vlastni hodnota.

Diikaz. (1) (i) 0 € V), protoze f(0) = 0 = A-0. (ii) Nechf a,b € V). Pak a+b € V),
protoze f(a +b) = f(a) + f(b) = Aa+ A\b = A(a + b). (iii) Necht a € V), r € P.
Pak ra € V), protoze f(ra) =rf(a) =ra = Ara.

(2) Ztejmé z definice vlastniho vektoru a vlastni hodnoty. 0

Vidime, ze V\ {0} je pravé mnozina vSech vlastnich vektora pfislusnych vlastni
hodnoté A.

Dale dokézeme tvrzeni [(c)]

Tvrzeni 5.1.2. Budte \q,...,\, rizné vlastni hodnoty linedrni transformace
f: V. — V wektorového prostoru V nad polem P. Budte vy, ...,v, néjaké vlastni
vektory prislusné po fadé vlastnim hodnotam Ay, ..., \,. Pak mnoZina {vq, ..., v,}
je linedarné nezdvisld.

Diikaz. Necht [x1v1 + - -+ x,v,, = 0] pro néjaké skalary z1,...,x, € P. Aplikujme
transformaci f:

0= f(0) = f(mvr + -+ 20,) = 21f(v1) + - + 20 f (V)
=TI\ UL F - F T AU,




Vlastni vektory 31

Aplikujeme transformaci f jesté jednou:

0= f(O) = f(-Tl)\l'Ul + -+ xn)\nvn) = .1’1)\1f(?]1) + -4 :L’n)\nf(vn)

2 2
= T1AJU F - T\ Uy

Pro viechna i € N tak postupné dostavdme 0 = xy N vy + - - - + 2, AL v,. Omezime-

lisena?=0,1,...,n — 1, miZzeme na tyto rovnosti pohlizet jako na soustavu n
homogennich linearnich rovnic o n nezndmych zqv4, ..., x,v,. Determinant matice
této soustavy je tzv. Vandermondiv determinant

1 ) 1

A1 ).V T W
. . . = Hi<j()\j - >‘i)'

n—1 n—1 n—1
P o P\

Jelikoz vlastni hodnoty A; jsou navzajem riizné, jsou vSechny rozdily A; — A; nenu-
lové, takze nenulovy je i jejich soucin, potazmo determinant nasi soustavy. Tudiz,
soustava ma jen trividlni feseni z;v; = 0,...,z,v, = 0. Ale vektory vy,...,v,
jsou nenulové, takze z; =0,...,z, = 0. U

Cviceni. Dokazte vztah pro Vandermondiv determinant uvedeny v predchézeji-
cim dtkazu.

Névod: Poéinaje zdola, od kazdého fadku (kromé prvniho) odectéte A\;-nésobek
predchoziho tadku. Tim se v prvnim sloupci vynuluji vSechny pozice kromé prvni
a podle véty o Laplaceové rozvoji je determinant roven svému minoru vzniklému
vyskrtnutim prvniho fadku a prvniho sloupce. Z j-tého sloupce tohoto minoru lze
vytknout (A; — A1), nacez vznikly determinant fadu n — 1 je opét Vandermondiv
determinant.

5.2. Hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru

Uvedeme navod k vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektort v pripadé dim V' =

n < oo. Bud (ey,...,e,) néjakd baze ve V. Vektory z V' jsou jednozna¢né urceny
svymi soufadnicemi, linearni zobrazeni f: V' — V je zase dano svou matici A, vse
vzhledem k bézi (ey, ..., e,). Obraz f(v) vektoru v o soufadnicich z = (2!, ..., z")

ma soufadnice dané souc¢inem matic Azx.
Podminka, ze x jsou souradnice vlastniho vektoru s vlastni hodnotou A, potom
zni

Az = A\z.

Ekvivalentné,
(A= AE)x =0, (5)

kde F je jednotkovd matice. Rovnice predstavuje homogenni soustavu n li-
nearnich rovnic s matici A — AE. Vlastni vektory (jejich soufadnice) jsou pravé
nenulova Teseni této soustavy. Homogenni soustava vSak ma nenulové feSeni jen
tehdy, je-li matice soustavy singularni (neni regularni), tj. tehdy, je-li determinant
matice soustavy nulovy:

det(A — \E) = 0. (6)

To je soucasné podminka, ze skalar A je vlastni hodnota. Tudiz, vlastni hodnoty
jsou préavé feseni rovnice ([6).
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Rovnice @ se nazyva charakteristickd rovnice matice A. Leva strana té rovnice
Xa = det(A — \E)

je polynom n-tého stupné v A\, nazyva se charakteristicky polynom matice A.

Shriime: Vlastni hodnoty vypoc¢teme jako koreny charakteristického polynomu.
Vlastni vektory (jejich souradnice) se potom ziskaji jako nenulova feSeni soustavy
pro jednotlivé vlastni hodnoty .

Cviceni. Najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory matice

9 3 2
-6 0 —4
00 9

Vlastni hodnoty jsou \; = 3, Ay = 6, A\3 = 9. Prislusné vlastni vektory jsou
v = (—1,2,0), v, = (1,—1,0), v3 = (1, —2,3) a jejich nenulové nasobky.

Cviceni. Najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory matice

2 1 1
-1 2 -1
1 -1 2

Vlastni hodnoty jsou A\; = 1, Ay = 2, A\3 = 3. Piislusné vlastni vektory jsou
vy = (1,0,—1), vo = (1,1,—-1), v3 = (0, —1,1) a jejich nenulové nésobky.

Cvi€eni. Bud y4 = ¢, \" + ¢,_1 A" ! + - - - + ¢ charakteristicky polynom matice
A typu n x n. Ukazte, ze ¢, = (—1)", ¢,1 = —(—1)"tr A a ¢o = det A.

Cviceni. Linearni transformace f (resp. matice A) ma vlastni ¢islo 0 pravé tehdy,
kdyz f neni injektivni (resp. A je singuldrni).

Cviceni. Je-li linedrni transformace f invertibilni (izomorfismus), pak A je jeji
vlastni hodnotou pravé tehdy, kdyz A\~! je vlastni hodnotou transformace f~'.
Vlastni vektory transformace f prislusné vlastni hodnoté A jsou pravé vlastni
vektory transformace f~! p¥isluiné vlastni hodnoté A 1.

Cvi€eni. Je-li v vlastni vektor linedrni transformace f (resp. matice A) s vlastni
hodnotou A, pak pro libovolné pfirozené ¢islo n je v také vlastni vektor linearni
transformace f™ (resp. matice A") s vlastni hodnotou \".

5.3. Podobné matice, charakteristicky polynom, diagonali-
zovatelna transformace

Zabyvejme se nyni otazkou, jak zavisi charakteristicky polynom na volbé baze
(é1,...,6e,). Bud (e],...,€) jind baze ve V, bud @ pfislusnad matice pfechodu.
Diky Tvrzeni vime, Ze zobrazeni f ma v nové bazi matici A’ = QAQ L.

Vztah A’ = QAQ~! mezi maticemi linearni transformace v riiznych bézich je

konkrétni ptripad tzv. podobnosti matic:

Definice. Budte A, B ¢tvercové matice. Rikdme, Ze matice B je podobnd matici
A, jestliZe existuje invertibilni matice @ takova, ze B = QAQ~!. Zapisujeme
B~ A.

Zobrazeni A — QAQ~! se nazyva podobnostni transformace.

Cviceni. Relace ~ je relace ekvivalence. DokazZte.
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Tvrzeni 5.3.1. Podobné matice maji tytéz charakteristické polynomy.
Diikaz. Je-li B = QAQ™!, pak

x5 = det(B — A\E) = det(QAQ ™" — AE) = det(Q(A — AE)Q ™)
1

det )
= det(A — A\E) = xa. O

) ()

si nejsou podobné. Navod: vypoctéte charakteristické polynomy.

=detQ - det(A — AE)-det Q7! =det Q- det(A — \E) -

Cviceni. UkaZte, Ze matice

Poznamka. Pozor! Obracené tvrzeni k predchozi vété neplati. Napriklad, matice

() -G )

maji stejny charakteristicky polynom (1 — \)2, ale protoZe pro libovolnou inverti-
bilni matici Q je QFQ ! = E, nemohou si byt podobné.

Definice. Charakteristicky polynom linearni transformace f: V' — V kone¢néroz-
mérného vektorového prostoru V', ktery oznacime xy, je roven charakteristickému
polynomu y 4 matice A linearniho zobrazeni f v libovolné zvolené bazi.

Diky Tvrzeni je predchozi definice korektni.
A jako posledni dokdzeme tvrzeni [(a)]

Tvrzeni 5.3.2. Linedrni transformace f: V — V wektorového prostoru V' ko-
necné dimenze n nad polem P ma nejvyse n riuznych vlastnich cisel.

Diikaz. Charakteristicky polynom je stupné n a proto mé nejvyse n rtiznych ko-
fent. U
Tvrzeni 5.3.3. Necht dimV = n a necht md charakteristicky polynom x; li-
nedrni transformace f: V. — V pravé n razngch koveni &1, ...,&,. Necht jsou
V1, .. ., Uy vlastni vektory prislusné po radé vlastnim hodnotam &, . .., &,. Pak vek-

tory vy, ...,v, tvori bazi prostoru V. Transformace f md v této bazi diagondlni
matici

& 0 ... 0
0 & ... 0

0 0 ... &
Diikaz. Podle Tvrzeni je mnozina {vq,...,v,} linedrné nezavisla, protoze
vlastni vektory ptislusi riznym vlastnim hodnotdm. Jejich linearni obal [vy, . .., v,]
je n-rozmérny podprostor n-rozmérného prostoru V. Podle Tvrzeni tedy

[vi,...,v.] =V a (v1,...,v,) je baze ve V. Matici transformace v této bazi
ziskdme z vyjadieni f(v;) = &uv;. O

Linearni transformace, ktera splinuje podminky predchoziho tvrzeni, se nazyva
diagonalizovatelna.
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Dusledek. Necht md charakteristicky polynom x4 matice A typu n X n prdvé n

ruzniych korent &1, ..., &,. Pak je matice A podobnd diagondlni matici
& 0 ..o 0
0 & ... 0
0 0 ... &

Matice podobna diagonalni matici se nazyva diagonalizovatelnad.

Priklad.

2 1 1
A=|-1 2 -1
1 -1 2

je diagonalizovatelna.

Podle predchoziho tvrzeni staci zjistit, zda ma matice tii rizné vlastni hodnoty.
V jednom z ptredchozich cviceni jsme ukazali, Ze A ma tfi vlastni hodnoty 1,2, 3.
Ptislusny diagonalni tvar tedy je

100
D=0 20
00 3
Plati vztah D = QAQ ™!, kde
0 -1 -1
Q=11 1 1
1 0 1

,0),(0,1,0),(0,0,1)) prostoru R?

je matice pfechodu od kanonické baze ((1,0
1)), slozene z Vlastnlch vektorti matice

k nové bazi ((1,0,-1),(1,1,-1),(0,—1,

A a
1 1 0
Q'=|1 0 1 -1
-1 -1 1
je matice prechodu od nové baze ((1,0,—1),(1,1,—1),(0,—1,1)) ke kanonické
bazi. [ |

Cvigeni. Uvazujme o zrcadleni ¢ v prostoru E? vzhledem k roving U prochézejici
pocatkem 0. Ukazte, ze zobrazeni ( je diagonalizovatelné.

Navod: Vyberte bazi tak, aby vektory ey, ey lezely v roviné U a vektor es byl
k roviné U kolmy.

Piiklad. Mé&jme f: R®> — R?, f(x,y) = (2x+y, 3z +4y) (ovéite, Ze f je linedrni)
a na R? uvazujme kanonickou bézi.

Matici zobrazeni ziskame tak, ze do sloupcti budeme psat soufadnice obrazi
vektort béze (v tomto pfipadé souradnice jsou stejné jako vektory).

Obrazy bazovych vektort jsou f(1,0) = (2,3), f(0,1) = (1,4), takze matice

zobrazeni f je
2 1
()
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Charakteristicky polynom je
2—X 1
3 4=
a jeho koreny, tedy vlastni ¢isla jsou A\; = 1, Ay = 5.
Podle Tvrzeni je matice A podobna matici

, (10
A_(O 5).

Vlastni vektory ziskdme jako nenulova feseni soustavy pro jednotlivé vlastni
hodnoty.
Pro A = 1 feSime soustavu

11 z\ (0 r+y=0
(3 3)'(y)_(o) tedy 3y gy =0

Mnozina vSech FeSeni této soustavy je [(1,—1)] a p¥islusné vlastni vektory jsou
tedy vSechny nenulové nasobky vektoru v; = (1, —1). Vektor v; se skutecné zobrazi
na svtj l-nasobek, f(1,—1) = (1, —1).

Pro \y = 5 fesime soustavu

-3 1 z\ (0 —3r+y=
(50) ()=) w07

Mnozina vSech feSeni této soustavy je [(1, 3)] a ptislusné vlastni vektory jsou tedy
vSechny nenulové nasobky vektoru vy = (1,3). Vektor vy se skutetné zobrazi na

svtyj b-nasobek, f(1,3) = (5, 15).
Opét podle Tvrzeni vektory vy, vs tvoii ,novou“ bazi prostoru RZ.
Matice pfechodu @ od kanonické baze k nové bazi (ve sloupcich jsou nové sou-
fadnice vektorii kanonické baze) a matice k ni inverzni Q !, tedy matice pfechodu
od nové baze ke kanonické béazi (ve sloupcich jsou kanonické souradnice vektori

nové baze) jsou
_(3/4 —1/4 L (11
Q‘(1/4 1/4> a Q 1_(—1 3)'

A’:Q-A-Q‘1:<(1) (5))

Poznamka. Pti hledani vlastnich vektort tedy hledame nenulové prvky jader
linearnich transformaci f — A - id pro jednotlivé hodnoty A.
Pro A\; = 1je (f —id)(z,y) = (z + y, 3z + 3y) a jaddro tohoto zobrazeni je

Ker(f —id) = [(1,-1)].
Pro Ao =5 je (f —5id)(z,y) = (—3z + y, 3z — y) a jadro tohoto zobrazeni je
Ker(f —5id) = [(1,3)]. [ |

=A=-1)(A—5)

A skutecéné
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7. prednaska, 28. 4. 2020, distancné

6. PRVNI ROZKLAD LINEARNI TRANSFORMACE

Pouzité ucebni texty:
IMarvan, 18. Prvni rozklad linearni transformace|

Umluva. V této piednasce V je vektorovy prostor (obvykle kone¢nérozmérny)
nad polem P a f: V — V je linearni transformace.

Prvni (primérni) rozklad linedrni transformace f je indukovan rozkladem anu-
lujictho (napf. charakteristického) polynomu na nesoudélné soucinitele. Geomet-
ricky jde o rozlozeni prostoru V na piimy soucet tzv. invariantnich podprostori,
s ¢imz je spojeno uvedeni matice transformace f do blokové diagonalniho tvaru.
V piipadé f: P — P", f(u) = Au, kde A je ¢tvercovd matice, dostavame jako
vysledek blokové diagonalni matici podobnou matici A.

6.1. Algebraicka struktura na mnoziné linearnich zobrazeni
Na mnoziné
Homp(V, V) ={f: V — V|f je linedrni zobrazeni nad polem P}

existuje bohata algebraicka struktura.

Predevsim, Homp(V, V') je monoid vzhledem k bindrni operaci o skladani trans-
formaci s neutralnim prvkem idy (ovéfte). AvSak Homp(V, V), a také obecnéji
Homp(U, V'), mé téz strukturu vektorového prostoru.

Definice. Budte f,g: V' — V' linedrni zobrazeni vektorovych prostori nad polem
P.
(1) Zobrazeni f+g: V — V', zadané pfedpisem v — f(v)+ g(v) pro libovolny
vektor v € V', se nazyva soucet zobrazeni f a g.
(2) Je-li ¢ € P, pak zobrazeni cf: V — V' zadané predpisem v — c- f(v) pro
libovolny vektor v € V| se nazyva c-ndsobek zobrazeni f.

Plati tedy

pro kazdé v € V.

Tvrzeni 6.1.1. Budte f,g: V — V' linedrni zobrazeni vektorovych prostori nad
polem P, bud ¢ € P. Pak jsou zobrazeni f + g, cf linedrni.

Diikaz. Cvideni. O

Algebraickéa struktura na mnoziné Homp(V, V') tedy zahrnuje bindrni operace
sc¢itani + a skladani o, operace nasobeni skalarem a dva neutralni prvky: 0 pro
s¢itani a id pro skladani.
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Tvrzeni 6.1.2. BudV wvektorovy prostor nad polem P. Pak Homp(V, V') je mo-
noid a soucasné vektorovy prostor nad polem P a pro libovolnd f, g, h € Homp(V,V)
a c € P plati

Dikaz. Cviceni. 0O

Algebraicka struktura, ktera je sou¢asné monoid i vektorovy prostor nad polem
P a plati pro ni identity uvedené v predchozim tvrzeni, se nazyva asociativni
P-algebra. Tudiz, Homp(V, V') je asociativni P-algebra.

Jiny priklad asociativni P-algebry déava mnozina gl(n, P) vSech ¢&tvercovych
matic typu n x n nad polem P vzhledem k binarnim operacim nasobeni a sc¢itani
matic a k operaci nasobeni skalarem (ovéite).

Tvrzeni 6.1.3. Bud V konecnérozmérny vektorovy prostor nad polem P, bud
(é1,...,€,) jeho baze. Budte f,g linedrni transformace V. — V', budte A, B jejich
matice vzhledem k bdzi (eq, ..., e,), bud ¢ skaldr. Pak plati

(1) A+ B je matice souctu transformaci f + g,
(2) cA je matice transformace cf,
(3) A- B je matice transformace f o g.

Dikaz. Cvicenl. O

Podle uvedeného tvrzeni je v kone¢nérozmérném piipadé P-algebra Homp(V, V)
izomorfni P-algebte gl(n, P).

Pro libovolné celé nezdporné é&islo k zavedme linearni transformaci f*: V — V
piedpisem f*(v) = f(f(--- f(v)---)) pro libovolné v € V, tj. f¥ = fo--.0 f.
——— T
k

Definice. Bud p = a,,2™+- - -+a12+ag € Px] polynom. Bud f: V — V linearni
transformace vektorového prostoru V' nad polem P. Polozme p(f) = apf™+-- -+
arf + agid. Rikdme, Ze linedrni transformace p(f) vznikla dosazenim linearni
transformace f do polynomu p. Hodnota takové transformace na vektoru v € V
se zapisuje p(f)(v).

Bud A ¢tvercovad matice. Analogicky, polozme p(A) = a,, A" +---+ a1 A+ aoF,
kde F je jednotkova matice stejného rozméru jako matice A.

Piiklad. Necht p = 22— 2z +2. Pak pro libovolnou linearni transformaci f: V —
V mame p(f) = f2 — 2f + 2id a pro libovolny vektor v € V mame p(f)(v) =
f(f(v) = 2f(v) + 2. n

Tvrzeni 6.1.4. Bud p € Plx] a bud A matice linedrni transformace f vzhledem
k néjaké bazi. Pak p(A) je matice linedrni transformace p(f) vzhledem k téZe bdzi.

Dikaz. CviCeni. 0
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Tvrzeni 6.1.5. Jsou-li p,q € Plx] polynomy, pak pro libovolnou linedrni trans-
formaci f resp. libovolnou ctvercovou matici A plati

(p+q)(f) =p(f) +aq(f), (pq)(f) = p(f) o q(f),
(p+q)(A) = p(A) + q(A), (pq)(A) = p(A)q(A).
Dikaz. Cviceni. O

Dusledek. Budte p,q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci f mdme

p(f)oq(f) =a(f)op(f)

(fikame, Ze p(f) a q(f) komutugi). Podobné pro libovolnou ¢tvercovou matici A
mdme
p(A)q(A) = q(A)p(A),

tj. matice ziskané dosazenim A do rizniych polynomai téz komutuyi.

6.2. Invariantni podprostory

Je-li U C V podprostor, pak symbolem fU oznacujeme jeho obraz pti zobrazeni
f, to jest, podprostor {f(u)lu € U}.

Definice. Podprostor U C V se nazyva invariantni vzhledem k linearni transfor-
maci f, jestlize fU C U, tj. kdyZ pro kazdé u € U je f(u) € U.

Je-li U invariantni podprostor, pak zobrazeni U — U, zadané pfedpisem u +—
f(u), nazyvame restrikce (¢esky ohraniceni nebo ziZen?) linedrniho zobrazeni f na
invariantni podprostor U. Znadi se f|y: U — U a je ziejmé opét linedrni (ovéite).

Piiklad. (1) Cely prostor V' a nulovy podprostor jsou invariantni podprostory
vzhledem ke kazdé linearni transformaci.

(2) Je-li f: v cv, pak je kazdy podprostor invariantni.

(3) Je-li u vlastni vektor s vlastni hodnotou ¢, pak [u] je invariantni podprostor
a f|[u je zobrazeni v — cuv.

(4) Ms&jme rotaci ¢: E* — E3 kolem zvolené pevné osy L prochéazejici poc¢atkem
0 o tthel & € (0,27). Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, osa
rotace L, jeji ortogonalni doplngk L+ (rovina prochézejici pocatkem kolmo k L)
a cely prostor E3. Libovolny vektor u € L se zobrazi sdm na sebe, proto ¢ je
identické zobrazeni idy. Libovolny vektor v € Lt zistane v roviné Lt a |, 1 je
otaceni roviny L+ o thel .

(5) Ms&jme zrcadleni ¢ v prostoru E? vzhledem k roving U prochdzejici poc¢atkem
0. Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, rovina U a kazdy jeji
podprostor V' C U, ortogonalni doplnék U~ (pfimka prochézejici po¢atkem kolmo
k U) a cely prostor E3. Zobrazeni (|y je identické zobrazeni idy. Zobrazeni (| .
je zrcadleni pfimky U+ vzhledem k pocatku 0. |

Cviceni. (1) Jednorozmérny podprostor [u], u # 0, je invariantni pravé tehdy,
kdyz u je vlastni vektor. Dokazte.

(2) Prinik a soucet invariantnich podprostort jsou invariantni podprostory. Do-
kazte.

(3) Ker f je invariantni podprostor. Dokazte. Co je f|kerf?
(4) Im f je invariantni podprostor. Dokazte.
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(5) Bud v € V libovolny vektor. Dokazte, ze v, f(v), f(f(v)), fF(f(f(v))),...] je
invariantni podprostor.

(6) Necht linearni transformace f,g: V' — V komutuji, to jest, fog = go f.
Bud U C V invariantni podprostor vzhledem k transformaci f. Pak gU je téz
invariantni podprostor vzhledem k transformaci f.

Rozklad prostoru V' na piimy soucet invariantnich podprostori vede ke zjedno-
duseni matice transformace f.

Tvrzeni 6.2.1. Necht existuje primy rozklad V = U,+Us,, kde Uy, Uy jsou in-
variantni podprostory vzhledem k linedrni transformaci f. Zvolme néjakou bazi

(é1,...,€m) podprostoru Uy a néjakou bdzi (emy1,-..,e,) podprostoru Us. Pak
(€1,...,6e,) je baze prostoru V a transformace f v ni md matici tvaru
ay; ... A1m 0 c. 0
A - Am1l -+ Qmm 0 o 0
0 ce 0 Am4+1,m+1 -+ Om4ln
0o ... 0 Apm+1 - - Ann

Oznacime-li

ai; .- A1m Um+1m+1 ---  Amt1n
Al = ) A2 = ;
ami1 --- Qmm Qp m+1 ce QApn
pak A; je matice linedrni transformace f|y,.
Diikaz. Ovéite, ze (eq,...,e,) je baze prostoru V.
Prvnich m sloupcti matice A je tvoreno soutadnicemi vektora f(e1),. .., f(em)
v bazi (eq,...,e,). Vektory f(e1),..., f(em) ovsem lezi v Uy s bazi (eq, ..., en),
takze koeficienty u vektori e, .1, ..., e, v prislusné linearni kombinaci budou nu-
lové.
Ovéite, ze A; je matice linearni transformace f|y, vzhledem k bézi (eq, ..., epn).
Zbytek analogicky. O

O shora uvedené matici A fikame, ze je v blokove diagondlnim tvaru s bloky
Ay, Ay na diagonale. Stru¢né zapisujeme

(A0
)

Rikame téz, Ze A je primy soucet submatic A, a A,.
Podobné se v piipadé piimého souétu V = U+ ...+U, invariantnich podpro-

stort Uy, ..., U, matice zobrazeni f rozpada na primy soucet submatic Ay, ..., A,
odpovidajicich linedrnim zobrazenim f|y,, ..., flu,:

A 0 ... 0

0 A ... 0

0 0 ... A,

O matici A rovnéz pravime, zZe je blokové diagondlni.
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V ideélnim ptipadé lze prostor V rozlozit na pifimy soucet jednorozmérnych
invariantnich podprostori, generovanych vlastnimi vektory, coz je nam jiz znamy
pripad diagonalizovatelné matice.

6.3. Anulujici polynom a prvni rozklad

Definice. Necht p € P[], p # 0. p je anulujici polynom ¢tvercové matice A (resp.
linearni transformace f), jestlize p(A) = 0 (resp. p(f) = 0).

Pozdéji uvidime, ze vSechny c¢tvercové matice i vSechny linearni transformace
kone¢nérozmérného vektorového prostoru V' maji anulujici polynom. Nyni se bu-
deme zabyvat prislusnym rozkladem prostoru V. Odpovida rozkladu anulujiciho
polynomu na ireducibilni ¢initele.

Tvrzeni 6.3.1. Bud q anulujici polynom linedrni transformace f: V — V a necht
ezistuge rozklad ¢ = q1 - - - qn, kde q1, . . ., g, jsou po dvou nesoudélné (D(q;,q;) =1
proi #j). Proi € {1,...,n} oznaéme U; = Ker ¢;(f). Pak plati:

(1) kazdy podprostor U; je invariantni;

(2) V=U-+--+Uy,;

(3) pro kazdéi € {1,...,n} polynom ¢; je anulujicim polynomem transformace

f
Diikaz. (1) Necht u € U, tj. ¢;(f)(u) = 0. Potom

() (f(uw) = (a:(f) o f)(u) = (f o a:(f))(u) = flg:(f)(u)) = f(0) =0
(pouzili jsme to, Zze f a ¢;(f) spolu komutuji podle Dtisledku Tvrzeni|6.1.5)). Tudiz,
(2) Nejdfive pfipad n = 2. Necht ¢ = ¢192 a D(q1, ¢2) = 1. Pak existuji polynomy
p1, p2 takové, ze 1 = q1p1 + qops. Dosazenim f ziskavame rovnost

id = q(f) op1(f) + @2(f) o p2(f),
takZe pro libovolny vektor v € V' plati

v =q(f)P1(f)()) + a(f)(p2(f)(v)). (7)

Ukazme, ze prvni séitanec ¢1(f)(p1(f)(v)) z (7)) lezi v Uy. Oznacime-li w = py(f)(v),
staci ovétit, ze ¢i(f)(w) € Ker go(f):

0()(@ ()W) = (¢(f) e () (w) = (g2q1)(f)(w) = q(f)(w) = 0,

protoze q je anulujici polynom pro f. Podobné se ukaze, ze druhy ze sc¢itanci lezi
v U;. Tudiz, v € Uy 4+ Us. Protoze v byl libovolny vektor z V', mame V = U; + Us.

Ukazme jesté, ze Uy N Uy = 0. Necht tedy v € Uy N Uy, tj. ¢1(f)(v) = 0 a
¢2(f)(v) = 0. Rovnost plati i po zdméné p < ¢ (protoze p;(f) a ¢;(f) spolu
komutuji podle Disledku Tvrzeni , nacez

v =pi(N@ () +p2(f)g2(f)(v)) = p1(F)0) + p2(f)(0) =0,

protoZe pi(f), p2(f) jsou linearni zobrazeni. Dokézali jsme tedy, Zze V = U;+Us.
Obecny pfipad n > 2 se dokéze indukei (cviceni).
(3) Polynom g¢; je anulujicim polynomem transformace f|y,, protoze Ker ¢;(f) =
U;, nacez

Kerq;(f|u,) = Ker(g;(f)

U -

v;) = UiNKergi(f) = Ui, a tedy ¢:(f

v,) =0. 0
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K nalezeni pravé uvedeného rozkladu musime znat aspon jeden anulujici poly-
nom.

Pripomenuti ze zimniho semestru. Bud A = (a;;) ¢tvercova matice. Ozna¢me

A\;; matici, kterd vznikne z A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce;

A,;; determinant matice A\;; (nazyva se minor), tedy m = det A\;;;
Ay; kofaktor (nebo také algebraicky doplnek) prvku ag;, tedy A;; = (—1)"* Ay
A matici kofaktort Aij;
adj A matici adjungovanou k matici A, tedy adj A = AT,
Pak plati

1
Al = detAade’ tedy A-adjA=detA-FE.

Tvrzeni 6.3.2 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Charakteristicky polynom ctvercové
matice je jejim anulujicim polynomem.

Diikaz. Pro libovolnou ¢tvercovou matici B jsme v zimnim semestru (viz pfipo-
menuti vyse) odvodili vztah B -adj B = det B - E. Dosadme za B matici A — zE:

(A—2zFE)-adj(A —2F) = xa(z) - E. (8)

Je-li matice A typu n x n, pak jeji charakteristicky polynom x4 je polynomem
stupné n, feknéme x4 = ¢, 2" + -+ + c1x + ¢o. Déle je (z definice adjungované
matice) jasné, ze prvky matice adj(A — xE) jsou polynomy stupné n — 1 v z.
Sdruzime-li séitance s tymiz mocnimani z, ziskdme vyjadfeni adj(A — zFE) =
Ch_12™ 1+ -+ Ciz + Cy, kde C; jsou &tvercové matice typu n x n.

Po dosazeni do mame

(A—zE)- (Cpqz™ 4+ Crz+ Cp) = (cp2" + -+ 17 + ¢p) - E,
t.
— Cpo13™ 4+ (AC,_1 — Cp_g)z™ 1 4+ - + (AC, — Cy)x + AC,
=c,Ex" +---+cEFx+cF.
Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin x obdrzime

- CVn—l = ana
—Cpo+ ACn—l = Cn—lEa

- Co + ACl = ClE,
AC() = CoE.

Vynésobime-li i-tou rovnost (n + 1 — i)-tou mocninou A"~ matice A a vzniklé
rovnosti secteme, ziskame

0= CnAn + Cn_lAn_l + -4 ClA -+ CQE,
coz se meélo dokazat. O

Disledek. Charakteristicky polynom linedrni transformace je jejim anulujicim
polynomem.
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Uvedena tvrzeni nam nabizi
Postup pro hledani blokové diagonalniho tvaru matice, resp. baze pro-
storu, vzhledem k niZ je matice linearni transformace blokové diago-
nalni:
(1) Tvrzeni nam dava anulujici polynom.
(2) Podle Tvrzeni miizeme pomoci anulujicitho polynomu najit invari-
antni podprostory, jejichz pfimym souctem je cely prostor.
(3) Podle Tvrzeni matice transformace vzhledem k bazi, kterd je tvorena
bazemi invariantnich podprostori, je blokové diagonalni.

Priklad. Necht

1 -1 1
A= 0 2 -1
-1 0 2

Charakteristicky polynom je z3—52%+9x—5 = (z—1)(2?—4z+5) (ovéite). Vidime,
7e polynom x4 je souc¢inem nesoudélnych polynomi ¢ = v —1 a ¢ = 22 — 42 +5.

Matice A piedstavuje linedrni zobrazeni a: R* — R?, u — Au. Pocitejme
U = Kerq (o) = Ker(a — id). Jadro Ker(a — id) vypocteme fesenim rovnice
(v —id)(u) = 0, coz je homogenni soustava s matici

1 -1 1 100 0 -1 1
@A) =A-E=[ 0 2 —-1]-fo10]=[ 0 1 -1
-1 0 2 001 -1 0 1

a fundamentalnim fesenim e; = (1,1,1) (ovéite). Dostdvame jednorozmérny in-
variantni podprostor

Uy = Kerqi(a) = [(1,1,1)].

Podobné U, = Ker ¢go(a) = Ker(a? — 4a + 5id). Toto jadro vypocéteme FeSenim
rovnice

(o® — 4o + 5id)(u) = 0,

coz je homogenni soustava s matici

@A) = A* —4A + 5E =

— =
— =
o O O

a fundamentélnim fesenim ey = (0,0,1),e3 = (1, —1,0) (ovéite). Dostavame dvou-
rozmérny invariantni podprostor

Uy = Ker go(a) = [(0,0,1), (1,—1,0)].

Ziskali jsme (a) pfimy rozklad R* = U;4+U, na invariantni podprostory U;
a Uy; (b) ,novou® bazi (eq,es, e3). Matici pfechodu od ,staré“ kanonické béaze
k ,nové“ bazi ozna¢me . Inverzni matice Q' je matice piechodu od ,nové“
baze ke kanonické bazi. Tedy

1/2 1/2 0 10 1
Q=1|-1/2 -1/2 1 a Q'=[10 -1
1/2 —1/2 0 11 0



Prvni rozklad linearni transformace 43

Matice zobrazeni o vzhledem k ,nové“ bazi je tedy blokové diagonalni matice

10 0
QAQ =10 2 —1]. [ ]
01 2

Piiklad. Necht o: R* — R? je linearni zobrazeni, jehoZ matice vzhledem ke
kanonické (,staré“) bazi ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) je

1 -1 2
A=1|3 -3 6
2 =2 4
Charakteristicky polynom matice A je x4 = —?(x — 2) a milZeme jej zapsat
jako sou¢in nesoudélnych polynomt ¢; = —2? a ¢, = x — 2. Vlastni ¢isla jsou
)\1 =0a )\2 = 2.
Tedy
-2 2 -4 -1 -1 2
@A) =—-A>=|-6 6 —12 a q(A)=A-2F= 3 =5 6
-4 4 -8 2 -2 2

Potom U; = Kerq;(A) = Ker(—A?) je mnoZina vSech feSeni homogenni sou-
stavy linedrnich rovnic s matici —A? a U, = Ker go(A) = Ker(A — 2F) je mno-
zina vSech FeSeni homogenni soustavy linearnich rovnic s matici A — 2FE. Tedy
Uy = [(—2,0,1),(1,1,0)] a Uy = [(1,3,2)].

Takze prostor R® je pfimym souctem invariantnich podprostort Uy, U, a vektory
(-2,0,1),(1,1,0),(1,3,2) tvoii ,novou“ béazi prostoru R*. Matice pfechodu od
ystaré” baze k ,nové“ bazi je

-1 1 -1 -2 11
Q=1|-3/2 5/2 -3], Q'= 013
1/2 -1/2 1 10 2
a matice zobrazeni a vzhledem k ,nové“ bazi je
0 00
A=Q-A-Q'=1000 [ ]
0 0 2
6.4. Minimalni polynom
Priklad. Matice
-1 0 2
A=1-2 1 2
0 01
3 2

m4 charakteristicky polynom x4 = 2° — 2?2 —x +1 = (z + 1)(z — 1)?, ale ¢ =
22 — 1= (z+1)(x — 1) je také anulujici polynom matice A (ovéite). [ |
Posledni ptiklad ukazuje, ze charakteristicky polynom muize mit netrivialniho

delitele, ktery je rovnéz anulujicim polynomem. Ukazme, Ze mezi anulujicimi po-
lynomy existuje jeden, ktery déli vSechny ostatni.

Definice. Anulujici polynom se nazyva minimdlni polynom, je-li normovany a
nejmensiho stupné ze vSech anulujicich polynomii.
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Tvrzeni 6.4.1. Kazdy anulujici polynom je délitelny minimdlnim polynomem.

Diikaz. Bud f anulujici polynom matice A, bud ¢ minimalni polynom matice A.
Délme se zbytkem: f = qg + r, kde bud » = 0 nebo degr < degg. Do rovnosti
dosadime A a dostaneme

0= f(A) = q(A)g(A) + r(A) = r(A),

protoze f a g jsou anulujici polynomy. Kdyby r # 0, byl by to anulujici polynom
nizsiho stupné nez minimalni polynom g, coz je spor, a proto » = 0 a g je délitelem

f. O

Disledek. Ke kazdé linedrni transformaci konecnérozmerného vektorového pro-
storu resp. ke kazZdé ctvercové matici existuje minimalni polynom a je jeding.

Cviceni. Dokazte jednoznacnost minimalniho polynomu.
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8. prednaska, 5. 5. 2020, distan¢né

7. DRUHY ROZKLAD LINEARNI TRANSFORMACE

Pouzité ucebni texty:
[Marvan, 19. Druhy rozklad linearni transformace]

Umluva. Vsude P = C.

V prednéasce o vlastnich vektorech jsme se seznamili s diagonalizovatelnymi
transformacemi. V bazi slozené z vlastnich vektort v; maji diagonalni matici
s vlastnimi ¢isly \; na diagonale.

Obecna linearni transformace nemusi mit bazi slozenou z vlastnich vektort.
Nicméné, jak ukazeme, lze zkonstruovat jinou vyznamnou bazi—Jordanovu. Ma-
tice linearni transformace v Jordanové bazi je tzv. Jordanova matice. Opét ma
na diagonale vlastni ¢isla, ale miize obsahovat i nenulové prvky v fadé sousedici
s diagonalou (v8echny ovSem rovny 1).

Vychodiskem pro nalezeni Jordanovy baze bude prvni rozklad, prislusny roz-
kladu charakteristického polynomu (nebo libovolného jiného anulujicitho poly-
nomu) x s na nesoudélné soucinitele. P¥i P = C ovSem existuje rozklad na kofe-
nové cinitele

Xf:(x_fl)kl"'(x_fs)ks7 gz%&] pI"OZ'#j,
aproi # j jsou polynomy (z—¢&;)% a (x—¢&;)* nesoudélné. Invariantni podprostory
prvniho rozkladu pak jsou
U; = Ker(f — &id)*.
Na jednotlivych invariantnich podprostorech vznikaji restrikce f|y,: Ui — Us.
Oznacime-li g; = f — & id, pak Ker ¢* = U;, a tedy (g|u,)% =

Ma tedy smysl studovat transformace f: U — U takové, ze pro nékteré ¢islo
¢ transformace g = f — £id splituje ¢¥ = 0. Vysledky pouzijeme pro U = U; a
9:f|U1 _giidUi; 1= 1,...,8.

7.1. Rozklad na soucet cyklickych podprostoru

Definice. Transformace g: U — U (resp. ¢tvercova matice B) se nazyva nilpo-
tentni, jestlize existuje celé &islo k > 1 takové, Ze g* = 0 (resp. B* = 0).

Cviceni. Transformace ¢ je nilpotentni pravé tehdy, kdyz je jeji matice B (v li-
bovolné béazi) nilpotentni.

Definice. Podprostor 1" C U se nazyva cyklicky vzhledem k transformaci g: U —

U, jestlize mé bézi (eq, es, ..., e,) takovou, zZe
gler) =eq, glea) =e3, ..., glen1)=-¢en, glen)=0.
Béazi (ey, €, ..., €,) nazyvame cyklickd baze.
Schematicky,
e1—>eg—---ep_1 — e, — 0.

g g g
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Definice. Matice

€0 § 00
no=©. 20-(F ¢). weo-|1¢0),
01 ¢
€000
WO =lg 5 ¢ o] a
001 ¢

se nazyvaji Jordanovy bloky (téz Jordanovy buriky).

Tvrzeni 7.1.1. Bud T cyklicky podprostor nilpotentni transformace g, bud [ =
g+ &id. Pak

(1) T je invariantni vzhledem k linedrnim transformacim g i f;

(2) glr md v cyklické bdzi matici J,(0);

(3) flr md v cyklické bdzi matici J,(§).

Diikaz. Cvideni. O

Casto se setkdvame s odlignou definici Jordanovych bunék—jednicky stoji v fadé
tésné nad diagonalou. To odpovida opacnému poradi vektort cyklické baze, tj.
(€ny...,€2,€1).

Lemma. Bud h: U — V linedrni zobrazeni mezi konecnérozmérnymi vektorovymi
prostory. Zvolme libovolné bdzi v Ker h a doplnme ji do baze v U néjakymi vektory
€1y, em. Pak vektory h(ey), ..., h(ey) tvori bazi v Imh.

Diikaz. Cviceni (viz dikaz formule dim U = dim Ker h+dim Im h v Tvrzeni|3.2.3)).
O

Tvrzeni 7.1.2. Bud g: U — U nilpotentni transformace. Pak existuji cyklické
podprostory Ty, ..., T, C U takové, Ze U = T+ - - - +T..

Diikaz. Tvrzeni dokazeme uvedenim praktického algoritmu pro nalezeni cyklic-
kych podprostori a jejich cyklickych bazi. Popis algoritmu tvori véty psané kur-
zivou.

Méme U = Ker g* pro jisté k (protoze g je nilpotentni). Bez tijmy na obecnosti
je ¢islo k minimalni, to jest, g~! # 0, a tudiz Ker ¢* ! # U.

1. Zvolime libovolné bdzi v Ker ¢*~' a doplnime ji do bdze v U = Ker g* néjakymi
vektory ey, ..., €em,.
Podle lemmatu vektory g*~1(e;), ..., g* (em,) tvoti bazi v Im g* 1 a jsou tedy
linedrné nezavislé. Navic, jelikoz g* = 0, mame g(e;), ..., g(em,) € Ker g*~1.
2. Zvolime libovolné bdzi v Ker g*=2 a priddme k ni vektory g(e1), ..., g(em,) €
Ker g* 1.

Tato sestava je linedrné nezavisla. Skutecné, vezméme si linedrni kombinaci
vSech vektori z této sestavy, kterd je rovna nulovému vektoru. Mame tedy

skalary cy, ..., Cm,, takové, Ze crg(er) + -+ cmy g(em, ) € Ker g* 2. Pak oviem
0=g"2(crgler) + -+ cmglem)) = c1g" er) + - + cmy 6° Hem, ), a tedy
€1 = -+ = cym = 0, protoze vektory g 71(e1),..., " (em,) jsou linedrnd

nezavislé (viz vyse). A potom také ostatni koeficienty v uvazované linedrni
kombinaci jsou nulové, protoze pfislusné vektory tvori bazi.
Sestavu doplnime do bdze v Ker g*~1 néjakymi vektory em, 1, -, €m,-
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2 k-1

Tim se vlastné baze v Kerg"? doplni do baze v Kerg vek-
tory g(e1),...,9(€my), €mit1y- -+, €my- Z lemmatu potom vyplyva, ze
vektory g7 L(er), ..., 0" Hem, ) ¥ 2 (emys1)s - - G5 2(em,)  tvoil  bézi
v Im(g" 2| ker gv-1) @ jsou tedy linedrné nezévislé.

3. Zwolime libovolné bdzi v Ker g*=2 a pripojime k ni vektory g*(e1), ..., 9*(em,),
g(emy11),- -+, g(em,) € Ker gh2.

Tato sestava je linearné nezavisla. Skutecné, vezméme si linearni kom-
binaci vSech vektort z této sestavy, kterda je rovna nulovému vektoru.
Méme tedy skaldry ci,...,Cmy,Cimyt1s---sCms, takové, Ze cig(e1) + -+ +
Cr 9 (€my) + Cmys19(Emys1) + + + Cmpg(€m,) € Ker gh=3. Pak oviem 0 =
g P ag(e) + -+ emgiem) + cmng(emipn) + o0 F cmaglem,)) =
Clgkil(el) + o+ Cm1gk71(€m1) + cm1+1gk72(6m1+1) +oeee F szgkiz(emzx
atedy ¢4 = -+ = ¢ny = Cpyy1 = -+ = Cm, = 0, protoze vektory
g ter), ., " em), ¥ 2 emys1), - - - §F % (em,) jsou lineadrné nezéavislé (viz
vyse). A potom také ostatni koeficienty v uvazované linedrni kombinaci jsou
nulové, protoze prislusné vektory tvoii bazi.

U = Ker g*
€1 €my
~
Ker gF1
. ® Cmytl -+ Emy
~
Ker g+—2
) ) ) ) 6m2+1...6m3
s I
Ker g¢—3
) Y ) ) ) ) €m3+1"' 6m4
\
~
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Sestavu doplnime do bdze v Ker g*=2 néjakymi vektory €m, 1, - - -, €ms-
Tim jsme tedy béazi v Kerg¢g> doplnili do baze v Kerg"2 vektory
g3 e1) -, 6% (emy), 9(emis1)s -5 9(€my)s €mpst1s- -+, Ems- A potom vektory

k—2 k—

gk_1(61)7"'7gk_1(em1)79 <€M1+1)7"'7gk_2(emz)7g 3(em2+1)7"'7gk_3(€m3)
tvoif podle lemmatu bazi v Im(g* 3|k ge—2) a jsou tedy linedrné nezavislé.
Podobnych kroki provedeme k (v poslednim kroku dopliiujeme bézi podpro-
storu Ker ¢° = Kerid = {0} do baze v podprostoru Ker g).
7 uvedeného postupu vyplyva, ze celkové ziskame bazi

€153, Cmy,

9(61)7 s 79(6m1)7 €mi+1y- -+ Cmy,

92(€1>, s 792(6m1))g(6m1+1)7 s 79(67712)7 €mao+1y -+ Emg,

gk71<€1)7 s 7gk71(€m1)7 gk72(em1+1)7 ... 7gk72(€m2)7
gk_3(em2+1), .. ,gk_3(em3), ey Comp 41y s By

v prostoru U. Podprostory

le1, gler), ... ,gk_l(el)]], o lemy, g(emy ), - - ,gk_l(eml)]],
[[€m1+1, g(€m1+1), cee 7gk_2<em1+1)]]7 T [[emzv g(6m2>, s 7gk_2(em2)]]v

[[emk—1+1]]7 Tt [[emk]]
jsou pak cyklické podprostory s prislusnymi cyklickymi bazemi.
Oznacime-li pocet téchto cyklickych podprostori r := Z§:1 m; a jednotlivé
podprostory T; pro ¢ = 1,...,r, dostavame U = T} + --- + T,.. Jelikoz dim 77 +
-+ dim7, = dim(7} + --- + T,), podle Tvrzeni se jedna o pfimy soucet
podprostorii. Il

Nalezli jsme cyklické podprostory a v kazdém z nich cyklickou béazi. Situaci
miizeme znazornit diagramem, jehoz vrcholy jsou vektory cyklickych béazi a Sipky
znamenaji zobrazeni g:

by
o 060 0 0 0 o 9
LT, ’

Sloupce znamenaji jednotlivé cyklické podprostory. Vektory spodni fady se zob-
razuji na nulovy vektor. Tvoii vlastné bazi v Kerg = Ker(f — id) = V¢, coz
je prostor vlastnich vektort s vlastnim ¢islem ¢ (doplnény nulovym vektorem).
TudiZz, pocet sloupctt = pocet cyklickych podprostortt = dim V.
Vektory dolnich j ¥adkt tvoii bazi v Ker ¢/. V j-tém fadku zdola je proto prave
kt1—j
= dimKer ¢ — dimKer g/~ ' = Z m; (10)

bodii, kde m; jsou koeficienty z ditkazu predchoziho tvrzeni. Cisla ny > ng > --- >
Nk Jednoznacne urcuji délky radkt diagramu, a tim i pocty cyklickych podprostoru
prislusnych dimenzi.
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Formule (10)) ukazuje, zZe ¢isla ny > ny > - -+ > ny zavisi jen a jen na nilpotentni
transformaci ¢ a nikoliv na konkrétnim postupu, kterym byly ziskany jednotlivé
cyklické baze. Jsou to invarianty linedrni transformace g.

Dusledek. Bud g: U — U nilpotentni transformace. Pak existuje bdze prostoru
U takovd, Ze
(1) transformace g md blokové diagondlni matici, kterd je primym souctem
Jordanovych blokiu J4(0);
(2) transformace f = g+ £id md blokové diagondlni matici, kterd je primgm
souctem Jordanovych bloki Js(&).

Dikaz. Baze sestavena z cyklickych bazi cyklickych podprostort v dikazu pred-
choziho tvrzeni ma pozadované vlastnosti. U

P¥iklad. Uvazujme linedrni transformaci C° — C®, v — Av, kde

0 1 1 -2 20

-3 -4 -4 30

A= 3 1 0 -3 3
4 1 1 -6 4

1 0 0 -120

Anulujici polynom nejmensiho stupné je a2 + 622 + 12x + 8 = (x + 2)3, s jedinym
kofenem —2, coz je soucasné jedina vlastni hodnota matice A. Prvni rozklad ma
proto jediného séitance U = C° a

2 1 1 =20
-3 -2 -4 30
B=A+2F= 3 1 2 -3 3
4 1 1 —4 4
1 0 0 -1 2
je nilpotentni matice, B = 0. Spoc¢itame
-4 -1 =2 4 =5
0 0 00 O
B? = 0O 0 00 O0f,
-4 -1 -2 4 =5

0 0 00 O

nacez Ker B> = [(5,0,0,0,—4),(0,5,0,0,—1),(0,0,5,0,—2),(0,0,0,5,4)]. Tento
Etyfrozmérny podprostor mtzeme doplnit do baze v C° libovolnym vektorem,
ktery v ném nelezi, zvolme naptiklad

e; = (0,0,0,0,1).
Tim je ukoncen prvni krok. Ve druhém kroku spocitame
Ker B =[(1,0,0,1,0), (0, —5,1, -2, —1)],

a pridame vektor

Be; =(0,0,3,4,2).
Ziskanou sestavu tii linedrné nezavislych vektort je treba doplnit do baze ve
¢tyfrozmérném Ker B? jednim vektorem; zvolme napiiklad

es = (0,0,0,5,4)
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(mohli jsme zvolit kterykoliv ze shora uvedenych generatort podprostoru Ker B?).
Tim je ukoncen druhy krok. Ve t¥etim kroku je Ker B® = Ker £ = 0 a dopliiujeme
tedy dva vektory

B%¢; = (—5,0,0 —5,0) a Bey=(-10,15,-3,—4,3)

do baze v dvourozmérném Ker B, coz ovsem nevyzaduje zadny doplnujici vektor
a jsme hotovi.

Hledana baze prostoru C® je proto (e;, Bey, B%ey, ey, Bey). Piislusny diagram
je

O<—0<— 0

o<— 0

a jeho dva sloupce odpovidaji dvéma Jordanovym blokim rozméri 3 a 2. Dosta-
vame blokové diagonalni matice

000O0O -2 0 0 0 O
10000 1 -2 0 0 O
01 000 resp. 0O 1 -2 0 O
00 0O0O0 0O 0 0 -2 0
0001O0 o 0 0 1 =2

(pfi obraceném poradi vektoru v cyklickych béazich by jednicky staly nad diago-
nalou; odlisné muze byt i pofadi Jordanovych blok). |

7.2. Druhy rozklad a Jordantv tvar matice

Vratme se nyni k obecné transformaci f: V' — V a prvnimu rozhladu V =
U+ - - - +U, podle nékterého anulujiciho polynomu. Pro kazdy z prostort Uj, | =
1,..., s dostavame rozklad na cyklické podprostory 1;,, kde ¢ =1, ..., k;, celkem
tedy

V=Tt 4T+ +Ts1+ - +Ts k..

Definice. Tento rozklad se nazyva druhy rozklad prostoru linearni transformace.

Pripomeiime, ze cyklické podprostory 7;; jsou invariantni a zobrazeni f
maji v cyklické bazi matici tvaru J,(§), r = dim T} ;.

T;,;

Definice. Matice, ktera je pfimym souctem Jordanovych blokti, se nazyva matice
v Jordanoveé tvaru.
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Priklad. Matice

O OO OO oo IN OO
O OO OO OH NN OO
O OO OO OO OO
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O OO OO OO O OO
O OO WO O oo
O O OoO|Wo|ocoo oo o oo
Ol WO OIDDODDODOoO O oo

Nl eoleolNeoNellloBoBeoNel el
eNeBeoleolNeoNellloBeoBeoNell Rl
O OW OO OO OO O oo
S WO O OO OO O

O OO OO DD DO O OO

o
(e}
[en)
o
(e}
)
o
o
w

je v Jordanové tvaru. Bloky prvniho rozkladu jsou vyznaceny dvojitou carou.
Bloktim druhého rozkladu odpovidaji diagramy

Sipky zde znamenaji zobrazeni f — 2id resp. f — 3id. Délky spodnich fadku jsou
dimenze prostort vlastnich vektord s vlastnimi hodnotami 2 resp. 3. |

Dusledek. Bud f: V — V linedarni transformace. Pak existuje baze prostoru V,
vzhledem k niZ f md matici v Jordanové tvaru.

Definice. Baze z predchoziho disledku se nazyva Jordanova baze a ziskdme ji
sjednocenim cyklickych béazi v jednotlivych cyklickych podprostorech T; ;.

Pti praktickém pfevodu na Jordantv tvar nejdiive nalezneme invariantni pod-
prostory U = Ker g* = Ker(f — £id)* prvniho rozkladu, pro kazdou vlastni hod-
notu ¢ zvlast. V kazdém z nich pak hleddme cyklické podprostory a cyklické baze
postupem uvedenym v dikazu Tvrzeni[7.1.2]

Zbyvéa rozhodnout, nakolik je Jordaniv tvar matice linearni transformace ur-
¢en jednoznacné. Postup k nalezeni Jordanovy béze, ktery jsme popsali, udava
jednozna¢éné viechny Jordanovy bunky J.(&). Cisla ¢ probihaji vSechny vlastni
hodnoty, rozmér r je urcen prostiednictvim diagrami @ a pocet bunék s danym
rozmérem je urcen prostiednictvim ¢isel ny > ng > -+ > ny, kterd jsou zase jed-
noznacné urcena formulemi , kde g = f — £id. Neurceno pak ztistava pouze
poradi Jordanovych bunék.

Cviéeni. Spoctéte Jordantiv tvar transponované matice AT. (Vysledek: je tyz.)

7.3. Minimalni polynom

Minimalni polynom miizeme jednoduse stanovit z Jordanova tvaru jako poly-
nom

(x = &)™ - (= &),
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kde &, ..., & jsou vlastni hodnoty linearni transformace, resp. matice a pq, .. ., s
jsou vysky (maximalni délky sloupcti) diagramu @ pro jednotlivé vlastni hodnoty
&1y, &. (Dokazte jako cviceni.)

Pfiklad. Matice z posledniho piikladu mé minimalni polynom (z—2)3(z—3)%. R

7.4. Kritérium podobnosti matic

Pfipomenme, Ze dvé ¢tvercové matice A, B jsou podobné, jestlize existuje inver-
tibilni matice Q takova, ze B = QAQ~!. Zapisujeme A ~ B. Déle pfipomeiime,
7e matice jedné a téze linearni transformace v riznych bazich jsou si podobné
(matici @ je v tomto piipadé matice prechodu mezi bazemi).

Tvrzeni 7.4.1. KaZdd ctvercovd komplexni matice je podobnd matici v Jordanové
tvaru.

Diikaz. Bud A ¢tvercova komplexni matice typu n x n. Potom A je matici linearni

transformace f: C" — C", u +— Au. V Jordanové bazi ma transformace f matici
B v Jordanové tvaru. Pak B ~ A. U

Definice. Matice B z ptedchoziho ditkazu se nazyva Jordaniv tvar matice A.

Jordantiv tvar je urcen jednoznacné az na poradi bloki a rozhoduje o podobnosti
matic:

Tvrzeni 7.4.2. Matice jsou si podobné pravé tehdy, kdyz maji stejny Jordaniv
tvar aZ na poradi Jordanovych bloki.

Diikaz. Jsou-li si matice A’, A” podobné, pak zobrazeni u — A'u, u — A”u maji
stejné charakteristické polynomy, stejné vlastni hodnoty a stejné jsou i dimenze a
pocty invariantnich podprostrort urcené diagramy @D a formulemi ((10)) (cviceni).
Proto jsou stejné i Jordanovy tvary.

Naopak, budte B’ ~ A" a B" ~ A” Jordanovy tvary matic A" a A”. Jestlize se
B’ a B lisi jen pofadim Jordanovych bloku, pak jsou si podobné (cviceni), nacez
A/ ~ B/ ~ B// ~ A//. I:,
Cviéeni. Dokazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici plati A ~ A”.

Navod: Dokazte postupné

(i) J ~ J* pro libovolnou Jordanovu matici J (staci zpiehazet vektory v Jor-
danové bézi);
(i) je-li A~ J, pak AT ~ JT.
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8. SKALARNI SOUCIN

Viz [Marvan, 16. Skaldrni soucin|


https://www.slu.cz/file/cul/ba413d47-df6b-4584-ab3e-cae7a18d9dbe
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9. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

Viz |[Marvan, 17. Bilinearni a kvadratické formy]|


https://www.slu.cz/file/cul/7bc73c0c-a93e-4d2e-9ea1-2665e2fe1be0
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11. prednaska, 26. 5. 2020, distancneé
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10. TENZORY

Zobecnénim bilinearni formy jsou polylinearni formy. Nazyvaji se téz kovari-
antni tenzory. Hojné se vyskytuji ve fyzice spolu s tenzory kontravariantnimi a
smiSenymi. Omezime se na realny pripad. Opét pouzivame Einsteinovu sumacni
konvenci.

Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem R. Bud p pfirozené ¢islo, ozna¢me
VP =V x---xV (p-krat). Zobrazeni f: V? — R, spliiujici pro libovolné vektory
u;, u, ul € V, libovolny skalar @ € R a kazdy index i = 1,...,p podminky

flug, oo i, wg + g wign, e Up)
— f(ul, e ,ui_l,u;,uiﬂ, e ,Up) + f(ul, e ,ui_l,ug',uzqu, e ,up),
f('Lbl, ey Up1, QUG Uy gy - - - ,'Ll,p) = (]Jf(ul, ey Ui, Ugy Uir 1y - - - ,U,p)

(linearita v i-tém argumentu), se nazyva p-linedrni forma nebo téz kovariantni
tenzor radu p na V

1-linearni forma je lineadrni zobrazeni V' — R, 2-linedrni forma je bilinearni
forma.

Pf¥iklad. Necht V = R". Pro vektory z; = (z},...,27),...,z, = (zL,...,2") €
R" polozme

1 n
xl LIRS xl

e(r,. .., x,) =
1 n

Z vlastnosti determinantu vyplyva, Ze € je n-linerani forma na R" (cviceni). W

Definice. Bud V' kone¢nérozmérny vektorovy prostor s bazi (ey,...,e,), bud f
p-linedrni forma na V. Cisla f;, ; = f(ei,...,€;,) se nazyvaji slozky formy f
vzhledem k bazi (eq,...,e,).

Priklad. Slozky bilinearni formy jsou pravé prvky jeji matice: B;; = f(e;, e;). B

Cviceni. Slozky n-formy e zadané determinantem jsou (ve standardni bézi pro-
storu R")

sgn(iy,...,4,) jsou-liiy,..., 4, po dvou rizn ¢isla,
€iteiin — 0 - ak
jinak.
Tvrzeni 10.0.3. Bud V' konecnérozmérny vektorovy prostor s bdzi (e, ..., en),
bud [ p-linedrni forma na V', kterd md vzhledem k uvedené bdzi sloZky Jiroiy-
Budte wy, ..., u, libovolné vektory, které maji v bdzi (es,...,e,) soutadnice po
fadé (xy,...,27), ..., (x,,...,xp). Pak plati

flug, ..., up) = fil_”ipx’f . -:1:,;;”. (11)
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Diikaz.
flug,. ) = flates,, ... alre,) =af - f(en,. .. e;)
= fil...ipwzf . -;1:;1’ 0
Pii zméné béaze (ey,...,e,) se méni i slozky f;,. i,

Tvrzeni 10.0.4. Bud QQ matice prechodu od bdze (ey, ..., e,) k bdzi (e}, ..., €.).

Slozky p-linedrni formy f vzhledem k bdzi (ey,...,e,) budte fi ., sloZky téZe
formy vzhledem k bazi (¢}, ... ey,) budte f , . Pak plati

i

Jivoiy = Qi - Qi firiy- (12)

Dikaz. Cviceni. U

Ve fyzice se obvykle zavadi kovariantni tenzorové pole jako soubor nP funkci

fi1...i,» jeZ se pfi zméné baze transformuji podle formule . Takovy soubor funkci
urcuje p-linedrni zobrazeni vztahem (11)).

Mnozinu vSech p-linedrnich forem na vektorovém prostoru V' oznacujeme 7,V
Zavedme algebraické operace s p-linedrnimi formami.

Definice. Budte f a g p-linearni formy. Soucet forem f a g definujeme jako
zobrazeni f + g: VP — R zadané pfedpisem

(f+9g)(ur,...,up) = flur,...,up) + g(ug, ..., up).
Je-li a € R skalar, definujeme a-ndsobek formy f jako zobrazeni af: VP — R
zadané predpisem

(af)(uy,...,up) =af(uy,...,up).

Snadno se ovefi (cviceni), ze f+g a af jsou zase p-linearni formy. Dokonce jsou
splnény axiomy vektorového prostoru:

Dusledek. Mnozina T,V vsech p-linedrnich forem na prostoru V je vektorovy
prostor vzhledem ke scitdni forem a ndsobeni skaldrem.

Definice. Tenzorovy soucin forem f € T,V a g € T,V definujeme jako zobrazeni
f®g: VPtY — R zadané predpisem
(f@g)(urs s uprg) = flur, . up) - g(Upits s Uptg)-
Snadno se ovéfi (cvideni), Ze tenzorovy soucin p-linearni formy a g-linedrni formy
je (p + ¢)-linearni forma.
Tvrzeni 10.0.5. Necht f € T,V,g € T,V,h € T,V,a € R. Pak plati:

(1) (feg@h=f®(goh);
(2) (f+9)@h=fRh+gRh;
(3) fRg+h)=fRg+fh
(4) (af) @ h=a(f ®h) = f @ (ah).

Dikaz. Cviceni. U
Obecné vsak tenzorovy soucin neni komutativni: f ® g # g ® f.
Cviceni. Dokazte formule pro slozky:
(f + Direcip = firoip + Giroiy
(f @ Dirciiprg = firoin * Gigaripra-
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Prostor 71V se alternativné oznacuje V* a nazyva se dudlni prostor k prostoru
V. Ukazeme, zZe s kazdou bazi prostoru V je spojena jista baze prostoru V*.

Bud (ey,...,e,) néjaka baze prostoru V. Soutadnice vektoru x € V v bazi
1

(e1,...,€,) oznacme (z',...,z") (pak plat{ z = zle;). Pro 1 < i < n zavedme
zobrazeni e': V' — R predpisem x — x'. To jest,
e'(zle;) = 2.
Zobrazeni ¢ jsou linearni (cviceni), a proto e’ € V*. Mame
ei(ej) = 5;‘7

kde (5;'- je znamé Kroneckerovo delta:

s 1 jelii=j,

71 0 jinak.

Tvrzeni 10.0.6. Bud (e, ..., e,) baze prostoru V, bud f € V* libovolnd 1-forma
se slozkami f; = f(e;). Pak

f= fi€i~
Diikaz. Podle formule je f(z) = f(z'e;) = 2' fi = fie'(x) = (fie")(x). O
Tvrzeni 10.0.7. Bud (ey, ..., e,) bdze prostoru V. Pak formye', ... e" tvori bdzi

prostoru V*.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni je kazda 1-forma f linedrni kombinaci 1-forem
¢’ (koeficienty jsou slozky f;). Tudiz, formy e generuji V*.
Zaroven jsou nezavislé: Necht ¢;e’ = 0 pro néjaké koeficienty ¢; € R. Dosazenim
e; obdrzime 0 = ¢;e'(e;) = ¢;. O
Béze (e!,...,¢e") se nazyva dudini k bazi (eq, ..., e,).
Disledek. Je-li prostor V' konecnérozmérny, pak dim V* = dim V.
Podobné najdeme baze v prostorech 7,,V'.

Tvrzeni 10.0.8. Bud (1, ..., e,) bdze prostoruV, bud f € T,V libovolnd p-forma
se slozkami f;, i, = f(€i,,. .. ¢€;,). Pak

f=fn i@ - ®e".
Diikaz. Podle formule ((11)) je opét

flre,... 1) = f(zles, ... ,m;peip) = $§f’f@‘1...z‘p
et fil...ipeil (x:l) P eiP (Ip>
== (filml-peil ®"'®€ip)(l'1,...,$p). ]

Tvrzeni 10.0.9. Bud (ey,...,e,) bdze prostoru V. Pak formy ¢ @ ---@e% tvofi
bdzi prostoru T,V .

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni je kazda p-forma f linearni kombinaci p-forem
e" ®--- e (koeficienty jsou slozky f;,. ;). Tudiz, formy e" @ --- ® e’» generuji
T,V.

Zérovei jsou nezévislé: Necht ¢;, ; " @ --- ® e’ = 0 pro né&jaké koeficienty
Cir.i, € R. Dosazenim e;,, ..., e;, obdrzime 0 = ¢;,. ;e (e;,) - e (e;,) = ¢jy..j,-
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Dusledek. Je-li prostor V' konecnérozmérny, pak dim T,V = (dim V')P.
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