POSLOUPNOSTI

1. POSLOUPNOSTI

Uvazujme mnozinu N pfirozenych Cisel s pfirozenym usporadanim. Tato mnozina se zmi-
nénym usporadanim je (plné usporadana. Posloupnost prvkdi mnoZiny X je libovolné
zobrazeni S : N — X. Prvklim mnoZiny N Fikame indexy. Posloupnost S bude také o-
znatovana symbolem S = (z;);en, Nebo prosté S = (z;). V tomto znaleni z; je bod
S(i) € X, pfifazeny indexu i € N zobrazenim S : N — X.

Rekneme, 7e posloupnost S = (2)ien €2 vmnozing A C X, jestlize z; € A pro kazde
1 € N. Posloupnost S se nazyva konstantni, jestlize z; = = pro jisty bod x € X akazdé
i € N.

Podloupnost T' = (y;),en Se nazyva podposloupnost posloupnosti S = (x;)ien V X,
jestlize existuje rostouci zobrazeni ¢ : N — N takove, Ze T = S o o, tj. y; = ,(;) pro
kazdé j € N.

2. KONVERGENTNi POSLOUPNOSTI

Bud X topologicky prostor, S = (z;);en posoupnost v mnozing X. Bod r € X se
nazyva limitnim bodem posloupnosti S, jestlize ke kazdému jeho okoli U existuje index
ig € N tak, Ze z; € U pro vsechna i > iy. Limitni bod posloupnosti S nazyvame také
limitou posloupnosti S. Je-li 2 limitni bod posloupnosti S, fikame, ze S konverguje k
bodu z. MnoZinu limitnich bodll posloupnosti S oznatujeme lim S. Posloupnost S se
nazyva konvergentni, plati-li lim S # (. Libovolny limitni bod posloupnosti S = (x;);en
oznatujeme symbolem lim; ¢ ; nebo prosté lim x;.

Z definice ihned vyplyva, ze kazda konstantni posloupnost S = (z;);en Vv topologickém
prostoru X takova, ze x; = x, konverguje k bodu z.

3. KONVERGENCE V PROSTORECH PRVNIHO TYPU SPOCETNOSTI

Nasledujici tvrzeni ukazuje, jak 1ze pomoci konvergentnich posloupnosti zkonstruovat u-
zavér podmnoZiny topologického prostoru prvniho typu spoetnosti; jeho diisledek podava
pfimou charakteristiku uzavienych mnozin.

3.1 Véta (4.4.9(a)/148-9 v [1]) Bud A neprazdna mnozina v topologickém prostoru X
prvniho typu spotetnosti. Bod =z € X patfi uzaveru clA mnoziny A tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje posloupnost v A konvergujici k tomuto bodu.

Dlkaz. Predpokladeime, ze x € clA azvolme spocetnou lokalni bazi topologie (U;) v bodé
x. Mlzeme predpokladat, ze Uy D Uy D Us D ... (V&a 10 odst. 1.5.). Pro kazdé i plati
U;N A # § atedy existuje bod z; € U; N A. Posloupnost S = (z;) bodli mnoziny A
konveguje k bodu z, tj. € lim S.

Necht = € X a predpokladejme, Ze existuje posloupnost S = (x;) bodli v A konvegujici
k z. Bud U libovolné okoli bodu z. Podle pfedpokladu existuje index ig € N tak, ze
x; € UN Aprokazdéi > ig. MnoZinaU N A jetedy neprazdné. Z libovolnosti U vyplyva,
Zex € clA. Q.E.D.

3.2 Véta (4.4.9(b)/148-9 v [1]) Bud X topologicky prostor prvniho typu spocetnosti. Mno-

Zina A C X jeuzaviena tehdy a jen tehdy, kdyZ obsahuje limitni body kazdé posloupnosti

svych bodtl.

Dikaz. Vé&taje pfimym diisedkem Véty 3.1. Q.E.D.
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3.3Véta(4.2.3/142 v [1]) Bud X topologicky prostor prvniho typu spotetnosti, S posloup-
nost v X. Pfedpokladejme, Ze S nekonverguje k x € X. Pak existuje podposloupnost T'
posloupnosti S takova, Ze Zadné podposl oupnost posloupnosti 7' nekonverguje k bodu z.
Dlkaz. Predpokladejme, Ze posloupnost S = (x;);en V X nekonverguje k bodu z, tj.
x & lim S. Existuje tedy okoli U bodu z takové, Ze k libovolnému indexu ¢ € N lze
najit index (i) > ¢ spliujici podminku z,;) & U. Vybérem takového indexu dostavame
zobrazeniN > i — (i) € N. Toto zobrazeni spliuje podminky z definice podpos oupnosti.
Provéfime podminku (2). Bud ig € N libovolny index. Polozme ko = ¢(ip). Bud i € N
index takovy, Zzei > kg. Pak ¢(i) > i > ko = ¢(ig) > ig, cOZ jsme chtdli ukazat.
DaeklademeT = S o, tj. T = (x,(;))ien. Podle definice je T" podposioupnost posl oup-
nosti S azéadny z bodll z,(;) neleZi v okoli U. T je tedy posloupnost v uzavfené mnoziné
X \ U (vVé&ta 3.1). Zéaroven limitni bod kazdé podposoupnosti posloupnosti 7' musi patfit
mnoziné X \ U. Q.E.D.

Pri vySetfovani spojitosti zobrazeni topologickych prostort, jehoz definiéni obor je topolo-
gicky prostor prvniho typu spocetnosti, nam také mohou poslouzit konvergentni posloup-
nosti.

3.4 Véta (4.4.9(c)/148-9 v [1]) Bud X topologicky prostor prvniho typu spocetnosti, Y
topologicky prostor. Zobrazeni f : X — Y je spojité v bodé zy € X tehdy a jen tehdy,
kdyz pro kazdou posloupnost (z;);en V X konvergujici k bodu zy posloupnost (f(x;))ien
vY konverguje k bodu f ().

Dlkaz. Bud f spojité v xg, (z;) posloupnost v X konvergujici k xo a U libovolné okoli
bodu f(zo) € Y. Takze existuje okoli V' C f~1(U) bodu z, aexistuje také index iy tak,
Zex; € V prokazdéi > iy. Potom f(x;) € U prokazdéi > iy a f(x¢) jetedy limitni bod
posloupnosti (f(z;)).

Predpokladejme, ze zobrazeni f neni spojité v bodé xy. Bud (U;) spotetna lokalni baze
topologiev bodéx, apfedpokladeime, zeU; D Us D Us D ... (V&talOodst. 1.5.). Existuje
tedy okoli V bodu f(x) takové, Ze ke kazdému ; existuje bod x; € U; svlastnosti f(z;) ¢
V. OvSem posloupnost (z;) konverguje k x apfitom posioupnost (f(x;)) nekonverguje k
3.5 Vé&ta (4.4.DUsledek/149 v [1]) Budte 71, > dvé topologie na mnozingé X a pred-
pokladejme, Ze topologické prostory (X, 1), (X, 72) jsou prvniho typu spocetnosti. Dale
predpokl&dejme, Ze posloupnost (x;) v X je konvergentni v (X, 71 ) tehdy a jen tehdy, kdyz
jekonvergentni v (X, 7). Pak 71 = 75.

Dlkaz. Podle Véty 3.4 je zobrazeni id x homeomorfismus (X, 71) na (X, 72). Q.E.D.

3.6 Véta (4.4.10/150 v [1]) Topologicky prostor prvniho typu spocetnosti X je oddélitelny
tehdy a jen tehdy, kdyz kazdé posloupnost v X mé nejvySe jeden limitni bod.

Dlkaz. Bud (z;);en posloupnost v X, y1, 42 jeii rtizné limitni body, U; libovolné okoli
bodu y; a Us libovolné okoli bodu y». Existuje index i tak, ze z; € Uy ax; € Uy pro
kazdé i > ig. Takze Uy N Us # (). Body w1, y» tedy nelze oddélit otevienymi mnozinami.
Predpokladejme, Ze X neni oddélitelny a zvolme dva zlizné body 31, v» € X, které nelze
oddélit otevfenymi mnozinami. Bud (U;) spoCetnalokalni baze topologie v bodé y; a (V;)
spoCetnalokalni baze topologie v bodé y,. Miizeme predpokladat, ze Uy D U, D Uz D ...
aVi DV, D V3 D ...(Vétal0 odst. 1.5.). Pro kazdé i je mnozina U; N V; neprazdna a
navicU; NV; D U;4+1 NV;41. Zvolmelibovolnébod z; € U; N'V;; dostavéme posloupnost
(z;) v X . Prolibovolné okoli U bodu y; existujeindex i, tak, ze U;, C U. Tedy pro kazdé
i>idpaiz, eU;NV, CU,NV;,, CU;, CU a(z;) konverguje k y,. Anaogicky
dostaneme, Ze (x;) konvergujek ys. Q.E.D.
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