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1. POSLOUPNOSTI

Uvažujme mnǒzinu N přirozeńych č́ısel s p̌rirozeńym uspǒrád́ańım. Tato mnǒzina se zḿı-
něńym uspǒrád́ańım je úplně uspǒrád́ana.Posloupnostprvků mnǒziny X je libovolné zob-
razeńı S : N → X. Prvkům mnǒziny N řı́káme indexy. PosloupnostS bude taḱe oznǎco-
vána symbolemS = (xi)i∈N, nebo prosťeS = (xi). V tomto znǎceńı xi je bodS(i) ∈ X,
přiřazeńy indexui ∈ N zobrazeńım S : N → X.
Řekneme,̌ze posloupnostS = (xi)i∈N lež́ı v mnǒzině A ⊂ X, jestližexi ∈ A pro kǎzdé
i ∈ N. PosloupnostS se naźyvá konstantńı, jestližexi = x pro jistý bodx ∈ X a kǎzdé
i ∈ N.
PosloupnostT = (yj)j∈J se naźyvá podposloupnostposloupnostiS = (xi)i∈N v X,
jestliže existuje zobrazenı́ ϕ : J → N splňuj́ıćı tyto podḿınky:

(1) T = S ◦ ϕ, tj. yj = xϕ(j) pro kǎzdé j ∈ J .
(2) Ke kǎzdémui0 ∈ N existuje indexj0 ∈ J tak,že pro kǎzdéj ≥ j0 plat́ı ϕ(j) ≥ i0.

2. KONVERGENTŃI POSLOUPNOSTI

Bud’ X topologicḱy prostor,S = (xi)i∈N posloupnost v mnǒziněX. Bodx ∈ X se naźyvá
limitnı́m bodemposloupnostiS, jestliže ke kǎzdému jeho okoĺı U existuje indexi0 ∈ N tak,
žexi ∈ U pro v̌sechnai ≥ i0. Limitnı́ bod posloupnostiS naźyváme taḱe limitou posloup-
nosti S. Je-li x limitnı́ bod posloupnostiS, řı́káme,že S konvergujek bodux. Množinu
limitnı́ch bod̊u posloupnostiS oznǎcujemelimS. PosloupnostS se naźyvá konvergentńı,
plat́ı-li limS 6= ∅. Libovolný limitnı́ bod posloupnostiS = (xi)i∈N oznǎcujeme symbolem
limi∈N xi nebo prosťe limxi.
Z definice ihned vypĺyvá, že kǎzdá konstantńı posloupnostS = (xi)i∈N v topologicḱem
prostoruX takov́a, žexi = x, konverguje k bodux.

3. KONVERGENCE V PROSTORECH PRVŃIHO TYPU SPǑCETNOSTI

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, jak lze pomocı́ konvergentńıch posloupnostı́ zkonstruovat u-
závěr podmnǒziny topologicḱeho prostoru prvńıho typu spǒcetnosti; jeho d̊usledek pod́avá
přı́mou charakteristiku uzavřeńych mnǒzin.

3.1 Věta (4.4.9(a)/148–9 v[1]) Bud’ A nepŕazdńa mnǒzina v topologicḱem prostoruX
prvńıho typu spǒcetnosti. Bodx ∈ X paťrı́ uźavěru clA mnǒzinyA tehdy a jen tehdy, když
existuje posloupnost vA konverguj́ıćı k tomuto bodu.

Důkaz.P̌redpokĺadejme,̌zex ∈ clA a zvolme spǒcetnou loḱalńı bázi topologie(Ui) v boďe
x. Můžeme p̌redpokĺadat,žeU1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . (Věta 10 odst. 1.5.). Pro každé i plat́ı
Ui ∩ A 6= ∅ a tedy existuje bodxi ∈ Ui ∩ A. PosloupnostS = (xi) bod̊u mnǒziny A
konveguje k bodux, tj. x ∈ lim S.
Necht’ x ∈ X a p̌redpokĺadejme,̌ze existuje posloupnostS = (xi) bod̊u v A konveguj́ıćı
k x. Bud’ U libovolné okoĺı bodu x. Podle p̌redpokladu existuje indexi0 ∈ N tak, že
xi ∈ U ∩A pro kǎzdé i ≥ i0. MnožinaU ∩A je tedy nepŕazdńa. Z libovolnostiU vyplývá,
žex ∈ clA. Q.E.D.

3.2 Věta (4.4.9(b)/148–9 v[1]) Bud’ X topologicḱy prostor prvńıho typu spǒcetnosti.
MnǒzinaA ⊂ X je uzav̌rená tehdy a jen tehdy, když obsahuje limitńı body kǎzd́e posloup-
nosti sv́ych bod̊u.

Důkaz. Věta je p̌rı́mým důsledkem V̌ety 3.1. Q.E.D.
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3.3 Věta (4.2.3/142 v[1]) Bud’ X topologicḱy prostor prvńıho typu spǒcetnosti,S po-
sloupnost vX. Předpokĺadejme,̌zeS nekonverguje kx ∈ X. Pak existuje podposloupnost
T posloupnostiS takov́a, žežádńa podposloupnost posloupnostiT nekonverguje k bodux.

Důkaz. P̌redpokĺadejme,že posloupnostS = (xi)i∈N v X nekonverguje k bodux, tj.
x 6∈ lim S. Existuje tedy okoĺı U bodux takov́e, že k libovolńemu indexui ∈ N lze naj́ıt
indexϕ(i) ≥ i splňuj́ıćı podḿınku xϕ(i) 6∈ U . Výběrem takov́eho indexu dostáváme zob-
razeńı N 3 i 7→ ϕ(i) ∈ N. Toto zobrazeńı splňuje podḿınky z definice podposloupnosti.
Prov̌ěrı́me podḿınku (2). Bud’ i0 ∈ N libovolný index. Polǒzmeκ0 = ϕ(i0). Bud’ i ∈ N
index takov́y, žei ≥ κ0. Pakϕ(i) ≥ i ≥ κ0 = ϕ(i0) ≥ i0, cǒz jsme chťeli ukázat.
Dále klademeT = S ◦ϕ, tj. T = (xϕ(i))i∈N. Podle definice jeT podposloupnost posloup-
nostiS a žádńy z bod̊u xϕ(i) nelěźı v okoĺı U . T je tedy posloupnost v uzavřeńe mnǒzině
X \ U (Věta 3.1). Źarověn limitnı́ bod kǎzdé podposloupnosti posloupnostiT muśı paťrit
mnǒziněX \ U . Q.E.D.

P̌ri vyšeťrováńı spojitosti zobrazeńı topologicḱych prostor̊u, jehǒz definǐcńı obor je topolo-
gický prostor prvńıho typu spǒcetnosti, ńam taḱe mohou posloǔzit konvergentńı posloup-
nosti.

3.4 Věta (4.4.9(c)/148–9 v[1]) Bud’ X topologicḱy prostor prvńıho typu spǒcetnosti,Y
topologicḱy prostor. Zobrazeńı f : X → Y je spojit́e v boďe x0 ∈ X tehdy a jen tehdy,
kdy̌z pro kǎzdou posloupnost(xi)i∈N v X konverguj́ıćı k bodux0 posloupnost(f(xi))i∈N

v Y konverguje k boduf(x0).
Důkaz. Bud’ f spojit́e v x0, bud’ (xi) posloupnost vX konverguj́ıćı k x0. Pro libovolńe
okoĺı U boduf(x0) ∈ Y je f−1(U) okoĺı bodux0 a tedy existuje indexi0 tak, žexi ∈
f−1(U) pro kǎzdé i ≥ i0. Pak tedyf(xi) ∈ U pro kǎzdé i ≥ i0 a f(x0) je limitnı́ bod
posloupnosti(f(xi)).
P̌redpokĺadejme,̌ze zobrazeńı f neńı spojit́e v boďe x0. Bud’ (Ui) spǒcetńa lokálńı báze
topologie v boďe x0 a p̌redpokĺadejme,že U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . (Věta 10 odst. 1.5.).
Existuje tedy okoĺı V boduf(x0) takov́e, že ke kǎzdémui existuje bodxi ∈ Ui s vlast-
nost́ı f(xi) 6∈ V . Ovšem posloupnost(xi) konverguje kx0 a p̌ritom posloupnost(f(xi))
nekonverguje kf(x0). Q.E.D.

3.5 Věta (4.4.D̊usledek/149 v[1]) Bud’ te τ1, τ2 dvě topologie na mnǒzině X a p̌red-
pokládejme,̌ze topologicḱe prostory(X, τ1), (X, τ2) jsou prvńıho typu spǒcetnosti. D́ale
předpokĺadejme,̌ze posloupnost(xi) v X je konvergentńı v (X, τ1) tehdy a jen tehdy, když
je konvergentńı v (X, τ2). Pakτ1 = τ2.

Důkaz. Podle V̌ety 3.4 je zobrazenı́ idX homeomorfismus(X, τ1) na(X, τ2). Q.E.D.

3.6 Věta (4.4.10/150 v[1]) Topologicḱy prostor prvńıho typu spǒcetnostiX je odďelitelný
tehdy a jen tehdy, když kǎzd́a posloupnost vX má nejv́yše jeden limitńı bod.

Důkaz. Bud’ (xi)i∈N posloupnost vX, y1, y2 jejı́ růzńe limitńı body,U1 libovolné okoĺı
boduy1 a U2 libovolné okoĺı boduy2. Existuje indexi0 tak, že xi ∈ U1 a xi ∈ U2 pro
každé i ≥ i0. TaǩzeU1 ∩ U2 6= ∅. Bodyy1, y2 tedy nelze odďelit otev̌reńymi mnǒzinami.
P̌redpokĺadejme,̌zeX neńı odďelitelný a zvolme dva z̊uzńe bodyy1, y2 ∈ X, kteŕe nelze
odďelit otev̌reńymi mnǒzinami. Bud’ (Ui) spǒcetńa lokálńı báze topologie v boďey1 a (Vi)
spǒcetńa lokálńı báze topologie v boďey2. Můžeme p̌redpokĺadat,žeU1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . .
a V1 ⊃ V2 ⊃ V3 ⊃ . . . (Věta 10 odst. 1.5.). Pro každé i je mnǒzinaUi ∩ Vi nepŕazdńa a
nav́ıc Ui ∩ Vi ⊃ Ui+1 ∩ Vi+1. Zvolme libovolňe bodxi ∈ Ui ∩ Vi; dost́aváme posloupnost
(xi) v X. Pro libovolńe okoĺı U boduy1 existuje indexi0 tak, žeUi0 ⊂ U . Tedy pro kǎzdé
i ≥ i0 plat́ı xi ∈ Ui ∩ Vi ⊂ Ui0 ∩ Vi0 ⊂ Ui0 ⊂ U a (xi) konverguje ky1. Analogicky
dostaneme,̌ze(xi) konverguje ky2. Q.E.D.
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