
POSLOUPNOSTI

1. Posloupnosti

Uvažujme množinu N přirozených č́ısel s přirozeným uspořádáńım. Tato množina
se zmı́něným uspořádáńım je úplně uspořádána. Posloupnost prvk̊u množiny X je
libovolné zobrazeńı S : N → X. Prvk̊um množiny N ř́ıkáme indexy. Posloupnost
S bude také označována symbolem S = (xi)i∈N , nebo prostě S = (xi). V tomto
značeńı xi je bod S(i) ∈ X, přǐrazený indexu i ∈ N zobrazeńım S : N → X.
Řekneme, že posloupnost S = (xi)i∈N lež́ı v množině A ⊂ X, jestliže xi ∈ A pro
každé i ∈ N . Posloupnost S se nazývá konstantńı, jestliže xi = x pro jistý bod
x ∈ X a každé i ∈ N .
Posloupnost T = (yj)j∈J se nazývá podposloupnost posloupnosti S = (xi)i∈N v
X, jestliže existuje zobrazeńı ϕ : J → N splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

(1) T = S ◦ ϕ, tj. yj = xϕ(j) pro každé j ∈ J .
(2) Ke každému i0 ∈ N existuje index j0 ∈ J tak, že pro každé j ≥ j0 plat́ı

ϕ(j) ≥ i0.

2. Konvergentńı posloupnosti

Bud’X topologický prostor, S = (xi)i∈N posloupnost v množině X. Bod x ∈ X se
nazývá limitńım bodem posloupnosti S, jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
index i0 ∈ N tak, že xi ∈ U pro všechna i ≥ i0. Limitńı bod posloupnosti
S nazýváme také limitou posloupnosti S. Je-li x limitńı bod posloupnosti S,
ř́ıkáme, že S konverguje k bodu x. Množinu limitńıch bod̊u posloupnosti S
označujeme lim S. Posloupnost S se nazývá konvergentńı, plat́ı-li lim S 6= ∅.
Libovolný limitńı bod posloupnosti S = (xi)i∈N označujeme symbolem limi∈N xi

nebo prostě lim xi.
Z definice ihned vyplývá, že každá konstantńı posloupnost S = (xi)i∈N v topo-
logickém prostoru X taková, že xi = x, konverguje k bodu x.

3. Konvergence v prostorech prvńıho typu spočetnosti

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, jak lze pomoćı konvergentńıch posloupnost́ı zkon-
struovat uzávěr podmnožiny topologického prostoru prvńıho typu spočetnosti;
jeho d̊usledek podává př́ımou charakteristiku uzavřených množin.

3.1 Věta (4.4.9(a)/148–9 v [1]) Bud’ A neprázdná množina v topologickém
prostoru X prvńıho typu spočetnosti. Bod x ∈ X patř́ı uzávěru clA množiny A
tehdy a jen tehdy, když existuje posloupnost v A konverguj́ıćı k tomuto bodu.
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Proof. Předpokládejme, že x ∈ clA a zvolme spočetnou lokálńı bázi topologie
(Ui) v bodě x. Můžeme předpokládat, že U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . (Věta 10 odst.
1.5.). Pro každé i plat́ı Ui ∩A 6= ∅ a tedy existuje bod xi ∈ Ui ∩A. Posloupnost
S = (xi) bod̊u množiny A konveguje k bodu x, tj. x ∈ lim S.
Necht’ x ∈ X a předpokládejme, že existuje posloupnost S = (xi) bod̊u v A
konveguj́ıćı k x. Bud’U libovolné okoĺı bodu x. Podle předpokladu existuje index
i0 ∈ N tak, že xi ∈ U ∩ A pro každé i ≥ i0. Množina U ∩ A je tedy neprázdná.
Z libovolnosti U vyplývá, že x ∈ clA. Q.E.D.

3.2 Věta (4.4.9(b)/148–9 v [1]) Bud’ X topologický prostor prvńıho typu
spočetnosti. Množina A ⊂ X je uzavřená tehdy a jen tehdy, když obsahuje limitńı
body každé posloupnosti svých bod̊u.

Proof. Věta je př́ımým d̊usledkem Věty 3.1. Q.E.D.

3.3 Věta (4.2.3/142 v [1]) Bud’X topologický prostor prvńıho typu spočetnosti,
S posloupnost v X. Předpokládejme, že S nekonverguje k x ∈ X. Pak existuje
podposloupnost T posloupnosti S taková, že žádná podposloupnost posloupnosti T
nekonverguje k bodu x.

Proof. Předpokládejme, že posloupnost S = (xi)i∈N v X nekonverguje k bodu
x, tj. x 6∈ lim S. Existuje tedy okoĺı U bodu x takové, že k libovolnému in-
dexu i ∈ N lze naj́ıt index ϕ(i) ≥ i splňuj́ıćı podmı́nku xϕ(i) 6∈ U . Výběrem
takového indexu dostáváme zobrazeńı N 3 i 7→ ϕ(i) ∈ N . Toto zobrazeńı
splňuje podmı́nky z definice podposloupnosti. Prověř́ıme podmı́nku (2). Bud’
i0 ∈ N libovolný index. Položme κ0 = ϕ(i0). Bud’ i ∈ N index takový, že
i ≥ κ0. Pak ϕ(i) ≥ i ≥ κ0 = ϕ(i0) ≥ i0, což jsme chtěli ukázat.
Dále klademe T = S ◦ ϕ, tj. T = (xϕ(i))i∈N . Podle definice je T podposloupnost
posloupnosti S a žádný z bod̊u xϕ(i) nelež́ı v okoĺı U . T je tedy posloupnost v
uzavřené množině X \U (Věta 3.1). Zároveň limitńı bod každé podposloupnosti
posloupnosti T muśı patřit množině X \ U . Q.E.D.

Při vyšetřováńı spojitosti zobrazeńı topologických prostor̊u, jehož definičńı obor
je topologický prostor prvńıho typu spočetnosti na také mohou posloužit konver-
gentńı posloupnosti.

3.4 Věta (4.4.9(c)/148–9 v [1]) Bud’ X topologický prostor prvńıho typu
spočetnosti, Y topologický prostor. Zobrazeńı f : X → Y je spojité v bodě x0 ∈ X
tehdy a jen tehdy, když pro každou posloupnost (xi)i∈N v X konverguj́ıćı k bodu
x0 posloupnost (f(xi))i∈N v Y konverguje k bodu f(x0).

Proof. Bud’ f spojité v x0, bud’ (xi) posloupnost v X konverguj́ıćı k x0. Pro
libovolné okoĺı U bodu f(x0) ∈ Y je f−1(U) okoĺı bodu x0 a tedy existuje index
i0 tak, že xi ∈ f−1(U) pro každé i ≥ i0. Pak tedy f(xi) ∈ U pro každé i ≥ i0 a
f(x0) je limitńı bod posloupnosti (f(xi)).
Předpokládejme, že pro libovolnou posloupnost (xi) v X konverguj́ıćı k x0 posloup-
nost (f(xi)) konverguje k f(x0). Bud’ (Ui) spočetná lokálńı báze topologie v bodě
x0 a předpokládejme, že U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . (Věta 10 odst. 1.5.). K tomu,
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aby zobrazeńı f : X → Y bylo spojité v bodě x0 stač́ı, aby k libovolnému okoĺı
V bodu f(x0) existoval index i tak, že f(Ui) ⊂ V . Předpokládejme opak, tj.
předpokládejme, že pro jisté okoĺı V bodu f(x0) pro každé i plat́ı f(Ui) 6⊂ V .
Ke každému i tedy existuje bod xi ∈ Ui tak, že f(xi) 6∈ V . Ovšem posloupnost
(xi) konverguje k x0 a tedy posloupnost (f(xi)) konverguje podle předpokladu
k f(x0). Pro jisté i muśı tedy platit f(Ui) ⊂ V , což dokazuje, že zobrazeńı je
spojité v bodě x0. Q.E.D.

3.5 Věta (4.4.Důsledek/149 v [1]) Bud’te τ1, τ2 dvě topologie na množině
X a předpokládejme, že topologické prostory (X, τ1), (X, τ2) jsou prvńıho typu
spočetnosti. Dále předpokládejme, že posloupnost (xi) v X je konvergentńı v
(X, τ1) tehdy a jen tehdy, když je konvergentńı v (X, τ2). Pak τ1 = τ2.

Proof. Podle Věty 3.4 je zobrazeńı idX : X → X homeomorfismus (X, τ1) na
(X, τ2). Q.E.D.

3.6 Věta (4.4.10/150 v [1]) Topologický prostor prvńıho typu spočetnosti X
je oddělitelný tehdy a jen tehdy, když každá posloupnost v X má nejvýše jeden
limitńı bod.

Proof. Předpokládejme, že X je oddělitelný. Bud’ S = (xi)i∈N posloupnost v
X, y1, y2 ∈ lim S jej́ı limitńı body. Zvolme okoĺı U1 bodu y1 a okoĺı U2 bodu
y2. Existuje index i0 tak, že xi ∈ U1 a xi ∈ U2 pro každé i ≥ i1, i2. Z definice
vyplývá, že množina index̊u i je neprázdná, takže U1 ∩ U2 6= ∅. Body y1, y2

tedy nelze oddělit otevřenými množinami a z předpokladu oddělitelnosti plyne
y1 = y2.
Předpokládejme, že X neńı oddělitelný a zvolme dva z̊uzné body y1, y2 ∈ X, které
nelze oddělit otevřenými množinami. Bud’ (Ui) spočetná lokálńı báze topologie v
bodě y1 a (Vi) spočetná lokálńı báze topologie v bodě y2. Můžeme předpokládat,
že U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . a V1 ⊃ V2 ⊃ V3 ⊃ . . . (Věta 10 odst. 1.5.). Pro každé
i ∈ N je množina Ui ∩ Vi neprázdná a nav́ıc Ui ∩ Vi ⊃ Ui+1 ∩ Vi+1. Zvolme
libovolně bod xi ∈ Ui ∩ Vi; dostáváme posloupnost (xi) v X. Pro libovolné
okoĺı U bodu y1 existuje index i0 tak, že Ui0 ⊂ U . Tedy pro každé i ≥ i0 plat́ı
xi ∈ Ui∩Vi ⊂ Ui0 ∩Vi0 ⊂ Ui0 ⊂ U a (xi) konverguje k y1. Analogicky dostaneme,
že (xi) konverguje k y2. Neexistuje-li tedy v X posloupnost, konverguj́ıćı ke
dvěma r̊uzným bod̊um, X muśı být oddělitelný. Q.E.D.
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