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Analytickd geometrie

Téma 5.: Shodna zobrazeni

Definice 5.1. Zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E” se nazyva
shodné (izometrické), jestlize zachovava vzdalenost bod, tj. pro kazdé dva body X, Y € E je

(X)) =|x.y

Véta 5.2. Kazdé shodné zobrazeni je prosté a afinni, tj. zobrazuje navzdjem rizné kolinearni
body opét na rizné kolinearni body a zachovava délici pomér tii bodu.

Véta 5.3. Afinni zobrazeni euklidovského prostoru E(V) do euklidovského prostoru E°(V’) je
shodné pravé tehdy, kdyz jeho asociované zobrazeni ¢ zachovava velikost vektoru, tj.

ueV>= |(p(u)|:|u|.

Véta 5.4. Afinni zobrazeni /i E(V)— E’(V’) je shodné pravé tehdy, kdyz jeho asociované
zobrazeni ¢ zachovava skalarni soulin, tj. pro kazdé dva vektory u,v € V plati

p(u)-p(v)=u-v.
Véta 5.5. Kazdé shodné zobrazeni zachovava velikost thlu.

Definice 5.6. Dv¢€ neprazdné mnoziny U c E, Uc E” (U, U’ se také nazyvaji geometrické
utvary) nazyvame shodnymi, existuje-li shodné zobrazeni f: E — E’, pro néz plati {U)=U".

Véta 5.7. Z definice shodného zobrazeni plyne:

a) Obrazem usecky AB je useCka f{A)f(B) shodna s AB.

b) Obrazem polopiimky AB je polopifimka f{A)f(B), obrazy opacnych polopiimek
jsou opacné poloptfimky, obrazem piimky AB je ptimka f{A)f(B).

¢) Obrazem poloroviny pA je polorovina f(p)f(A), obrazy opacnych polorovin jsou
opacné poloroviny.

d) Obrazem thlu AVB je thel A){V)A(B) shodny s thlem AVB.

e) Obrazy rovnobéznych piimek jsou pfimky rovnobézné.

f) Obrazem kruznice k(S,r) je kruznice k'(f(S),r).

Véta 5.8. Véta o urcéenosti shodného zobrazeni.



Necht' Py,Py,...,P, jsou linedrné nezévislé body prostoru E, a Py’ ,Py’,...,P,” jsou body
prostoru E’. Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby existovalo shodné zobrazeni
f E,—E’, pro které iP;) P/’, i =0,1,....,n je, aby platilo [P/, P/| = \ PP,

li tyto vztahy splnény, existuje praveé jedno shodné zobrazeni f* s uvedenymi vlastnostmi.

, 1, j=0,1,...,n. Jsou-

Véta 5. 9. Véta o analytickém vyjadieni shodného zobrazeni.
Bud’ <P;e1,...,en> kartézska baze euklidovského prostoru E,, <Q;g1,...,gm> kartézska baze

euklidovského prostoru E,. Bud f shodné zobrazeni E,— E, a ¢ jeho asociované
zobrazeni.

Necht’ (o(ei)zza,-jgj, f(P):Q+ZngJ’
J= 7=
X=P+Yxe, [f(X)=0+)xg,
i=1

Pak ma shodné zobrazeni f: E,— E,, analytické vyjadieni x| =Zay.xl. +b; , J Leeym,
i=1

ayy dyp =gy
pti¢emz pro matici A= (aij ) =
Ay Ay Ay
N T
plati Zarj ‘a; =0,, 1s=l.,n, .44 =L
j=1

Definice 5.10. Shodné zobrazeni /i E,— E, se nazyva shodna transformace (shodnost)
prostoru E,,.

Véta 5.11. Mnozina vSech shodnosti prostoru E, tvoii vzhledem k operaci skladani zobrazeni
grupu, kterd je podgrupou afinni grupy. Je to tzv. grupa shodnosti prostoru E, nebo
Euklidova grupa.

Véta 5.12. Bud’ f shodnost prostoru E,, <P;e1,---,en> kartézskd baze prostoru E, a necht’

vzhledem k ni ma f analytické vyjadieni

x’ =Zaijxi +b;,j= L.,

i=1

Pak matice (a;) je ortogonalni.
Véta 5.13. Kazda shodnost prostoru E, je ekviafinni transformace.
Definice 5.14. Zobrazeni f prostoru E, na E, se nazyva soumérnost podle nadroviny o,
jestlize pro kazdy bod X e o plati fAX) X pro kazdy bod X e E, X¢& o plati, Ze stied dvojice
X, fIX) patii o a ptimka X f(X) je kolma k nadroviné o .

Véta 5.15. Soumérnost podle nadroviny prostoru E, je shodnost prostoru E,,

Véta 5.16. Soumérnost podle nadroviny ma pravé nadrovinu samodruznych bodt.



Véta 5.17. Soumérnost podle nadroviny je zobrazeni involutorni.

Véta 5.18. Soumérnost podle nadroviny je jednoznaéné urCena bud nadrovinou
samodruznych bodl nebo jednou dvojici odpovidajicich si nesplyvavych bodu.

Véta 5.19. Bud' v E, zvolena kartézska soustava soufadnic. Zobrazeni f necht’ je soumérnost
podle nadroviny prostoru E,, jejiz nadrovina samodruznych bodii ma rovnici

X, +e,x, +-4+c,x, +c=0 (cl,cz,...,cn);t 0.
Pak f ma analytické vyjadieni

—2c,
, .

xl‘ :xj +ai(clx1 +"'+Cnxn +C)a lzl,...,l’l, kde ai = l *
2
J

c

AMx

Jj=1

Véta 5.20. Véta o rozkladu.
Ke kazdé shodnosti f* euklidovského prostoru E, existuje & soumérnosti podle nadrovin
takovych, ze fje jejich slozenima £k <n+1.

Shodnost na ptimce E;

Véta 5.21. Bud v E; zvolena kartézskd soustava soufadnic <P;e]>. Vzhledem kni lze
shodnost vyjadtit pravé jednou z rovnic:

(1) xX'=x+a

(i1) x'=-x+a, aeR

Véta 5.22. Shodnost na piimce je urena dvéma dvojicemi odpovidajicich si bodd, pro néz

plati | X,Y | = | X', Y"|. Neidenticka shodnost na ptimce ma nejvys jeden samodruzny bod.

Shodnost v roviné E,

Véta 5.23. Bud’ v euklidovské roviné zvolena kartézska soustava soufadnic <P;e1,e2>.

Vzhledem k ni lze shodnost analyticky vyjadfit pravé jednou ze soustav rovnic:

] x'=ax—by+e B x'=ax+by+e
(1) , (11) .
vi=bx+ay+ f yi=bx—ay+ f,
kde a*> +b* =1 atedy rovnice shodnosti Ize psat ve tvaru:
i) x'=xcosa—ysina+e (i) x'=xcosa+ysina+e
i i
y' =xsina+ ycosa+ f y' =xsina—ycosa+ f.

Rovnice (i) resp. (1") vyjadiuji shodnosti pfimé, rovnice (ii) resp. (ii") shodnosti nepiimé.

Véta 5.24. Kazda neidenticka shodnost v roviné mé bud’ ptimku samodruznych bodi nebo
pravé jeden samodruzny bod nebo nemé zadny samodruzny bod.

Véta 5.25. Kazda shodnost v roviné ma bud’ vSechny sméry samodruzné nebo pravé dva
navzajem ortogonalni samodruzné sméry nebo nema zadny samodruzny smer.



Definice 5.26. Shodnost v E,, kterd ma pravé jeden samodruzny bod S se nazyva rotace
kolem bodu S o uhel a (viz rovnice (1')). V piipadé a # r nemda zadny samodruzny smér,
pro a =7 je kazdy jeji smér samodruzny a nazyva se stredovd soumernost.

Nepiima shodnost v E,, kterd nema pfimku samodruznych bodl, se nazyva posunuta
soumernost (posunuté zrcadlent).

Prehled typti shodnosti v roving€ euklidovské podle samodruznych bodt a sméra.

samodruzné prave dva
sNry zadny ortogonalni kazdy
body
zadny - posunuta posunuti
soumérnost
pravé jeden rotace - sttedova
soumérnost
pfimka - 0sova -
soumérnost
kazdy - - identita

Véta 5.27. Vzhledem ke vhodné volené kartézské soustavé soufadnic v E, lze rovnice
shodnosti uvést na jednodussi tvary:
Identita xX'=x y' =y
Rotace kolem pocatku soustavy soutradnic o uhel « :
x'=xcosa— ysina
y'=xsina + ycosa.
Translace o vektor (a,b):

x'=x+a
y' =y+b.
Stfedova soumérnost se sttedem v pocatku:
x’-x
y =)
Osova soumérnost s 0sou soumernosti v ose X:
x ' =x
y =)
Posunuta soumérnost:
x'=x+te
y =-p

Véta 5.28. Pomoci komplexni soufadnice bodu vroviné¢ lze shodnosti v E, vyjadiit
nasledovné:

Shodnosti pfimé: z'=Az+B, | 4 | =1, z—vzor, z -obraz, 4, B, z, z'e C.
Specialné identita z'=z,

translace z'=z+B,

rotace z" = Az (stfed je v bodé O, thel rotace a arg A),

resp. z'=Az + B (stted je vbodé s B (1 — 4)7),

sttedova soumérnost z ' =-z+B.



Shodnosti nepfimé: z'= Az + B,

A|:1,A,B,z,z'e C.

1w , y _ = y . - B
Specialn¢ osova soumérnost z'= Az + B, AB + B =0 (osa soumérnosti prochazi bodem —

a s kladnym smérem realné osy svira uhel % arg A),

posunuta soumérnost z'=Az+B, AB+B=#0.

Sklédani osovvch soumérnosti v euklidovské roviné

Véta 5.29. Ke kazdé shodnosti v euklidovské roviné existuje rozklad na nejvySe tfi osové
soumérnosti (Véta 5.20. pro n = 2).

Véta 5.30. Bud'te f;, /> dv€ osové soumernosti s osami soumernosti oy, 0,. Je-li
a) 0 0, pak slozené zobrazeni je identita,
b) 0| 02, 01# 02, pak slozené zobrazeni je translace o vektor u, kde u L o,

| u | =2 | 0,,0, | a orientace vektoru u je ur¢ena pofadim os o, 02,

c) 01 ]lo2 01 N oy {S}, pak slozené zobrazeni je rotace se stfedem S a thlem
rotace rovnym dvojnasobku orientovaného uhlu os oy, 0,

d) specidlné, je-li o; L 0y, pak sloZzené zobrazeni je stfedovd soumérnost se
sttedem v priseciku os.

Véta 5.31. Kazdou translaci 1ze nekone¢né¢ mnoha zptisoby rozlozit na dvé osové soumérnosti
s osami rovnobéznymi, riznymi a kolmymi na vektor translace v potadi ve smyslu vektoru
translace. Vzdalenost os je rovna poloviné velikosti vektoru translace, pficemz jednu osu
muzeme volit libovolné, druha je vektorem translace jiz jednoznaéné urcena.

Véta 5.32. Kazdou rotaci 1ze nekone¢né mnoha zpusoby rozlozit na dvé osové soumérnosti
s osami ruznobéznymi, prochédzejicimi stfedem rotace v pofadi ve smyslu uhlu rotace a
svirajicimi thel rovny poloviné thlu rotace, pticemz jednu osu mizeme volit libovolné, druha
je jiz thlem rotace jednozna¢n¢ urcena.

Specialn¢ stiedovou soumeérnost lze nekonecné¢ mnoha zplsoby rozlozit na dvé osové
soumérnosti s osami prochéazejicimi stfedem soumérnosti, pficemZz jednu osu volime
libovolné a druhé je na ni kolma.

Véta 5.33. Bud'te f}, />, f; tf1 osové soumérnosti s osami 0}, 02, 03 navzajem ruznymi.
a) Jsou-li pfimky o;, 02, 03 rovnobézné nebo riznobézné a prochézeji-li tymz
bodem S, potom je sloZené zobrazeni osovad soumérnost.
b) Jsou-li aspont dvé ze tfi os riznob&zné, pficemz tieti neprochazi jejich
prusecikem, potom je slozené zobrazeni posunuta soumeérnost.

Véta 5.34. Kazda posunutd soumécrnost se da slozit z osové soumérnosti a stfedové
soumeérnosti, pricemz stied stiedové soumernosti nelezi na ose osové soumernosti.

Véta 5.35. Kazdd posunutd soumérnost se da slozit z osové soumérnosti a z posunuti ve
smeru osy soumernosti.



Shodnosti v prostoru Es

Definice 5.36. Soumérnost podle nadroviny o z definice 5.14. se v prostoru E; nazyva
rovinovou Soumernosti.

Véta 5.37. Kazda shodnost v E; se da slozit z kone¢ného poctu rovinovych soumérnosti.
Existuje rozklad, v némz staci nejvyse Ctyfi soumérnosti.

Slozenim lichého poctu soumérnosti dostaneme shodnost neptimou, slozenim sudého poctu
shodnost ptimou.

Véta 5.38. Bud'te f}, /> dv€ rovinové soumérnosti s rovinami soumernosti o1, ;. Jestlize

a) O] Oy, pak sloZzené zobrazenti je identita,

b) o102 o©1#02 pak slozené zobrazeni je tramslace o vektoru v 1 o,
v =2 |5,.0,| a orientace je uréena pofadim rovin ¢, 6. Zobrazeni nema zadny
samodruzny bod.

c) oyl o2, 61 N oy s, pak slozené zobrazeni je otoceni kolem osy s o thel 2, kde
¢ je odchylka rovin 6, 6, . Pfimka s je pfimkou samodruznych bodu.

d)  Specidlné, je-li 6 L o, pak slozené zobrazeni je otoc¢eni kolem osy s o uhel &t
a nazyva se osovd soumérnost v prostoru, piimka s — osa soumérnosti — je
pfimkou samodruznych bodi. Osova soumérnost v prostoru je zobrazeni
involutorni.

Véta 5.39. Bud'te 1}, f>, f; tii rovinové soumérnosti s rovinami soumérnosti ¢, G, o3, které
jsou po dvou k sobé kolmé. Tyto roviny se protinaji v jediném bod¢ S. SloZenim rovinovych
soumérnosti f;, />, f3 (v libovolném potadi) vznikne shodnost zvana soumeérnost v prostoru
podle stredu S. Bod S je jejim jedinym samodruZznym bodem. Je to shodnost nepfima a je
involutorni.

Véta 5.40. Bud'te 1, f>, f3, f+ Ctyfi rovinové soumérnosti. Necht' 6; N o3 s, o3t 64 L s.
SloZené zobrazeni nema zadny samodruzny bod a nazyva se sroubovy pohyb (torze).

Véta 5.41. VSechny shodnosti v E; tvoii grupu. Mnozina vSech ptimych shodnosti tvoii jeji
podgrupu, jejiz podgrupou je grupa translaci s identitou.

Véta 5.42. Kazdd shodnost v prostoru E; se dé slozit ze dvou involutornich shodnosti
(rovinovd, osova, stfedovd soumérnost), tj. involutorni shodnosti generuji grupu vSech
shodnosti prostoru Es.
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