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Téma 3.: Afinni zobrazeni

Definice 3.1. Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho prostoru A" se nazyva afinni
zobrazeni, jestlize mé nasledujici vlastnost: lezi-li navzdjem rtizné¢ body A, B, C €A na
piimce, pak jejich obrazy f{A), f(B), AC) bud splyvaji nebo jsou navzijem rizné a
(ABC) = ({A)/(B)AC)). Afinni zobrazeni f nazveme regularni (prosté), jestlize pro kazdé
A,Be A A =B plati f{A) = f(B).

Véta 3.2. Afinni zobrazeni f zobrazi pfimku bud’ na piimku nebo do jediného bodu.

Véta 3.3. Pri afinnim zobrazeni f se dvé rovnobézné piimky zobrazi bud’ do dvou
rovnobéznych piimek nebo se kazda z nich zobrazi do bodu.

Definice 3.4. Bud'te A, A afinni prostory, V, V'po fadé jejich zaméfeni, f afinni zobrazeni A
do A’. Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V do vektorového prostoru V’, které je dano

ptedpisem e (B - A) =f(B) - {A) nazyvadme asociované linedrni zobrazeni k danému
afinnimu zobrazeni f nebo také asociovany homomorfismus.

Véta 3.5. Ke kazdému afinnimu zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho prostoru A’
existuje pravé jeden asociovany homomorfismus ¢ . Zobrazeni fa ¢ jsou vazana vztahem
f(B+u)=£B)+ ¢ (u) pro kazdy bod B € A a kazdy vektoru € V.

Obraceng, je-li dano linearni zobrazenti, tj. homomorfismus ¢ : V—V” a dvojice bodi B € A,
B" € A’, pak existuje pravé jedno afinni zobrazeni f: A—A’, jehoZ asociovanym
homomorfismem je dané linearni zobrazeni ¢ a obrazem bodu B pfi zobrazeni f je bod B’.
Zobrazeni fje pro kazdy bod X € A déno pfedpisem f(X) =B’ + ¢ (X - B).

Véta 3.6. Afinni zobrazeni f je pravé tehdy prostym zobrazenim afinniho prostoru A do
afinniho prostoru A’, je-li k nému asociovany homomorfismus prostym zobrazenim zaméteni
V prostoru A do zaméteni V’ prostoru A’. Afinni zobrazeni f zobrazuje afinni prostor A na
afinni prostor A" pravé tehdy, zobrazuje-li asociované linearni zobrazeni ¢ vektorovy prostor
V na vektorovy prostor V.

Véta 3.7. Véta o uréeni afinniho zobrazeni.



Afinni zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho prostoru A" je jednoznacné urceno obrazy
f(Py), f(Py),....f(P,) linedrn¢ nezavislych boda Py, Py,...,P,€ A,. K danym libovolné zvolenym
bodim Py’, P,’,....P,” € A’ existuje jediné afinni zobrazeni f prostoru A do A’ tak, ze
f(P) =P, proj=0,1,....n.

Véta 3.8. Bud’ <P;e1 ,...,en> baze afinniho prostoru A,, Q bod afinniho prostoru A, a kone¢né

g,,....g, soustava vektori ve V,(A,,), pak existuje jediné afinni zobrazeni /s asociovanym
zobrazenim ¢, pro které f[P)=Q a go(ei ) =g,,i=12,...n

Véta 3.9. Bud' f bijektivni afinni zobrazeni afinniho prostoru A na afinni prostor A’". Potom
inverzni zobrazeni f™': A”— A je opét zobrazeni afinni. Je-li ¢ asociované zobrazeni k f; je

- . . ; -1
@~ asociované zobrazeni k /.

Definice 3.10. Vzijemné jednoznacné afinni zobrazeni prostoru A na sebe se nazyva afinni
transformace prostoru A (kratce afinita prostoru A).

Véta 3.11. MnoZina vSech afinnich transformaci prostoru A tvoti vzhledem k operaci skladani
zobrazeni grupu, tzv. afinni grupu prostoru A.

Definice 3.12. Bud’ f afinita prostoru A. Bod X € A, pro ktery plati fX)= X, nazyvame
samodruznym bodem afinity f. Bud p pfimka afinniho prostoru A. Jeji smér nazveme

samodruznym smerem, jestlize f(p)| | p-

Véta 3.13. Bud’ f afinita prostoru A, ¢ jeji asociované zobrazeni. Smér uréeny nenulovym
vektorem u je samodruzny, jestlize existuje A€ R tak, ze ¢ (u)= Au. Jelikoz ¢ je
bijektivni, je 4 #0.

Definice 3.14. Necht' ¢ je asociované linearni zobrazeni k afinit¢ f. Vektor u, pro né&jz plati
@ (u) = A, se nazyva vlastni vektor zobrazeni ¢, ¢islo A se nazyva viastni cislo zobrazeni
@ , ptislusné k vlastnimu vektoru u.

Véta 3.15. Bud’ v afinnim prostoru A, zvolena afinni soustava soufadnic, vzhledem k niz ma

i

n
afinni transformace analytické vyjadieni x;" = Za,.x. +b,,j=1.2,...,n Potom souradnice
i=1

samodruzného bodu vyhovuji soustave rovnic

(a” —l)x1 +a,x,++a,x, +b =0

nl

a,x, + (a22 - l)x2 +-4a,x, +b, =0

alnxl +a2n'x2 + '”+(ann _l)xn +bn = O

Véta 3.16. MnoZina vSech samodruznych bodu afinity f afinniho prostoru A, bud’ tvoii afinni
podprostor prostoru A,, nebo je to mnozina prazdna.



Véta 3.17. Bud’ v afinnim prostoru A, zvolena afinni soustava soufadnic, vzhledem k ni necht’

[/

n
e . e ’ ’ . J v . J L ’ r _
ma linearni zobrazeni ¢ (asociovan¢ k afinit¢ f na A, ) analytické vyjadieni u’; = Za..u
i=1
j =1,2,...,n. Pak pro soutadnice vlastniho vektoru u a k nému piislusné vlastni ¢islo A plati

A u, = Zalyui ,J=12,...,n. (1)

i=l1

Véta 3.18. Soustava (1) homogennich linearnich rovnic ma netrivialni feSeni prave, kdyz

det (aj -9, ) =0, kde §; je Kroneckerovo delta. 2)

Definice 3.19. Rovnice (2) se nazyva charakteristicka rovnice linearniho zobrazeni.

Véta 3.20. Charakteristicka rovnice linearniho zobrazeni ¢ nezavisi na volbé afinni soustavy
soufadnic.

Véta 3.21. Ke kazdému nenulovému kofenu A, charakteristické rovnice zobrazeni ¢ existuje
v zaméfeni V prostoru A, alespoil jeden nenulovy vektor u, pro ktery ¢ (u) = A, u. Vektor u

generuje samodruzny smér zobrazeni ¢.

Véta 3.22. Afinni zobrazeni f afinniho prostoru A do sebe je prosté pravé tehdy, kdyz nula
neni vlastnim ¢islem zobrazeni ¢ asociovaného k f.

Definice 3.23. Afinitu f afinniho prostoru A, pro kterou plati ¢ (u) = A u pro kazdy vektor u
ze zaméteni V prostoru A, nazveme homotetickou transformaci.

Definice 3.24. Afinitu f afinniho prostoru A, pro niZ kazdy bod je samodruZny, nazyvame
identita a oznac¢ime id.

Homotetickou afinitu f'prostoru A, pro niz A =1, nazyvame translace (posunuti).
Homotetickou afinitu f prostoru A, pro niz A # 1, nazyvame stejnolehlost.

Véta 3.25. Identita mé vyjadreni f{X) = X. Neidentickd translace ma vyjadieni f(X) =X+ b,
vektor posunuti b # 0 a nema zadny samodruzny bod.

Véta 3.26. Stejnolehlost f prostoru A ma pravé jeden samodruzny bod S, tzv. stfed
stejnolehlosti. Stejnolehlost ma vyjadieni

AX)=S+MX-S)  resp.

AX)=£AB) + MX-B).

Véta 3.27. Mnozina vSech homotetickych transformaci prostoru A tvoii vzhledem k operaci
skladéani zobrazeni grupu. Tato grupa je podgrupou grupy vsech afinit prostoru A.

Véta 3.28. Grupa homotetickych transformaci a grupa vSech afinit nejsou komutativni.

Véta 3.29. Grupa vSech translaci afinniho prostoru A je komutativni podgrupou grupy vsech
homotetickych transformaci.
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Definice 3.30. Zobrazeni /: A— A nazveme involutorni, plati-li: fo f=1id, tedy /™ = f.

Definice 3.31. Afinitu f afinniho prostoru A,, kterd neni identitou a mé& nadrovimu
samodruznych bodd, nazyvame zdkladni afinitou prostoru A,. Specialné pro n=2 ji
nazyvame osovou afinitou, pro n = 3 rovinovou afinitou.

Véta 3.33. Zakladni afinita f afinniho prostoru A je jednozna¢né urfena nadrovinou
samodruznych bodu a jedinou dvojici odpovidajicich si boda C # f{[C)=C".

Definice 3.34. Smér generovany vektorem (C’ - C) z véty 3.33. nazyvame smérem afinity.
Patfi-li tento smér do zaméteni samodruzné nadroviny p, nazyvame afinitu elaci.

Véta 3.35. Bud' v A, zvolena afinni soustava soutfadnic. Zobrazeni f necht’ je zékladni afinita
prostoru A,, jejiz nadrovina samodruznych bodii m4 rovnici ¢ x, +---+c¢,x, +c=0. Pak
afinita f' ma analytické vyjadieni x| = x, + a,(c,x, +---+c,x, +¢),

b —b,

kde a; = — i=1,.. B=[b,....b,]. iB)=[b],....b, ], AB) # B.
© % Clb1+...+cnbn+c’ ! seees/l, PIO [1’ > n]’.f( ) [1’ 5 n],ﬂ )?5

Véta 3.36. Ke kazdé afinité f afinniho prostoru A, existuje k zdkladnich afinit f, f,...,fx
takovych, Ze fje jejich slozenima k < n + 1.

Definice 3.37. Bud’ f afinni zobrazeni prostoru A, do sebe, ¢ jeho asociované zobrazeni.
Necht’<e1,...,en> je baze prostoru Vn(A,). Budiz ¢le,)=(a,,a,,...,a,), i=1,..n.

Modulem afinniho zobrazeni f vzhledem k dané bazi nazveme determinant matice (ay).
Oznacime jej det(a;) = D, .

Véta 3.38. Modul Dy afinniho zobrazeni f nezavisi na volb& baze prostoru Vp,.

Véta 3.39. Bud' f afinni transformace prostoru A,; pak ¢ je izomorfizmus a D, #0 a

obraceng, je-liD, # 0, je f afinita.

Véta 3.40. Bud'te f,, f, dvé afinni transformace afinniho prostoru A, a necht’ f = f, o f,.

Pak Df =Df2 °Dfi

Véta 3.41. Necht’ fje identita na A,. Pak D, =1.

. 1
Véta 3.42. Bud’ fafinita prostoru A,. Pak D' = o

f

Definice 3.43. Afinitu f prostoru A, nazveme piimou, jestlize D, ) 0, nepiimou, jestlize
D, (0.

Definice 3.44. Afinitu f afinniho prostoru A, nazveme ekviafinni (resp. unimodularni), jestlize
ID,|=1.
!



Véta 3.45. MnoZina vSech pfimych afinit prostoru A, tvoii podgrupu grupy vSech afinit
prostoru A, tzv. grupu primych afinit.

Véta 3.46. Mnozina vSech ekviafinnich afinit tvofi podgrupu vSech afinit prostoru A,, tzv.
ekviafinni grupu. Jeji podgrupou je grupa pifimych ekviafinnich afinit, tj. afinit, pro néz
D, =1

s

Ptehled grup transformaci afinniho prostoru A.

grupa afinit

ekviafinni grupa grupa homotetickych grupa piimych
transformaci afinit

T l —

grupa translaci

l

identita

V afinni roviné A, existuje 10 typa afinnich transformaci vzhledem k poctu
samodruznych sméri a bodu:

(a) Kazdy smér je samodruzny a vSechny body jsou samodruzné (identita).

(b) Kazdy smér je samodruzny a zadny bod neni samodruzny (translace).

(c) Kazdy smér je samodruzny a prave jeden bod je samodruzny (stejnolehlost).

(d) Jsou praveé dva samodruzné sméry a ptimka samodruznych bodua (osova afinita).

(e) Je jeden samodruzny smér a pfimka samodruznych bodl (osova afinita nazyvana
elace).

(f) Jsou dva samodruzné sméry a jeden samodruzny bod (afinitu lze rozlozit na osovou
afinitu a stejnolehlost).

(g) Je jeden samodruzny bod a jeden samodruzny smér (afinitu lze rozlozit na elaci a
stejnolehlost).

(h) Jsou dva samodruzné sméry a zadny samodruzny bod (afinitu lze rozlozit na
osovou afinitu a translaci).

(1) Je jeden samodruzny smér a zadny samodruzny bod (afinitu Ize rozlozit na elaci a
translaci).

(j) Neni zaddny samodruzny smér a je jeden samodruzny bod.



Vyjadteno tabulkou:
sam.
body sméry zadny jeden dva kazdy
Zadny - ) (h) ®)
jeden 1)) (g ® (©)
pfimka - (e) (d) -
vSechny - - - (a)
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