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DENNi STUDIUM

Analytickd geometrie

Téma 1.: Afinni prostor

Definice 1.1. BudiZ ddna neprazdna mnoZina A, vektorovy prostor V, nad komutativnim
télesem T charakteristiky nula a kone¢n¢ zobrazeni - : A x A — V, pfifazujici usporadané dvo-
jici(X,Y)e AxAvektorY-Xe V,.

Necht pro zobrazeni - plati:
D)AB,CeA :(B-A)+(C-B)=C-A,
2)VXeAaVueV, 3IJ'YeAtak, ZeY-X=u.

Uspotadanou trojici (A, V,, - ) nazveme n—rozmérnym afinnim prostorem nad télesem T. Mno-
Zina A se nazyva nositelka afinniho prostoru (A, V,

n?

- ), ¢islo n je jeho dimenze. Nebude-li ne-
bezpeci konfuze budeme hovofit vétSinou jen o afinnim prostoru A, (resp. A); misto o afinnim
prostoru (A,V,, -).

Definice 1.2. Je-li =0, pak A, je jednobodovd mnozina. Afinni prostor A, nazyvame
afinni primkou, afinni prostor A, nazyvame afinni rovinou.

Definice 1.3. Je-li T=R (resp. C), pak A, nazyvame redlny (resp. komplexni) afinni
prostor.

Véta 1.4. Pozadavek 2) v definici 1.1. Ize nahradit pozadavkem

2") 3 P € A tak, ze zobrazeni - : A - V, , X — X - P je vzdjemn¢ jednoznacné.
Vétals.V XeAaueV, 3F!YeAtk zeY-X=u

Umluva: Bod Y, pro ktery plati Y - X = u ozna¢ime Y = X + u a ikame, Ze bod Y je souc-
tem bodu X a vektoru u. Dale v celém ¢lanku znamend T téleso skalart zaméteni V, afinniho
prostoru A .

Véta1.6. V X,)Y,ZU € A,u,v € V, plati

1)X-X=o,
2)X-Y=-(Y-X),
X+ -Y=X-Y)+u,
HX-(Y+tu)=X-Y)-u,
S X+uw)+v=X+(u+tv),



0)X-Y)+(Z-U)=X-U)+(Z-Y)
Poznamka: Vzhledem k pozadavku 2) z def. 1.1. a timluvé za vétou 1.5. 1ze definovat sou-
¢et bodu X a kone¢ného poctu vektorti rekurentné nasledujicim zptisobem

X+u +u,+-4u, = (X+ “1+“'+“k71) +u,.

Definice 1.7. Budiz dan afinni prostor A | nad télesem T. Necht’ P je libovolny bod prosto-
ru A, a <e1,e2,---,en> je baze zaméteni V,. Uspotddanou (n + 1)-tici <P,e1,e2,---,en> nazy-

vame afinni bazi prostoru A, P nazyvame pocdtek afinni baze.

Definice 1.8. V A je dana baze <P,e1,e2,---,en>. Kazdému bodu X[ A je pfifazena

pravé jedna uspotadana n-tice (x,,x,,---,x, )€ T, tak, Ze plati

X=P+xe +x,e,+--+xe (1)

n-n*
Definice 1.9. Slozky uspofadané n—tice (x,,x,,---,x,) z véty 1.7.se nazyvaji souradnice

bodu X vzhledem k afinni bazi (P,e,,e,, e, ).

Plati-li (1), zapisujeme to X = [x1 3 Xyt xn] vzhledem k <P, e,e,, -, en>. Neni—li nebezpeci

nedorozuméni, pisSeme jen X = [x1 5 SN xn] . Zobrazeni, které kazdému bodu A pfifazuje n—tici

soufadnic se nazyva afinni soustava soutadnic.

Umluva: Frazi ,vektor u € V, ma vzhledem k afinni bazi <P,e1,e2,---,en> afinniho
prostoru A o zaméteni V, soufadnice (ul,uz,--~,un) “ budeme rozumét skutecnost, Ze vektor u

méa vzhledem k bazi <e1,e2,---,en> vektorového prostoru V, soufadnice u,,u,,---,u, a

n

oznacovat tou = (ul,uZ,---,un).

Véta 1.10. Necht' vzhledem ke zvolené afinni soustavé soufadnic v afinnim prostoru
(A,V,,-)plati A= [a,,a,,,a,|,B=[b,,b,,+,b, ], u=(u,,u,,,u,) . Pak

A+u= [al +u,-,a, +un],

B-A= (b1 —a,, b —an).

Véta 1.11. Necht' jsou v A, zvoleny dvé afinni soustavy soufadnic o bazich

(B=<P,e1,e2,-~-,en>, (B'=<P’,e{,e;,---,e,’,>. Necht' soufadnice P’,e|,e),---,e’ vzhledem

>%n

kbazi B jsou P'= [bl,bz,--',bn], e = (Cl,-pal.z,--- a ) i =1,...,n. Oznacime-li soufadnice libo-

i > Yin

volného bodu X € A, v bazi B [xl,xz,.--,xn] a v bazi B' [xl’,x;,---,x,;] pak plati

o ! oo !
X, =a,x;, +---+a,x, +b

nl

_ i '
X, =a,Xx +-+a,x, +b,

(2)

X, =a,x +--+a,x, +b,

n nn--n
pficemz det (al.k) #= 0.

Definice 1.12. Rovnice (2) se nazyvaji transformacni rovnice pro piechod od baze B



k bazi B, det (al.k) nazyvame determinant ptislusné afinni transformace souradnic bodu X.

Definice 1.13. Necht’ je dan afinni prostor A, =(A,V,,-) nad télesem T. Necht' W je
podprostor V, a necht' bod E € A, . PodmnoZina vSech bodli X afinniho prostoru A, k nimz
existuje vektor x € W tak, ze plati

X=E+x

se nazyva podprostor afinniho prostoru A, W se nazyva zamérenim podprostoru M. Rikame,
ze podprostor M je uréen bodem E a zaméfenim W a piSeme M = {E, W}. Dimenzi podprostoru
M rozumime dimenzi zaméfeni W (tedy dim M = dim W). Ma-li zaméteni W podprostoru M

bazi <u1 ,ooe,u k> oznacujeme podprostor M = {E, W} téz zptisobem
M={E;u,--,u,}.

Poznamka: BudiZ M podprostor dimenze k afinniho prostoru (A,V,, - ), W jeho zaméfeni.
Potom je (M, W, -) afinni prostor dimenze k. Bdzi podprostoru M pak rozumime jakoukoli bazi
afinniho prostoru (M, W, -). Je zfejmé, Ze pokud k= n, je M = A. Je-li podmnozina M — A pod-
prostorem afinniho prostoru A (pfesnéji podprostorem afinniho prostoru (A,V,, - )), zapiSeme to
M cc A.

Definice 1.14. V souhlase s definici 1.2. nazyvame podprostory dimenzi 1 a 2 afinniho pro-
storu A jeho primkami, resp. rovinami, podprostory dimenze n—1 nazyvame nadrovinami afinni-
ho prostoru A .

Véta 1.15. Podprostor M je urcen jednoznacné zamétenim W a kterymkoliv svym bodem
zvanym zakotvenim (tj. M = {E; W}), je-1i A € M, pak M = {A; W}.

Véta 1.16. Necht’ <E, -, uk> je baze podprostoru M cc A . Bod Xe A, je bodem M
tehdy a jen tehdy, kdyz existuji ¢,,...,¢, €T tak, Ze plati

X = E + tu,+-+t,u,. 3)
Cisla t,,...,, jsou bodem X a bazi uréena jednoznaéné.
Definice 1.17. Vztah (3) se nazyva vektorovad rovnice podprostoru M; t,,---,t, se nazyva-
ji parametry bodu X vzhledem k bazi <E Sy, k> nebo také vnitrni afinni souradnice bodu X.

Véta 1.18. Necht je v A, dana afinni soustava soufadnic pomoci baze

B = <P, e,,e,, ", en>. Budiz M = {E, e.,e,, -, ek} podprostor. Necht’ vzhledem k bazi B plati

n]?’ »*in

X € M tehdy a jen tehdy, existuji-li ¢,,---,¢, €T tak, Ze

E Z[al,az,---,a uiZ(ail,aiz,-n a ), i=1,..,k Pak pro bod XZ[xl,xz,---,xn] plati:

x, =aut, +--+a,t, +q
X, =apt +--+a,t, +a, (4)

x,=a,t, +-+a,t, +a,

pficemZ matice (al.k ) ma hodnost / = k.



Definice 1.19. Rovnice (4) se nazyvaji parametrické rovnice podprostoru M v afinni sou-

stavé soufadnic o bazi B = <P, e,e,, en>, v prostoru A .

Véta 1.20. Priinik M " N podprostorit M = {A; W}, N = {B; W'} afinniho prostoru A, je
bud’ prazdna mnozina nebo podprostor afinniho prostoru A . V druhém ptipad€ je jeho zaméfeni

prinikem zaméteni podprostord M a N a plati dim(M n N) = dim(W N W').

Véta 1.21. Necht' M, N jsou podprostory prostoru A, . Podprostor S afinniho prostoru A,
nazveme spojenim podprostortt M, N a oznacujeme S = M + N, kdyZ plati

)M cc S, Ncc S,
2) plati-li pro libovolny dalsi podprostor S'cc A,

Mcc S'aNcc S, pak plati téz S cc S'.

Véta 1.22. Jsou dany podprostory M = {A; W}, N = {B; W'} afinniho prostoru A . Pak
M+N={A; W+ W'+ [B-A]}, kde [ B - A] je podprostor V generovany vektorem B - A.

Definice 1.23. Jsou dany podprostory M = {A; W}, N = {B; W'} afinniho prostoru A .
Je—li W « W' fikame, 7e M je rovnobézny s N a piseme M || N.

Véta 1.24. Je-1li M || N, pak dim M < dim N.

Véta1.25. M || N,N|IL = M| L.

Véta 1.26. Je-1i M || N, pak bud’ M, N nemaji spolecné body nebo M < N.

Véta 1.27. Je dan podprostor M = {B; W, } afinniho prostoru A, . Necht A € A, pak je
bod A obsaZen pravé v jednom podprostoru N, pro ktery plati dim N=/ka N || M.

Véta 1.28. Jsou dany podprostory M = {A; W}, N = {B; W'}. N c M tehdy a jen tehdy,
kdyZW'cWaB-AeW.

Véta 1.29. Necht M = {A; W}, N = {B; W'}, kde badze zaméteni W je tvotfena vektory
<u1,---,uk> a baze zaméfeni W' je tvofena Vektory<v1 ot Vh>. Necht' dim(W + W') =g,

dim(M + N) =s". Pak kazd4 z nésledujicich podminek je podminkou nutnou a postacujici proto,
aby prunik M a N byl neprazdny:

1)s=s',

2)B-AeW+W,

3) B - A je linearni kombinaci vektort. u,,---,u,, v ,---,v,

Véta 1.30. Necht podprostory M, N z véty 1.28. maji neprazdny prinik. Pak plati
dim M + dim N = dim(M N N) + dim(M + ).

Véta 1.31. Necht jsou dany podprostory M, N afinniho prostoru A z véty 1.28. a necht’
plati také stejné oznaceni. Pak kazda z nasledujicich podminek je nutnou a postacujici proto, aby
M N N byl pravé jednobodovy:

1)s=s'=dim M + dim N,
2)B-AeW+W, Wn W' = {o},

3) B-A je linearni kombinaci vektort w,,---,u,,v,,---,v,, pfiCemZ vektory



u,,---,u,, v, v, jsou linedrn€ nezavislé.
Véta 1.32. Necht’ v A je zvolena afinni soustava soufadnic. Potom plati:

I. Ke kazdé nadrovin€ p afinniho prostoru A, existuje uspofddana (n+ 1)-tice

(al,az,m ,an,b) takova, Ze

1) (al,az,---,an) # (0,...,0),
2) p= {X € A"’XZ [xl’xz’“.’xn]; a1x1+“.+anxn +b = O}'

II. Necht (al,az,---,an,b) je takova uspofadana (n + 1)-tice, ze (al,az,---,an);t

(0,...,0), potom mnozina {X € A , X= [xl,xz,m,x a,x,+-+a,x, + b = 0} je nadro-

vina prostoru A .
Definice 1.33. Plati-li o nadrovin¢ p afinniho prostoru A, (A, V,-),ze p={Xe A, ,
X=[x1,x2,---,x ax,+-+a,x, +b, =0},

als
(al N/ TN an) # (0,...,0) fikdme, Ze p ma v dané soustavé soufadnic obecnou rovnici
ax,+-+a,x, +b =0.
Véta 1.34. Nadrovina p = {E U, e, k} v A, , kde vzhledem k dané afinni soustavé sou-

fadnic je A= [al,az,---,an , u, = (uil,un,--- u ), i=1,.,n-1 a X= [xl,xz,--.,xn] je jeji

> %in

libovolny bod, ma obecnou rovnici

X, —a, XxX,—a, - X,—a

=0 (5)

Véta 1.35. V A je dana afinni soustava soufadnic. Aby vektor u = (ul,uz,---,un) patfil
do zaméfeni nadroviny p: a,x,+--+a,x, + b, = 0 je nutné a staci, aby jeho souradnice spliiova-
ly rovnici a,u,+-+a,u, = 0.

Zobecnénim véty 1.32. je nasledujici véta:

Véta 1.36. Necht’ v A je dana afinni soustava soufadnic. Potom plati:

I. Ke kazdému podprostoru afinniho prostoru A, existuje matice

ap a, b,
a a b
, 21 2n p)
A=| " ; : (6)
an—kl an—kn bn—k

takova, ze

1) podmatice



A= + (7)

ma hodnost & = n—.
2) Mk = {X € An’X: ['xl’x2’”.’xn];(8)}

a,x, +--+a,x, +b =0
a,x, +-+a,x, +b,=0

®)

a, ,x +--+a,, x, +b, =0

n—kn""n

II. Pro kazdou matici A' typu (6) takovou, Ze matice A ze (7) méa hodnost 2 =n—k je
mnozina M, ={Xe A ,X= [xl,xz,---,xn]; ( 8)} podprostorem dimenze k afinniho prostoru
A

n*

Definice 1.37. Plati-li o podprostoru M,,ze M, ={X e A, , X= [xl,xz,---,xn]; 8},

kde matice 4 ma hodnost 4 = n—k, pak soustavu (8) nazyvame soustavou obecnych rovnic pod-
prostoru M.

Definice 1.38. Necht' A, B jsou dva rizné body afinniho prostoru A, . Bod X necht’ je bod
piimky AB takovy, ze X# B. Délicim pomérem bodu X vzhledem k usporadané dvojici (A, B)
nazveme prvek k£ € T, pro ktery plati X - A = k(X - B) a oznacujeme jej k= (ABX). Body A, B
nazyvame zakladnimi body déliciho poméru.

Véta 1.39. Délici pomér £ = (ABX) bodt A, B, X je témito body urcen jednoznacné.

Véta 1.40. Necht' A+ B jsou dva body afinniho prostoru A . Pak zobrazeni ¢, které kaz-
dému bodu X piimky AB s vyjimkou bodu B ptitfazuje délici pomér £ = (ABX), je bijektivni zob-
razeni mnoziny boda pfimky AB bez bodu B na mnozinu T \ {1}. Je-1i X =A + #B - A) parame-
trické vyjadieni pfimky AB, pak

¢: AB\{B} — T \{l} je dano vztahem k = ﬁ

Definice 1.41. Necht’ jsou dany dva rizné body A, B. Bod S=A + %(B - A) se nazyva
stied usporadané dvojice bodu (A,B).

Véta 1.42. Stied dvojice (A,B) je roven stfedu dvojice (B,A).

Definice 1.43. Afinni prostor A, nad uspofadanym télesem T se nazyva orientovanym,
je—li jeho zaméteni V, orientovanym vektorovym prostorem. Afinni bazi <P,e1,e2,~--,en> na-

zveme kladnou, je—li kladna béaze <e1 , €y, en> ve V,.

Poznamka: Vse, co je fe€eno o orientaci afinniho prostoru, plati i pro vS§echny jeho podpro-
story.

Definice 1.44. Zvolme na pi¥imce p afinni soustavu soufadnic o bazi (P,u). Necht



X=P+xu, Y=P+yu jsou libovolné body ptimky p. Zavedeme—li na p binarni relaci jpod—
minkou

<
X_Y & x<y,
je tato relace (Uplné) usporadani primky p. Budeme je nazyvat uspotradani urené afinni sousta-

vou soufadnic o bazi (P, u), a ze "X je pted bodem Y" nebo "bod Y je za bodem X", kdyz XzY
a X#Y (zapisujeme pouze X<Y) a budeme fikat, ze "X je rovno Y nebo je pted Y", ptipadné,
ze "X jerovno Y nebo Y je za X" v piipadé, ze XZ Y.

Véta 1.45. Uspotradani piimky p urené dvéma afinnimi soustavami soufadnic o bazich
<P, u> a <Q, ku> , k € T jsou stejna prave kdyz k> 0 a opacna prave, kdyz £ < 0.

Véta 1.46. Na piimce p existuji pravé dve usporadani uréena afinnimi soustavami soufad-
nic a jsou k sob¢€ opacna.

Véta 1.47. Necht’ A,B € p, A# B. Pak existuje pravé jedno uspofadani z pfimky p ur¢ené

, vog LA <
afinni soustavou soutadnic, pro které A _ B.

Definice 1.48. Necht' A, B € p a uspofadani = na p takové, Ze Aj B. Rekneme, Ze bod C

lezi mezi body A, B, kdyz Az C z B.
Véta 1.49. Necht' A,B,C € p, A# B. Bod C lezi mezi body A, B praveé kdyz (ABC) < 0.

Definice 1.50. Necht A, B € A

nazveme mnozinu bodi X pfimky AB, které lezi mezi body A, B. Uzavienou useckou AB na-
zveme mnozinu AB=AB U {A} U {B}.Je-li A =B, klademe AB = {A}.

Véta 1.51. Necht A B € A, A#B. Pak Gise¢ka AB je mnoZzina bodi XeA, takovych, Ze

A # B. Otevienou useckou AB s koncovymi body A, B

n?o

X=A+t(B-A), kde 0<t<1.

Definice 1.52. M¢jme zaméfeni V,, afinniho prostoru A, nad uspofddanym télesem T.
Necht' W,,_; je podprostor V,. Na mnoziné¢ Z =V, \ W,_; zavedeme relaci ~ (mod W,,_;y nasledu-
jicim zptisobem:

X,yeZ, x~y(modW,_) < x=u+cy,kdec>0,ueW,
)

(zde misto x ~(mod W,_;) y piSeme (x ~y (mod W,_)). Relaci ¢teme: x je souhlasny sy podle
modulu W, ;.

Véta 1.53. Relace (9) je relaci ekvivalence na mnoziné Z. K ni pfisluSny rozklad mnoziny
Z ma prave dvé tridy.
Definice 1.54. V A nad uspofddanym télesem T je dana nadrovina M, - {A;W,} a

vektor ue V,\' W,_; - Z. MnoZina bodl X afinniho prostoru A, , k nimZ existuje vektor x tak, Ze
X=A+x, x~u(modW,_)

nazyvame otevieny poloprostor uréeny nadrovinou M, ; a vektorem u; oznadujeme M!

(M ., u). Mnozinu boda

n-1>



X=A+x, x~-u(modW,_))

nazyvame otevieny poloprostor opaény k M! ozna¢ujeme M? (M _, ,-u)..Nadrovinu M nazyvime

n—-12
v 7 . o | 2 Ve 1 2 ror

hranicni nadrovinou poloprostorti M'a M. Mnoziny M" UM,,_;, resp. M”UM,_; nazyvame

uzavrené poloprostory. Pro n = 1 poloprostor nazyvame poloprimkou, pro n = 2 polorovinou.

Véta 1.55. Hranicni nadrovinou jsou urCeny pravé dva oteviené (resp. uzaviené) polo-
prostory v A .

Véta 1.56. Necht’ M' je otevieny poloprostor v A, s hrani¢ni nadrovinou M, i,
X,Y e M'. Pak XY M,_; = &.

Véta 1.57. Necht’ M' je uzavieny poloprostor v A, hrani¢ni nadrovinou M,

X, Y e M'. Pak pro otevienou usecku plati XY N M,,6 =9.

Véta 1.58. Je-li v A baze <P,e1,e2,---,en> aM = <P,el,e2,~--,en_1>, pak X =]
X1yeesXn |, Y =[ V1,...,¥n ] patii do téhoz otevieného poloprostoru s hrani¢ni nadrovinou M;,_; teh-
dy a jen tehdy, kdyZz x,.y, > 0.

Véta 1.59. Necht nadrovina M,_; v dané afinni soustavé soufadnic ma rovnici
A xy+ ...+ A, x, + Ag=0. Pro kazdou ( xi,...,x, ) € T" polozme
f(x1,....Xn ) = A1 X1 + Az X +... T A, X, + Ag. Potom je jeden z uzavienych poloprostorti ur¢enych
nadrovinou M mnoZinou

{Xe A, , X=X X ]| f(X1,..00Xn ) = 0},

zbyvajici z nich pak mnoZzinou

{Xe A, ,X=[Xt,Xn ]| f(X1,....X0 ) < 0}.

Véta 1.60. Necht' R a L jsou dvé rlizné rovnobézné nadroviny afinniho prostoru A . Po-
tom kazdé z nich je obsaZena pravé v jednom otevieném poloprostoru uréeném zbyvajici z nich.

Definice 1.61. Neprazdnou mnozinu bodit K < A, nazyvame konvexni mnoZinou, pla-
ti-1i, je-1i X, Y € K, pak tsecku XY < K. Prazdnou mnozinu pokladdme rovnéz za konvexni.

Véta 1.62. Konvexni mnoZiny na pifimce jsou: celd piimka, oteviena nebo uzaviend polo-
pfimka, oteviena nebo uzaviend usecka, bod a prazdna mnozina.

Véta 1.63. Prinik libovolného poctu konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina.
Véta 1.64. Podprostor afinniho prostoru je konvexni mnozina.

Definice 1.65. V afinnim prostoru A, jsou dany dvé riizné rovnobézné nadroviny R a L.
Necht M' je poloprostor uréeny nadrovinou R obsahujici nadrovinu L a M? je poloprostor ur&e-
ny nadrovinou L obsahujici nadrovinu R. Pak mnozinu M' n M? nazyvame vrstvou. Necht v
A jsou dany rliznobézné nadroviny R a L. Necht M je libovolny poloprostor uréeny nadrovi-
nou R a M' je libovolny poloprostor uréeny nadrovinou L. Pak mnozinu M' N M? nazyvame
klinem. Je—1i n = 2 vrstvu nazyvame pasem, klin tthlem.

Definice 1.66. Body Ay, Ay,...,A, € A, nazyvame geometricky nezavislé, jsou—li vektory
Al - Ag, As - Ay,..., A_Ag linedrné nezavisle.

Poznamka: Necht' A,,..., A, jsou geometricky nezavislé body. Potom afinni podprostor
M, = {Ao; Aj-Ao,..., Ar-Ap} je zfegmé jedinym podprostorem dimenze r obsahujici body



Ao,...,A,. Rikdme, Ze M, je uren geometricky nezavislymi body A,...,A,.

Definice 1.67. Necht’ K je podmnoZina v A . Prinik vSech konvexnich mnozZin, které ob-
sahuji mnozinu K se nazyva konvexnim obalem mnoziny K a oznacuje se K(K).

Definice 1.68. Konvexni obal kone¢né mnoziny K bodi z A nazyvame konvexnim mno-
hostenem v A . Body mnoZiny K nazyvame vrcholy mnohosténu.
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