1 Zapoctové ukoly. Algebra II. — Kombinované studium.

Zadani: 27.2.2015 — Odevzdéani: Na zkousce

1. [4] body Rozhodnéte, zda f je linedrni zobrazeni.

f:R3 = R? kde f(z,y,2)= 2z +3y,42+5). (1)
f:R* = R® kde f(z,y)= 224y, y,y—x). (2)
f:C—>R kde f(z+iy) == (3)
f:R? 5 R? kde f(z,y)= (zcosa+ysina,cosay — rsina). (4)
f:R3[z] = Ryfz] kde f(ax® +bx* + cx +d) = 3az® + 2bx + c. (5)
f:Mas =R kde f(A)=detA. (6)
f:R—=R kde f(z)=enote (7)
f:R¥* =R kde f(z,y,2)==1 (8)

Kde R, [x] je prostor vech polynomi (proménné x) stupné n a M, jsou matice typu n x m. Vechny vektorové
prostory jsou nad polem R.

2. [4 body] Pro vSechny linearn{ zobrazeni z pfedchoziho ptikladu najdéte jadro Kerf a obraz Imf.

3. [2 bod] Na zakladé znalosti jidra a obrazu téchto zobrazeni urcete, zda je lin. zobrazeni f injektvni resp.
surjektivni.

4. [3 body] Lin. zobrazeni f : Ma o — R? je zaddno uréenim obrazii pevné béaze takto

(7 9)=en (0] ) =i s(g g )=an s( g ) =0,

Urcete obecny pfedpis pro zobrazeni f a vSechny matice A pro néz plati f(A) = (1,1).
5. [4 body] Lin. zobrazeni f : R® — R? je déno vztahem:
f(x7yvz) = (y+Z,2I+Z7$73y+Z)

Naleznéte matici lin. zobrazeni f v bézi ey, e2, es (pro oba prostory) je-li

er = (0,0,1), es = (1,0,0), es = (0,1,0). (1)

er = (1,1,1), es = (0,1,1), es = (0,0,—1). (2)

€1 = (0717*1% €2 = (170372)7 €3 = (1a172)' (3)

6. [3 body] Ve vektorovém prostoru R? jsou dany 2 béaze e1, ez a fi, f2. Uréete matici prechodu od baze e; k bazi

fj je—li:

e1 = (1,0),e2 = (0,1) fi=(11), fo=(,-1). (1)

e1 =(1,1),e2 = (1,-1) f1=1(1,0), f2 =(0,1). (2)

€1 :(170)362*(071) f1 :(071)7f2:(170)' (3)

€1 = (2,3),62 = (17 1) fl = (573)7f2 = (17_1) (4)

1.1 Vysledky
Jméno 1 2 3 4 ) 6 Y

Vaclav Matuszny | 3/4 15/4 15/2 0/3 0/4 3/3 9/20




2 Zapoctové ukoly. Algebra II. — Kombinované studium.
Zadani: 13.3.2015 — Odevzdani: Na zkouSce

1. [6 bodt] Naleznéte vlastni éisla a vlastni vektory matic A, B, C, D, je-li:

2 1 1 2 5 -1
A=| -1 2 -1 |, B=[|-1 =3 0 |,
1 -1 2 2 3 -2
L

c=(o03 o |, D=
00 o 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

2. [4 body] Naleznéte vlastni ¢isla pro matice
AL B~ c7t A% 243 + 6,
kde A, B, C jsou stejné jako v predchozim zadani.
3. [3 body] Na prostoru polynomt R[z] je ddno lin. zobrazeni f : R[z] — R[x] pfedpisem
fp(x)) = ap'(z),
(p'(x) je derivace polynomu p). Naleznéte jeho vlastni ¢isla a vlastni vektory tj. vyFeste rovnici

xp’ = A\p.

4. [4 body]Rozhodnéte, zda jsou nésledujici dvojice matic podobné:

12 1| A [ -1 =3 0 |. (1)
1 -1 2 2 3 -2
2 1 (100
1 2 1| & [0 20 2)
1 -1 2 00 3
200\ , (210
020) =~ [0 21 (3)
00 2 00 2

5. [3 body] Pro A € My o plati det A = Mgy a trd = A + A2, kde A1, A2 jsou vlastni ¢isla matice A a trA, tzv.
stopa matice je definovana jakou soucet prvka na diagonale. Dokazte obracené, ze

trA+ +/(trA)2 —4det A
/\1’2 = 5 .

2.1 Vysledky

Jméno 1 2 3 4 5 b
Véclav Matuszny | 4.5/6 3.2/4 0/3 2.6/4 3/3 13.3/20




3 Zapoctové ukoly. Algebra II. — Kombinované studium.

Zadani: 27.3.2015 — Odevzdéani: Na zkousce

. [4 body] Najdéte nejvétsi spoleény nasobek polynomt f, g € R[z], kde

f(z) = 2% — 42 + 5z — 2, g(x) = 2® — 322 + 2. (1)
flo) =2~ 1, g(z) = 2 (2)
fl@)=a(z = 1)P (@ +1)° g(z) ==z (33 - 1) (z+2)" (3)

. [4 body] Rozlozte nésledujici polynomy na ireducibilni ¢initele nad C, resp. nad R

flx) = 2°—42®> 452 -2 (1)
f(x) = 2°—32%+ 2z, (2)
flo) = a®+a? (3)
fl) = 28+1, (4)
flz) = z*+1. (5)

(6)

. [4 body] Urcete kofeny polynomu f € R[z| z rovnice

f

ged (7,7

kde
f(z) =z* = 52® + 922 — 7w + 2.

. [4 body] Ve vektorovém prostoru R? (s klasickym skaldrnim soucinem) vytvoite z daného systému vektorii
{u1,uz2,us} orthonormalni systém pomoci Gramm-Schmidtovy orthogonalizace, kde

ur = (17273)a Uz = (1707 1)7 us = (_L 27 _]-) (1)
ul = (1707 0)’ u2 = (07 ]"0>7 ug = (5’ 27 3)' (2)

. [4 body] Pfevedte nésledujici matice symetrickych bilinearnich forem do kanonického tvaru:

1 2 3
B::(é g) B=|2 -1 4
3 4 0

Néavod: Kanonicky tvar matice bilinearni formy je diagonalni matice, jejiz kazdy prvek na diagondle je bud 1,0,
nebo -1. Kazda matice symetrické bilinedrni formy B je kongruentni s matici v kanonickém tvaru K, tj. existuje
invertibilni matice @) tak, Ze
=Q'KQ.

Postup pii hledani kanonického tvaru je tento: Matici B pomoci fadkovych tprav upravujeme do schodovitého
tvaru, ale za kazdou fddkovou apravou udélejme jesté tu samou sloupcovou tpravu. Jelikoz kazda radkova tiprava
se da interpretovat jako nasobeni néjakou matici @) z leva a sloupcova Gprava znamena nasobeni transponovanou
matici z prava, celd operace vyjde QBQ ", ¢imz zajistime kongruenci s ptivodni matici.

Pitklad:
(1 3 1 3 10
3 - 0 —11 0 —11 )°



V prvnim kroku jsem prvni fadek vynéasobil -3 a pficetl k druhému rfaddku. Ve druhém kroku musim udélat
stejnou sloupcovou tpravu tedy vynasobit prvni sloupec -3 a pri¢ist ke druhému.

~ 11 ~ = K.
(0 ~11 0 -2k 0 -1

V dalsim kroku jsem vynésobil druhy rfadek cislem \/% a tedy je tfeba vynéasobit druhy sloupec timtéz ¢islem.

Vysledkem je uz matice v kanonickém tvaru. Pokud vezmu jen fadkové upravy, které jsem pouzil a aplikuji je

na jednotkovou matici, tedy
~ ~ 3 1 = Q7
( 0 1 -3 1 _\/T \/ﬁ

dostanu inverzni matici pfechodu, tedy

1 —3_
K =0BQT, (1 0)(1 0>(13> T
@BQ 0 -1 —F= e 3 -2 0 —ﬁf
3.1 Vysledky

Jméno 1 2 3 4 5 %
Véclav Matuszny | 4/4 3.2/4 4/4 4/4 -/- 15.2/16




4 Vysledky

Jméno 1 2 3 ¥ Zapocet

Véaclav Matuszny | 45% 67% 95% 69%  ANO




