
1 ZápoËtové úkoly. Algebra II. – Kombinované studium.

Zadání: 27.2.2015 – Odevzdání: Na zkouπce

1. [4] body RozhodnÏte, zda f je lineární zobrazení.

f : R3 ! R2 kde f(x, y, z) = (2x+ 3y, 4z + 5). (1)

f : R2 ! R3 kde f(x, y) = (2x+ y, y, y � x). (2)

f : C ! R kde f(x+ iy) = x. (3)

f : R2 ! R2 kde f(x, y) = (x cos↵+ y sin↵, cos↵y � x sin↵). (4)

f : R3[x] ! R2[x] kde f(ax

3
+ bx

2
+ cx+ d) = 3ax

2
+ 2bx+ c. (5)

f : M22 ! R kde f(A) = detA. (6)

f : R ! R kde f(x) = e

ln x+a

. (7)

f : R3 ! R kde f(x, y, z) = x. (8)

Kde R
n

[x] je prostor vπech polynom˘ (promÏnné x) stupnÏ n a M
nm

jsou matice typu n⇥m. Vπechny vektorové
prostory jsou nad polem R.

2. [4 body] Pro vπechny lineární zobrazení z p¯edchozího p¯íkladu najdÏte jádro Kerf a obraz Imf .

3. [2 bod] Na základÏ znalosti jádra a obrazu tÏchto zobrazení urËete, zda je lin. zobrazení f injektvní resp.
surjektivní.

4. [3 body] Lin. zobrazení f : M2,2 ! R2 je zadáno urËením obraz˘ pevné báze takto

f

✓
1 0

1 1

◆
= (2, 1), f

✓
�1 0

�1 1

◆
= (�1, 1), f

✓
0 1

0 0

◆
= (1, 1), f

✓
1 1

0 0

◆
= (0,�1).

UrËete obecn˝ p¯edpis pro zobrazení f a vπechny matice A pro nÏæ platí f(A) = (1, 1).

5. [4 body] Lin. zobrazení f : R3 ! R3 je dáno vztahem:

f(x, y, z) = (y + z, 2x+ z, x� 3y + z).

NaleznÏte matici lin. zobrazení f v bázi e1, e2, e3 (pro oba prostory) je-li

e1 = (0, 0, 1), e2 = (1, 0, 0), e3 = (0, 1, 0). (1)

e1 = (1, 1, 1), e2 = (0, 1, 1), e3 = (0, 0,�1). (2)

e1 = (0, 1,�1), e2 = (1, 0,�2), e3 = (1, 1, 2). (3)

6. [3 body] Ve vektorovém prostoru R2 jsou dány 2 báze e1, e2 a f1, f2. UrËete matici p¯echodu od báze ej k bázi
f

j

je-li:

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) f1 = (1, 1), f2 = (1,�1). (1)

e1 = (1, 1), e2 = (1,�1) f1 = (1, 0), f2 = (0, 1). (2)

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) f1 = (0, 1), f2 = (1, 0). (3)

e1 = (2, 3), e2 = (1, 1) f1 = (5, 3), f2 = (1,�1). (4)

1.1 Vysledky

Jméno 1 2 3 4 5 6 ⌃

Václav Matuszn˝ 3/4 1.5/4 1.5/2 0/3 0/4 3/3 9/20
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2 ZápoËtové úkoly. Algebra II. – Kombinované studium.

Zadání: 13.3.2015 – Odevzdání: Na zkouπce

1. [6 bod˘] NaleznÏte vlastní Ëísla a vlastní vektory matic A,B,C,D, je-li:

A =

0

@
2 1 1

�1 2 �1

1 �1 2

1

A
, B =

0

@
2 5 �1

�1 �3 0

2 3 �2

1

A
,

C =

0

@
4 1 0

0 3 0

0 0 �2

1

A
, D =

0

BB@

1 1 1 1

1 1 �1 �1

1 �1 1 �1

1 �1 �1 1

1

CCA .

2. [4 body] NaleznÏte vlastní Ëísla pro matice

A

�1
, B

�1
, C

�1
, A

2
, 2A

3
+ 6,

kde A,B,C jsou stejné jako v p¯edchozím zadání.

3. [3 body] Na prostoru polynom˘ R[x] je dáno lin. zobrazení f : R[x] ! R[x] p¯edpisem

f(p(x)) = xp

0
(x),

(p0(x) je derivace polynomu p). NaleznÏte jeho vlastní Ëísla a vlastní vektory tj. vy¯eπte rovnici

xp

0
= �p.

4. [4 body]RozhodnÏte, zda jsou následující dvojice matic podobné:
0

@
2 1 1

�1 2 �1

1 �1 2

1

A ?⇡

0

@
2 5 �1

�1 �3 0

2 3 �2

1

A
. (1)

0

@
2 1 1

�1 2 �1

1 �1 2

1

A ?⇡

0

@
1 0 0

0 2 0

0 0 3

1

A
. (2)

0

@
2 0 0

0 2 0

0 0 2

1

A ?⇡

0

@
2 1 0

0 2 1

0 0 2

1

A
. (3)

5. [3 body] Pro A 2 M2,2 platí detA = �1�2 a trA = �1 + �2, kde �1,�2 jsou vlastní Ëísla matice A a trA, tzv.
stopa matice je definována jakou souËet prvk˘ na diagonále. Dokaæte obrácenÏ, æe

�1,2 =

trA±
p
(trA)

2 � 4 detA

2

.

2.1 Vysledky

Jméno 1 2 3 4 5 ⌃

Václav Matuszn˝ 4.5/6 3.2/4 0/3 2.6/4 3/3 13.3/20
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3 ZápoËtové úkoly. Algebra II. – Kombinované studium.

Zadání: 27.3.2015 – Odevzdání: Na zkouπce

1. [4 body] NajdÏte nejvÏtπí spoleËn˝ násobek polynom˘ f, g 2 R[x], kde

f(x) = x

3 � 4x

2
+ 5x� 2, g(x) = x

3 � 3x

2
+ 2x. (1)

f(x) = x

5 � 1, g(x) = x

2 � 1. (2)

f(x) = x

4
(x� 1)

15
(x+ 1)

5
, g(x) = x

3
(x� 1)

5
(x+ 2)

4
. (3)

2. [4 body] Rozloæte následující polynomy na ireducibilní Ëinitele nad C, resp. nad R

f(x) = x

3 � 4x

2
+ 5x� 2, (1)

f(x) = x

3 � 3x

2
+ 2x, (2)

f(x) = x

3
+ x

2
, (3)

f(x) = x

3
+ 1, (4)

f(x) = x

4
+ 1. (5)

(6)

3. [4 body] UrËete ko¯eny polynomu f 2 R[x] z rovnice

f

gcd (f, f

0
)

= 0,

kde
f(x) = x

4 � 5x

3
+ 9x

2 � 7x+ 2.

4. [4 body] Ve vektorovém prostoru R3 (s klasick˝m skalárním souËinem) vytvo¯te z daného systému vektor˘
{u1, u2, u3} orthonormální systém pomocí Gramm-Schmidtovy orthogonalizace, kde

u1 = (1, 2, 3), u2 = (1, 0, 1), u3 = (�1, 2,�1). (1)

u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (5, 2, 3). (2)

5. [4 body] P¯eveÔte následující matice symetrick˝ch bilineárních forem do kanonického tvaru:

B :=

✓
1 2

2 0

◆
, B =

0

@
1 2 3

2 �1 4

3 4 0

1

A
.

Návod: Kanonick˝ tvar matice bilineární formy je diagonální matice, jejíæ kaæd˝ prvek na diagonále je buÔ 1,0,
nebo -1. Kaædá matice symetrické bilineární formy B je kongruentní s maticí v kanonickém tvaru K, tj. existuje
invertibilní matice Q tak, æe

B = Q

>
KQ.

Postup p¯i hledání kanonického tvaru je tento: Maticí B pomocí ¯ádkov˝ch úprav upravujeme do schodovitého
tvaru, ale za kaædou ¯ádkovou úpravou udÏlejme jeπtÏ tu samou sloupcovou úpravu. Jelikoæ kaædá ¯ádková úprava
se dá interpretovat jako násobení nÏjakou maticí Q z leva a sloupcová úprava znamená násobení transponovanou
maticí z prava, celá operace v˝jde QBQ

>, Ëímæ zajistíme kongruenci s p˘vodní maticí.

P¯íklad:

B =

✓
1 3

3 �2

◆
⇠
✓

1 3

0 �11

◆
⇠
✓

1 0

0 �11

◆
,
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V prvním kroku jsem první ¯ádek vynásobil -3 a p¯iËetl k druhému ¯ádku. Ve druhém kroku musím udÏlat
stejnou sloupcovou úpravu tedy vynásobit první sloupec -3 a p¯iËíst ke druhému.

✓
1 0

0 �11

◆
⇠
✓

1 0

0 � 11p
11

◆
⇠
✓

1 0

0 �1

◆
=: K.

V dalπím kroku jsem vynásobil druh˝ ¯ádek Ëíslem 1p
11
a tedy je t¯eba vynásobit druh˝ sloupec tímtéæ Ëíslem.

V˝sledkem je uæ matice v kanonickém tvaru. Pokud vezmu jen ¯ádkové úpravy, které jsem pouæil a aplikuji je
na jednotkovou matici, tedy

✓
1 0

0 1

◆
⇠
✓

1 0

�3 1

◆
⇠
✓

1 0

� 3p
11

1p
11

◆
=: Q,

dostanu inverzní matici p¯echodu, tedy

K = QBQ

>
,

✓
1 0

0 �1

◆
=

✓
1 0

� 3p
11

1p
11

◆✓
1 3

3 �2

◆ 
1 � 3p

11

0

1p
11

!
.

3.1 Vysledky

Jméno 1 2 3 4 5 ⌃

Václav Matuszn˝ 4/4 3.2/4 4/4 4/4 -/- 15.2/16
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4 Vysledky

Jméno 1 2 3 ⌃ ZápoËet
Václav Matuszn˝ 45% 67% 95% 69% ANO
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