
1 úkol

1. Nechª

H(x) :=

⇢
1 x � 0
0 x < 0

,

je tzv. Heavisidova funkce. Dokaæe, æe

H 0(x) = �(x).

Nechª f, g 2 C1(R), definujme

h(x) :=

⇢
f(x) x > 0
g(x) x < 0

dokaæte, æe

h0(x) =

⇢
f 0(x) x > 0
g0(x) x < 0

+ (f(0)� g(0))�.

Hint:h(x) = f(x)H(x) + g(x)H(�x).

2. Dokaæte

(ln |x|)0 = P
1

x
.

3. BuÔ T 2 D0(R2) takov ,̋ æe

< T,'(x, t) >:=

1Z

�1

'(x,�x)dx.

Dokaæte, æe
(@

x

� @
t

)T = 0.

V˝sledky:

Jméno 1 2 3 ⌃
Kasáková 1 1 0 2/3
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2 úkol

1. SpoËítejte n-dimenzionální Fourier˘v obraz Gaussovy funkce
⇣
Fe�a|x|2

⌘
(⇠),

kde a > 0 a x 2 Rn, |x|2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

a

(Ff)(⇠) :=
1

(2⇡)
n

2

Z

Rn

f(y)e�ih⇠,yidy.

2. ÿeπte pomocí Fourierovy transformace rovnici

y0 = �axy

a z toho usuÔte, æe

(Fe�a

x

2

2 )(⇠) = e�
1
a

⇠

2

2 c,

kde c je konstanta rovna (Fe�a

x

2

2 )(0).

3. SpoËítejte

(FH(x)2)(⇠), (Feiax)(⇠), (FxnH(x)e�ax)(⇠), (F�(n)(x�a))(⇠)

kde a > 0 a H(x) je Heavisidova funcke.

4. Dokaæte, æe ¯eπení následující diferenco-funkcionální rovnice

u
t

(x, t) = u(x+ 1, t),

u(x, 0) = u0(x), u0 2 D(R).

je

u(x, t) =
1X

n=0

tn

n!
u0(x+ n),
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3 úkol

1. Ukaæte, æe pokud je funkce f : Rn ! R homogenní stupnÏ s, tak její n-
rozmÏrná Fourierova transforce je funkce homogenní stupnÏ �n� s, tedy
pro t 2 R

f(tx) = tsf(x) ) (Ff)(t⇠) = t�n�s(Ff)(⇠).

2. Pouæijte Plancherel˘v vzorec ke spoËítání

1Z

�1

1

(1 + x2)2
dx.

3. SpoËítejte v Rn

F |x|↵ , �n < ↵ < 0,

kde |x| =
p
x2
1 + x2

2 + . . . x2
n

a z toho odvodtÏ n-rozmÏrnou Greenovu
funkci G(x) pro Poissonovu rovnici, tj.

�G = �(x),

pro n = 3, 4, . . . a pro rovnici

�2G = �(x),

pro n = 5, 6, . . .
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4 Úkol

1. Dokaæte, æe pro kaædou funkci f 2 L2(⌦), kde ⌦ ⇢ Rn existuje jediné
slabé ¯eπení u rovnice

��u = f, u 2 H2
0 (⌦),

kde prostor H2
0 (⌦) je Sobolev˘v prostor s nulov˝mi hodnotami na hranici

oblasti ve smyslu stop.

2. Dokaæte existenci a jednoznaËnost minima funkcionálu

E(u) :=

1Z

0

a(x)

2
u00(x)2 � f(x)u(x)dx,

kde a(x) 2 L1((0, 1)) takové, æe a(x) � a > 0 na intervalu (0,1), f 2
L2((0, 1)) a u 2 H2((0, 1)).

3. Dokaæte, æe existuje slabé ¯eπení rovnice

r>A(x)ru� u = f, on ⌦ = (1, 2)⇥ (1, 2),

kde matice A(x) =

✓
x2 0
0 x1

◆
a f 2 L2(⌦). Symboly r,r> znamenají

r :=

✓
@
x1

@
x2

◆
, r> := (@

x1 , @x2).

4. Pro jaké hodnoty � 2 R existuje jednoznaËné slabé ¯eπení rovnice

��u��u+ �u = f, u 2 H2
0 (⌦),

kde ⌦ je omezená oblast v Rn a f 2 L2(⌦)?
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