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1. Pfirozena topologie v R”

V prvni ¢asti tohoto textu zavadime pfirozenou topologii na mnoZiné R", nejprve jako topologii
normovaného prostoru, a pak jako topologii sou¢inu topologickych prostori. Dvoji definice ndim
umozni v dal$im vykladu a pfi feSeni tloh zvolit pfistup, vZdy vhodny pro danou situaci. Tato
oboustrannost se nam osveédci jiz v této kapitole.

V celé kapitole (i v dalSim textu) budeme uvazovat mnoZinu R" s prirozenou strukturou
vektorového prostoru nad polem R.

1.1. Normované prostory. Vsechny vektorové prostory, s nimiZ budeme pracovat v tomto odstavci,
budeme uvazovat nad polem redlnych &isel.

Vektorovy prostor X se nazyva normovany, je-li na ném definovana norma, coZz jest zobrazeni
I -]I: X — R splitujici nésledujici tfi podminky:

1. Pro kazdé x € X je ||x|| # 0 jestlize x # 0.

2. Prokazdéx € X at € Rje |tx|| = |t] - ||lx]l.

3. Prokazdé x, y € X plati |x + y|| < ||x|| + l|y].

Z druhé podminky pro ¢t = —1 a¢ = 0 ndm plyne || — x|| = ||x|| a ||0|| = O.

Nejptirozengjsim piikladem normy je absolutni hodnota na R. Dal§im ddleZitym piikladem, se
kterym se ¢tendf urdité setkal je || (x1, x2)|| = v/ (x1)? + (x2)2 definovand na R2.

Definici a zdkladni vlastnosti normovaného prostoru zndme z algebry. V tomto odstavci si
vS§imneme, jak l1ze pomoci normy na vektorovém prostoru definovat topologii.

Nechtx € X,r € R, r > 0. PoloZme

Bl ={yeX | ly—xl<r) (LLD
Blloy=(vex | ly—xl<r (1.12)

Mnozina B,”'|| (x) (respektive B E'H (x)) se nazyva oteviend (respektive uzaviend) koule (vzhle-
dem k normé ||-||) se stiedem x a polomérem r. V ptipadé€, Ze nedojde k nedorozuméni, budeme
pouzivat jednodussich symbold B, (x) a B, (x).

To, ze jsme si dovolili uzit v nazvu té€chto objektd topologickych pojmii (oteviend a uzaviend),
je zde opodstatnéné, nebof definici oteviené respektive uzaviené mnoziny spliiovat budou, az
nadefinujeme piisluSnou topologii. MiiZete si to ovéfit. _ )

Z. definice kouli vidime, Ze B,(x) C B,(x) apror < s je Br(x) C Bs(x) 1 B,(x) C Bs(x).

Mnozina A C X se nazyva ohranicend, je-li mnoZina ||A|| (obraz mnoZiny A pfi zobrazeni
I-]) ohrani¢end. Ekvivalentné: mnoZina A je ohranicend, existuje-li oteviend koule B, (0) takova,
ze A C Br(0).

Pomoci otevienych kouli nyni miZeme definovat na X topologii T generovanou normou na-
sledovné: mnoZina G C X je oteviend (tedy prvkem topologie), jestlize pro kazdy bod x € G
existuje By (x) takovd, Ze B,(x) C G.

Stejného vysledku dosdhneme, pokud v definici misto oteviené koule pouZijeme uzavienou.

Lemma 1.1. Takto definovany systém je skutecné topologie na X.

D 1 k a z. Ovéfime, Ze systém t spliluje axiomy topologie. Uvazujme systém (Gy)gea prvki t,
dokdzeme, Ze | J, .4 G« je rovnéZ prvek t. Pokud x € | J,.4 Go potom existuje ap € A takové,
Ze x € Gy, . Z definice topologie existuje B, (x) s B, (x) C Ggp. Proto B, (x) C (Uycy Ga-
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Necht G, Gy € 1, ovéime, Ze G1 N Gy € 1. Zvolme x € G| N G3. JelikoZ je x prvkem
G existuje B, (x) C Gy, analogicky existuje B,,(x) C G». Potom pro r = min{rq, r2} mdme
B(x) CGiNGy.Tedy Gi NGy er.

Prostor X i prdzdna mnozina jsou prvky t. [J

Systém vsech otevienych kouli normovaného prostoru X tvoii bazi topologie na X.

Oteviené koule jsou oteviené mnoziny a uzaviené koule jsou uzaviené mnoZziny v topologii generované
normou.

Kazda oteviend i uzaviena koule je souvisla mnoZina.

KaZzdy normovany prostor je Hausdorffiiv topologicky prostor.

Podivejme se nyni na spojitost zobrazeni mezi normovanymi prostory. Uvazujme X a Y dva
normované prostory s topologiemi generovanymi normami. Jak vime ze zakladd topologie zob-
razeni f: X — Y je spojité pokud vzorem oteviené mnoZiny v X je oteviend mnoZina v Y. Zde
mame topologii na X i na Y definovanou pomoci normy, proto lze spojitost definovat vychazejic
z normy

Véta 1.2 (-8 kritérium spojitosti). Nech? X a Y jsou normované prostory s normami ||-||x a
-y, ddle A C X. Zobrazeni f: A — Y je spojité, prdavé kdyZ pro kaZdé xo € A a pro kazdé
e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kaZdé x € A, ||x — xollx < é plati || f(x) — f(xo)|ly < ¢
(alternativné zapsdno: f(A N B(lsl'“’( (x0)) C B!”Y (f (x0)).

Norma je spojité zobrazeni. Skute¢né, napiiklad spojitost v nule: Vzor intervalu (—e¢, €) pii zobrazeni
I-Il je prece B! (0). Proto H Bl o) H C (—&,¢).

Nechf x € X je libovolny vektor, definujeme f,:R — X pfedpisem fy(t) = tx. Toto zobrazeni je
linearni a spojité.

UvaZme nyni dv€ normy (||-|| a |-|) na vektorovém prostoru X a zkoumejme, za jakych okolnosti
bude topologie indukovana normou ||-|| silnéj$i, nez topologie indukovana normou |-|. V nasledujici
vété tyto topologie oznacujeme symboly 7). a .|

Véta 1.3. Necht ||| a || jsou dvé normy na vektorovém prostoru X. Ndsledujici Ctyri vyroky jsou
ekvivalentni:

7).\ je silnéjsi neZ ..

Existuje &islo m > 0 takové, Ze B)1(0) C BP(O).
Sl

1.
2.
3. Existuje &islom > 0 takové, %e B (0) c B! (0).
4. Existuje ¢islo M > 0 takové, Ze |-| < M - ||-|.

D i k a z. Pfedpoklddejme, Ze plati tvrzeni 1, Ze kazd4 oteviend mnoZina v topologii 7). je oteviend

ivtopologii 7j.|. Pak mnoZina B{' (0) je oteviend v topologii 7)., COZ znamend Ze existuje oteviena

koule B)1(0) tak, ze B)'(0) ¢ B}'(0). To je tvrzent 2.

Postupujeme sporem, predpoklddejme, Ze plati tvrzeni 2. a neplati tvrzeni 3. Nejprve existuje
m > 0 takové, Ze pro kazdé || x| < m plati |[x| < 1 a jelikoZ neplati tvrzeni 3. existuje x € X,
x| = m a|x| > 1. Pak pro vektor

_ o xl+1
X = X
2x|
plati jednak
- lx| +1 [|x| + 1 x| 1
181 = | S| ¥l = S ——m= (5= +5—=)m<m
2x| 2x| 20| 2|x]

a jednak
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1,

x| +1 [lx] + 1] [lx| + 1]
| Xl =kl = ——— >
2|x| 2|x| 2

coz je spor. Plati tedy tvrzeni 3.
Nyni pfedpoklddejme platnost vyroku 3. a poloZzme M = 1/m. Kdyby existoval vektor x € X
takovy, Ze |x| > M||x||, pak by pro vektor

m
Xg= —X
x|l

platilo ||xg|| = m, neboli xg € B,‘L‘H 0), a

m|x|

lxo| = —— >mM =1,

llx]]

neboli xo ¢ B‘i'. To je spor, ktery dokazuje vyrok 4.

Konecné, pfedpokladejme platnost tvrzeni 4. Nechf U je mnoZina oteviend v 7., x € U bod.

Necht e > 0 je takové &islo, Ze Bl € U.Pak B}, (x) € B! (x) € U, coz dokazuje, ze mnozina

U je oteviend v topologii 7. .

Tim je dikaz hotov. [

Dvé normy na vektorovém prostoru se nazyvaji ekvivalentni, maji-li shodné indukované topo-
logie. Z ptfedchozi véty nyni snadno plyne
Véta 1.4. Normy ||| a |-| na vektorovém prostoru X jsou ekvivalentni, pravé kdy? existuji Cisla
m, M > 0 takovd, Ze

m-|-| < || <M-|.

Dusledek 1.5. Jsou-li normy ||-|| a |-| na vektorovém prostoru X ekvivalentni, pak kaZdd mnoZina,
ohranicend vzhledem k jedné z nich, je ohranicend i vzhledem k druhé.

Plati i opacné tvrzeni. Zformulujte je a dokazte!

Necht X, Y jsou normované prostory A C X, f: A — Y zobrazeni bod a € X hromadny bod
mnoZiny A (ne nutné prvek A). Prvek L € Y nazveme limitou f pro x jdouci k a, pokud pro
kaZdou kouli B, (L) existuje koule Bs(a) takovd, Ze f(A N Bs(a) \ {a}) C B:(L). Zapisujeme

L = lim f(x)

Snadno Ize ukéazat nasledujici tvrzeni

Véta 1.6 (¢-6 kritérium limity v normovanych prostorech). Nech? X, Y jsou normované prostory
L €Y jelimitou f: A — Y v a pokud pro kadé ¢ > 0 existuje 5§ > O tak, Ze pokud x € A, x # a,
lx —allx <3, potom | f(x) — Llly < e.

Vsimnéme si, Ze limitou funkce je prvek Y. Proto pokud hovotime o limitach v R™ uZ neuva-
7ujeme nevlastni limity na rozdil od R, kde jsem uvaZovali dva nevlastni body. Jiz v R? bychom
museli zavést jeden nevlastni bod ,,0kolo* celého R? nebo riizni nekone&na v zdvislosti na sméru.

Podobnosti v definici limity a spojitosti 1ze jen téZzko prehlédnout. Jde skutecné o tésné souvi-
sejici pojmy.

Véta 1.7 (o souvislosti spojitosti a limity). Nech? X, Y jsou normované prostory A C X,
f:A — Y zobrazeni abod a € X hromadny bod mnoZiny A. Bod L € Y je limitou f pro x jdouct
k a pravé kdyZ zobrazeni f: A U {a} — definovand
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= ) fx) jestlilex € A;
Sx) = { L jestlie x = a,

je v a spojité.
D t k a z. Plyne z definic obou pojmut. [J
Vypoéitejte limitu funce f:R?\ {(0, 0)} — R,
x4yt
1m % -
@,)—(0,0) x2 + y?

Na defini¢nim oboru funkce si funkéni predpis miZeme upravit. Pro limitu tedy mame

4 4 2 2 2 2
. X = . X7 = x°+ .

lim 2—})2 = 1 ( yz )( 3 Y ) = lim xz_yz =0.
(x,)—=(0,0) x* +y (x,y)—(0,0) x“+y (x,y)—(0,0)

1.2. R" jako normovany prostor.. Uvazme zobrazeni |||, I-]l2, |'[loc: R” — R,

lxll1 = |x1] + |x2] + - - - + |x4]

Ixll2 = V&2 + )2 + -+ + ()2 (1.2.1)
[xlloo = max{lxi], [x2], ..., [xnl}

Lemma 1.8. KaZdé ze zobrazeni je norma na R".
Dt k a z. Pfenechavame Ctenafi. [

Snadno lze zjistit, Ze pro normu ||-|| 5, plati

Bl (0 = (1 —roxy ) X (2 = rxa ) X X (= 1 X ) (122)
B () =[xy = roxy 471 X 2 = 1y x4 7] X X [t — 1, X + 7], (1.2.3)

Oteviené koule v této normé jsou tedy krychle. Jak vypadaji koule v nadefinovanych norméch lze vidét
na obrazku.

Pro n = 1 vSechny tfi uvedené normy splyvaji, oteviené (respektive uzaviené) koule jsou oteviené
(respektive uzaviené) intervaly a indukuji pfirozenou topologii na R.

Lemma 1.9. Pro zobrazeni |-||1, |I-ll2, ||l oo Plati

[Illo
B - = -l = - lloos
m— - < V7 1Dl

-2 < 7 ll-lloo>

D G k a z. Pfenechdvdme ¢tendfi. O

Z piedchoziho lemmatu a Véty [I.4nyni plyne

Véta 1.10. Normy ||-ll1, lI-ll2, |-l jsOu ekvivalentni.
Topologie na R”, indukovand normami |||y, ||l2,
Il 00> S€ NAZyVA pFirozend (eukleidovskd) topologie R".

Uvedené definice miZeme jesté déle zobecnit, kdyz pro libovolné p > 1 poloZime

Ixllp == Y 1x1|P + [x2]P + - + |x0]P

Takto definované zobrazeni ||-||, je norma; trojihelnikova nerovnost vyplyva z Minkowského nerovnosti

Yx1+ 3112+ [xn + yul? < Jx11P + -+ [xal? + YAy1 1P + -+ |yal?,
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ktera plati pro kazdé p > 1.

VSechny normy ||-|| , indukuji tutéZ topologii (jsou ekvivalentni);

K \ tato skute¢nost snadno vyplyva Véty[I.4] Lemmatu[I.9]a Jensenovy
nerovnosti

Y|P + - 4 %P < Y1xg]9 + -+ [x0]4,

ktera plati pro kazdé p,¢q,0 < p < gq.

Poznamenejme jesté, Ze oznacent |||, pro tieti normu z [1.2.1]
\KK\ J je prirozené, jelikoz plati

: lim {[x1[? + -+ [xp |7 = max{|xi], ..., [x2]} = [lx]loc.
Koule Bl‘ HP(O), p= 1’ 2, 3’ 4, 5’ o0 p—>00 \/ n n o0

1.3. R" jako soucin topologickych prostori. Uvazme na mnoziné R pfirozenou topologii (jako
obvykle) a na mnoziné R” = R x R x --- x R topologii soucinu topologickych prostorii. Vime,
7Ze bazi této topologie je systém vsech otevienych kvadrd v R”, tj. mnoZin

L xIhpx---x1,

kde I, I, . .., I, jsou oteviené intervaly.

Véta 1.11. Topologie soucinu na R" je shodnd s prirozenou topologii.
D d k a z. Podle existuje bdze piirozené topologie na R”", jejiz kazdy prvek je otevieny
kvadr tedy generator soucinové topologie. Tim je ukdzdno, Ze pfirozend topologie je silnéjsi nez
souinova.

Naopak, jestlize x je prvkem né&jaké mnoziny U oteviené v soucinové topologii, existuje
otevieny kvdadr I, pro ktery plati

xel=x—ri,x1+r) X @—r3,x2+7r) X - X (X —1p, Xy +1y) CU.

PoloZime r = min{ry, ry, ..., ry}. Potom plati

X € Br”'““(x) Clxy—ri,x1+r)x&y—rypx2+rm) X -+ XX, —ry,xp+ry) CI CU.

Nasli jsme tedy kouli (zvolili jsme si vyhodné normu ||-||, — vSak jsou vSechny ekvivalentni)
tedy otevienou mnoZinu v pfirozené topologii, kterd je podmnoZinou U. To dokazuje, Ze kazdy
otevieny kvadr je oteviend mnoZina v pfirozené topologii. Soucinova topologie je silnéjsi néz
prirozena. [J

Uvazujme funkci f:R" — R™ k této funkci definujeme m funkci f1, fa,... fm:R* — R,
fi = pr; of anazveme je slozkami funkce f.

Miame-li funkci f:R?> — R2?, f(x,y) = (*/TEx — 4)}, 4}6 + “/T§y> (otoCeni o 7 /4 proti sméru
hodinovych rucicek), pak jeho slozky jsou samoziejmé f1(x,y) = @x - @y afolx,y) = 4x + 4y.
A Casto pak vyuzivame zdpisu f = (f1, f2).

Nasledujici véta ndm usnadiiuje ovéfovani spojitosti funkci.

Véta 1.12. Funkce f: A C R" — R™ je spojitd prdavé, kdyZ je spojitd kaZdd z jejich sloZek.
Véta 1.13. Necht f:A C R" — R", a € R" hromadny bod A a L = (I1,15,...,1,) € R™
Potom limy, ., f(x) = L = (L1, Lo, ..., Ly), pravé kdy? lim,_,, fi(x) = L; pro kaZdé i =
1,2,...,m.

Naésledujici véta dava do souvislosti limitu zobrazeni mezi kartézskymi souciny R a jednoroz-
mérnou limitou.
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Véta 1.14. Nech? f: A C R" — R™, a € R" hromadny bod A, existuje limita lim,_,, f(x) =
L € R™. Ddle g: — A je spojité v 0 a g(0) = a. Potom existuje limita lim;_,¢ f o g(¢t) = L.
D G k a z. Plyne véty o limité sloZzené funkce [4}, véta 4.28, str. 47]. U

Dusledek 1.15. Nechf f:A C R" — R", a = (a1,a2,...,a,) € R" hromadny bod A,
existuje limita limy_,, f(x) = L € R™. Potom pro kaZdé i = 1,2,...,n existuje limita f
zuZeného na podmnoZinu A; = {x | x1 =ai,...,Xi—1 = ai—1,Xi+1 = di+1,--.,an} a plati
lim;— 4, fla;(t) = L.

Ackoliv predchozi véta mluvi o existenci, my ji budeme vyuZivat pro diikaz neexistence limity,
jak ukazuje ndsledujici priklad.

Zjistéte zda existuje limita

o xP4)y?
lim
(,y)—0,0 x+y

(1.3.1)

Na podmnoZindch A1 = {(x,y) | y = 0} (t,j. osa x)

x4 y? . X240 .
m =1 lim x = 0;
(e, »)—>0,00 x+y x—=0 x40 x—0

i Ay ={(r,y) | x =0} (tj osay)

x4y 04+yr
im = lim lim y = 0;
=00 x+y  y>00+y y=0

limity existuji a rovnajf se. Pokud ve véte za funkci g pro libovolné k € R vezmeme g(¢) = (¢, kt) limita
opét vyjde 0 (ovéfte). Stejné tak dopadne i g() = (¢, kt?), tedy substituce y = kx2. To oviem neznamend,
ze limita v (I.3.T) existuje a rovnd se 0.

Ovsem pokud polozime g (¢) = (¢, —t—1?), coz by §lo zjednodusen& ozna¢it jako substituce y = —x—x2,
dostavame
2 2 2 242 2 2 3 4
xX° + o x“+(=x—-x X+ x4+ 2x +x .
m Y lim ( ) = lim = lim -2 — 2x — x> = —2.
x=>00 x+y x>0 x4+ —x—x2 x—0 —x2 x—0

Limita (I.3.T)) tedy neexistuje.

1.4. Kompaktni mnozZiny v R". Z odstavce (1.1) vime, Ze R je Hausdorffav topologicky prostor
a Ze oteviené koule jsou souvislé mnoZiny. Podivejme se nyni podrobné, jak vypadaji kompaktni
mnoziny v R”. Nejprve uvedeme pomocné topologické tvrzeni.

Véta 1.16. Budte X a 'Y topologické prostory. Pak topologicky prostor X X Y je kompaktni, prdavé
kdy? je kompaktni kaZdy z prostorii X a Y.
D G k a z. Pfedpokladejme, Ze prostory X a Y jsou kompaktni a zvolme
X< 7] oteviené pokryti S prostoru X x Y. Pro kazdé x € X oznaCme Sy
systém téch mnoZin W e §, pro které x € pr;(W) (pr; je projekce
pri: X x Y — X). S, je oteviené pokryti mnoZziny {x} x Y, kterd je
urcité kompaktni (pro¢?), ma tedy konecné podpokryti T,, C Sy (Y je
PI1 | kompaktni). Oznaéme nyni U, prianik mnoZin pr{(W),kde W € Ty. Uy
je oteviend podmnoZzina X (jde o prinik kone¢né mnoha otevienych
mnoZin pr; je oteviené zobrazeni). Systém (Uy)xex je oteviené po-
Y | T krytf mnoZiny X, ma tedy kone¢né podpokryti. Oznacme A konecnou
x U, x  mnozinu prvki x € X takovou, Ze systém (Uy)xea je oteviené pokryti
mnoziny X.
Konec¢né, polozme T = | J, 4 Tx. Nechdme nyni na Ctendfi, aby ukdzal, Ze T C Saze T je
koneéné oteviené pokryti mnoZiny X x Y.

a
AN NAN

VAR
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Nyni dokdZeme opacnou implikaci. Pfedpoklddejme, Ze X x Y je kompaktni a ukdZeme, Ze
potom je X kompaktni. Necht (U,),cs je oteviené pokryti X, nalezneme jeho kone¢né podpokryti.
Pro kazdé « € I polozme O, = prl_l(Ul), pak (O)).e1 je otevienym pokrytim X x Y. JelikoZ
je X x Y je kompakt existuje jeho konecné podpokryti (O,),cx. Potom je ale (U,),cxkone¢nym
podpokrytim (U,),c;. Kompaktnost ¥ se ukdZe obdobné. [J

Dusledek 1.17. Nechf A, B C X jsou kompakini mnoZiny, potom je A x B kompaktni podmnoZina
vX xX.

Dusledek 1.18. Nechr 11, I, ..., I, C R jsou kompaktni intervaly. Pak uzavieny kvdadr Iy x I x
- x I, C R" je kompaktni mnoZina.
D 1 k a z. Indukci pomoci pfedchoziho diisledku. [J

Diusledek 1.19. Nech? B(x) je uzaviend koule vzhledem k libovolné z norem |-|| » 1 < p=<oo

Pak B(x) je kompaktni mnoZina.
Dt k a z. Plyne z toho, Ze kazda uzaviena koule v R" je podmnoZinou né€jakého kvadru a z toho,
7e uzaviena podmnozina kompaktni mnoZiny je kompaktni. [J

Tvrzeni ve vété [I.16] 1ze samoziejmé indukci rozsifit na soucin kone¢ného poctu topologickych pro-
stord. OvSem plati, Ze soucin libovolného (i nekone¢ného) systému kompaktnich prostoru je kompaktni —
Tichonovova véta.

Véta 1.20. MnoZina K C R" je kompaktni, pravé kdyZ je uzaviend a ohranicend.
D @ k a z. Dikaz provedeme pro n = 2. Pfedpokladejme, 7e K C R?
X, je kompaktni. JelikoZ je R? Hausdorffav, tak je K uzaviend (podle [4]
- véta 3.2, str. 38]). Zbyva ohranicenost. PoloZme K = pr;(K) a K» =
pr,(K), kde pry, pr, jsou, jak jiZ ¢tendf vytusil, prvni a druhd projekce.
K> Tyto projekce jsou spojité a K1, K kompaktni v R (podle [4} véta 3.6,
str. 39]) a tedy ohranicené. Existuje tedy uzavieny ohrani¢ené interval
K 1. =1[-rr] takovy, Ze K1, K C I.. Potom ovsem Br‘"“""(O) =

! % I, x I, O K.

K X Nyni opa¢né implikace, nechf K C R? je uzavien a ohranicena.
Tedy K  B!"%(0), jelikoz B! 0) = [—r, ] x [=r, 7], coZ je
kompaktni mnoZina podle diisledku[I.18] potom je K uzavienou podm-
nozinou kompaktni mnoZiny a tedy je sama kompaktni. [

1.5. Spojitost zakladnich zobrazeni. Nechf s, p: R?> — R jsou zobrazeni definovand piedpisem
s(x1, x2) = x1 + X2
p(x1, x2) = x1x2

UkaZeme, Ze tato zobrazeni jsou spojita.

Necht (xg, yo) € R2, s = s(xo, Yo) = X0 + Yo, zvolme libovolné ¢ > 0. Pokud libovolné

(", y) € BYM (xo, yo), pak plati

Ix" —xol + 1y — yol < ¢
Mame

ls(x", ¥") — s(x0, yo)l = |x" + ¥ —x0 — yol < |x" —xol + 1y — yol < &.

coZ znamend, Ze pro kazdé (x',y') € Blnl'”' (x0, yo) plati s(x", y") € (xo + yo — &, x0 + yo + &)

nebo-1i s( B,ll'H‘ (x0, ¥0)) C (s(x0, yo) — &, s(x0, yo) + €) a dokazuje spojitost zobrazeni s v bod&
(x0, ¥0)-
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Nyni dokdZeme spojitost zobrazeni p. Necht (r, x) € R, y = p(t, x) = tx, zvolme ¢ > 0.
Polozme M = ||(t, x)|l; a 8 = min{l, &/2(M + 1)}. Pro libovolné (', x") € B} (z, x) mame
| <M+1,|x" —x| <8, |t/ —t] <8, |x| <M<M+1a

lp(t', x") —tx| = |{'x" —tx| = ' (x" —x) + (¢ — 1)x|
<t = x|+t —tllx] < (M + D8 +8M+ 1)

I3 1
S(M+1)2(M+1) +2(M+1)(M+1):8‘

To dokazuje spojitost zobrazeni p v bod€ (z, x).
Ze spojitosti zobrazeni s a p a z véty o spojitosti kompozice spojitych zobrazeni plynou zndma
tvrzeni o spojitosti souctu a soucinu dvou spojitych funkei.

Zobrazeni s je samoziejmé linedrni. Dokazte, Ze kazdé linedrni zobrazeni /: R” — R™ je spojité.

1.6. Kone¢nérozmérné normované prostory. V odstavci [1.2] jsme zavedli rizné normy na
prostoru R” a o nékterych z nich jsme ukazali, Ze jsou ekvivalentni. Nyni ukdZeme, Ze se jedna
o specidlni piipad obecnéjsiho tvrzeni.

Véta 1.21. Libovolné dvé normy na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou ekvivalentni.
D G k a z. Sta¢i dokézat, Ze libovolné dvé normy na R” jsou ekvivalentni (pro¢?). Necht tedy |- ||
je norma na R”. DokédZeme, Ze je ekvivalentni normé ||-||;.

Oznacme (eq, . . ., €;) kanonickou bazi v R" a polozme M = max{|e1|, llezll, - .-, llenll}. Pro
libovolny prvek x € R" plati

lxll = ||X116’1 +x2€22+---+x"€n|| < Ix' - llerll 4 X% - lleall + -+ + "] - llenl]
Sl MA x| M A4+ XM = Mxh

Tim je dokdzéano, Ze norma ||-|| je slabsi neZ norma ||-||; (Véta[I.3).

DokaZme nyni naopak, Ze norma ||-|| je silnéj$i neZ norma||-||;. Oznac¢me

S={xeR" | Ixlh =1}

(jednotkova sféra vzhledem k normé ||-||; se stfedem v nule). MnoZina S je vzhledem k normé
|-]l; ohranicend. V topologii normy ||-||; je také uzaviena (jako vzor uzaviené mnoZiny R \ {0}
pfi spojitém zobrazeni norma). Je tedy v této topologii kompaktni (Véta[I.20), coZ znamen4, Ze je
kompaktni i ve slabsi topologii normy ||-|| (pro¢?). Déle: funkce ||-||: R” — R je vzhledem k normé
||| spojité, nabyvé tedy na mnozing S minimum m. Je jisté m > 0 a B,, () ¢ Bl (0). Podle
Véty|1.3|je tedy norma ||-|| siln&j$i neZ norma ||-||;.

Tim je véta dokdzdna. [J

1.7. Prostory linearnich zobrazeni. V tomto odstavci zavedeme normovanou strukturu na pro-
storu linedrnich zobrazeni dvou vektorovych prostort.

Mé¢jme dva kone¢nérozmérné normované prostory X, Y. OznaCme L(X;Y) vektorovy prostor
linedrnich zobrazeni z X do Y.

Tento vektorovy prostor je, jak vime, koneénérozmérny. Jeho dimenze je rovna sou¢inu dimenz{ prostord
XaY.

Pro kazdé [ € L(X;Y) poloZme

Il = max [[I(x)] (1.7.1)

xeB1(0)

(mnoZina B (0) je kompaktni, zobrazeni [ a |-|| jsou spojitd; kompozice téchto zobrazeni na této
mnoZiné tedy ma maximum).
Predpisem (1.7.1) je definovano zobrazeni ||-||: L(X;Y) — R.
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Lemma 1.22. Zobrazeni ||-||:L(X;Y) — R je norma.
D 1 k a z. Musime ovéfit podminky z definice normy.

1. Necht / # 0. Pak existuje vektor x € X, pro n€jZ je [(x) # 0. Plati ||x|| # O a pro vektor
xo = x/||x|| plati xo € B1(0) a ||I(xp)| > 0. Tedy ||/|| > O.

2. Méjme !l € L(X;Y) ac € R. Plati

el = max [lc-I(x)| = max |c[-[[I()]| =[c|- max [[[(x)] = [c]-[].
xeB1(0) xeB1(0) x€B1(0)

3. Proly,l, € L(X;Y) dostavame
Il +L|l = max |[[(I; + 1)) = max |[[[j(x)+ L&)

xeB(0) xeB(0)
< max ([H()] + [[2()]) = max ||+ max (L)l =[]+ 2]
xeB1(0) xeB1(0) xeB(0)

g

Véta 1.23. Pro libovolny vektor x € X a linedrni zobrazenil € L(X;Y) plati
IECHT =< I - Mlx -

D i k a z. Pro vektor xo = x/||x|| plati xo € B1(0), coz podle (1.7.1) znamend4, Ze [|I(xo)| < ||!I.
Nyni dostdvame

QN = llxll - o) | < Hlxl - 211 T

V pfipadé X = R” a Y = R™ mlZeme misto prvkd prostoru L(X;Y) uvaZovat matice typu m x n.
Presnéji feceno, zobrazeni z L(R";R™) do M,, , (to je prostor matic o m fadcich a n sloupcich s redlnymi
prvky), které linedrnimu zobrazeni / pfifadi jeho matici vzhledem ke kanonickym bazim, je izomorfismus
vektorovych prostord.

Na prostoru L(X;Y) muZzeme tedy krom& normy uvazovat i libovolnou jinou normu, kterou
umime zavést na prostoru M, ,. Tyto normy budou podle Véty [I.21T|ekvivalentni. JelikoZ prostor M, , je
izomorfni s prostorem R (matice typu m X n jsou mn-tice ¢isel), miZeme pouZzit napiiklad libovolnou
normu zavedenou v odstavci Tedy, pro matici A = (aj-) muiZeme poloZit

1Al =" 1dk.
i,j
1Al =)/ @)?,
i,j
IAlloo = D max faj].
i
Véta 1.24. Necht |-| je libovolnd norma na prostoru L(X;Y). Pak existuje Cislo M takové, Ze pro
kazdél € L(X;Y) a x € X plati
1N = M- [lx]l.
Dt kaz Plyne z vét[1.3] [1.21] a[.23] O
DOPLNKY

Prostor I»
Ohrani¢eny linedrni operator
Spojitost linedrniho operatoru
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2. Derivace prvniho radu

V této zdkladni kapitole pojedndvame o diferencovatelnosti zobrazeni f:U C R" — R™
(podmnoZina U je vzdy oteviend). Zavadime nékolik zdkladnich pojmi derivace: Fréchetovu,
Gateauxovu, derivace podle vektoru a parcidlni derivace. Ukazujeme souvislost téchto pojmu s
pojmem derivace z prvniho ro¢niku. Ukazujeme pravidla pro derivovédni zdkladnich zobrazeni.
Vysvita, Ze pouze Fréchetova derivace spliiuje zdkladni vétu o derivaci sloZeného zobrazeni: deri-
vace kompozice dvou zobrazeni je rovna kompozici jejich derivaci. Slabsi derivace podle vektoru
a zejména parcidlni derivace se zase pomérné snadno pocitaji. Ukazujeme, Ze v piipad¢ spojité
diferencovatelnych zobrazeni 1ze vyhody vSech pojmi derivace spojit: spojitou diferencovatel-
nost zobrazeni na oteviené mnoZiné lze snadno odhalit pomoci parcidlnich derivaci a pritom se
jednd o pojem se stejné hezkymi (¢i dokonce, jak zjistime pozdéji, hez¢imi) vlastnostmi, jaké ma
Fréchetova derivace.

Vétsina vysledki této kapitoly je nezavisld na volbé normy na prostorech R” a R™. Na fidké
vyjimky vZdy upozoriiujeme.

2.1. Fréchetova derivace. Nez pfistoupime k definici toho pojmu, podivejme se derivaci funkce
na R: Definovali jsme derivaci funkce f: R — R v bodé x jako nésledujici limitu

fx+h)— fx)

. .
Geometricky vyznam derivace (viz obrdzek) je pak smérnice tecny ke grafu funkce f v bodé
(x, f(x)). V cCarkovanych soufadnicich te¢na hraje roli linedrniho
zobrazenil(h) = f’(x)-h.Pokud sitoto uvédomime, definici derivace
pak lze formulovat takto: M&me f:R — Rax € R, potom f’(x) je
derivaci, pokud

flx) = lim (2.1.1)

r(h) = f(x+h)— fx)—1), (2.1.2)

kde I(h) = f'(x) - h, jde k nule rychleji neZ linedrni zobrazeni, tedy
spliuje

lim@=

0. 2.1.3
h—0 h ( )

Jinak fe¢eno, v daném bodg ,,zkousime* rizné hodnoty f’(x) (tedy
riiznd zobrazeni /), ke kazdé podle vzorce uréime zbytkovou
funkci r a pokud ta spliiuje (2.1.3)), nasli jsme derivaci.

Podobného postupu pouzijeme pro definici diferencovatelnosti pro funkce R — R™. Zob-
razeni f:U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x € U, existuje-li linedrni zobrazeni
[:R" — R™ takové, Ze

fim WS = fE) =1 _
1m =

h—0 1A

0. 2.1.4)

V podmince (2.1.4) vystupuji dvé normy, které jsou oznaceny stejnym symbolem: jedna na R” a
druhd na R™.
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Véta 2.1. Linedrni zobrazeni 1, spliiujici (2.1.4), existuje nejvyse jedno.
D 1l k a z. Pfipustme, Ze jsou takové zobrazeni dvé, [ a l, a Ze existuje vektor & € R" takovy, Ze
[(h) # [(h). JelikoZ m4 linedrni zobrazeni v nule hodnotu nula musi 4 # 0. Dale

. fx+th)y— f(x)—1(h)
m =

1 0, [ spliiyj
0" thll (¢ spliivje @-1.9)
th) — —(th -
lim. A )”t ffl l(x) ) _y { splituje @2.1.4))
t—
Méme
I1(h) — I(h I(th) — I(th
0 # {h) = Ith) = lim Lth) = Lth) = (limita z konstantniho vyrazu)
Al -0t lzh] )
fth) = f@) —1@h) . fe+th) — f(x) = 1(th)
= — lim + lim =0.
=0t lth|| t—0t Iz ]|

Tento spor dokazuje vétu. [
Linedrni zobrazeni [ z predchozi definice se oznacuje df (x) a nazyva (Fréchetovou) derivaci
zobrazeni [ v bodé x.

Piiklad. Uvazujme funkci f(x,y) = x2 4+ y? a linedrni zobrazeni [: R?> — R, [(h, k) = 2h + 2k.
Ovérme, Ze [ je diferencidlem f v bodé x = (1, 1).

r(h k)= fx+h,y+k) — fx,y) =1k =0 +h2>+A+k)?>—12 =12 —2h — 2k =
=h>+ k>

Ovéfime (2.1.4). Médme

h,k h? + k2
r ol - lm Vi2 R =0,

1m = 1m —_— = 1m
(hk)—©0,0) |(h, k)| (k)—©0,0) /B2 + k2 (h.5)—(0,0)

Nasledujici tvrzeni uvadéji zdkladni vlastnosti Fréchetovy derivace.

Véta 2.2 (o diferencialu). Zobrazeni f:U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x, prdavé kdyz
existuje linedrni zobrazeni [: R" — R™, okoli V. C R" bodu 0 € R" a zobrazeni e: V — R™ tak,
Ze

li h) =0 2.1.5
hl_I)nOe( ) (2.1.5)

apro kazdé h € V

fx+h)— f(x)=1h)+eh)|h]. (2.1.6)

Plati l(h) = df (x)(h).
D i k a z. Podminka (2.1.6) spoleéné s (2.1.5) je ekvivalentni podmince

o SEHD = F) = 1) _
1m =
h—0 |1]|

0.

coz dokazuje tvrzeni. [

Véta 2.3. Zobrazeni f: U C R" — R™, diferencovatelné v bodé x, je v tomto bodé spojité.
Diakaz Z(2.1.6) plyne lim,—q f(x + h) — f(x) =0. O

Nyni dokdzeme zdkladni vétu o derivaci slozeného zobrazeni. Nejprve pomocné lemma:
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Lemma 2.4. Necht zobrazeni f:U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x € U. Pak zobrazeni

J&x+h) = fx)
—
1721

Jje na néjakém okoli bodu 0 € R" ohranicené.
D i k a z. Podle véty 2.2]je

fa+h) = f&)

h
=d _
T /) (

1721l

) + e(h).
Norma prvniho sc¢itance na pravé stran€ je ohranicena ¢islem ||df (x)||, druhy méd v bodé 0 € R”
podle zminéné véty limitu rovnu O je tedy na néjakém okoli tohoto bodu rovnéz ohranic¢eny. [

Véta 2.5 (o derivaci slozeného zobrazeni). Nechr zobrazeni f:U — R™ je diferencovatelné
v bodé x € U, zobrazeni g:R™ — RP je diferencovatelné v bodé y = f (x) Pak zobrazeni g o f
Jje diferencovatelné v bodé x a plati

d(go f)(x) =dg(y) odf(x). (2.1.7)

Dikaz Ozna¢mel; = df, [, = dg. Pro h € R" ozna¢me

k=fx+h)—fx)=fx+h)—y.

V nésledujicim (krom jin€ho) pfiteme a odeCteme vyraz [o (f (x +h) — f(x)), dvakrat pouZijeme
predchozi rovnici, pouzijeme vétu[1.23]a[2.2] mame

I8 (fx +h)) — g(f(x) — LUy (M)l _

1Al
_ I8+ 1) = (@)~ L(FG& 1) = FI | Welf G+ 1) = F() = LAl
= A 1Al =
I8 +R) —g0) B ) — ) )
Al A

Ik - e 1f Gt h) — FG) — L]

= - l s
el Al

kde lim,—, e(u) = 0. Z véty 2.3| plyne, Ze pfi h — 0 je lim;_.¢ k = 0 Navic, podle lemmatu 2.4]
je vyraz ||k||/|||| na néjakém okoli nuly ohraniceny. Proto je limita vyrazu na pravé strané rovna
nule a véta dokdzdna. [

Véta 2.6. KaZdé konstantni zobrazeni f:R" — R™ je diferencovatelné v kaZdém bodé x € R".
Plati df (x) = 0.
Dikaz.

fae+h) —fx)—-0 . 0
m 1

= 11m =
h—0 1 h—0 || k]|

Véta 2.7. Kazdé linedrni zobrazeni l: R" — R™ je diferencovatelné v kazdém bodé x € R". Plati
df (x) =L
Dikaz.

[(x +h) —1(x) —I(h) _ lim () +1(h) — 1) = I(h) _

0. O
h—0 |12]| h—0 |172]|
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Véta 2.8. Zobrazeni f:U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x € U, prdvé kdyZ jsou v tomto
bodé diferencovatelné jeho slozky fi, fa, ..., fm. Pro kaidé h € R" plati
df (x)(h) = (dfi1(x)(h), df2(x)(h), ..., dfm(x)(h)). (2.1.8)
Didkaz Ziejmy. OJ
Vztah (2.1.8)) se dd napsat takto:

df (x) = (df1(x), df2(x), ..., dfm(x)).

Véta 2.9. Zobrazeni s:R*> - R, s(x,y) =x 4+ y, a p:R* = R, p(x, y) = xy, jsou diferenco-
vatelnd v kazdém bodé (x, y) € R%. Plati

ds(x, y)(h, k) = h+k, dp(x,y)(h,k) = yh + xk.

D G k a z. Zobrazeni s je linedrni, proto podle véty 2.7]je ds(x, y) = s tedy ds(x, y)(h, k) =
s(h,k)y =h+ k.
Pro zobrazeni p mame

et y+ k) = px,y) —yh —xk| e+ )G+ K) —xy — yh — xk|

B (7, K) lloo (7, k) ll oo

_ |hk| _ Ihlmax{lAl, [k} _ .
max{|hl, [k[} = max{|A|, [k|}

0

Takze

. lp(x+h,y+k)— plx,y) —yh —xk|
m =

0
(h,k)—0 (R, k)|l oo

a tvrzeni je dokazano. [

Véta 2.10. Jsou-li f,g:U C R* — R™ zobrazeni diferencovatelnd v bodé x € U, pak pro
libovolnd Cisla a, b € R je zobrazeni af + bg diferencovatelné v bodé x a plati

d(af + bg)(x) = adf (x) + bdg(x).

Dikaz. Oznaéme [: R" x R™ linedrni zobrazeni, pfifazujici kazdému vektoru (4, k) € R” x R™
vektor ah + bk a necht (f, g) je zobrazeni x — (f(x), g(x)). Potom af + bg =1 o (f, g). Nyni
mame

d(af + bg)(x) =d(l o (f,g)(x) = (definice [)
=dI(f(x), g(x)) od(f, g)(x) = (véta2.3)
=1lo(df,dg(x)) = (veta2.7)a2.8)

=adf(x) + bdg(x). U (opét defince [)
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2.2. Derivace podle vektoru, Giteauxova derivace.

Necht f:U C R* - R™, x € U a h € R". Derivaci zobrazeni f podle vektoru h v bodé x
rozumime limitu

aof . fx+rth)— f(x)
—(x) = lim .
oh t—0 t

2.2.1)

Necht g, »: R — R” je zobrazeni, definované predpisem

x gx.n(t) =x +th. (2.2.2)

Piimo z uvedené definice plyne nésledujici jednoduché tvr-
zeni.

Lemma 2.11. Zobrazeni f: U C R" — R" mdv bodé x €
U derivaci podle vektoru h € R", pravé kdyZ je zobrazeni

h f o gx.n diferencovatelné v nule a plati
X
af
7, &) =d(fogen)(O)1) =

= ((f1ogew) (0, ..., (fmogen)'(0)). (2.2.3)

D ii k a z. Pfedpoklddejme, Ze zobrazeni f o g, j je diferencovatelné v nule. Pak podle véty [2.2]je
ve vztahu

(f o 8x,n)(®) — (f 0 &x,n)(0) =d(f o gx,n)(0)(1) +1e(r)

lim;—0 () = 0. Vzhledem k tomu, Ze (f o gx.»)(¢t) = f(x + th), dostdvime soucasné existenci
uvazované derivace podle vektoru i prvni rovnost v (2.2.3). Druh4 rovnost plyne z véty [2.§]

Obracend implikace plyne ihned z !!!!!!11. [J

Derivaci zobrazeni f v bodé x podle vektoru & budeme oznacovat ndsledujicimi zpisoby
a
%(X), dp f (x).

Derivace zobrazeni f v bod€ x podle vektoru /4 je tedy derivaci zobrazeni f o gy , v nule. To, spolecné
s vétou umoziuje pocitat derivace podle vektort velice snadno.

Piiklad. M&jme f : R> — R, f(x,y) = x>+ y?, spoéitejme derivaci v bodé (1, 1) podle vektoru
h = (1, 2). Podle ptedchozi véty spocitime f o gy . Pfedn€ g1,1),1,2):t = (1 + 1, 1 4+ 21), tedy

af
(1, 2)

(L) =(f(A+1,14+20)_= ((1 +02+ 1+ 2;)2) =

/
t=0

= Q2 +1) +4(1 +21)),—9 = 6.

Je-li zobrazeni h +— dj, f (x), které vektoru h pfirazuje derivaci ve sméru £, linedrni, nazyvame
je Gateauxovou derivaci zobrazeni f v bodé x a zna¢ime dg f(x). Je tedy dg f (x) € L(R";R™).

Lemma 2.12. Je-li zobrazeni f: U C R" — R™ diferencovatelné v bodé x € U, md v tomto bodé
i Gateauxovu derivaci a plati

dg f(x) = df (x).

D @ k a z. Uvazujme zobrazeni g, z (2.2.2). Toto zobrazeni je diferencovatelné a plati
dgx,n(0)(t) = th. Podle véty 2.5/ mame



16 2. Derivace prvniho fadu

d(f 0 ge.n)(0)(1) = (df (x) 0 dgxn(0)) (1) = df (x)(h).
Tvrzeni tedy plyne z lemmatu2.11] O

V nésledujicich piikladech vidime, Ze Gateauxova derivace i derivace ve sméru vektoru mohou existovat
i funkci, u kterych je diferencovatelnost vyloucena.
Priklad.
Uvazme funkci f:R?> — R, definovanou piedpisem

x kdyzx =y,
0 jindy.

f(x,y)={

T Vidime, Ze derivace této funkce v nule podle libovolného vektoru (%, k) € R2
0,0) = 0 pro h k a 0,0) = (h, k) pro
a(h,k)( ) p # a(h,k)( ) = (h, k) pr
h = k, toto zobrazen{ ovSem nenf linearni (napiiklad derivace podle vektord
(1,0) a (0, 1) je rovna nule, ale derivace podle jejich souctu, vektoru (1, 1)
je nenulovd). Tedy dg f (0, 0) neexistuje.

existuje. Plati

Presvédcte se, Ze podobnou vlastnost ma funkce

3 2
_3 .
fan = Ty k) £ 0.0,

0, kdyz (x, y) = (0,0).

Tato funkce je dokonce spojitd. Graf této funkce vidime na ndsledujicim obrazku:

Priklad
Uvazujme nyni funkci f: R?> — R, definovanou piedpisem

)1 kdyix>0,y=x2,

Snadno zjistime, Ze tato funkce méd v nule Gateauxovu derivaci,
ackoli tam nenf spojitd. Vidime tedy, Ze pro Gateauxovu derivaci
neplati véta

Pomoci posledné uvedené funkce lze snadno dokdzat, Ze pro Gateauxovu derivaci neplati ani véta[2.5]
Stadf definovat funkci g: R — R? predpisem

g(t) = (t,1%)
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a uvazovat kompozici f o g.

2.3. Parcialni derivace. Nechf f:U Cc R" — R™, x € X. Ozname ey, ey, ..., e, kano-
nickou bazi vektorového prostoru R” (tedy ¢; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, =
O, ...,0,1). Derivace zobrazeni f v bod€ x podle e; se nazyva parcidlni derivaci zobrazeni f
podle i-té proménné v bodé x. Klademe

af of

—()C) = _(-x)7

axg deg

of of

8_)cz(x) = 8_ez(x)’
3]; _ aof
ox, (x) = @(x)’

Takto se tradi¢né oznacuji parcidlni derivace, z diivodu potieby kompaktnéjsiho zdpisu nebo
v ptipadech, kdy nejsou pojmenovany proménné, oznacujeme parcidlni derivace také

af
(), O f(x), i f(x).
0x;
Pro uvedené zobrazeni f,bod x € U adisloi € {1, 2, ..., n}oznaéme U, ; mnoZinu viecht € R
R takovych, Ze
Ux,2 U (X1, X2, ooy Xiz1, by Xig 1, .o Xp) €U
X a fy,; zobrazeni z U, ; — R™, definované pfedpisem
fx,l(t) = f(xlv x21 ceey xl—ls tv xl+17 ey xl’l)'
U, R Toto zobrazeni se nazyva i-té parcidlni zobrazeni zobrazeni f
' v bodé x.
Véta2.13. Zobrazeni f:U C R" — R"™ mdv bodé x € U parcidlni derivaci podle i-té proménné,
pravé kdyZ je v bodé x; diferencovatelné parcidlni zobrazeni fx ;. Pro kazdé j € {1,2,...,m}
plati
;i

() = (fe.) (xo).

ox;

D u k a z. Nechdavdame na ¢tenafi. O

Véta ukazuje zpisob, kterym se ve skute¢nosti parcidlni derivace pocitaji.
Pro zobrazeni f:U C R" — R™, které ma v bod¢ x € U parcidlni derivace podle vsech

proménnych, klademe

af1 af1 af1

a—xl(x) a—m(x) an(x)
af2 af2 af2
Fx) = 8—xl(x) 8—)62()6) 8xﬂ(%)
0fm - fm o
I (x) S (x) --- S (x)

ax1 9x2 0xp
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Tato matice se jmenuje matice parcidlnich derivaci zobrazeni f v bodé x. V literatufe se ctenar
miZe také setkat s oznaenim Jakobiho matice

Predpokladejme, Ze zobrazeni f: U C R"” — R™ md v bodé x € U Géateauxovu derivaci. Pak
pro libovolny vektor 4 € R"*, h = hle; + h%ey + - - - + h'e, plati

do f(x)(h) = dg f(x)(h'e; + hPey +--- + he,) =

= h'dg f(x)(e1) + h*dg f(x)(e2) + - - + h"dG f(x)(en) =

N hl%(x) +h238_;]c;(x) +oo+ 2 (x) =

0xy,
= f'(x) - h.

Zde jsme vyuZzili faktu, Ze z definice je dg f (x) je linearni, dale Ze Gateauxova derivace pfifazuje
derivaci ve sméru vektoru, coZ je v piipadé vektort e; parcidlni derivace.
To dokazuje nésledujici vétu

Véta 2.14. Pro zobrazeni f:U C R" — R™, které md Gdteauxovu derivaci v bodé x € U, je
matice f'(x) matici linedrniho zobrazeni dg f (x) v kanonické bdzi.

Pokud je zobrazeni f diferencovatelné (Fréchet), pak podle lemmatu [2.12]a ptedchozi véty dostaneme,
7e i matice df (x) je f'(x).
Piiklad. M&jmé zobrazeni f:R?> — R2, f(x,y) = (x? + y2, xy). Diferencidl df v bodé (x, y) bude mit
(v kanonickych bazich) matici

v bodé (1, 2) tedy bude

ra=(31)

Z uvedeného a z véty [2.5(rovnéz okamZité vyplyva ndsledujici véta:

Véta 2.15. Necht zobrazeni f:U C R* — R™ je diferencovatelné v bodé x € U, zobrazeni
g:V C R"™ — Rk je diferencovatelné v bodé y = f(x). Pak

(go () =gy ().

2.4. Véty o stiedni hodnoté.

Lagrangeova véta o stfedni hodnoté (nebo o piiristku funkce) patif k zdkladnim néstrojiim ma-

tematické analyzy. Zopakujme si ji. Nechf f:[a,b] C R — R

fb) je spojitd a ma derivaci v kazdém bodé€ (a, b) potom existuje bod
S ¢ € (a, b) takovy, 7e

f(®) = f(a)
a

fle) ===

f(a) Tedy v intervalu (a, b) existuje bod v némz md f derivaci rovnu

smérnici secny body (a, f(a)) a (b, f(b)). Tolze vyuZzit napiiklad k

a ¢ b odhadu hodnoty f (b), nebot f(b) = f(a)+ f'(c)(b—a).Zndme-li
odhad derivace f na (a, b), dostaneme odhad f (b).

Nyni k situaci zobrazeni mezi kartézskymi souciny R. Pro prvky x, & € R” klademe

[x, x +h]l = gxn([0, 1])
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(viz (2.2.2))). Je tedy [x, x 4+ h] mnozina vSech bodi x + 4, kde ¢ € [0, 1], ¢ili usecka, spojujici
body x a x 4+ h. Nyni mizZeme pfikrocit k vété€ o stiedni hodnoté.

Véta 2.16 (o stiredni hodnoté pro funkce). Nechf mnoZina
U C R" obsahuje isecku [x,x + h] a funkce f:U — R
md v kazdém bodé této tisecky derivaci podle vektoru h.

A Pak existuje bod y € [x, x + h] takovy, Ze
a
L= fatm - f.

Dikaz Nechfty € [0, 1]. Mame

fogen®) = f(x+toh+ (t —to)h)
= f 0 &xtroh,n(t —10). (2.4.1)

JelikoZ funkce f o gxin,» Na pravé strané je diferencova-
telnd v bod¢€ 7y (to plyne z predpokladu, Ze funkce f ma
derivaci podle vektoru & v bod€ x + fph), ma zobrazeni
f o gx. derivaci v bod€ 7 a tedy (vzhledem k libovolnosti
bodu 7y) v kazdém bod¢ intervalu [0, 1].

Podle Lagrangeovy véty tedy existuje bod #y € (0, 1) takovy, Ze

fogen(1) = fogen0) = (fogen) ) (1-0).
Levé strana této rovnice je ovSem rovna f(x + h) — f(x) (jak plyne z (2.2.2)), kdeZto prava

a
%(x + toh) (jak je vidét po zderivovani (2.4.1) v fy a pochopeni (2.4.1)). MiZeme tedy poloZit
y=x+1toh. O

Dusledek 2.17. Nechf mnoZina U C R" obsahuje viseCku [x,x + h] a funkce f:U — R md
Gdteauxovu derivaci v kaZdém bodé této iisecky. Pak existuje prvek y € [x, x + h] takovy, Ze

fx+h)— fx)=dc f( ).
D @ k a z. Plyne z predchozi véty a definice Gateauxovy derivace. [

Véta 2.18 (o stiredni hodnoté pro zobrazeni). Nechf mnoZina U C R" obsahuje tiseCku [x, x +h]
a zobrazeni f: U — R™ md v kaZdém bodé této tisecky derivaci podle vektoru h. Pak plati

I f(x+h)— fOI < sup
ve[x,x+h]

af
a_h(y)H .

D G k a z. Podobné jako v dikazu véty uvaZujeme zobrazeni f o g, . Toto zobrazeni je
diferencovatelné v kazdém bodé¢ intervalu [0, 1]. Nechf [: R™ — R je linedrni zobrazeni takové,
Zelll =1al(f(x+h) — f(x)) = || f(x+h)— f(x)| (takové zobrazeni vZdy existuje podle
Hahn-Banachovy véty z funciondlni analyzy, neni ovSem tézké dokazat ji pro jednoduchy pripad
R" — R). Zobrazenil o f o gx »: R — R je diferencovatelné na celém intervalu [0, 1] a miZeme
na né pouZzit Lagrangeovu vétu o stfedni hodnot€ z prvniho ro¢niku. Dostdvame

lofogen(l)—lofogen©0) = (o fogen (t),

pro n&jaké fy € (0, 1). Pro levou stranu ovSem plati

Lo fogun(l)—lofogen0 =I(f(x+h)—fx)=If(x+h)— f)
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a pro pravou

(o fogen)(to) = (o foguthyn (0) =
< |d(l o f © gxyhio.) O)(D] =
< Il - 1dCSf © grthig, ) O (D =
= [ldp f(x + hio)|| <
< sup fdpfOII-
yeE[x,x+h]
g

Dusledek 2.19. Nechf mnozina U C R" obsahuje uisecku [x, x + h] a zobrazeni f:U — R™ md
v kaZdém bodé této tisecky Gateauxovu derivaci. Potom

I f(x+h)—fOl < sup |dgfODI - Ikl
ye[x,x+h]

Dt k a z. Plyne z véty[2.18] definice Gateauxovy derivace a véty O

Piiklad UvaZujme zobrazeni f: R — R? definované piedpisem
f(t) = (cost,sint)

apolozme x = 0,7 = 2. Plati f(x+h) — f(x) = (0, 0). Pfitom ale neexistuje bod y € [0, 2], ve kterém

af
by bylo B_h(y) = (0, 0).
2.5. Spojita diferencovatelnost. Predpoklddejme, Ze zobrazeni f:U C R" — R™ ma
Gateauxovu derivaci v kazdém bodé néjakého okoli V C U. Dostdvame zobrazeni dg:V —
L(R"*;R™), pritazujici kazdému bodu z V Gateauxovu derivaci zobrazeni f v tomto bod¢ (tedy
dg f (x)). 5
Zvolme nyni bod x € U. Rekneme, Ze zobrazeni f je v bodé x spojité diferencovatelné, je-li
zobrazeni dg f definovdno na néjakém jeho okolf a je-li v tomto bod€ spojité.

Vime, ze prostor L(R";R™) je izomorfni s vektorovym prostorem matic typu n x m. Podle véty
o spojitosti zobrazeni dg f nerozhoduje, jakou normu na prostoru L(R"; R™) zvolime. MiZeme tedy usoudit,
7e zobrazeni dg f je spojité, pravé kdyZ je spojité zobrazeni f’. O spojitosti tohoto zobrazeni se pfitom
rozhoduje pomérné snadno.

Véta 2.20. Zobrazeni spojité diferencovatelné v bodé x je v tomto bodé diferencovatelné.

Véta vypada na prvni pohled podezfele trividlni, uvédomme si, Ze v definici spojité diferencovatelnosti
pozadujeme existenci Gateauxovy derivace a jeji spojitou zdvislost. Ve trvzeni véty jde ovSem o Fréchetovu
derivaci.

Dikaz Nechtf f: U C R" — R™ je zobrazeni, spojité diferencovatelné v bodé x € U.Zobrazeni
dg je tedy definovédno v kazdém bodé né€jakého okoli V bodu x. Ozna¢me dg f(y) = I, proy € V.
Plati

li — =0.
hl—r:}) ||lx+h lx ” 0

Aplikujeme-li diisledek véty o stfedni hodnoté pro zobrazeni na zobrazeni f — [, dostaneme

| f(x+h)— f)—LMI < sup |y =Ll -4l
yeE[x,x+h]

Miéme tedy



Matematickd analyza II1 21

If e +h) = fO) = LIl _

Iy — L]
I velorthl

pfi¢emz limita pravé strany pro 7 — 0 je rovna nule. [J

Véta 2.21. Necht zobrazeni f:U C R" — R™ a g: V C R™ — R jsou spojité diferencovatelnd
v kaZdém bodé svych definicnich oborii. Pak zobrazeni g o f je spojité diferencovatelné v kazdém
bodé mnoZiny U.

D @ k a z. Nechame ¢tendfi. [

Lemma 2.22. Predpokiddejme, Ze zobrazeni f:U C R" — R"™ md derivace podle vektorit h, k,
v kaZdém bodé mnoZiny U a zobrazeni d, f: U — R™ je spojité v bodé x € U. Pak pro kaZdé
a, b € R existuje derivace dgp1pr f (x) a plati

dan+bk f(x) = adp f(x) + bd f (x).

D G k a z. Chceme dokdzat, Ze

lim flx o tah t”’k) TS ) + bdi £ () = dan () + die ().

Na pravé strané dostdvdme

f(x+tah)—f(X)+f(x+tbk)—f(X)

d, d =1
ah(x) + dpi (x) lim . ;

Na levé strané
. f(x+tah +tbk) — f(x)
lim =

t—0

(trik)

t
— lim f(x+tah 4+ tbk) — f(x +tbk) + f(x + tbk) — f(x)
t—0 t '

Staci dokazat, ze

[+ tah + thk) — f(x + thk) f(x +tah) — f(x)

Ii = lim
t—0 t t—0 t
OznaCme
f(x +1tbk) — f(x)
gx) = .

t
Ukazeme, ze

fx + tah +tbk) — f(x +tah)  f(x +tbk) — f(x)

g(x +tah) — g(x) = . .

jde k nule pro + — 0. Podle véty 2.18|plati

lg(x +tah) — gl < sup  [ldrang (VI (2.5.1)
ye[x,x+tah]

Ale
diang(y) = a(dp f(y +tbk) —dn f (),
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coz podle predpokladu o spojitosti zobrazeni dj, f znamend, Ze limita levé strany (2.5.1)) proz — 0
je rovna nule. Tim je lemma dokédzdno. [J

Véta 2.23. Nechf pro zobrazeni f:U C R" — R™ existuji vSechny funkce oy, fi:U — R,
kdei € {1,...,m}, j € {1,...,n}, a jsou na mnoZiné U spojité. Pak zobrazeni f je spojité
diferencovatelné v kazdém bodé mnoZiny U.

D U k a z. Podle pfedchoziho lemmatu mé zobrazeni f Gateauxovu derivaci v kazdém bodé
mnoziny U (proc?). Tvrzeni tedy plyne z pfedpokladu o spojitosti parcidlnich derivaci. [

Dusledek: Spojité parc. derivace => diferencovatelnost a matice parcidlnich derivaci.

DOPLNKY

Definice Fréchetovy derivace je nezdvisld na volbé norem.

Gradient



3. Inverzni a implicitni zobrazeni

V této kapitole uvadime dvé dilezité véty, které nachazeji aplikace v mnoha oblastech matematiky:
Vétu o inverznim a vétu o implicitnim zobrazeni.

3.1. Inverzni zobrazeni. V tomto odstavci formulujeme vétu o inverznim zobrazeni na prostoru
R".

Nejprve se vSak vrafme k situaci funkce na R. Pokud spojitd funkce f:U C R — R je
monotonni na intervalu na intervalu I pak zizeni f: I — f(I) je homeomorfismus, tedy existuje
inverze .

Priklad. Funkce f:R — R, f(x) = x* je rostouci na kazdém [a, b] C [1, o0) a ma zde inverzi,

ackoli analytické feSeni rovnice y = x* nezname.
x* Situace se komplikuje v pfipadé, Ze f neni monotonni na
celém defini¢nim oboru, pak by pfirozenym postupem bylo
) nalézt intervaly monotonnosti a na nich by pak existovaly
11 \ 11 X7 inverze.
>
1

Piiklad. Uvazujme f:R — R, f(x) = x2, na intervalech
(=00, 0] a [0, 00) je f monotonni a existuji na nich jeji inverze

1 konkrétné \/x a —+/x. Na druhou stranu neexistuje okoli bodu 0
na kterém by x? méla inverzi.

Zamysleme se jesté nad situaci v pfedchozim priklad¢, existence intervalu monotonnosti plyne
z faktu, Ze se na ném znaménko derivace neméni. Pokud je funkce spojité diferencovatelnd, pak
pouhy fakt, Ze je tato derivace nenulovd, zarucuje existenci intervalu o stejném znaménku derivace
a tedy monotonnost.

To nas privadi k tvrzeni o inverznim zobrazeni pro funkce z R do R, které je jen jednoduchym
disledkem tvrzeni z prvniho ro¢niku.

Véta 3.1. Nech? f:U C R — R je spojité diferencovatelnd v xo a f'(xg) # 0, potom existuje
okoli I bodu xo, okoli J bodu yo = f (xo) a funkce f~':J — I, kterd je inverzi ke ziizeni f na I
a plati

1
f'(x0)

V odstavci dokazeme obecnéjsi tvrzeni pro zobrazeni mezi prostory R”.

(Y o) =

3.2. Véta o implicitni funkci. Uvazujme rovnici ve tvaru f(x,y) = 0, kde f je dand funkce
f:U c R* — R. &asto nds zajimd, pro kterd (x, y) je rovnice splnéna. Ozna¢me M mnoZinu
takovych feSeni, tedy M = {(x, y) € R? | f(x,y) =0}
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Nyni si poloZime otazku, zda lze mnoZinu M popsat pomoci rovnice y = g(x), pro néjakou
funkci g: A C R - R.

Piiklad. Pokud f(x,y) = x> 4+ y> — 1 = 0, pak mnoZinou M je kruZnice se stfedem v po&atku
Vi a polomérem 1. Tuto mnoZinu nelze popsat jednou rovnici ve
w tvaru y = g(x) (Ize snadno vidét, Ze pokud je x = 0, musela by
g mit dvé hodnoty £1).

Obdobné lze snadno najit piiklad rovnice f(x,y) = O
s prazdnou mnoZinou feSeni, ¢i pfipad kdy M bude mit ne-
prdzdny vnitfek. To nds pfivadi na problém, kdy lze popsat
mnoZinu M alespoii lokalné.

TakZe zda kolem kaZzdého bodu mnoZiny M existuje jeho
okoli V, jehoz pranik s mnozinou V N M je popsatelny jako
y = g(x), tedy zda V N M je grafem funkce g.

V piipadé na obrazku vidime, Ze V; je okolim, které po prtiniku s M je grafem néjaké funkce g
(bude se zfejmé jednat o ziiZeni funkce +/1 — x2 na n&jaky interval). Na druhou stranu i kdybychom
okoli V; kolem (1, 0) zmenSovali nebude V> N M grafem zZadné funkce (ta by musela mit nalevo
od 1 dvé hodnoty zatimco napravo Zadnou).

Funkce g v pfedchozich odstavcich se nazyva implicitné definovand funkci f.

Odpovéd kdy existuje implicitné€ definovand funkce na okoli bodu mnoZiny M dadva nésledujici
véta.

Véta 3.2 (véta o implicitni funkci R> — R). Nech? f:U C R> — R je spojitd, spojité
diferencovatelnd v (xg, yo). Uvazujme mnoZinu M = {(x,y) € U | f(x,y) = 0}. Jestlize
dy f(x0, o) # 0, potom existuji okoli V bodu xo, W bodu yy a zobrazeni g:V — W tak, Ze
M N (V x W) je rovno grafu zobrazeni g.

Navic zobrazeni g je v xq diferencovatelné a plati

gwo) = 5%

@(XO, yO)

d
—f(xo, Y0)
ox (3.2.1)

Na konci této kapitoly dokdZeme obecnéjsi tvrzeni.

Piiklad. UvaZzujme opét mnozinu M danou body, pro které je funkce f(x,y) = x>+ y> — 1 rovna 0.
UkdZeme, Ze existuje okoli bodu (v/2/2, +/2/2), na kterém rovnice f (x, y) = 0 implicitn& definuje y jako
funkci x a uréeme derivaci jejtho vyjadieni. (Vime, Ze toto vyjadfeni je y = +/1 — x2 a derivace je —1, ale
pouZzijeme pravé uvedené véty o implicitni funkci.)

Derivace 9y, f(x, y) = 2y, to je riizné od nuly v bodé (v2/2,+/2/2), proto miiZeme pouZit vétu
Dostdvame, Ze existuje okoli bodu (V2 /2, V2 /2) nanémZ lze y vyjadfit jako funkci x, jestliZe si tuto funkci
oznacime g je derivace g’ (ﬁ/ 2) rovna

R f(V2/2,52/2) _ 2 _
W f(N2/2.52/2) 29 ley)=(3232)

g (V2/2) = ~1.

Pokud vime, Ze existuje implicitné€ definovana funkce g, jako tomu je v predchozim piiklad€, na jistém
okoli xq plati rovnice

fx,g(x))=0.

Derivaci této konstantni funkce (jde o sloZenou funkci, vnitini funkce je x — (x, g(x))), dostdvame
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0 0
0=(f(x,g(x)) = %(x, g) -1+ %(x, g(x) - g' ().

Odtud I1ze mimochodem obdrZet vzorec (3.2.1). My v8ak miiZze zderivovat funkci podruhé a ziskdme vzorec
pro g”(x).

0= (f(x,g(x)))" =

Véta@v Z4dném piipadé nefik4, Ze v bodech, kde je dy, f (x, y) rovno nule, vyjddieni y jako funkce
x neexistuje. V predchozim piikladé tomu tak sice bylo, ovSem
obecné tomu tak byt nemusi. MiiZe existovat rovnice f(x, y) =0a
na okoli bodu s 9y, £ (0, 0) = 0 na kterém lze vyjadfit y jako funkci
x. Viz obrazek.

Z rovnice

x_y3=0 x—y3=0

Ize vyjadfit y, vzdyt

y = Jx.
v . _ 2 _
A&koliv bylo 3y £(0, 0) = 3y |y:O =0.

Véta 3.3 (véta o implicitni funkci R? — R). Nech? f:U C R3> — R je spojitd, spojité
diferencovatelnd v (xg, yo, z0). UvaZujme mnoZinu M = {(x,y,z) € U | f(x,y,z) = 0}.
JestliZe 0, f (x0, Yo, z0) # 0, potom existuji okoli V bodu (xo, yo), W bodu zo a zobrazeni g: V —
W tak, Ze MN(V x W) je rovno grafu zobrazeni g. Navic zobrazeni g je v (xo, yo) diferencovatelné
a plati

d
—f(xo, Y0, 20)

g 0x
=2 (%o, =_-0ox 3.2.2
o .30 = — 5 (3.22)

a—z(xo, Y05 20)

0
—f(xo, Y0, 20)

d 0
By =—2 (3.2.3)
dy a
—(x0, Y0, 20)
0z
Priklad!!!!

DOPLNKY

3.3. Obecna véta o inverznim zobrazeni.

Véta 3.4 (o inverznim zobrazeni). Nech? f:U C R" — R" je spojité zobrazeni, spojité
diferencovatelné v bodé xo € U. JestliZe linedrni zobrazeni d f (xo) je izomorfismus, pak existuje
okoli V bodu xq tak, Ze mnoZina W = f(V) je okoli bodu yo = f(xo) a ziiZeni f:V — W je
homeomorfismus. Inverzni zobrazeni f~': W — V je diferencovatelné v bodé yy. Plati

df (o) = (df(xo)) " (3.3.1)
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Lemma 3.5. Nech? f: U C R" — R" je spojité zobrazeni, spojité diferencovatelné v bodé xo € U
a takové, Ze df (xo) = idrn. Pak existuje okoli V bodu xq tak, Ze mnoZina W = f (V) je okoli
bodu yo = f(xg) a ziiZeni f:V — W je homeomorfismus.

D G k a z. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze zobrazeni f ma Gateauxovu derivaci
v kazdém bod€ mnoZiny U. Polozme g = f —idpr» (Cili g(x) = f(x) —x pro kazdé xinU). Mame

dg(xo) = df (xo) — didgn (xo) =0
(viz véty[2.10]a[2.7). Mame tedy
ldg(xo)l =0

Podle predpokladu je zobrazeni f spojité diferencovatelné v bod¢€ xg. Zobrazeni g je tedy rovnéz
spojité diferencovatelné v bodé xp, coZ znamend, Ze zobrazeni dgg: U — L(R";R") je spojité
v bodé€ x¢. Existuje tedy uzaviend koule B se stftedem v bodé xq takové, Ze pro vSechny jeji prvky
x plati

1
ldgg(ll < 5. det f'(x) # 0. (3.3.2)
Zvolme nyni dva libovolné body x1, x € B. Podle disledku véty o stiedni hodnoté je

lg(x2) =gl = sup  [ldggW)Il - lx2 — x1

yelx,x2]

coZ spolecné s (3.3.2)) dava

1
lg(x2) —gGrn)ll = Fllxa = xill

Miéme tedy

1
Ellxz —xi1ll = llg(x2) — gxD Il = I f(x2) —x2 — f(x) +x1l| =
= [[(x1 —x2) = (f(x2) — fFGa)Il = llx2 — x1 ]l = 1(f(x2) — fFGeaDl,

neboli

21 f(x2) = fFeDI = llx2 = xall, (3.3.3)

coz dokazuje, Ze zobrazeni f je na mnoZiné B injektivni.

UvaZme nyni mnoZinu f (fr B). Tato mnoZina je kompaktni (mnoZina fr B je kompaktni a zob-
razeni f spojité) a neobsahuje bod yg (zobrazeni f je na kouli B prosté a xo ¢ fr B). Existuje tedy
¢islo d > 0O takové, Ze pro kazdy prvek y € f(fr B) plati

ly = yoll = d. (3.3.4)

PoloZme
W = Bas2(yo0) (3.3.5)

a dokazme, Zze W C f(int B).
Necht y; € W je libovolny bod. Definujme funkci #: B — R predpisem

h() = £ = yil? =D (F x) — i)’
i=1
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Tato funkce je spojitd a v kazdém bodé uvnitf mnoZiny B méd Gateauxovu derivaci. Ze spojitosti této
funkce a z kompaktnosti mnoZiny B plyne, Ze existuje bod x1, ve kterém funkce 4 md minimum.
Bod x; lezi urcité uvnitf mnoZiny B: kdyby totiZ leZel na jeji hranici, bylo by || f(x1 — y1)|| = d

(toplynez (3.3.4)) a || f (x0) — y11l < d/2 (viz (3.3.3)), coZ by znamenalo, Ze h(xg) < h(x1) av x|
funkce 7 nemd minimum. A jelikoZ x; € int B a funkce 7 mé v x| minimum, musi v tomto bod¢
mit v§echny parcialni derivace nulové{f_yl dih(x1) =0prokazdéi € {1, ..., n}. Jelikoz

3jh(x1) =Y 2(f (x1)) — (Y3 f (x1) =0

i=1

adet f'(x1) # 0 (3.3.2), dostdvame, Ze f(x1) = yi.
Polozme V = f~!(W) Nint B. Pravé jsme ukdzali, Ze ziZeni f:V — W je bijekce. Zbyva
tedy dokézat, 7e zobrazeni f~!: W — V je spojité. To oviem snadno plyne ze vztahu

1~ o) — £ ol < 2lly2 — il

ktery pro libovolné yi, y» plyne z (3.3.3).
Tim je lemma dokdzano. [J

Lemma 3.6. Nechf f:V — W je bijekce mezi otevienymi mnoZinami v R", diferencovatelnd
v bodé xo € V a takovd, Ze df (xo) = idgn. Ddle piedpoklddejme, Ze zobrazeni f~' je spojité
v bodé yo = f(xo). Pak zobrazeni =" je diferencovatelné v bodé yq a plati

df ™' (o) = idge -
Dtk az. Pro libovolny bod y € W, y = f(x), mame

L~ ) = 7 0) — idre (v = yo) || = llx — x0 — f(x) + f(x0)l =
= [If(x) = f(x0) —idre(x — x0)|| = [lx — xol - £(x — x0),

kde limy_, x, e(x — x9) = 0 (viz vétu[2.2] (o diferencidlu)). Déle,

lx — xoll - e(x —x0) = 1) — £ OO - e(fT ) — 7 o)) =

-1 _ -1
LA Rl B 07 ) VPSS VP PR
Iy = yoll

= lly = yoll

Jelikoz limy,_, y, &(f “1(y) — f~Y(y0)) = 0 (zobrazeni f~! je spojité v yo), stali ukdzat, Ze vyraz
I£~ ) = £~ o) ll/1ly — yoll je na n&jakém okoli bodu yg ohranieny. Tvrzeni pak bude vyplyvat
z véty [2.2) (o diferencidlu).

Necht Vj je okoli bodu x( takové, Ze pro kazdé x € V; plati

17 () = fxo) = x + %o < l (diferencovatelnost f s df (xg) = id)
llx = Xoll 2
Pak
L If ) = fxo) —x + xoll _ llx —xoll _ I/ () — fxoll _ | — ILf(x) = fxoll
2 llx — xoll ~lx = xoll llx — xoll llx — xoll
neboli

DToto tvrzeni je veelku ziejmé; dokdZeme je vSak az v kapitole
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I1fG) = flxoll

1
llx — xoll 2

Oznaéme Wy okoli bodu yo, pro jehoZ viechny prvky y plati f~!(y) € V. Pro libovolny prvek
y e Wax = f~(y) pak mame

I = 7ol _ I —xoll
Iy = yol I1f @) = f (ol

Tim je lemma dokdzano. [J

Nyni dokdZzeme dvé& lemmata podobnd lemmatim [3.3|a avSak s oslabenym predpokladem
o derivaci zobrazeni f.

Lemma 3.7. Necht f: U C R" — R" je spojité zobrazeni, spojité diferencovatelné v bodé xo € U.
JestliZe linedrni zobrazeni df (xq) je izomorfismus, pak existuje okoli V bodu xq tak, Ze mnozina
W = f(V) je okolim bodu yy = f(xo) a ziiZeni f:V — W je homeomorfismus.

Didkaz Ozna¢me !l = df (x0), yo = f(x0) a polozme f_ =/"1o f. Mame

df(xo) = d(~" o f)(xo) = dI” ' (yo) 0 df (x0) =17 ol = idn .
Na zobrazeni f tedy lze aplikovat lemma Plati f~! =10 f. O

Lemma 3.8. Necht f:V — W je bijekce mezi otevienymi mnoZinami v R", diferencovatelnd
v bodé xo € V a takovd, Ze df (xo) je izomorfismus. Ddle predpoklddejme, Ze zobrazeni f~! je
spojité v bodé yo = f (xo). Pak zobrazeni =" je diferencovatelné v bodé yq a plati

df ' (yo) = @f (xo)) 7.

D ik a z. Stejné jako v diikazu pfedchoziho lemmatu ozna¢me I = df (x¢) a poloZme f=I1"1of.
Mime d f (xo) a podle lemmatu[3.7/d /! (yo) = idgs. Nyni f~' = f~ 1ol 1a

df o) = d(f " ol (0) = df T (xo) 0 dI T (o) = idpr ol T =17
Tim je lemma dokazano. [J
D ik az. (véty Plyne z pfedchozich lemmat. [

Tvrzeni o derivaci inverzniho zobrazeni (vztah (3.3.1))) 1ze také dokdzat piimo, pomoci véty[2.5]o derivaci
sloZzeného zobrazeni. Plati totiZ

idgr = didrn (x0) = d(f ™" o ) (x0) = df " (3o) 0 df (x0).

Odtud uz vztah (3.3.T) plyne.

Za poznamku jisté také stoji, Ze dimenze defini¢niho oboru a oboru hodnot zobrazeni f ve vété 3.4]
musi byt stejné; jinak by totiZ nemohl platit vztah (to vime z linedrni algebry). Tento zavér lze
dalekosdhle zobecnit: snadno Ize napiiklad ukazat, e zadnd spojité diferencovatelna funkce f:R? — R
neni bijekce (pokud je 91 f(x,y) # O pro kazdé (x, y) z n&jaké oteviené mnoZiny V, pak staci uvazit
zobrazeni g(x, y) = (f(x,¥),y)).

Predpokladame-li ve vété o inverznim zobrazeni navic, Ze zobrazeni f je na mnoZiné¢ U diferencova-
telné, 1ze okoli V a W nalézt tak, aby inverzni zobrazeni f~! bylo diferencovatelné na okoli W a spojité
diferencovatelné v bod¢€ yg. Pokuste se to dokdzat.

3.4. Obecna véta o implicitnim zobrazeni. M¢&jme zobrazeni f:U C R" x R" — R™,
diferencovatelné v bod€ (xg, yg) € U aozna¢me [1: R" — R™ aly: R"™ — R linedrni zobrazeni,
definovand predpisy
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li(h1) = df (x0, yo)(h1, 0),
lr(hy) = df (x0, y0)(0, h2). (3.4.1)

Evidentné plati
df (xo, yo) =11 + la.

Zobrazenim [y a [ se nékdy tika parcidlni derivace zobrazeni f v bodé (xg, yo) (zobecnéného
typu). PfestoZe my jsme si tento termin vyhradili pro jiny objekt, vidime, Ze s nim velmi dzce
souvisi.

Véta 3.9 (o implicitnim zobrazeni). Nech? f:U C R" x R"™ — R™ je spojité zobrazeni, spojité
diferencovatelné v bodé (xq, yo) € U takovém, Ze f (xo, yo) = 0. Uvazme linedrni zobrazenil| al>
z amnoZinu M = {(x,y) € U | f(x,y) = 0}. JestliZe zobrazeni I, je izomorfismus, pak
existuji okoli V| bodu xq, okoli Vy bodu yg a zobrazeni g: Vi — V; tak, Ze mnoZina M N (V) x V3)
je rovna grafu zobrazeni g.

Zobrazeni g je v bodé xq diferencovatelné a plati

dg(xo) = —1;, ' oly. (3.4.2)

Dikaz. Uvazme zobrazeni F: U — R" x R™, F(x, y) = (x, f(x, y)). Toto zobrazeni je spojité
na U a spojité diferencovatelné v bod€ (xg, yg). Pro linedrni zobrazeni dF (xo, yg) a libovolny
vektor (h1, hy) plati

dF(xo, yo)(h1, h2) = (h1,df (x0, yo)(h1, h2)) = (hy, 1 (h1) + [2(h2)),
Toto zobrazeni je tedy izomorfismus: inverzni zobrazeni je totiz ddano predpisem
(dF (xo, yo) ™ (wr, u2) = (u, by ' (wa = L (un)) (3.4.3)

Podle véty tedy existuji okoli V bodu (xg, yp), okoli W bodu (xg, 0) € R" x R™ a inverzni
zobrazeni F~': W — V. Bez Gjmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze mnoZina V je rovna
soucinu dvou otevienych mnoZin: V = V| x V».

Nyni pro x € V| poloZme

g(x) = pry(F~(x, 0)). (3.4.4)

Nyni dokdZeme, Ze zobrazeni g ma pozadované vlastnosti. Necht (xg, yo) € M N (V1 x Va).
Mame f(x, y) = 0, neboli F(x, y) = (x, 0), coZ znamen4, Ze

g(0) = pry(F ™' (x, 0) = pry(x, y) = y.
Naopak, pro libovolné x € V mame
(x, f(x,8(x)) = F(x, g(x)) = F(x, pry(x, 0)).
Ptitom pry (F ~I(x, 0)) = x, coZ znamen4

(x, f(x, g(x)) = F(F'(x,0)) = (x,0)

a celkové
fx, g(x)) =0.
Zbyvi tedy dokazat vztah (3.4.2). Podle (3.4.3) a (3.4.4) mame
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dg(x0)(u1) = pra(dF =1 (xo, 0)(u1, 0)) = pry(ur, =I5 ' o lj(u1)) = —I5 " o 1y (uy).

Tim je celé tvrzeni dokdzano. [J
O zobrazeni g z pfedchozi véty se nékdy tik4, Ze je implicitné definovdno zobrazenim f.

Podobné jako u véty o inverznim zobrazeni, vztah (3.4.2) mizeme dokdzat pfimo, pomoci vztahu (3.4.1):
Vime, Ze pro kazdé x € V; plati

fx,g(x))=0

Derivaci této rovnice v bod€ xg dostaneme

0 = df (x0),y, 0 d(d(x), g(xX))|xy = I1 + 2 0 dg(x0) =0

coZ je ekvivalentni s :3.4.2 ). Tento zptisob odvozovan{ derivace implicitniho zobrazeni se ¢asto pouZiva pfi
praktickych vypoctech.

Vétu o implicitnim zobrazeni jsme vlastné dokazali jako pomérné jednoduchy dtisledek véty o inverznim
zobrazeni. Kdybychom ji dok4zali bez pouZiti této véty, mohli bychom pak naopak vétu o inverznim zobrazeni
dokézat pomoci véty o implicitnim zobrazeni, a to pomoci vztahu

f(f ) —x=o0.

MiiZete se o to pokusit.
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4.1. Bilinearni a kvadraticka zobrazeni. Pfipomefime si, Ze zobrazeni [: X; x X, — Y, kde
X1, X2 a 'Y jsou vektorové prostory, se nazyva bilinedrni, jsou-li pro kazdé x; € X1, xo € X»
zobrazeni

X1 =Y, x> l(x, x),
Xy = Y, x = [(x2, %),

linearni. Vektorovy prostor vSech bilinearnich zobrazeni /: X; x X, — Y oznacujeme symbolem
L(X| x X;Y).
Libovolnému linearnimu zobrazeni ! € L(X1; L(X3;Y)) Ize pfedpisem

[(x1, x2) = 1(x1)(x2)

prifadit bilinearni zobrazeni [ € L(X| x X»;Y). Piifazeni [ — [ je evidentng bijektivn.

DokaZte to. ~
Presvédcte se o tom, Ze zobrazeni [ je skutecné bilinedrni!
Priklad Pro libovolné ¢islo x| definujme linearni zobrazeni [ (x{) predpisem

I(x1)(x) = 2x1x.
Zobrazeni [ je zjevné linedrni. P¥islu§né zobrazeni I: R x R — R je ddno piedpisem
I(x1, x2) = 2x1x2. 4.1.1)

Bilinearni zobrazeni / € L(X x X;Y) se nazyva symetrické, jestlize pro libovolné dva vektory
X1, X2 € X plati

I(x1, x2) = I(x2, x1).

Bilinedrni zobrazeni [ z {#.1.1) je symetrické.

Kazdé bilinearni zobrazeni z R x R do R je symetrické (lze dokdzat pomoci vyjadieni vektorti z R
v bazi).

Symetrickd a antisymetrickd Cast bilinedrniho zobrazeni / € L(X x X;Y) jsou bilinedrni
zobrazeni sym/ a alt/, definovana predpisy

syml(xy, x2) = 3(I(x1, x2) + 1 (x2, 1)),

1 4.1.2)
altl(x1, x2) = 5((x1, x2) — I(x2, x1)).

Pro kazdé bilinearni zobrazeni / plat{
sym/ + alt!/ =[.

Zobrazeni [ je symetrické, pravé kdyZ sym/ = [, coZ je ekvivalentni podmince alt = 0.

Zobrazeni [: X — Y se nazyva kvadratické, existuje-li bilinedrni zobrazeni p: X x X — Y
takové, Ze pro kazdé x € X plati
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[(x) = p(x, x). 4.1.3)

Vektorovy prostor vSech kvadratickych zobrazeni /: X — Y oznacujeme L(X;Y).

Zobrazeni p, kterd spliuji vztah (@.1.3) je vice; pokud plati sym p; = sym p,, pak samoziejmé pro
kazdé x pi(x, x) = pa(x, x). Dilezité je, Ze plati také opacné tvrzeni:

Lemma 4.1. JestliZe pro bilinedrni zobrazeni p, p2: X x X — Y akaZdé x € X plati p1(x, x) =

p2(x, x), pak sym py = sym p».
D i k a z. Pro libovolné x, x € X mame

sym pi(x1, x2) = 3(pi1(x1, x2) + p1(x2, 1)) =
= $(p1(x1, x2) + p1(x1, x1) + p1(x2, x1) + p1(x2,x2) — p1(x1, x1) — p1(x2, X2)) =
= 3(p1(x1 4+ X2, X1 +x2) — p1(x1,x1) — p1(x2, X2)) =
= 3(p2(x1 +x2, X1 + x2) — p1(x1, x1) — p1(x2, %2)) =
= sym pa(xy, x2). U

Z uvedeného vyplyva

Véta 4.2. K libovolnému kvadratickému zobrazeni l € Lo(X;Y) existuje pravé jedno symetrické
bilinedrni zobrazeni p € X x X — Y, spliujici ({#.1.3).
Zobrazeni [ a p z uvedené véty se nazyvaji asociovand.

Symetrické bilinedrni zobrazeni, asociované s danym kvadratickym zobrazenim [ 1ze vypocitat podle
vztahu

p(x1,x2) = 31 (x1 + x2) = I(x)I(x2)).

Na prostoru L(X; L(X;Y)) je ddna norma pomoci predpisu (1.7.1)). Pro zobrazeni p al z (4.1.3)
muiZeme polozit

1z =1lpl-

Dostaneme tak normu na vektorovém prostoru Lo (X;Y).

Uvedend definice patii k oném ponékud abstraktnim a napoprvé tézko pochopitelnym. Pro zacétek jiste
postaci, kdyz si z nf odneseme poznatek, Ze jsme na prostoru L, (X;Y) definovali normu. Beztak jsou podle
véty [[.21] vSechny ekvivalentni a my se budeme zajimat pouze o topologii touto normou indukovanou. To
také znamend, Ze jsme normu na L, (X;Y) mohli definovat jinak—indukovand topologie vyjde stejné.

4.2. Derivace a diferencial druhého radu. NeZ pfistoupime k definici derivace druhého fadu,
uvédomme si, Ze v definici Fréchetovy derivace v kapitole 2|jsme ze vSech vlastnosti prostoru R”
(a R™) vyuzili pouze jeho strukturu normovaného prostoru. Téméf cely odstavec|2.1|tedy ztistane
v platnosti, pokud v ném vsSude misto o R"” a R™ budeme hovofit o libovolnych normovanych
prostorech. Vyjimku tvoif jen véta[2.8] kterd pojedndvé o slozkdch zobrazeni.

Mg¢jme zobrazeni f: U C R" — R™, diferencovatelné v kazdém bod¢ n€jakého okoli V bodu
x € U. Zobrazeni df je tedy definovano v kazdém bodé mnoZiny V a jeho oborem hodnot je
normovany prostor L(R";R™). Fréchetova derivace d(df)(x) tohoto zobrazeni v bodé x (pokud
existuje) je tedy linedrni zobrazeni z R” do prostoru L(IR";R™). Pfislusné bilinedrni zobrazeni
z R" x R" do R™ oznacujeme symbolem d? f(x) a nazyvadme druhou (Fréchetovou) derivact
zobrazeni f v bodé x.

Zobrazeni, které mé v bod¢ x druhou derivaci, se nazyva dvakrdt diferencovatelné v bodé x.

Pro derivace podle vektoru a parcidlni derivace zavddime tato oznaceni:

dp(di f)(x) = dp i f(x),  9;(8; f)(x) = 0;j f(x).
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Lemma 4.3. Necht zobrazeni f:U C R" — R™ md v bodé x € U druhou derivaci. Pak
pro libovolny vektor h € R" je derivace zobrazeni dy f v bodé x rovna linedrnimu zobrazeni
h— &2 f(x)(h, h).
D i k a z. Uvazme zobrazeni evy: L(R";R™) — R™, eny (l) = I(h). Plati

dp f(x) = df (x)(h) = evi(df (x)),
neboli

dp f = evodf.

Zobrazeni ev je linearni, je tedy diferencovatelné v libovolném bodé I € L(R";R™) a plati
devy, () = evy,. Zobrazeni dj, f je tedy (jako kompozice diferencovatelnych zobrazeni) diferenco-
vatelné v bod¢ x. Dostdvame

d(dp f (x)(h) = d(evy, o df)(x)(h) =
= (evp 0 d(df)(x))(h) = B (devy, = evy a derivace kompozice)
= evp(d(df) (x)(h)) = (d(df)(x)(h)(h) =
=d> f(x)(h, h)

O

Podivejme se podrobnéji na zobrazeni ev, pouZité v minulém dikazu. Tak napiiklad pron =2am =1
je kazdé linedrni zobrazeni l € L(RZ%;R) déno matici typu 1 x 2 ({1, I») tak, Ze pro kazdé h € R2 plati

[(h) = Li(h1) + l2(h2).
Pokud tedy naptiklad & = (2, 3), pak zobrazeni evy, je urceno predpisem
evy (D) = 211 + 31,.

Nyni tedy snad jizZ neni divu, Ze se jednd o linearni (a tedy spojité a diferencovatelné) zobrazeni.
Jiny ditkaz lemmatu [4.3|pomoci definice derivace lze provést takto:

dnf x4+ h) = dinf(x) = > f () (h, h) — g YO h)(h) = di f (x)(h) = d(df)(x) () (h) _

)
im0 Al "0 Al
o @) —df () = d@N@EB) _
0 Il
o €O ) — 4 f ) — d@H ) (B)
0 I ]
. <hm df (o +h) — dhﬁ? - d(df)(x)(h)> —ny0) = 0.
h—0

Lemma 4.4. Necht zobrazeni f:U C R" — R™ md v bodé x € U druhou derivaci. Pak pro
libovolné dva vektory h, k € R" plati

dp i f(x) = d? £ (x)(k, h). 4.2.1)

D 1 k a z. Plyne pifmo z lemmatu O

Vénujme se nyni chvili pojmu spojité diferencovatelnosti druhého fddu. Budeme postupovat
podobné, jako v kapitoleR2] Uvazme zobrazeni f: U C R" — R™ a predpoklddejme, Ze v okoli V
bodu x € U existuji derivace df a dg(df). Druhd ze zminénych derivaci je zobrazenim z V do
prostoru L(R"; L(R";R™)), na kterém je podle definovana norma. MiZeme tedy uvazovat
spojitost zobrazeni dg f v bod€ x: Je-li zobrazeni dg (df) v bod€ x spojité, pak se o zobrazeni f
ik, Ze je v bod€ x dvakrdt spojité diferencovatelné. O spojité diferencovatelnosti druhého fadu
plati ndsledujici véty, které jsou (v€etné dikazi!) velmi podobné vétam [2.20]a[2.23]
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Véta 4.5. Zobrazeni dvakrdt spojité diferencovatelné v bodé x je v tomto bodé dvakrit diferenco-
vatelné.

Véta 4.6. Necht pro zobrazeni f:U C R" — R™ existuji vSechny funkce 9; fi:U — R
adjrfi:U — R, kdei € {1,...,m}, j,k € {1,...,n}, a jsou na mnoZiné U spojité. Pak
zobrazeni f je dvakrdt spojité diferencovatelné v kazdém bodé mnoZiny U.

JestliZe zobrazeni je dvakrat spojité diferencovatelné v kazdém bodé mnoZiny U, fikdme také,
7e je tiidy C2.

Poslednim tkolem tohoto odstavce je ukédzat Schwartzovu vétu o symetrii druhé derivace.
Diuikaz této véty je v obecném piipadé pomérné sloZity, vybereme si proto pouze specidlni (ale
zakladni a nejobvyklejsi) piipad pro dvakrat spojité diferencovatelna zobrazeni.

Lemma 4.7. Méjme zobrazeni f:U C R" — R™ a vektory h, k takové, Ze zobrazeni dj i f je
definovdno na mnoziné U a spojité v bodé x € U. Pak plati

Jx +sh+sk) — fx+sh) = fx +5sk)+ fx)

dp i f(x) = 3

N

Dtk az. Bezijmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze n = 1 a pro pevné s € R definujme zobrazeni
g predpisem

g(x) = fx +sk) — f(x).
Podle véty o stfedni hodnoté pro funkce nyni plati

fx+sh+sk)— f(x+sh)— f(x+sk)+ f(x) =gx +sh) —gx) =
= dpng(y) = dg f(y + 5k) — dgn f () = dgadyi f (2) = $dp i £ (2),

kde bod y leZi na dsecce [x, x + sh] a bod z na dsecce [y, y + sk]. Urcité tedy
|y — x|l < llsh + skl = [s|llh + kIl
coZ znamend, Ze limy, 0z = x alimg, o dp x f(2) = dh,kf(x)lT_FITl’m je lemma dokazéano. [

Véta 4.8 (Schwartzova o symetrii druhé derivace). Nechr zobrazeni f:U C R" — R" je
dvakrdt spojité diferencovatelné v bodé x € U. Pak bilinedrni zobrazeni d° f (x) je symetrické.

D i k a z. Dtikaz specidlniho piipadu. Je-li zobrazeni f v bodé x dvakrét spojité diferencovatelné,
pak miiZzeme pouZit pfedchozi lemma, z néhoZ plyne

ik f(x) = di f(x).
Tvrzeni tedy plyne z @.2.1). O

4.3. Multilinearni a homogenni zobrazeni. Pojmy bilinedrni a kvadratické zobrazeni v tomto
odstavci zobecnime pro pripad vys$siho neZ druhého fadu. Zobrazeni l: X| x Xo X --- x X, = Y,

kde X1, X2, ..., Xp, Y jsou vektorové prostory nazyvame multilinedrni zobrazeni, je-li zobrazeni
Xi > Y, x> 1(X1, 00y Xie1, Xy Xigf 1y - Xp)
linedrni pro kaZzdou volbu x; € X1, ..., xi—1 € Xi—1, Xi+1 € Xi+1, ..., Xn € Xp.

K libovolnému linedrnimu zobrazeni/ € L(X; L(X2; ...; L(X,;Y)...)) predpisem

I(x1, ..y x0) =1(x)(x2) ... (xp)

Dv chto limitéch jsme ponékud nepresni; nechdme na ¢tendfi, aby si v nich udélal jasno sdm (je tfeba misto z psat
jinou funkci proménné s).
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kanonicky piifadit multilinedrni zobrazeni [ € L(X| X ... x X,;Y).

Stejné jako v pripadé bilinearniho zobrazeni definujeme symetrickou a antisymetrickou cdst
multilinedrniho zobrazen{

1
syml(xy,...,x,) = ; Zl(xa(l)» e 7xa(n)),
1 C 4.3.1)
altl(xy, ..., x,) = ’?ngno-l(x,,(l),...,xa(n)),
"o

kde o probihd permutace mnoZiny {1,...,n} a sgno je znaménko permutace. Zobrazeni je
symetrické.

Priklady. 1) Skaldrni soucin g: X x X — R je symetrické multilinedrnim zobrazenim Nebot, jak vime
z algebry, glax,y) = ?g(x,y), g +y,2) = g, 2) +g(y,2) a glx,y) = gy, x). altglx,y) =
5(g(x,y) — gy, x)) = 5(8(x, y) — g(x, y)) =0.

2) Vektorovy soucin na R3,

(u,v) > uxv

je antisymetrické multilinedrni zobrazeni R? x R3 — R3.
3) Determinant n-tice vektord z R”

X1,1 xl,n
(X1, ..., xp) > det(xy, ..., x,) =

Xp1 - Xpon
je antisymetrické multilinearni zobrazeni R” x R" — R.

Zobrazeni I: X — Y se nazyva homogenni fddu n jestlize existuje multilinedrni zobrazeni
p: X" — Y takové, Ze pro kazdé x € X plati

[(x) =plx,...,x). 4.3.2)

Stejné jako v pripadé kvadratického zobrazeni, ke kazdému homogennimu zobrazeni / existuje
jediné symetrické multilinedrni zobrazeni p spliiujici (4.3.2). Tato zobrazeni opét nazyvime asoci-

ovand. Vektorovy prostor homogennich zobrazeni fadu n oznacime L, (X;Y) a definujeme normu
na jeho prvcich pomoci normy s nim asociovanym zobrazenim, tedy

Il = 1lpll.

4.4. Derivace vyssiho radu.

Uvazujme f:U C R" — R™, pro p € N definujeme p-tou Fréchetovu derivaci v bodé x € U
obdobné jako jsme definovali druhou derivaci, tedy jako d(d”~! f)(x) pokud existuje. Jednd se
zobrazeni L(R"; L(R"...; L(R";R™)...)), coZ ovSem ztotoziiujeme s L(R" x --- x R";R™)
O takovém zobrazeni fikdme, Ze je p-krdt diferencovatelné v bodé x

Podobné zavadime derivace podle vektort (parcidlni derivace) vyssiho fadu, jako derivace

v

podle vektort (parcidlni derivace) o fad nizsi. Tedy pro funkci f, bod x € U a k-tici vektort
hi, ..., hg—1, hy € R" mame

of 9 af
d =dy, (d h , =— ,
By S ) = dp (dpy gy ) () 8h1,...,hk_1,hk(x) T (ahl,...,hk_1>(x)

a parcidlni derivaci pro k-tici indext iy, ..., ig—1, ix € {1,..., n}
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) =8 (B of _ 0 of
it emipr.i (0 = By By, )0, (x) = ) .
e X

0Xiys oy Xig_ys Xiy 0xj,

Vrafme se nyni k prvni derivaci funkce (pro jednoduchost R* — R) ma-li f derivaci v x pak
ma, jako linearni zobrazeni matici v kanonickych soufadnicich sloZenou z parcidlnich derivaci.
Tedy

0 0
df(X)(h)=(%(X),... a){ ) : =%<x)hl+ 8){ @4
h n

n

Pokud si uvédomime, Ze h; = pr;(h) (pr; je i-td kartézskd projekce), 1ze (#.4.1)) pfepsat:

0
df (x)(h) = 8—){1(x) prith) +...+ 4.4.2)

Tradi¢né ovSem pr; znacime dx, pfipadné dx;, podobné s pr, je oznaCovédno dy ¢i dxz, tedy pro
linearn{ operdtory mame

af

af
df (x) = 8—)Cl(x)dx1 +o+ (4.4.3)

Nyni pokud uvazujeme druhou derivaci, pak druhd derivace jako bilinedrni zobrazeni 1ze popsat
pomoci druhych parcidlnich derivaci ndsledovné:

nonog2
Erehi) =303 al iy

j=li=l1

To Ize maticové popsat zapisem

9% f 9% f

dx1X1 *x) - 9X1X, x) ki
EfE) k) = (b, ) : : :

3 f 32 f kn

XpX1 ) - IXpXp x)

Toto Ize zobecnit pro derivaci p-tého radu.

Véta 4.9 (o reprezentaci). Nech? f:U C R" — R je p-krdt diferencovatelnd v bodé x € U.
Potom pro kazdé h', ... h? € R" plati

n n

R ICIUED S D e (LR

zde h* = (h%, ..., hk).

Véta 4.10 (symetrie parcialnich derivaci). Necht zobrazeni f:U C R" — R™ je p-krdt spojité
diferencovatelné v bodé x € U. Pak multilinedrni zobrazeni d? f (x) je symetrické.

Dusledek 4.11. Nechr zobrazeni f:U C R" — R™ je p-krdt spojité diferencovatelné v bodé
xeUah,...,h € R" Pak pro libovolnou permutaci o mnoZiny {1, ..., k} plati
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dpy oy S () = dng gy, gy S (X,

specidlné

af af
5 (x) = (x)
Xips oo os Xig E)x,-a(l),...,x,-a(k)

D @ k a z. Plyne z definice derivace podle vektoru (parcidln{) vyssiho fadu a faktu, Ze kazdou per-
mutaci 1ze realizovat jako vyménu dvou sousednich indexii. Tento ¢asteény vysledek byl dokdzano
ve véte 4.8 O

4.5. Diferencial a Tayloruv polynom. Nechf zobrazeni f:C R” — R™ md v bodé x € U
derivaci f4du k, definujeme diferencidl k-tého Fddu funkce f v bodé a a oznatime jej d¥ f (a) jako
homogenni zobrazeni z L, (R";R"™) asociované s d* £ (x). Tedy pro kazdé h € R" plati

a? f(x)(h) = d? £ (x)(h, ..., h). 4.5.1)

Lemma 4.12. Nechfl € L, (R";R™). Pak

a) pro libovolné p < r plati dP1(0) = 0,
b) d'1(0)=r!-1,
¢) pro libovolné p > r, x € R" plati dPl(x) = 0.

Lemma 4.13. Nechf pro zobrazeni f: U C R" — R"™ a bod x € U plati

df (x) =0
d>f(x) =0
d* £ (x) —0.

Pak
5 IfGe+h)— fOll
im =

0.
h—0 |72 ||*

Diukaz. Prok = 1 tvrzeni plyne pfimo z definice derivace. Pfedpoklddejme nyn{ platnost tvrzen{
prok =r — 1 apolozme g = df. Mame g(x) =0a

lg(x +h) — gl . llgx+ml
im =Ilim ———— =0,
h—0 [Afr—1 r—0  ||hf"!

coz znamena, Ze k libovolnému ¢ > 0 existuje oteviend koule B C R”" se stfedem v nule takova,
Ze pro kazdé h € B plati

lgCx + M)l = llg(x + h) — g@)Il < ella]".
Pro libovolny vektor & € B nyni podle dtisledku véty o stiedni hodnoté plati

Ifx+hm) —f@I < sup [dfFOI-IRI=sup g - 12l < ellnll™ Al = elh]".
ve[x,x+h] ye[x,x+h]

Tim je tvrzeni dokazédnoiprok =r. [
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Véta 4.14 (o diferencialu vysSiho fadu). Nechf zobrazeni f:U C R" — R™ md derivaci vddu
kvbodé x € U. Pak

1 1
Jx+hn) = f) =df@x)(h) + Edzf(X)(h) + -+ Edkf(X)(h) + eI,

D G k a z. PoloZme

1 1
gh) = flx+h) — fx) —dfx)(h) — Edzf(x)(h) - Edkf(x)(h).
Podle lemmatu .12 mdme pro r € {1, ..., k} d"g(0) = 0 a podle lemmatu [4.13|pro
g(h)
hy = 22
AT

plati (4.5.2). O

Véta 4.15 (Taylova pro funkce vice proménnych). Nechf zobrazeni f:U C R" — R spojité
diferencovatelné vadu k + 1 na U a vsecka [x, x + h] leZi v U. Potom existuje bod & € [x,x + h]
takovy, Ze

1 1
fx+h)=f)+dfx)h) + 5d2f(X)(h) +oe def(x)(h)-i-

1
T 1)!d"+1f(é)(h) (4.5.3)

D ik az Polozme g(h) = f(x) +df(x)(h) + 5, d* f () (h) + - - + {d* F (O + gy O



5. Extrémy funkci vice proménnych

5.1. Extremalni alohy bez vazby. V této sekci se budeme vénovat problému. . .

Necht f: U C R" — R je funkce, fekneme, Ze funkce f nabyva v bod€ x € U lokdlniho minima
jestlize existuje okoli V bodu x takové, Ze pro kazdé y € V, y # x
plati

f&) = fy). (5.1.1)

Pokud lze ve vyrazu nahradit nerovnost < ostrou nerovnosti
<, fikame, Ze f nabyvd v x ostrého lokdlniho minima. Zcela obdobné
definujeme také pojmy lokdini maximum funkce a ostré lokdlni ma-
ximum funkce. Lokdlni extrém je potom souhrnny nazev pro lokalni
minimum a maximum.

Naésledujici véta uvadi nutnou (nikoliv v8ak postacujici) podminku
lokélniho extrému pro funkce, jistého stupné diferencovatelnosti.

Véta 5.1 (zobecnéna Fermatova). Necht funkce f:U C R" — R md v bodé x € U lokdini
minimum. Pokud pro néjaké h € R" existuje dj, f (x) pak dp, f (x) = 0.

D 1 k a z. Uvazujme funkci g z definice derivace podle vektoru (viz (2.2.2)). UkdZeme, Ze
(f 08x,n)'(0) = 0, to spolu s v&tou2.11]dédv4 tvrzeni véty. Je jasné, Ze f o gx, ma v 0 € R lokdln{
minimum. Podle nutné podminky existence extrému z prvniho roéniku mame (f o gy 4)'(0) = 0.
O

Lokalni maximum.

Dusledek 5.2. Necht funkce f:U C R" — R md v bodé x € U lokdlni minimum.
1. Pokud dg f (x) existuje, je dg f(x) = O.
2. Pokud existuji parcidlni derivace f v bodé x, potom

af af

—(x)=0,...,
8x1(x) 0

(x)=0.

n

Samoziejmé, pokud existuje df (x) v bodé lokdlniho extrému, je nulova.
Obdobné tvrzeni 1ze dokézat také pro lokdlni maximum.

Véta[5.1|neddva postacujici podminku existence lokdlniho extrému. To ukazuje
nésledujici priklad.
Piiklad. Funkce f: R — R, f(x) = x> md derivaci v bodé nula rovnu nule. Oviem
neexistuje okoli bodu nula takové, aby hodnota v nule byla mensi nez hodnoty funkce
z toho okoli.

Véta[5.1)ddva jen nutnou podminku pro lokdln{ extrém, to znamend, Ze pokud hleddme lokdln{
extrémy, staci se omezit na body, ve kterych je nutnd podminka splnéna. Takové body nazyvime
staciondrni body.

Necht [ je kvadratické zobrazeni, fekneme, Ze [ je:
pozitivné definitni jestlize pro libovolny h € R", h £ 0je l(h) > O;
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negativné definitni jestlize pro libovolny h € R", h £ 0 je l(h) < O;
indefinitni jestliZe existuji i, k € R” takové, ze [(h) > 0al(k) < 0.

Pokud nahradime ostrou nerovnost v definici pozitivni definitnosti neostrou, dostaneme pozi-
tivné semidefinitni, obdobn¢ negativné semidefinitni.
Lemma 5.3. Pokud je kvadratické zobrazeni l: R" — R pozitivné definitni, potom existuje K > 0
takové, Ze pro kazdé h € R" je [(h) > K| h]|.
Dulukaz Oznatme S = {h € R" | |k| = 1} jednotkovou sféru v R”. MnoZina S je kompaktni
(evidentné je ohraniCend a je uzaviend, jelikoZ je vzorem mnoziny {0} pfi spojitém zobrazeni ||-||).
[ tedy na S nabyva svého minima, ozna¢me jej K. Urcité K # 0, protoZe / je pozitivné definitni.
Nyni pokud je 2 # 0, mdme

h h
I(h) =1 h—:hzl<—> K|h|>.
(h) (II | ”h”) 2l i > K|l

Pro i = 0 je nerovnice [(h) > K 7% splnéna taktéz. [
Naésledujici véta dava postacujici podminku existence lokédlniho extrému.

Véta 5.4. Necht f:U C R" — R je spojité diferencovatelnd na okoli bodu x € U, ktery je
staciondrnim bodem f.

1. Je-li d% f (x) pozitivné definitni, pak md f v bodé lokdlni minimum.
2. Je-li d® f (x) negativné definitni, pak md f v bodé lokdlni maximum.
3. Je-li d® f (x) indefinitni, pak f v bodé x nemd lokdlni extrém.

Dikaz. 1. JelikoZ je x staciondrnim bodem, pak podle véty 4.14]o diferencidlu vy3siho fadu pro
k = 2, mame

f@+h) — fx) = 3d* f(x)(R) + e(m) || 1|2,
kde limy,_, o £ (i) = 0. Podle lemmatu|5.3|existuje K > 0 takové, e d> f (x)(h) > K ||1||%. Tedy
fG+h) = f(x) = KR + e |h]? = (3K + e(h)) |h]?

Limita zavorky pro 7 — 0 je rovna %K , proto existuje koule By(r), Ze pro vSechna & € By(r) je
SK +e(h) > 0. Pro takovd h # 0 je

f+h) = f(x) = 3K|h]* > 0.

Hledanym okolim, na némZ je f(x) nejmensi hodnotou, je tedy By (r).
2. Prevede se na piedchozi pripad uvazovanim zobrazeni — f.
3. Existuji &, k € R” takové, Ze d f (x)(h) > Oadf(x)(k) < 0. Pro ¢t # 0 mame

Fe+1h) = f(x) = 3@ fx)(th) + e@h) |eh|*> = 1 (3d° £ (x) (h) + e | 2]]%)

JelikoZ lim, o &(t) || 2]|*> = 0, pro dostate¢n& mald ¢ je 3d° f (x) (h)+&(#)||2||*> > 0.Proto libovoln&
blizko x existuje bod x + th takovy, ze f(x +1) — f(x) > O.

Na druhou stranu pokud v pfedchozi Gvaze misto 4 pouZijeme k, dostdvame, Ze existuji libovolné
mald ¢, pro které 1d” f (x)(k) + &(t)|k]|> < 0 a ndsledn& r*(3d? f (x) (k) + e(1)[|k]|?) < 0. Odtud
fx+th)— f(x)<0. O

Zopakujme z algebry zndmé Sylvestrovo pravidlo pro kvadratickou formy [: Necht p je symetrickd

bilinedrni forma asociovand sl a A je matice p v libovolné bdzi. UvaZujme det Ay, det A,, ..., det A, jeji
hlavni minory.
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1. Pokuddet A1 > 0,det Ay > 0,...,det A, > 0, potom je | pozitivné definitni.
2. Pokud det A1 < 0,det Ay > 0,det Az < 0,det A4 > 0. .., potom je | negativné definitni.
Priklad. Naleznéte lokdln{ extrémy funkce f: R? > R,

flx,y) = - 3xy + 3y2.

Nejprve nalezneme stacionarni body f, tim Ze parcidlni derivace f poloZime rovny nule:

d a

—f(x, y) =3x> -3y =0, —f(x, y) = —3x + 6y =0.

dax dy

Stacionarnimi body — tedy body podezielymi z lokdlniho extrému jsou (0, 0) a (%, %). Abychom zjistili je-li
extrém v n&kterém z nich vyfesime definitnost d® £ (x, y) v téchto bodech. Matice piislu§ného kvadratického
zobrazeni se sklada z druhych parcidlnich derivaci.

, 0%, f(x,y) 82, £ (x, ) 6x —3
03y (. y) 9% f (x, y)

Pro (x, y) = (0, 0) jsou jeho hlavni minory: det A; = 0, det Ay = ' _(3) _2' = —9. Nyni, pro (x, y) =

(%, %) jsou jeho hlavni minory: det A} = 3, det A, = 9.

To znamenad, Ze v bod¢€ (0, 0) nema f lokalni extrém ale v bodé (%, }1) ma lokalni minimum.

Ctenafi jisté neuniklo, Ze véta nic neiikd v piipadé, Ze je d” f (x) semidefinitni. Tak tomu
bylo jiz v pfipadé funkce na R a k vySetieni extrému, kdy f/(x) = 0, f”(x) = 0, bylo nutné pouzit
jiného postupu.

5.2. Vazané extrémy. Nechf f:U C R" - R,a M C
U, fekneme, Ze f nabyva lokdlniho extrémuv x € M na
M jestlize x je extrémem (stejného druhu) funkce f|y.

Ackoliv funkce f(x,y) = x + y + 1 lokdlni extrém
nemd pokud ji vySetiujeme na mnoziné M dané rovnici
x? 4+ y2 — 1 = 0 extrému nabyvat musi (jako spojitd
funkce na kompaktni mnozin¢).

Jednim ze zplsobi, jak zjednodusit problém hledani
extrému na mnoZiné, je parametrizaci mnoZiny M. Tim
se muze sniZit i po¢et nezndmych v rovnicich, které je
tfeba potom vyfesit.

Véta 5.5 (o parametrizaci M). Nech? f:U C R" — R je funkce a M C U mnoZina. Pokud
pro néjaky bod x € M existuje homeomorfismus ¢: W C R" — V C M takovy Ze V je oteviend
mnozind|v M, x € V a f o ¢ md lokdlni minimum v t = f~V(x), potom f md v x lokdlni
minimum na mnoZiné M.

Dt k a z. Tvrzeni je zfejmé. [J

Obdobné lze tvrzeni formulovat pro lokalni maximum

Priklad. Najdéme lokdlni minimum funkce f(x, y) = x + y + 1 na mnoZiné M dané rovnici g(x, y) =
x? 4+ y? — 1 = 0. Pouzijeme Vétu Polozme ¢(t) = (cost, sint) to jisté neni injektivni, ale aZ budeme
znat bod podeziely z minima, mizeme ¢ definovat jen na otevieném intervalu kolem tohoto bodu na némz
u prostd bude.

Hled4ame lokalni minimum sloZeni (f o ¢)(f) = cost + sint + 1. Proto jej zderivujeme a poloZime
rovno nule:

Doteviena mnozina v M je zde myleno jako oteviena mnoZina v indukované topologii na M, tedy V = M N O pro
néjakou otevienou mnozinu O C R".



42 5. Extrémy funkci vice proménnych

(fo@)(t)=—sint +cost =0

e, e

na nic nového. Body podezielé z extrému jsou tedy ¢ = /4, 57/4 potazmo ¢(r/4) = (v/2/2,/2/2) a
@(—~/2/2, —+/2/2). Druhou derivaci (¢eho?) zjistime, Ze bod (v/2/2, +/2/2) je bodem lokalniho maxima
fnaM a(—~/2/2, —/2/2) bodem lokalniho minima.

Dalsi metodou hleddni lokdIniho extrému na mnoZin€ jsou tzv. Lagrangeovy multiplikétory. Ta
zahrnuje funkci, kterd popisuje mnoZinu, do nové funkce a hleddme jeji extrémy. Timto postupem se
prevadi problém hledani extrémil na mnoziné na problém hledan{i lokéalniho extrému bez podminek.

Mnozina M C R" je zadana pomoci funkce g: R” — R¥ nasledovné

M={xeU | gx)=0} (5.2.1)

JelikoZ ma g oborem hodnot R¥ je M zadana k rovnicemi

M={xeU | g@x) =0,...,¢0u) =0. (5.2.2)

Rovnicim v (5.2.2)) se nékdy tika vazbové podminky.
Pro A € R* polozme

Li() = f() +hig () + - + hegh. (5.2.3)
Funkci L) fikdme Lagrangeova funkce.

Véta 5.6 (o Lagrangevych multiplikatorech, postacujici podminka). Nech? f:U C R" — R,
M C U definovand , uvazujeme Lagrangeovu funkci definovanou ({5.2.3).
Jestlize pro néjaké » € R* md Langrangeova funkce L;, lokdlni minimum v bodé x € M, potom
md f v x lokdlni minimum na mnoZiné M.
Dk az. Necht x je lokdlnim minimem L, . Evidentné je x také lokdlnim minimem Lj na mnoZiné
M. JelikoZ L) |y = flm + Zle Ai - &'lm a gly = 0, musi byt x lokdlnim minimem f|y;. O
Vétu lze samoziejmé zformulovat i pro piipad lokdlniho maxima.
Poznamenejme pro zajimavost, Ze na funkci f nejsou ve vét&[5.6|kladeny zadné predpoklady.

Nasledujici véta ndm usnadni hledani lokdlnich extrému. Je opét zformulovana pro lokdlni
minimum, ale plati samoziejmé i pro lokalni maximum.

Véta 5.7 (o Lagrangevych multiplikatorech, nutna podminka). Nechr f:U C R" — R,
M C U je definovand (5.2.1), x € M, f a g jsou spojité diferencovatelné v x a dg(x) je
surjektivni. Jestlize x je lokdlnim minimem f na mnoZiné M potom existuje A € RF takové, Ze
funkce L, definovand md v x staciondrni bod, tedy dL; (x) = 0.

Podminka dg(x) je surjektivni v pfedchozi vét€ znamend, Ze matice parcidlnich derivaci

agl 8g1
8_x1(x) 9%, (x)
g'(x) = oo
agk agk
x| ) - dxy, 2

ma maximdlni hodnost.

Kombinace vét a dava silny ndstroj. Nejprve nalezneme stacionarni body funkci L;,
pro vSechny volby A. Véta nam zarucuje, Ze lokdlni extrémy jsou timto pokryty. VySetfime
tyto staciondrni body Lagrangeovy funkce a véta[5.6|ndm zarucuje, Ze lokdalni extrémy, které jsme
nasli, jsou lokdlnimi extrémy f na mnoZiné M.
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Podrobny postup pfi hleddni lokalnich extrémii pomoci Lagrangeovych multiplikatort bez velkych skokt
v postupu ilustruje nasledujici piiklad.
Priklad. Vrafme se k piikladu funkce f s vazbovou podminkou g, kde

fay=x+y+l gy =2>+y"~1=0.
Nejprve ovéfime podminku surjektivity derivace g. Mame
Org(x,y) =2x, a 0dyg(x,y) =2y.
Tedy dg(x, y) ma matici

g'(x,y) = (2x,2y).

Ta m4 nulovou hodnost jen v po¢atku, ten ov§em bodem mnoZiny M neni. Proto v§echny body M by mohly
byt bodem x z vty [5.7] Spojita diferencovatelnost f i g je ve viech bodech M ziejma. Lagrangeova funkce
pro A € R m4 tvar

L,y =x+y+1+ra>+y* =1
Pokud je néjaké (x, y) stacionarnim bodem nékteré L, (tedy pro n€jaké A) splituje

Ly=1+212x=0
dyLy=1+22y=0

Tuto soustavu dvou rovnic o tfech nezndmych dopliiuje podminka, Ze (x,y) € M tedy g(x,y) = O,
konkrétné

x2+y2—1=0.

VyfeSenim této soustavy dostdvame jednak x = ~/2/2, y = +/2/2, A = —+/2/2 a jednak x = —+/2/2,
y = —+/2/2, A = +/2/2. Nyni ovéiime, Ze zda je (v/2/2,+/2/2) lokdlnim extrémem L Vi @ zda je

(—~/2/2, —+/2/2) lokdlnim extrémem Lﬁ/2~
Kvadraticka forma dL _ S22 (x, y) ma matici

Ly, y) = <2(;\ 2%\)’ L 15 (V2/2,52/2) = <_?/2 —}2/2)‘

Ta je negativné definitni, to znamend, 7e (+~/2/2, +/2/2) je lokdlni maximem L Va2 @ véta fika, 7e
(+v2/2, +/2/2) lokélnim maximem f na M.

Princip metody Lagrangeovych multiplikatorti spo¢iva v na-
lezeni bodu a mnoZiny M, ve kterém bude normélovy vektor
7, k mnozing€ M v bod€ a kolmy na vrstevnice funkce f. Na
Ry obrazku je zndzornéna situace tato situace z piikladu.
a
% B

vrstevnice f
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6. Riemannuv integral na R”

6.1. Integral na obdélniku v R". V prvnim paragrafu této kapitoly zavedeme pojem integralu
funkce na obdélniku v R”. Postupujeme analogicky k piipadu Riemannova integrdlu na R.

Uspotadanou k-tici P = (fg, t1, ..., 1), pro kteroujea = g < t; < --- <ty = b, nazyvame
déleni intervalu la, b]. Nechf Q = [ay, b1] X --- X [ay, b,] je obdélnik v R". Pokud pro kazdé
i €{1,2,...,n}je P, délenim intervalu [a;, b;], potom uspofddana n-tice P = (Py, ..., P,) je

délenim obdélniku Q. MnoZinu vSech déleni obdélniku Q oznaujeme £ (Q).

Rozklad obdélniku Q definovany délenim P je kone¢nd mnoZina obdélnikti Rect P = {Q;}
takovych, Ze jejich sjednocent je Q, prinik vnitki libovolné rizné dvojice je prazdny apr; (Q;) =
[Pj, Pj+1]

Priklad Méme Q = [0, 3] x [0,2]. UvaZujeme déleni
03 O6 Py = (0,3,3) intervalu [0,3] a P, = (0,1, 1,2) intervalu
0.2) |22 Os [0, 2]. Déleni P = (P1, P,) = ((0,3,3), (0, 1, Z,2)) je d&lent
’ 0 0 obdélniku Q.
1 : {Qi} = {10, 31 x [0, 11, [0, 31 x [1, 1,10, 31 x [2, 2]
if =Y. 7 ) » 2 Y3 20«

[0, 3]
Déleni P obdélniku Q.
Déleni R obdélniku Q je zjemnénim déleni P, pokud pro kazdé i € {1,2,...,n} je R;
zjemnénim déleni P; tedy pro kazdé tr; = P; j = R;; pro n&jaké /. Jinymi slovy, R je zjemnénim
P v kazdé soutadnici. Déleni S obdélniku Q je spolecnym zjemnénim déleni P a Q, pokud S je
zjemnénim P i Q.

(3,21 x [0, 11, (3, 2] x [1, 21, [3, 2] x [, 21}

B3
B By
Az |A B
A 3 4 1
AL |As
Déleni P obdélniku Q. Déleni R Spole¢né zjemnéni P a R.

Evidentné, ke kazdym dvéma délenim existuje jejich spolecné zjemnéni.
Je-1i A obdélnik déleni P a S je jeho zjemnéni, potom existuji obdélniky Ay, ..., A; déleni S takové, Ze

A=A1U---UA,.

Nechf f: QO — R je funkce na obdélniku Q. V celé této kapitole budeme predpokladat, Ze
je f omezend. Pro takovou funkci v nésledujicich
odstavcich definujeme integrél. V pripadé Rieman-

_ -3 nova integrdlu v prvnim ro¢niku jsme definovali

. ' /| 4 )\ horni a dolni soucty pfislu$né uréitému déleni in-

M(LA) | I, Z tervalu. Pomoci délky téchto intervali déleni vy-

nasobené supremem a infimem. Proto nyni potie-
bujeme definovat n-rozmérny objem. Nechf A =
a1, b1] X -+ - x [ay, by] C R” je obdélnik, definu-

jeme n-rozmérny objem obdélniku A (nebo pouze
Ail objem), jako vol A = (by —ay) - ... (b, — ay).
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Pro funkci f a déleni P obdélniku Q definujeme horni soucet

S(f. P)=) sup f(x)-vol A; = Y M(f, A;)vol A; (6.1.1)
A Ai A

a dolni soucet

s(f, P) = Zigff(x) Vol A; = > " m(f, Aj) vol A;. (6.1.2)
At A;

1

Poznamenejme, Ze supremum a infimum v rovnicich (6.1.1),(6.1.2) vzdy existuje, jelikoZ je f ohranicend,
a soucet je konecny, nebot Q je ohraniceny.

OznaCme
H(f)={S(f,P) | Pe Z(Q)}, (mnozina hornich souctn)
D(f)={S(f,P) | Pe £2(Q)}. (mnoZzina dolnich soucti)

Naésledujici dvé lemmata jsou analogickymi tvrzenimi k t€m z prvniho ro¢niku.
Lemma 6.1. Nechf R je zjemnénim déleni P na Q, potom

S(f, P) = S(f, R),
s(f, P) =s(f, R).

D G k a z. Ke kazdému obdéIniku A; déleni P existuje /(i) € N a obdélniky A; 1, ..., Ai i)
piislusné k déleni R takové, Ze A; = A; 1 U ---U A; () (viz pozndmka za definici zjemnéni).
Navic mdme Q = Ufﬁ) Ulj(’:)l Ajj.

M(f, Ai) = M(f, A; )

k(P)

S(f. Py =) M(f. Ai)vol A;
)

= M(f. Ai)vol(Ai 1 U+ U A i)
i=1
k(P) (i)

=Y M(f,A) ) volA;j
i=1 j=l1

k(P) 1(i)

> > Y M(f. Aij)vol A;

i=1 j=1
k(R)

= Z M(f, Aj)vol A; = S(f, R).

i=1

Vysledek pro dolni soucty plyne stejnym zpisobem za pomoci nerovnosti m(f, A;) <
m(f, A; ;). O

Lemma 6.2. Necht P a R jsou dvé déleni Q, potom
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s(f. P) = S(f, B).
DGk az. Necht T je spole¢né zjemnéni P a R potom podle lemmatu [6.1| mdame
s(f,P) =s(f,T) =S(f,T) =S(f, R).
g

Ptedchozi tvrzeni nds opraviiuje k nasledujicimu.

Dusledek 6.3. Pro kazdou omezenou funkci f: Q C R" — R je

D(f) = H(f).

Mnoziny D(f) a H(f) jsou evidentné neprazdné a podle ptedchoziho disledku je D( f) shora
ohrani¢end libovolnym hornim souctem; stejné tak je H(f) zdola ohrani¢end. Proto miZeme
definovat dolni integrdl f na Q jako

/Qf = sup D(f) (6.1.3)

a horni integrdl f na Q jako
/f:ian(f). (6.1.4)
0

Nyni pokud pro omezenou f: Q C R" — Rje [, 0 f= E f pak tuto hodnotu ozna¢ime | 0 f
a fikame ji integrdl funkce f na obdélniku Q. Funkci f pak nazveme integrovatelnou na Q

V piipadé konstantni funkce f = c jsou mnoziny H(f) a D(f) jednoprvkové obsahujici ¢islo ¢ vol Q,
coZ je tim padem jeji integral. Pfirozené, Ze? Ovéfte!
Spojita funkce je také integrovatelnd, jak uvidime z pozdéjsiho tvrzeni.

Véta 6.4. Nechr f, g: Q C R" — R jsou omezené integrovatelné funkce na Q a c € R. Potom
1. f + g je integrovatelnd na Q a

/Qf+g=/Qf+/Qg.

2. cf je integrovatelnd na Q a

ch:cfgf.

Dikaz !!!
l

Véta 6.5. Necht A, B C R" jsou obdélniky s disjunktnimi vnitiky takové, Ze A U B je obdélnik.
Ddle f: AU B — R je omezend integrovatelnd funkce. Potom f je integrovatelnd na Ai B a

| r=[r+]s 6.1.5)

D i k a z. Z kritéria integrovatelnosti (véta existuje d&leni P obdélniku A U B takové,
7ze S(f, P) — s(f, P) < e. Nechf R je zjemnénim déleni P vzniklé pfidanim bodul tak, aby
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R; = (so,...,Sk—1,8c = to,t1,...,1). Potom S, kde S; = (so,...,5—1,8k), a T, kde T; =
(to, t1, - .., 17), jsou délenimi A a B. Plati

S(f,P)>S(f,R)=S(f, 9+ S(f, T) (R zjemnéni P, konstrukce S a T') (6.1.6)
s(f, P) <s(f,R)=s(f,S)+s(f,T). (R zjemnéni P, konstrukce S a T)(6.1.7)

Coz dava S(f, S) — s(f, S) + S(f, T) — s(f, T) = S(f, R) — s(f, R) < e. Oba rozdily jsou tedy

mensi nez ¢ a véta zaruCuje integrovatelnost f na A a B. Rovnice (6.1.5)) plyne z (6.1.6) a
O

Véta 6.6 (kritérium integrovatelnosti). Nech? f: Q C R" — R je omezend. Funkce f je
integrovatelnd, prdavé kdyZ ke kaZdému & > 0 existuje déleni P obdélniku Q takové, Ze S(f, P) —
s(f, P) <e.

Stejné jako v piipad€ integrilu na R lze vyvodit, Ze kazd4d spojitd funkce na obdélniku je
integrovatelna. Pokud ma funkce koneéné ¢i spocetné mnoho bodili nespojitosti je rovnéz integro-
vatelna. Nyni se zaméfime na zjisténi ,,jak velkd“ mtzZe byt mnozina bodi nespojitosti, aby funkce
byla integrovatelna.

Mnozina A C R" ma (Lebesguovu) miru nula jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje spocetny
systém (Q;); obdélnikid v R" takovy, Ze | J; Qi D Aa) ;vol Q; < e.

Koneénd i spocetnd mnoZina md miru nula.

Usetka v R? md miru nula.

Obdélnik v R” s neprazdnym vnitfkem nema miru nula. Hranice obdélniku ma miru nula.

Priklad. Kantorova mnozina C C R md miru nula. Skuteéné, Kantorovu mnoZinu lze psét ve tvaru
C =2, On, kde Q, je sjednoceni 2" intervald délky 37". Objem vol Q,, = (2/3)", pro vhodné n miize
tento vyraz byt mensi neZ libovolné predem dané ¢.

Pro ohrani¢enou funkci f: Q — R a bod z jejitho defini¢niho bodu x definujeme oscilaci
funkce f v bodé x

Qr(x) =1lim sup f(x)— inf f(x).

£—> XEBS(X) )CGBE()C)

Pro A C Q definujeme oscilaci funkce f na mnoZiné A jako

Qf(A) = sup f(x) —grelf\f(X)-

xeA
Je-1i P déleni obdélniku Q, potom

S(fiPY=s(f,P)= Y Qp(A)volA.

A€Rect P

Lemma 6.7. Funkce f je spojitd v bodé x, pravé kdyZ je Q2 (x) = 0.
Dikaz.
O

Priklady. Funkce sinx ma v kazdém bodé€ x oscilaci 24, (x) = 0, jako kazda spojita funkce. Oscilace na
intervalu [0, ] je Q4in ([0, 7]) = 1 a Q4 ([0, 27]) = 2.

Funkce signum mé v bod€ 0 oscilaci €550 (0) = 2. Na kaZdém intervalu obsahujicim nulu, tedy napiiklad
[—1, 1] md Qgen([—1, 1]) = 2, na druhou stranu Qen ([0, 1]) = 1 a Qsgn([1, 2]) = 0.

Lemma 6.8. Nech? f: Q C R" — R je ohranicend. Potom pro kazdé ¢ > 0 je
Ac={xe Q| Qf(x) < ¢}

je oteviend mnozina.
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Véta 6.9 (Lebesguova). Necht f: O C R" — R je ohranicend funkce. Oznacme N C Q mnoZinu
bodii nespojitosti f. Funkce f je integrovatelnd na Q, prdvé kdyZ N md miru nula.

Dukaz.
O

6.2. Integral na mnoziné v R"”. Nechf f: Q C R” — Rjeomezenda A C Q definujeme integrdl
funkce f na mnoZiné A jako

/Af=fXA-f- (6.2.1)

Je jasné, Ze definice | 4 Jf nezévisi na volb& Q, pokud je A C Q

Naésledujici véta ndm davd ndstroj pro pocitani integrdlu na obdélniku pfevodem na jednoroz-
mérné integrily.

Véta 6.10 (Fubiniho). Necht A je obdélnik v R¥, B je obdélnik vR! a f: A x B ¢ RF! - R
Jje omezend integrovatelnd funkce. Predpoklddejme, Ze pro kaZdé t je f|.—; integrovatelnd na B a
pro kazdé t € A polozme u(t) = f g [ lx=t. Potom u je integrovatelnd na A a plati

/ Fe / “. (6.2.2)
AxB A

Rovnici (6.2.2)) I1ze piepsat jako

/AXB /= /A (/B f) ' (6.2.3)

Duiukaz.
O

Oznaceni. Pro integral funkce f na obdélniku Q = [ay, b1] X - - - X [ay, b, ] budeme v souladu
s klasikou pouZivat taktéZ oznaceni

by by by
/f:/f(x)dxldXZ---dxn:/ / f(x) dx1dx;y ... dx,.
0 0 ay Jay an

Dusledek 6.11 (Fubiniho véta pro R2).

b d
/ fx,y) dxdy:/ </ f(x,y)dy) dx.
[a,b]x[c,d] a c
Disledek véty a definice integralu na mnoziné je nasledujici tvrzeni.
\_/1[’
A A={(x,y) | x€la,blox) =y =y}

/\_ﬂ 0 kde ¢, ¥ jsou spojité funkce na intervalu [a, b],c < ¢ < < ¥
Disledek 6.12. Necht A C [a,b] x [c,d] C R? je mnoZina popsand v piedchozim odstavci,
f: O — R omezend integrovatelnd, potom

MnoZina A C [a, b] X [c, d] je ve tvaru
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b ¥(x)
f f= / / Fx, ydy ) dx 6.2.4)
A a @(x)

Rekneme, Ze ohrani¢end mnoZina A C R” je Jordanovsky méFitelnd jestlize konstantni funkce
f =1jena A integrovatelnd ([, 1 existuje). Neboli |, o XA existuje pro A C Q, Q obdélnik.

Pro obdélniky = vol Q.
MnoZina ma Lebesguovu miru nula, pravé kdyZ je Jordanova mira této mnoZiny nula.

Tyto pozndmky nds opraviiuji Jordanovskou miru mnoZiny A oznacit stejnym symbolem jako
objem v piipad€ obdélniku, tedy vol A.

Lemma 6.13. Ohranicend mnoZina A C R" je Jordanovsky mé¥itelnd, pravé kdyZ fr A md miru
nula.
D G k a z. Plyne z faktu, e mnoZzina bodii nespojitosti x4 je pravé fr A a samoziejmé véty O

Lemma 6.14. Jsou-li A, B Jordanovsky méritelné mnoziny, potom jsou Jordanovsky méfitelné
imnoZiny AUB, ANB, A\ B.

Véta 6.15. Necht A, B C R" jsou ohranicené Jordanovsky méritelné mnoZiny a f je integrovatelnd
na A i B. Potom

Jout =l =l

D U k a z. Necht Q4 (respektive Qp) je obdélnik obsahujici A (respektive B). Bez tijmy na
obecnosti, miZeme predpokladat, ze Q4 U Qp je obdélnik. Z definice integrdlu na mnoziné je

Suf =fQAf(stejnétakaf =fQB).

Lemma 6.16. Nechf A C R" je ohranicend Jordanovsky mé¥itelnd mnoZina, potom pro kazdé
e > 0 existuji mnoZiny Mg, N, takové, Ze:

1) M., M, jsou sjednocenim obdélnikii;

2) Mg C A C Ng;

3)vol Ng — vol M, < e.

Dikaz.jelikozje A C Q Jordanovsky méfitelnd, je x4 integrovatelnd na Q a tedy existuje déleni
P obdélniku Q, 7Ze M(xa, P) — m(xa, P) < €. MnoZina M, je pak sjednoceni téch obdélniku
z Rect P, které jsou podmnoZzinou A, a proto vol M, = m(x 4, P). Obdobné N, je sjednoceni téch
obdélnikil z Rect P, které maji neprazdny prinik s A, a tedy vol N, = M (x4, P). O

Néslednujici véta je hlavnim vysledkem

Véta 6.17 (o substitutci). Nech? G, H jsou oteviené mnoZiny v R", g: G — H bijektivni spojité
diferencovatelné zobrazeni. Potom pro kaZdou integrovatelnou funkci f: H — R plati

/ f=/ fog-ldetg'. (6.2.5)
g(A) A

Priklad Vypocitejte integral

/ X2+ yzdxdy,
A

kde A je mezikruzi se stfedem v (0, 0), poloméry Ry = 1a R, = 2.
Pouzijeme vétu o substituci, mnoZina A je obrazem obdélnika [1, 2] x [0, 27] pfi zobrazeni g(r, ¢) =
(r cos ¢, r sin ). Véta je formulovdna pro oteviené mnoZiny G, H ...
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Rejstrik

bod staciondrni: — ostré lokalni: — soucinova na R":[3]
derivace druhd Fréchetova: minimum lokélni funkce: zjemnéni délent: [43]
— Fréchetova p-ta:[33] — — na mnozing: 41 — — spolecné: [43]
— Gateauxova: [13] — ostré lokalni: zobrazeni asociované:
— parcidlni:[T7] mnoZina Jordanovsky — definované implicitn&: [30]
— — zobecnéného typu: 29 méfitelnd: — diferencovatelné p-krat: 33
— podle vektoru: [T3] — miry nula: [4§] — — dvakrit spojité: [33]
extrém lokalni: MnozZina ohrani¢ena — — spojité: 20]
Funkce definovand implicitng: [24] v normovaném prostoru: [I] — dvakrét diferencovatelné:
— integrovatelnd: [47] Norma: 1] — Fréchet diferencovatelné: [T1]
funkce Lagrangeova: [42] normy ekvivalentni: 3] — homogenni fadu n:
integral na mnozing: 49 Obdélnik v R": — kvadratické: 3]
Integrél na obdélniku: 7] Objem obdélniku n-rozmérny: @3] — — indefinitni:
Koule oteviend v normovaném oscilace funkce na mnoZing: 48] — — negativné definitni:

prostoru: [T] — — v bodé: [Ag] — — pozitivné definitni: [39]
— uzaviend v normovaném Prostor normovany: [1] — multilinedrni: 34]

prostoru: [T] Slozky funkce: [j] — parcidlni:[T7]
limita funkce: 3] Soucet dolni: — spojité v normovanych
matice Jakobiho: [I§] — horni: prostorech: 2]
— parcidlnich derivaci: [T Topologie eukleidovska na R": — symetrické: [31]
maximum lokaln{ funkce: — generovand normou: [I] — — multilinearni:
— — na mnozing: 1] — piirozend na R": [4] — tiidy C%:
Literatura

[1] V.I. Averbuch, Matematickd analyza 3-4. UCebni text Matematicky tstav v Opavé, revize

2011.
[2] V. Jarnik. Diferencidlni pocet I. CSAV, Praha, 1984.
[3] V.lJarnik, Integrdlni pocet I.CSAV, Praha, 1974.

[4] M. Krupka, M. Mdlek, Matematickd analyza I,11. Uebni text Matematicky tstav v Opave,

verze 2023.



	Obsah
	1. Prirozená topologie v Rn
	1.1 Normované prostory
	1.2 Rn jako normovaný prostor.
	1.3 Rn jako soucin topologických prostoru
	1.4 Kompaktní množiny v Rn
	1.5 Spojitost základních zobrazení
	1.6 Konecnerozmerné normované prostory
	1.7 Prostory lineárních zobrazení

	2. Derivace prvního rádu
	2.1 Fréchetova derivace
	2.2 Derivace podle vektoru, Gâteauxova derivace
	2.3 Parciální derivace
	2.4 Vety o strední hodnote
	2.5 Spojitá diferencovatelnost

	3. Inverzní a implicitní zobrazení
	3.1 Inverzní zobrazení
	3.2 Veta o implicitní funkci
	3.3 Obecná veta o inverzním zobrazení
	3.4 Obecná veta o implicitním zobrazení

	4. Derivace vyšších rádu
	4.1 Bilineární a kvadratická zobrazení
	4.2 Derivace a diferenciál druhého rádu
	4.3 Multilineární a homogenní zobrazení
	4.4 Derivace vyššího rádu
	4.5 Diferenciál a Tayloruv polynom

	5. Extrémy funkcí více promenných
	5.1 Extremální úlohy bez vazby
	5.2 Vázané extrémy

	6. Riemannuv integrál na Rn
	6.1 Integrál na obdélníku v Rn
	6.2 Integrál na množine v Rn

	Rejstrik

