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1. Mnoziny, zobrazeni, relace

Prvni kapitola je vénovana zdkladnim pojmiim teorie mnoZin. Pojedndva o mnoZinach a zdklad-
nich mnoZinovych operacich (sjednocenti, prinik, rozdil), uspofadanych dvojicich a kartézskych
soucinech. Pojem mnoZiny a usporddané dvojice je povaZzovan za intuitivné zfejmy a nedefinuje
se (naivni teorie mnoZin). VSechny ostatni pojmy, uvedené v této kapitole (a snad i v celém textu),
jsou jiz definovany pomoci téchto zdkladnich pojmd.

Daéle definujeme pojem zobrazeni a uvaddime jeho zdkladni vlastnosti (surjektivnost, injektiv-
nost, bijektivnost). Definujeme kompozici zobrazeni a inverzni zobrazeni.

Z4vér kapitoly je vénovan bindrnim relacim, a to zejména ekvivalencim (je ukdzén jejich vztah
k rozkladiim) a uspofdddnim (je zaveden pojem uspofddané mnoZiny a s nim souvisejici pojmy
maxima a minima, suprema a infima a izotonniho zobrazenf).

1.1 Prvky a mnozZiny. MnoZina je souhrn néjakych véci. Patfi-li véc x do mnoZiny X, fikdme
také, Ze v ni leZi, Ze je jejim prvkem, nebo Ze mnoZina X tuto véc obsahuje. V takovém piipadé
piSeme x € X. V opacném x ¢ X.

Mnozina je jednoznacné urcena, jsou-li jednoznacné urceny jeji prvky. Tuto skutecnost budeme
mit na mysli, kdykoli budeme zavadét néjakou novou mnoZzinu.

MnoZina, neobsahujici Zadny prvek, se nazyva prdzdnd a znaci .
MnoZina, obsahujici pouze prvek x, se znac{ takto:

{x} (1.1.1)
Mnozina vSech prvkli mnoZiny X, které maji vlastnost P, se znaci takto:
{x € X | ma vlastnost P}. (1.1.2)

Rekneme, 7e mnozina Y je podmnoZinou mnoziny X (a mnoZina X nadmnoZinou mnoziny Y),
jestlize kazdy prvek mnoZiny Y je prvkem mnoZiny X. PiSeme ¥ C X nebo X DO Y. Neni-li
mnozina ¥ podmnoZinou mnoziny X, piSeme ¥ ¢ X nebo X B Y.

Mnozina z (I.1.2)) je samoziejmé podmnoZinou mnoZiny X; kazdy jeji prvek totiZ je prvkem mnoZiny X.
Naopak, libovolnou podmnoZinu ¥ mnoziny X miZeme zapsat uvedenym zptisobem. Plati totiz:

Y={xeX | xeY}. (1.1.3)

Z definice podmnoZziny okamzité plyne, Ze kazdd mnoZina je svou vlastni podmnozinou (skute¢né, kazdy
prvek mnoziny X je prvkem mnoziny X). MliZeme psat

X={xeX | xeX} (1.1.4)
nebo tieba
X={xeX | x=x} (1.1.5)

Jak jsme jiz uvedli, mnoZina je jednozna¢né urcena svymi prvky. Proto plati i Ze z X C Y a soucasné
Y C X plyne X = Y. Tohoto jednoduchého faktu budeme velmi ¢asto uZzivat.

Ve vyrazu (I.1.2) ndm nic nebrani zvolit za P vlastnost, kterou Zadny prvek z X nemd. Dostaneme tak
prazdnou mnoZinu. Napiiklad
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P={xeX | x#x). (1.1.6)

Prazdnd mnoZina je tedy podmnoZinou kazdé mnoZiny. Na tuto okolnost se stoji za to podivat podrobné;i.

Predevsim si uvédomme, Ze tvrzeni ,.kdyZ A, tak B,” je nepravdivé jediné v pripadé€, Ze vyrok A
je pravdivy a vyrok B nepravdivy (slib ,kdyZ bude§ hodny, koupim ti lizatko* tedy nesplnime jediné
v piipadé, Ze décko bylo hodné a my jsme mu lizatko stejné nekoupili). To znamend, Ze je-li vyrok A
nepravdivy, je celé tvrzeni pravdivé, bez ohledu na vyrok B (ovéfte si to na jiz uvedeném vyroku s lizatkem
a na vyroku ,.koho ustkne had, ten umte®).

Tvrzeni ,.kdyZ A, tak B* tiké totéZ, co tvrzeni ,,ne A nebo B* (,,KdyZ to udél4s, tak jednu dostanes*;
,Nedélej to nebo jednu dostanes*).

Zpét k prazdné mnoziné: jestlize x € ¥, pak x € X (v§imnéme si, Ze prvni vyrok je nepravdivy!). Podle
definice podmnoziny jsme tedy ukézali, ze § C X.

TotéZ mizeme Fict takto: x ¢ @ nebo x € X, coZ je vzdy pravda kvili prvni poloving.

Jesté jinak feCeno — kaZzdy prvek prdzdné mnoZiny je prvkem mnoZiny X; kdyby totiZ néjaky nebyl,
méla by prdzdnd mnoZina prvky

Nékde se muzete setkat s tvrzenim, Ze prvky prazdné mnoziny maji jakoukoliv vlastnost; skute¢né, jak
jsme jiz fekli, vyrok ,,pokud x € @, pak x ma vlastnost P* (jinak feceno x ¢ (J nebo x ma vlastnost P) plati
af je P jakdkoli vlastnost.

Mnozing, jejimiZ prvky jsou mnozZiny, se nékdy 1ikd systém mnozin. Systém vSech podmnoZin
mnoZiny X se zna¢i exp X. Tedy ¥ € exp X, pravé kdyZ Y C X FjI

Systému vSech podmnoZin mnoZiny X se také nékdy fika potencni mnoZina a v literatufe se také znaci
2(X) nebo 2X.
Jak jsme jiZ ukdzali, pro kazdou mnoZinu X plati § C X a X C X. Mdmetedy ¥ € exp X a X € exp X.

1.2 Zakladni mnoZinové operace. MnoZina, tvofend témi prvky, které leZi alespon v jedné
z mnoZin X a Y, se nazyva sjednoceni mnoZin X aY azna¢ise X UY (x € X UY, pravé kdyz
x € Xnebox €7Y).

Zavadime znaceni {x, y} = {x} U {y}, {x, y,z} = {x} U {y} U {z}, atd. O mnoZiné zapsané
timto zpisobem fikdme, Ze je zapsand vyctem prvki.

Pro kazdou mnozinu X tedy napiiklad plati {¢J, X} C exp X. Co je exp 4?

Uvédomte si, Ze pokud x = y, je mnoZina {x, y} jednoprvkova. Této nepiijemnosti se v nékterych
ptipadech nevyhneme.

MnoZina, tvofena témi prvky, které lezi v kazdé z mnozin X a Y, se nazyva priinik mnoZin X
aYazatise XNY (x € XNY,pravée kdyZx € X ax € Y). Prinik mnoZin lze tedy definovat
takto:

XNY={xeX | xeY). (1.2.1)

MnoZina, tvofena t€mi prvky, které lezi v mnoziné X a nelezi v mnoziné Y, se nazyva rozdil
mnoZin X aY aznacise X \Y (x € X\ Y, pravé kdyZx € X ax ¢ Y). Plati tedy:

X\Y={xeX | x¢Y} (1.2.2)
Rekneme, 7e mnoziny X a Y jsou disjunkini, jestlize plati
XNy =4a. (1.2.3)

Rekneme, Ze mnoZiny systému mnoZin S jsou po dvou disjunktni, jsou-li disjunktni kazdé dvé
rizné mnoZziny systému S.

Véta 1.1. Necht X, Y, a Z jsou mnoZiny. Plati

])Kaid}’l rizovy nosoroZec nosi bryle. Nebo snad ne? Ktery je nenosi?
DRekneme-li ,,A, pravé kdyZ B*, myslime tim, Ze vyroky A a B bud oba plati nebo oba neplati — jsou to ekvivalentn{
vyroky (nékdy také fikdme ,,A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati B*)
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XUY=YUX, (komutativita sjednocent)

XNY=YnNX, (komutativita priniku)

jestliZe X CYaY CZ, pak X C Z, (tranzitivita inkluze)
XUuuz)y=(XUry)uZz, (asociativita sjednoceni)
XN¥nNz)y=XNnYryynz, (asociativita pruniku)
XUunNnz)=XUY)Nn(XU?2), (distributivita sjednoceni vzhledem k priiniku)
XNYUzZ)=XNY)u(Xn2Z). (distributivita priniku vzhledem ke sjednocent)

D dkaz. Podle definice sjednoceni je mnoZina X UY mnoZinou vSech prvki, které lezi v mnoziné X
nebo v mnoZiné Y. MnoZina Y U X je definovéna stejné. Tim je dokdzana komutativita sjednoceni.
Podobné se postupuje pti dikazu komutativity pruniku.

DokéZeme tranzitivitu inkluze. Predpokladejme, Ze plati X C Y a ¥ C Z a zvolme prvek
x € X. Pak (definice podmnoziny) ur¢ité¢ x € Y. JelikoZ ¥ C Z, pak (definice podmnoZiny)
x € Z. Podivejme se co jsme udélali: Pro libovolny prvek x € X jsme ukdzali, Ze x € Z. To
(podle definice podmnoZiny) znamend, Zze X C Z.

Dtikaz asociativity sjednoceni a priniku pfenechdme ¢tendafi. Z distributivnich zakont do-
kaZeme pouze prvni.

Zvolme prvek x € X U (Y N Z). Podle definice sjednoceni tento prvek lezi v mnoZiné X nebo
v mnoziné Y N Z. Predpokladejme, Ze lezi v mnoZiné X. Pak jisté leZ{ v mnoZiné X U Y (definice
sjednoceni) i v mnoziné X U Z (tatdZ definice). LeZi tedy i v jejich priniku. LeZi-li prvek x
v mnoziné Y N Z, lezi vkazdé z mnozin Y a Z. Protoleziv X UY iv X U Z. LeZi tedy i v priniku
téchto mnoZin. Tim jsme dokézali, Ze X U(Y N Z) C(XUY)N(X U Z).

Zvolme nyni prvek x € (X UY) N (X U Z). Podle definice priniku tento prvek lezi v kazdé
zmnoZzin X UY a XU Z. LeZi-li v mnoziné X, leZii v mnoZiné¢ X U (Y N Z) (definice sjednoceni).
Nelezi-li v mnoziné X, musi leZet v kazdé z mnoZin X a Y, lezi tedy v jejich priniku, a tedy
ivmnoziné X U (Y N Z). Tim jsme dokdzali, zZe (X UY)N(XUZ) C XU N 2Z).

Vyraz (X UY) U Z oznaujeme X U Y U Z. Diky asociativité sjednoceni platii X UY U Z =

=XUXUZ).Podobné klademe X NYNZ=(XNY)NZ=XNX N2Z).

Nyni zobecnime sjednoceni a prinik mnozin na systémy mnozin. Necht S je neprazdny systém
mnozin. Sjednocenim systému S nazyvame mnozinu, tvofenou t€émi prvky, které lezi alespon
v jedné mnozing€ systému S. Znacime ji US. Je-li systém S neprazdny definujeme jeho priinik jako
nazyvame mnozinu, tvofenou t€mi prvky, které lezi v kazdé mnozZiné€ systému S. Oznaceni: NS Fj

Plati tedy: x € US prave tehdy, kdyz existuje mnoZina X € S takovd, Zze x € X; x € NS, pravé kdyzZ pro
kaZzdou mnoZinu X € S plati x € X.

Jsou-li mnoZiny systému S po dvou disjunktni, pak NS = @J. Opak ale pro kazdy systém neplati.

Jak si snadno ovéfite, je-li S = {X, Y}, pakUS=XUYanS=XNY.

Usporddand dvojice objektii x a y je objekt, ktery se znaci (x, y) a md ndsledujici vlastnost:
(x,y) =", y), pravekdyzx =x"ay =y

Kartézsky soucin mnoZin X a Y je mnoZina vSech usporddanych dvojic (x, y) takovych, Ze x € X
ayeY.Znalise X x Y.

Véta 1.2. Pro libovolné mnoZiny X, Y, X', Y’ plati:

X xY =0, pravé kdy? X = h nebo Y = (0, (1.2.4)
XxYHUX' xY)=(XUX)xY; (1.2.5)
XxYVNX' xY)=XnX)x¥nY). (1.2.6)

JestliZe X x Y #+ @, pak

3Priinik prazdného systému mnozin by vedl k ,,mnoZiné vSech prvkd,” kterd, jak se ukazuje v teorii mnoZin, je
vnitiné rozpornym pojmem. Ukazuje slabiny takto zavedené naivni teorie mnoZin.



8 1. MnoZiny, zobrazeni, relace

X' xY CXxY, pravkdy: X' c XaY C Y. (1.2.7)

D 1 k a z. Prvni tvrzeni vlastné 1ikd, ze X x ¥ # (J, pravé kdyz X # #a Y # (. Nyni uZ je
situace jasnd: prvni tvrzeni totiZ znamend, Ze existuje dvojice (x, y), zatimco druhé, Ze existuje
prvek x € X aprvek y € Y, coZ jsou ekvivalentni vyroky.

DokaZzme nyni vztah . Jestlize dvojice (x, y) leZi ve sjednoceni mnozin X x Y a X' x Y,
pak urcité lezi v jedné z nich. LeZi-li v mnoZiné X x Y, znamend to, Ze x € X a y € Y.
JelikoZ z prvniho vztahu plyne x € X U X', dostdavdame (x, y) € (X U X’) x Y. LeZi-li v mnoZiné
X’ x Y, stejnym postupem vyvodime, Ze opét (x,y) € (X U X’) x Y. Tim jsme ukézali, Ze
(X xY)U(X' xY)C (XUX') x Y.Opacnou inkluzi dokdZeme tplné stejné.

Zbylé dva vztahy nechdme na Ctendfi.

Kontrolni otazky

1. MiizZe byt mnozZina zaroven prvkem?
2. Plati: @ = {#}?
3. Co je sjednocenim prazdného systému mnoZin?

4. Co je sjednocenim a prinikem systému exp X ?

1.3 Zobrazeni. Nechf X a Y jsou mnoziny Z C X x Y takovd podmnoZina, Ze ke kazdému
prvku x € X existuje pravé jeden prvek y € Y, spliiujici podminku (x, y) € Z. MnoZina Z
spolu s mnoZinami X a Y se nazyva zobrazeni z mnoZiny X do mnoziny Y. MnoZina X se nazyva
definicni obor, mnoZzina Y obor hodnot, mnoZina Z graf tohoto zobrazeni. Oznacime-li toto
zobrazeni f, piSeme X = Dom f,Y = Codom f a Z = Gr f.

Z uvedené definice vyplyvd, Ze zobrazeni f a g se rovnaji, pravé kdyz

Dom f = Domg, Codom f = Codomg a Gr f = Grg. (1.3.1)

Zkratka pro ,,zobrazeni f z mnoZziny X do mnozZiny Y*je f: X — Y.lJe-li x € X, pak prvek
y € Y takovy, Ze (x, y) € Gr f (tento prvek je podle definice zobrazeni jediny, takZe nemize dojit
k omylu), oznaujeme symbolem f(x) a nazyvame hodnotou zobrazeni f v bodé x nebo obrazem
bodu x pri zobrazeni flﬁ

Rozdil mezi zobrazenim a grafem zobrazeni je jemny: podle nasi definice je oboji tatdZ mnoZina, ale
v prvnim piipade kromé grafu mame zafixovany jesté defini¢ni obor a obor hodnot.

Chceme-li zadat zobrazeni, musime tedy zadat tfi véci: defini¢ni obor, obor hodnot a graf. Defini¢ni
obor a obor hodnot (spolecné s oznacenim zobrazen{) se obvykle zaddvaji zaroven zdpisem f: X — Y.

Je-1i X neprazdnd mnoZina je nutné neprazdnd i Y.
Pro libovolnou mnoZinu X definujeme zobrazeni idy: X — X tak, Ze pro kazdé x € X
poloZime

dy(x) =x (1.3.2)

Toto zobrazeni se nazyva identické zobrazeni (nebo identita) mnoZiny X.

Identitu mnoZiny X jsme tedy oznacili symbolem idy. Jejim defini¢nim oborem je mnoZina X, oborem
hodnot je mnoZina X, jejim grafem je mnoZina {(x,y) € X x X | x = y}.

Jednoduchym zobecnénim identického zobrazenti je tzv. kanonické vloZeni: bud’ ¥ podmnoZina
mnoZiny X. Zobrazenii: Y — X, definované pro kazdé x € Y ptfedpisem

4V matematické analyze byva obvyklé nazyvat prvky mnoZin body. AZ se za¢neme zabyvat mnoZinami, které
v matematické analyze vystupuji, pochopime proc.
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i(x) = x, (1.3.3)

se nazyva kanonické vloZeni mnoZiny Y do mnoZiny X.

Vsimnéme si, Ze ackoli predpisy (1.3.2)) a (1.3.3) jsou stejné, zobrazeni, kterd definuji, jsou riznd. Lis{
se totiZ definiénimi obory. Teprve v piipad¢, Ze X = Y, by platilo idy = i.

Nechf X a Y jsou mnoZiny. Zobrazeni pr;, definované pro kazdé (x,y) € X x Y pfedpise

pri(x, y) = x, (1.3.4)

se nazyva prvni kartézskd projekce. Podobn€ druhd kartézskd projekce je zobrazeni pr,, definované
pro kazdé (x, y) € X x Y predpisem

pro(x, y) = y. (1.3.5)
Dalsf{ tfi méné trividlni pfiklady zobrazeni. Nechf X je mnoZina. Pfedpisy

cY) =X\Y prokazdéY C X,
u(¥Y1,Y) = Y1UY, prokazdé Y1,Y, C X, (1.3.6)
p(Y) =Y xY prokazdéY C X,

jsou definovana zobrazeni c:exp X — exp X; u: (exp X) X (exp X) — exp X a p:exp X — exp(X x X).

Zobrazeni f: X — Y se nazyva surjektivni (surjekce, zobrazeni na mnozinu Y), jestlize pro
kazdé y € Y existuje alesporii jedno x € X takové, Ze f(x) = y. Zobrazeni f se nazyva injektivni
(injekce, prosté), jestlize pro kazdé y € Y existuje nejvyse jedno x € X takové, Ze f(x) = y.
Zobrazeni f se nazyva bijektivni (bijekce), jestlize pro kazdé y € Y existuje pravé jedno x € X
takové, ze f(x) = y.

Thned vidime, Ze kazda bijekce je soucasné surjekce i injekce a naopak.

Z uvedenych piikladii zobrazeni je identita bijektivni a kanonické vloZeni injektivni. Pokud je Y # ¢, je
prvni kartézska projekce pri: X x ¥ — X surjektivni. DokdZeme postupné vSechna tato tvrzeni. VSechny
dikazy jsou velmi prosté, je ale uZite¢né si je projit.

Jak uZ vime, dokdazat bijektivnost zobrazeni znamend dokdazat jeho surjektivnost a injektivnost. Dokazat
surjektivnost identity idy znamend najit ke kazdému prvku y € Codomidy prvek x € Domidy takovy, Ze
idx (x) = y. Takovy prvek ale snadno najdeme, je to pfimo prvek y. Prox = y totiz platiidy (x) = idx(y) =

= y. TakZe jsme hledany prvek nasli. Injektivnost identity idy ukdZeme snadno: jestlize idy (x1) = idyx (x2),
pak podle definice identity plati x; = x» (pokud tento diikaz nechdpete, piectéte si znovu definici
injektivniho zobrazeni).

Diky tomu, Ze predpisy (1.3.2) a (I.3.3) jsou stejné, ukaZe se injektivnost kanonického vloZeni tpIné
stejné, jako injektivnost identity.

Jesté k surjektivité kartézské projekce pr;: X x ¥ — X. Zvolime libovolny prvek z € X a najdeme
k nému prvek mnoziny X x Y, jehoZ obrazem je tento prvek. Hleddme tedy usporddanou dvojici (x, y)
takovou, Ze pr| (x, y) = z. Levd strana této rovnice je oviem rovna x (podle (I.3.4)), dostdvame tedy x = z.
Vidime tedy, Ze hledanou uspofddanou dvojici je dvojice (z, ), kde y je tplné libovolny prvek mnoZiny Y.
Skute¢né, pro takovouto dvojici plati pr;(z, y) = z. (Kde jsme vyuZili, Ze mnoZina Y neni prazdna? Proc¢
by dikaz v pfipadé, Ze by prazdna byla, selhal?)

\Y je zobrazeni ¢ bijektivni, zobrazeni u surjektivni a zobrazeni p injektivni. Diikazy 2. a 3.
tvrzeni pfenechdme Ctenéfi, zde dokdZeme pouze bijektivnost zobrazeni c. Nejprve dokdZeme surjektivitu
tohoto zobrazeni. Podle definice mame ke kaZzdému prvku Z € Codom ¢ najit prvek ¥ € Dom ¢ takovy, Ze
c(Y) = Z. Takovy prvek existuje, je to mnoZina ¥ = X \ Z. Skute¢né, plati

cY)=c(X\2)= (tak jsme prvek Y definovali)
=X\(X\2)= (podle definice zobrazeni c)
=Z. (proc?)

S)Piesné by bylo napsat na levé strané pri((x, y)); z pochopitelnych divodi si ale v takovych predpisech jedny
zéavorky odpoustime.
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Nyni k injektivité. Mdme ukdzat, Ze ke kazdému prvku Z € Codomc existuje nejvyse jeden prvek
Y € Domc takovy, Ze c(Y) = Z. Udélame to takto: ukdZeme, Ze jestlize jsou takové prvky dva, pak se
rovnaji. Necht tedy c(Y1) = c¢(Y>). Podle definice zobrazeni ¢ mame X \ Y1 = X \ Y>. Pak ovSem musi
platit také

X\ X\ Y1) =X\ (X\T2),
coz ovSem (jak uz vime!) znamend Y = Y.

M¢éjme zobrazeni f: X — Y ag:Y — Z.Zobrazeni g o f: X — Z, definované predpisem

(go fHx) = g(f(x)), (1.3.7)

se nazyva sloZené zobrazeni nebo kompozice zobrazeni f a gF_FI

Je-li f:X — Y libovolné zobrazeni, X’ podmnoZina mnoziny X a i: X’ — X kanonické
vloZeni, pak kompozice f oi: X' — Y se nazyva ziieni zobrazeni f na mnoZinu X' a oznacuje
symbolem f|x.

Uvazme zobrazeni j: X — X x X, definované pro kazdé x € X predpisem j(x) = (x,x), a prvni
kartézskou projekci pri: X x X — X.Pak jopr;: X x X — X x X apro (x,y) € X x X plati

(jopr)(x,y) = jpri(x,y)) = jx) = (x, x). (1.3.8)
Dileprjoj: X — X a
(pry oj)(x) = pr;(j(x)) = pr;(x,x) = x. (1.3.9)

Vidime tedy, Ze pry oj = idx.
Uvazujme zobrazeni ¢ z (I.3.6). Pro libovolnou mnoZzinu ¥ C X méme

(coc)¥)=clc(¥)=cX\Y)=X\X\Y)=7Y. (1.3.10)
Je tedy
coc=idexpx - (1.3.11)

Piidejme nyni k zobrazenim (1.3.6)) je3té jedno: nechtn: exp X xexp X — exp X je zobrazent, definované
pro kazdé dvé podmnoziny Y a Z mnoZziny X pfedpisem

nY,Z)y=YNZ. (1.3.12)
Pokuste se dokazat tento Vztah@]

con=u(c,c). (1.3.13)

Véta 1.3. Pro libovolnd zobrazeni f: X — Y, g:Y — Zah:Z — U plati
(hog)of=ho(gof). (asociativita kompozice zobrazeni)l.3.14)

D i k a z. Zobrazeni na levé i pravé strané maji stejny defini¢ni obor i obor hodnot. Staéi tedy
porovnat grafy. Z definice kompozice zobrazeni ndm ovSem vyjde, Ze pro kazdé x € X je

(hog)o f)(x) = (hog)(fx)=h(g(f(x))
(ho(go f)x)=nh((go flx) =h(g(f(x)).

6)Symbol g o f ¢teme ,,g po f.“ Vyjadfujeme tim to, co skute¢né déldme: aplikujeme zobrazeni g po zobrazen{ f.
Nechdme na &tendfi, aby sdm pochopil, co jsme mysleli symbolem (c, ¢). Hodné zdaru!
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M¢jme zobrazeni f: X — Y a g:Y — X.Zobrazeni g se nazyva inverzni zobrazeni k zobra-
zeni f (nebo inverze zobrazeni f), jestlize plati

fog=idy. (1.3.16)

Zobrazeni, které ma inverzi, se téZ nazyva invertibilni.

Véta 1.4. KaZdé zobrazeni md nejvyse jednu inverzi.
Dtkaz Nechf f: X — Y je zobrazeni g1, g2: Y — X dvé jeho inverz Pak plati

g1 =g1oidy (pro&?)
=g1o(fog)= (plyne z (T.3.16))
=(g1oflog = (plyne z (T.3.14))
=idx oga = (plyne z (1.3.13))
=82 (proc?)

Dostali jsme tedy g1 = g2.

Podle Véty|l.4je inverze zobrazeni f definovina jednoznacné. Proto ji miizeme oznagit: f~!.
Je-li zobrazeni f invertibilni, je invertibilni i zobrazeni ! a plati

(FH=r (1.3.17)

Véta 1.5. Kazdé zobrazeni md inverzi, pravé kdy? je bijektivni.
D 1 k a z. Plyne (jak?) z toho, Ze je-li g o f injekce, je f injekce, a je-li g o f surjekce, je g
surjekce (dokazte!).

Pfed chvili jsme dokazali (1.3.11), Ze pro zobrazeni ¢ z (1.3.6) plati ¢~! = c.

Véta 1.6. SloZeni dvou bijekci je bijekce. Presnéji: Budte f:X — Y, g:Y — Z dvé bijekce,
potom zobrazeni g o f je bijekce a plati

(gof) '=rflog™h. (1.3.18)

D G k a z. Dlikaz ponechavame ¢tendfi jako lehké cviceni.
Necht f: X — Y je zobrazeni, X' C X, Y’ C Y. Definujeme mnozinu

f(X)={y €Y | existuje x € X takové, Ze f(x) = y} (1.3.19)

(Casto budeme pouzivat zjednoduSeny zépis f(X') = {f(x) € X | x € X'}) amnoZinu

)y =@xeXx | fo)eY). (1.3.20)

Mnozina f(X’) se nazyvé obraz mnoziny X' p¥i zobrazeni f, mnozina f~'(Y’) vzor mnoZiny Y’
pri zobrazeni f.

Specidlné, obraz mnoziny X pii zobrazeni f (tedy mnoZina f(X)) se oznacuje symbolem Im f
a nazyva obraz zobrazeni f.

Vzor mnoZiny Y’ pii zobrazeni f existuje, i kdyZ zobrazeni f neni invertibilni. Pokud by f invertibiln{
bylo, znamenal by symbol f~!(Y’) dvé riizné véci: vzor mnoZiny Y’ pii zobrazeni f a obraz mnoZiny ¥’
pii zobrazeni f~!. Tyto dvé mnoZiny se oviem nastésti rovnaji.

Pro zobrazeni f: X — Y je vzdy f~1(Y) = X.

Polozme X = {x1, x2, x3}, Y = {y1, y2, ¥3} a definujme zobrazeni f: X — Y pfedpisem

S)gl, g2:Y — X je béZné uZivand zkratka pro g1: Y — X, g:Y — X. Podobnych zkratek budeme pouZzivat vice,
aniZ bychom na né€ jednotlivé upozortiovali.
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fx1) =y,
fx2) =ys3,
S (x3) = y2.

Dile polozme X' = {x1, x2} a Y’ = {y1, y2}. Mdme

fX) = flx1, x2, x3)) = {f(x1), f(x2), f(x3)} = {y2, y3, ¥2} = {32, 3},
FX) = f({xi, x2)) = {f(x), f(x2)} = {32, ¥3)

) = {x1, x2, x3),
) = (x, xa).

Kontrolni otazky

Jak sestrojime graf inverzniho zobrazeni?
MiiZzeme hovofit o vzoru f~!(A) mnoZiny A i u zobrazeni f, které nenf injektivni?
Jaky je rozdil mezi zobrazenim a grafem zobrazeni?

Jaky je rozdil mezi obrazem zobrazen{ a oborem hodnot?

NN

Jaky je rozdil mezi vloZenim a identitou?

1.4 Binarni relace. Nechf X je mnoZina, Z C X x X. MnozZinu Z spolu s mnoZinou X nazyviame
bindrni relaci na mnoZiné X.

Mnozina Z se nazyva graf této relace. Oznacime-li tuto relaci o, piSeme Z = Gr o. Pokud pro
prvky x, y € X plati (x, y) € Gr o, piSeme x o y.

Relaci na mnoZiné X, jejimZ grafem je mnoZina (X x X) \ Gr o, oznaCujeme symbolem ¢ .

Vztah x ¢ y tedy plati, pravé kdyZ neplati x o y.

Podobné jako u zobrazeni nestaci zadat jen graf relace, relace je zaddna, jestliZe jsou zadany dvé véci:
mnozina X a graf.

Uvazujme relaci o na mnozin€ X. Tato relace se nazyva reflexivni, jestlize pro kazdy prvek
x € X plati x o x. Relace o se nazyva symetrickd, jestlize pro kazdé dvaprvky x,y e Xzx o y
vyplyva y o x, a antisymetrickd, kdyZ x o y a y o x znamend x = y. Konecné, relace o je
tranzitivni, kdyZ pro kazdé tii prvky x, y, z € X plati: jestliZze x 0 yay o z,pak x o z.

Relace, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, se nazyvd ekvivalence. Relace, kterd je
reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, se nazyva (cdstecné) uspordddni. Ekvivalence se vétSinou
oznacuje symbolem ,,~*,uspofdddni symbolem ,, 5“@

Relace na mnoziné X, jejiz graf je celd mnoZina X x X, je ekvivalence. Usporddani je to jediné
v piipadé, kdyZ X je prdzdnd nebo jednoprvkovd mnoZina. Relace na mnoZiné X, jejimz grafem je mnoZina
{(x,x) | xeX je ekvivalence i usporadani. Je pfirozené oznacit tuto relaci symbolem ,,=".

Pro libovolné zobrazeni f:X — Y miiZeme na mnoZin¢ X zadat ekvivalenci ~f, kdyZ poloZime
x ~¢ y,prav€ kdyz f(x) = f(y). Tuto ekvivalenci nazyvame zadanou (indukovanou) zobrazenim f.

Ukdzeme nyni, Ze se skute¢n& jednd o ekvivalenci. Ze se jednd o relaci, je ziejmé (zadali jsme mnoZinu X
a podmnozinu kartézského soucinu X x X, tvofenou usporadanymi dvojicemi (x, y), pro které plati f(x) =

= f(¥)). Musime tedy ovéfit reflexivitu, symetrii a tranzitivitu této relace.

Aby byla tato relace reflexivni, musi pro kazdé x € X platit x ~ ¢ x. To ovSem znamena f(x) = f(x).
Aby byla symetrickd, musi pro kazdé dva prvky x,y € X zx ~¢ y (coZ znamend f(x) = f(y)) plynout
y ~ x (coZznamend f(y) = f(x)). Podminka tranzitivity zase vyZaduje, aby kazdé tfi prvky x, y, z € X,

9)V)'/raz x <y se Cte, jak oznaCeni napovida: x je mensi nebo rovno y.

10K oznageni viz pozndmka za vztahem (1.3.19)
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které spliiuji f(x) = f(y) a f(y) = f(2), spliiovaly také f(x) = f(z). Vidime tedy, Ze vSechny tyto
podminky jsou splnény.

M¢jme mnozinu X, na mnoziné exp X definujeme relaci inkluze, oznacujeme ji symbolem C. Pro
podmnoZiny Y, Z mnoZiny X plati Y C Z jestlize Y je podmnoZinou Z.

Nynf{ si jeSté ukaZzeme, jak Ize zavést uspofddani podmnoZin pomoci inkluze. Nechf X je mnoZina. Pro
libovolné dvé mnoziny Y, Z € exp X polozme Y < Z, jestlize Y C Z. Tim jsme definovali relaci < na
mnoZiné exp X. Podivejme se, zda se jednd o uspofddani. Pro kazdé Y, Z, U € exp X musi platit

Ycvy, (reflexivita)
jestlizeY C ZaZ CY, pakY = Z, (antisymetrie)
jestlizeY c ZaZ Cc U, pakY C U. (tranzitivita)

Vidime, Ze tyto podminky jsou splnény (o prvnich dvou jsme hovofili na zacdtku odstavee [I.1] tieti je
tranzitivita inkluze z Véty [L.T).

1.5 Ekvivalence a rozklady. Vénujme se nyni podrobnéji nékterym zdkladnim vlastnostem
ekvivalenci. Nejprve uvedeme definici rozkladu.

Systém S podmnoZzin X nazyvame pokrytim mnoziny X’ C X, jestlize plati US D X'.

Rozkladem mnoZiny X nazyvame systém S jejich podmnoZin (tedy podmnoZinu exp X) takovy,
ze ) ¢ S, S je pokryti mnoziny X (to znamend US D X) a mnoZiny systému S jsou po dvou
disjunktni. Jednotlivé mnoZiny systému S se nazyvaji t7idy rozkladu S.

Nasleduji tii priklady rozkladu mnozZiny X: systém S; = {X}, systém So = {{x} | x € X }[T_W]a systém
S3 ={Y, X\ Y}, kde Y je podmnozina spliiujici Y ¢ {0, X}.

Necht § je rozklad mnoZiny X. Vzhledem ke druhé a tfeti podmince z definice rozkladu existuje
ke kazdému prvku mnoZiny x € X pravé jedna mnoZina Y € S takovd, Ze x € Y (druhd podminka
zarucuje, Ze existuje alespon jedna, tieti zase, Ze existuje nejvyse jedna). Tuto mnoZinu oznaCujeme
[x]s a nazyvame tFidou rozkladu S, definovanou prvkem x.

PoloZme

x ~y, prav€ kdyz [x]s = [y]s (1.5.1)

Timto predpisem jsme definovali relaci ~ na mnoZiné X. Plati:

Véta 1.7. Relace ~, definovand piedpisem , je ekvivalence.
D t k a z. Je jednoduchy; tvrzeni plyne z toho, Ze relace ,,=" je ekvivalence.

O ekvivalenci (1.5.1) fikdme, Ze je zadand (nebo indukovand) rozkladem S.
Necht ~ je ekvivalence na mnoZin€ X. Pro kazdy prvek x € X klademe

[x].={yeX | x~y} (1.5.2)
Ptedpisem
S ={lx]l~ | x € X} (1.5.3)

je nyni definovan systém S podmnoZin mnoziny X. Plati:

Véta 1.8. Systém S, definovany predpisem (I.5.3), je rozklad mnoZiny X.

D i k a z. DokdZzeme postupné platnost vSech tif podminek z definice rozkladu. 1. Relace ~ je
reflexivni (protoZe je to ekvivalence). Kazd4 z mnoZin [x]~ tedy obsahuje prvek x a je neprazdna.
Skute¢né, ma-li platit x € [x]~, musi podle byt x ~ x, coZ je splnéno diky reflexivité.

2. Plyne pfimo z toho, co jsme uZz ukdzali: jestliZe pro kazdy prvek x € X plati x € [x]~, je
US = X. (Prokazdé x € X zx € [x]~ totiZ plyne x € US, ¢imzZ je dokdzana inkluze X C US.
Opacna inkluze je zfejma (proc?).)

3. Predpokladejme, Ze existuji mnoziny [y]~, [z]~ takové, Ze [y]~ N [z]~ # . Pak existuje
prvek x € [y]l~ N [z]~. Z plyne y ~ x, z téhoZ vztahu a symetrie ekvivalence ~ plyne

11)Opét (a naposledy): k oznacenf{ viz pozndmka za vztahem (1.3.19).
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x ~ z.Z tranzitivity ekvivalence ~ tedy mame y ~ z. Zvolme nyni libovolné u € [z]~. Mdme
z ~ u (ze vztahu (1.5.2)), neboli y ~ u (z y ~ z a tranzitivity). To ale znamen4, Ze u € [y]~, ¢ili
[z]~ C [¥]~ (z definice podmnoZiny). Podobné miZeme ukazat, Ze [y]~ C [z]~ (to jiZ nechavame
na ¢tendfi), coZ znamen4, Ze plati [y]~ = [z]~. Podivdme-li se znovu na zaéatek tohoto dikazu,
vidime, Ze jsme dokdzali tfeti podminku definice rozkladu.

O rozkladu (1.5.3) fikdme, Ze je zadany ekvivalenci ~. Nazyvame jej faktorovou mnoZinou
mnoZiny X podle ekvivalence ~ a oznacujeme symbolem X /~. Tfidy rozkladu S se pak nazyvaji
také tiidy ekvivalence ~. Zobrazeni w: X — X /~, definované pro kazdé x € X predpisem

m(x) = [x]~, (1.5.4)

se nazyva faktorovd projekce.

Uvédomte si, Ze faktorova projekce je vzdy surjektivni.

Prozkoumejte indukovanou ekvivalenci, faktorovou mnoZinu a faktorovou projekci u diive uvedenych
rozkladu Sy, S, a S3.

1.6 Usporadané mnoZiny. MnoZinu nazyvame uspotfadanou, je-li na ni dano usporadani. V tomto
odstavci se budeme zabyvat zdkladnimi vlastnostmi uspofddanych mnozin. Pokud neuvedeme
jinak, budeme vZdy pfedpoklddat, Ze na mnoZiné X je zavedeno usporddani <.

Predpokladejme, Ze Y je podmnoZina mnoZiny X. Pak prvek x € X se nazyva horni zdvorou
mnoZiny Y, jestlize pro kazdy prvek y € Y plati y < x. Prvek x € X se nazyva dolni zdvorou
mnoZiny Y, jestliZze pro kazdy prvek y € Y plati y > x

Prvek x € X se nazyvé nejvétsim prvkem mnoZiny Y (maximem), je-1i jeji horni zavorou a
plati-li x € Y. Prvek x € X se nazyva nejmensim prvkem mnoZiny Y (minimem), je-li jeji dolni
zavorou a plati-li x € Y. Snadno se zjisti (jak?), Ze nejvétsi i nejmensi prvek mnoZiny Y existuje
nejvyse jeden. MiZeme tedy zavést znacCeni: max ¥ amin Y.

Prvek x € X se nazyva supremem mnoZiny Y, je-li nejmenSim prvkem mnoZiny jejich hornich
zavor. Prvek x € X se nazyva infimem mnoZiny Y, je-li nejvétSim prvkem mnoZiny jejich dolnich
zavor. Opét, supremum i infimum mnoZiny Y existuje nejvyse jedno. Zavddime znaceni: sup Y,
infY.

Plati tedy
supY = min{x € X | x je horni zdvora mnoZiny Y} (1.6.1)
inf Y = max{x € X | x je dolni zdvora mnoZiny Y}. (1.6.2)

(Tyto rovnosti plati, pokud uvedené minimum piipadné maximum existuje.)

Véta 1.9. Jestlize existuje maximum mnoZiny Y, pak existuje i jeji supremum a plati
supY = maxY. (1.6.3)
JestliZe existuje minimum mnoZiny Y, pak existuje i jeji infimum a plati

inf Y = min Y. (1.6.4)

D @ k a z. Pfedpokladejme, Ze existuje maximum mnoziny ¥ C X a ozna¢me je y. Podle definice
maxima je y horni zdvora mnoZiny Y. Je-li x néjak4 jind horni zdvora mnoZiny Y, pak je vétsi
nebo rovna neZ libovolny prvek mnoZiny Y, plati tedy i x > y (jelikoZ y € Y). TakZe y je nejmens{
horni zdvora mnoZiny Y.

2 w2z

Diuikaz druhé ¢ésti véty se provede stejné.

Priklad 1.10. Necht x1, x3, x3, x4 jsou po dvou rﬁzné@ X = {x1, x2, x3, x4}. Zaved'me na mnoZiné X
usporadani, jehoz graf je mnozina

12)> je vlastné dalsi relace, kterou jsme dosud nedefinovali; ¢tendr si ji jisté rdd definuje sam.

4

13)Pfedpok1édzim, Ze obratu ,,po dvou riznd* rozumite (srovnejte téZ s definici po dvou disjunktnich mnozin).
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{(x1, x1), (x1, x2), (x1, X3), (X1, X4), (x2, X2), (X2, X4), (X3, X3), (X3, X4), (X4, X4)}

(ovéfte, Ze je to skutecné usporadani!). Toto uspotradani se da prehlednéji znazornit nasledujicim diagramem,
v némz jsou vySe nakresleny prvky vétsi a na stejné drovni prvky nesrovnatelné

x/X4\x
NV

X

Uvazujme nyni mnozinu ¥ C X, Y = {x1, x2, x3}. MnoZina hornich zavor této mnoZziny je {x4}. To
znamend, Ze maximum mnoZina ¥ nemad (Zadna jeji horni zdvora v ni nelezi) a sup ¥ = min{x4} = x4.

Necht X a Y jsou dvé uspofddané mnoZiny. Zobrazeni f: X — Y se nazyva izotonni, jestlize
pro kazdé dva prvky x,x’ € X takové, 7ze x < x/, plati f(x) < f(x)|?| Izotonni bijekce se
nazyva izomorfismus usporddanych mnoZin.

Uvazme usporddanou mnozinu X z piikladu @] amnoZinu U = {uy, uz}, kde u; # uy. Za-
ved'me déle na mnozin€ exp U uspofdddni pomoci inkluze (viz konec odstavce[I.4)). Pak zobrazeni
frexpU — X, dané predpisem

f@) = xi,
fur}) = x2,
f{uz}) = x3,

fur,uz}) = x4

je izomorfismus usporddanych mnozin.
Kontrolni otazky

1. Miizeme hovofit o sjednocen{ ¢i priniku relaci na mnoZziné? Jaky maji vyznam?

2. Jak souvisi zobrazeni a relace na mnoZin€, neni jedno zvlastnim pfipadem druhého?

Ptiklady

1. Dokazte, Ze pro kazdé tri podmnoZiny A, B, C mnoZiny X, plati C\ (AUB) = (C\ A)N(C\ B).
Reseni: Zvolme libovolny prvek x € C \ (A U B). Z definice rozdilu mnoZin plyne, 7e x € C a
x ¢ AU B.To znamend, 7Ze x € C a zdrovei x neleZ{ ani v jedné z mnoZin A, B, tedy x € C \ A,
x € C\ B (opét z definice rozdilu mnoZin). Konecné, jestlize x leZi jak v mnoZiné C \ A tak
i v mnozing C \ B, musi (podle definice priniku mnoZin) leZet i v mnoZiné (C \ A) N (C \ B).
Tim je dokdzédna inkluze C \ (AU B) C (C \ A) N (C \ B).

Nyni zvolme libovolny prvek x € (C \ A) N (C \ B). To znamen4, Ze x leZi v mnoZiné C \ A
a souCasné v mnoziné C \ B. VyuZijeme definici rozdilu mnoZin a dostaneme, Ze x € C,x ¢ A a
x ¢ B. ProtoZe prvek x neleZ{ ani v jedné z mnozin A, B nelezi ani ve sjednoceni téchto mnoZin,
tedy x ¢ A U B. Jak jiz vime, prvek x leZzi v mnozin€ C a soucasn¢ nelezi v mnoziné¢ A U B. To
ale znamend, ze x € C \ (A U B). A tim je dokdzéana inkluze C \ (AU B) D (C \ A) N (C \ B).

19 Nesrovnatelné prvky jsme nedefinovali. Co to asi je?

197de jsme se dopustili urcité nepresnosti, jaké se v matematice dopoustime Casto: symbol ,,<* na levé stran¢ oznacuje
jinou relaci, neZ tentyZ symbol na strané pravé! V takovych piipadech se vZdy oCekdvd, Ze je Ctendf pfi véci a nenechd
se stejnym oznacenim riznych objektd zmast.
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2. Dokazte, Ze pro kazdé zobrazeni f: X — Y a mnoZiny A, B C X, plati f(AUB) = f(A) U
f(B).
Reseni: Zvolme libovolny prvek y € f(AU B). Pak existuje prvek x € AU B takovy, Ze f(x) = y.
Prvek x lezi v mnoZiné A nebo v mnoZin€ B (to plyne z definice sjednoceni). Predpolddejme
nejprve, Ze lezi v mnoziné A. Potom ale prvek y musi leZet v mnoziné f(A) a tim spiSe v mnozZiné
f (AU f(B).Nynipredpoklddejme, Ze x leZi v mnoZiné B. Potom ale prvek y musileZet v mnoZiné
f(B) atedyivmnoZiné f(A)U f(B). Tim je dokdzédna inkluze f(A U B) C f(A) U f(B).
Zvolme libovolny prvek y € f(A)U f(B). Prvek y lezi v mnoZiné€ f(A) nebo f(B) (coZ plyne
znovu z definice sjednoceni). Pfredpokladejme nejprve, Ze y leZi v mnoZiné f(A). To znamen4, Ze
existuje prvek x € A takovy, Ze f(x) = y. Z definice sjednocenf také plyne, Ze x lezi v mnoZiné
A U B. Potom ale prvek f(x) = y musi leZet v mnoZin¢ f(A U B). Nyni pfedpoklddejme, Ze y
lezi v mnoZziné f(B). Existuje tedy prvek x takovy, Ze x € B a f(x) = y. Z definice sjednocen{
plyne, Ze x lezi v mnoZiné A U B. Potom ale prvek f(x) = y musi leZet v mnoZiné f(A U B).
Tim je dokdzéana i inkluze f(AU B) D f(A) U f(B).

3.Necht f:X — Y, A C X, B C Y. Dokaite, Ze je-li f(A) C B, pak A C f~'(B).

Regeni: Zvolme x € A libovoln&. Z piedpokladu f(A) C B vime, Ze f(x) € B (zde jsme vyuzili
také tranzitivity inkluze, porovnej s Vétou . Tedy, protoze f(x) € B, musix € f~'(B) (jak
je pozadovéno v definici vzoru mnoZiny, porovnej s (1.3.20)). Tim je dikaz hotov.

4. Necht X je neprdznd usporddand mnoZina. Naleznéte mnoZinu hornich (dolnich) zdvor mnoZiny
gcCX.

Regeni: Nejprve vyfesime problém pro mnoZinu hornich zévor. Nechf x € X je libovolny. Tedy
podle definice: prvek x € X je horni zdvorou prazdné mnoZiny, jestlize pro kazdy prvek y € @ plati
y < x. To je ale spln€no! ProtozZe neexistuje prvek prazné mnoziny vétsi neZ nas prvek x (nebo
snad ano? Ktery?), je x horni zdvora ). MnozZinou hornich zévor ¥ je celd mnozina X. Obdobné
pro doln{ zavory.

5. Necht X je neprdzdnd a A C exp X. UvaZujme podmnoZinu exp X s uspordddnim C. Najdéte
sup A.

Reseni: DokdZeme, Ze sup A = UA. Oznaéme S = UA. Je nutno ovéfit dvé podminky. 1. Ze
mnozina S je horni zdvorou A, tedy, Ze pro libovolnou mnoZinu B € A plati B C S. To je ale
zfejmé z definice sjednoceni systému (vezmeme-li si libovolny prvek b € B, existuje mnoZina
systému S, kterd tento prvek obsahuje: mnoZina B). 2. Je nutno ovéfit, Ze mnoZina S je nejmensi
horni zdvora mnoZiny A, neboli, Ze pro kazdou jinou horni zdvoru C plati S C C. Zvolme prvek
x € §. Pak existuje néjakd mnoZina B € A takovd, Ze x € B (porovnej s definici sjednoceni
systému). ProtoZe ale C je horni zdvora mnoZiny A, musi platit B C C atedy i x € C. Proto
S C C. Ukazali jsme tedy, Ze S je nejmensi horni zdvora mnoziny A. Tim je diikaz ukoncen.

6. Rozhodnéte, zda existuje mnoZina, kterd nemd supremum.

Regeni: PoloZme A = {a, b, c}, kde prvky a, b, ¢ jsou po dvou riizné. UvaZujeme na mnozing A
relaci < s grafem {(a, b), (a, ¢), (a, a), (b, b), (c, ¢)}. Snadno se ovéfi, Ze tato relace je uspora-
déani. Tvrdime, Ze mnozina A nema supremum. Pokud by ho méla, byl by to jeden z prvki b, ¢
(prvek a to byt nemtiZe protoZe a < b aa # b). NemliZe to byt prvek b, protoze ¢ < b. Obdobné

1ze dospét k zavéru, Ze supremem nemize byt ani prvek ¢. Mnozina A tedy nemd supremum.

7. Predpoklddejme, Ze relace R = X x X na X je uspordddni. DokaZte, Ze pak mnoZina X je
prdzdnd nebo jednoprvkovd.

Reseni: Predpoklidejme, e mnoZina X obsahuje dva rtizné prvky a,b a Ze na ni je relace
R = X x X usporddani. Plati, Ze a R bi b R a, protoze (a,b) € R a (b,a) € R. Relace
usporadani musi byt antisymetrickd (jak je uvedeno v definici uspoifddani). Za R b ab R a
tedy plyne a = b. Celkové tedy kazdé dva prvky jsou shodné, a mnozina X ma nanejvys jeden
prvek. Skute¢nost, Ze na prazdné a jednoprvkové mnozing se jednd o usporadani, jiZ prenechdvdme
k ovéfeni ¢tenafi.
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Cvicéeni

. Plati rovnost ¥ = {(}?
. Najdéte pfiklad mnoZin A, B, C tak, aby platilo:

a) AU(B x C) # (AUB) x (AUC); b)AN(B xC) £ (ANB) x (ANC).

. DokaZte, nebo vyvratte: Pro kazdé tii mnoZiny A, B, C plati:

a) (A\B)\C=(A\B)\(C\ B); b) (A\B)UC =(AUC)\ B;
) (A\B)NC =(ANC)\ B.

. Dokazte, Ze pro kazdé tfi podmnoZiny A, B, C mnoZiny X plati:
a)C\(ANB)=(C\A)U(\ B); b)A\B=AN(X\ B);
) (X\(A\B)=BU(X\A); d)A\A=0, A\O=A;

AUA=A, ANA=A.

. Dokazte, Ze pro kazdé tfi mnoZiny A, B, C plati:
AAX(BNC)=(AxB)N(A xC); b)Ax (BUC)=(Ax B)U(A x(C);
c)AX (B\C)=(Ax B)\ (A x(C); d)je-liA C Bpotom A x C C B x C.

. Dokazte, Ze pro kazdé dvé mnoZiny A, B plati exp AUexp B C exp(A U B), a dokaZte, Ze v tomto

vyraze obecné neplati rovnost.
Vysvétlete, pro¢ kazd4 bijekce je vzdy injekce a surjekce.

Co je grafem inverzniho zobrazeni? (Pfesnégji: Jak 1ze z grafu invertibilniho zobrazeni dostat graf
jeho inverze?)

. Dokazte vétu[I.6](sloZeni bijekct je bijekce, véetné vzorce (1.3.18)).
10.

Necht f: X — X a A C X takova, Ze f(A) C A.
a) Dokazte, Ze potom A C f_1 (A).
b) Uvedte priklad f a mnoZiny A, aby navic platilo:
L f(A)#AaA=f"1(A),
2. f(A)=AaA# f1(A).
Necht f: X — Y, g: Y — Z jsou zobrazeni takov4, Ze zobrazeni g o f je surjektivni. DokaZte, Ze
a) zobrazeni g je surjektivni. b) Je-li g injektivni pak je f surjektivni.
Uvedte priklad zobrazeni f: X — Y a g:Y — Z tak, aby g o f byla bijekce a pfitom f nebylo
surjektivni a g nebylo injektivni.

Je ziejmé, Ze pro libovolné zobrazeni f: X — Y a libovolny bod x € X plati x € £~ (f(x)).
Uvedte piiklad zobrazeni f a bodu x, kdy f~'(f(x)) # {x}.

Nechf f: X — Y, A C X. Dokaite, Ze je-li f injektivni, pak f~1(f(A)) = A.

Dokazte, Ze pro kazdé zobrazeni f: X — Y alibovolné mnoZiny A, B C X aC, D C Y plati:
a) f(ANB) C f(A)N f(B); b) f7H(CuUD)=fH(C)U fFH(D):
o f7iCcnD)y=f1C)n D), d) f7Cc\ D)= f~1C)\ f1(D);
e) f(f7HC)) =Cn f(X); f) f(A)\ f(B) C f(A\ B).

Necht f: X — Y je zobrazenia A C X a B C Y jsou libovolné mnoZiny. DokaZte:
a) je-li zobrazeni f injektivni, pak f —I( f(A)) = A;
b) je-li zobrazeni f surjektivni, pak f(f -1(B)) = B.
Necht Z C X x X. Dokazte, Ze Z C pr;(Z) x pr,(Z). Plati i opacnd inkluze?
Defllnujme zobrazeni f:exp X x exp X — exp X predpisem f (Y, Z) = (YU Z)\ (Y NZ). Najdéte
f=@.

Je vzdy priinikem (sjednocenim) dvou relaci opét relace? Jak tomu bude pro systém relaci?
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Je vzdy prinikem (sjednocenim) dvou ekvivalenci opét ekvivalence?
Necht X = {a, b, ¢, d}, kde a, b, ¢, d jsou po dvou rizna. Je relace R = {(a, a), (c,d), (b, ¢)}
zobrazeni z X do X?

Necht X je uspofddand mnoZina. Pro libovolné prvky x, y definujme relaci x < y, jestlize x <y
a x # y. DokaZte, Ze pro graf této relace plati:

Gr(<) = Gr(=) \ Gr(=)

Dale dokazte, Ze tato relace je tranzitivni, Ze pro libovolny prvek x € X plati x £ x, a Ze jestlize
prodvaprvky x, y € X plati x < y, pak y £ x.

M¢gjme zobrazeni f: X — Y. Definujeme ekvivalenci ~ na X takto: x ~ y pravé, kdyz
f(x) = f(y). (Ze se jednd skutedné o ekvivalenci, jiZ bylo ukdz4no.) Nyni definujeme zobrazeni
F: X/~ — f(X) takto: F([x]~) = f(x). Ovéite, Ze toto zobrazeni je korektné deﬁnovénﬂ
Dile ovéite, Ze toto zobrazeni je bijekce a navic Ze plati f =i o F om, kde i: f(X) — X je
kanonické vloZzeni a w: X — X/~ je pfislusnd faktorova projekce.

Necht X je libovolna mnozina. Definujeme na mnoZiné exp X nasledujici relaci. Dvé podmnoZziny
A, B mnoziny X jsou v relaci, pravé kdyz existuje bijekce f: A — B. Dokazte, Ze tato relace je
ekvivalence.

Nechf X je uspofddand mnoZina. Pokuste se najit supremum (infimum) pridzdné mnoZiny v X.
Vyuzijte vysledki z piikladu

UvaZujme podmoZinu A C exp X s uspofdddnim C. Co je infimem tohoto systému? VyuZijte
obdobny postup jako v feseni piikladu [3

Obdobné jako v pifkladu 6] se pokuste najit mnoZinu, kterd nemd infimum.

10)0veite, 7e je jednoznacné urceno, co je obrazem tfidy [x]~.



2. Redlna Cisla, funkce realné proménné

V této kapitole zavddime mnoZinu, na niZ stoji celd matematickd analyza: mnoZinu redlnych
éisel. V literatuie 1ze nalézt rizné zplsoby zavedeni mnoZiny redlnych Cisel. V zdsadé je lze
rozdélit do tif kategorii: intuitivni, axiomaticky a konstruktivni. Intuitivni pfistup spo¢iva v tom, Ze
se mnoZzina redlnych ¢isel nedefinuje, pouze se konstatuje, Ze je tento pojem Ctendfi intuitivné jasny
(napf. ze stiedni Skoly), a bez dikazu se vyjmenuji zdkladni vlastnosti realnych ¢isel. Axiomaticky
pristup spociva v tom, Ze se mnoZina redlnych ¢isel vymezi pomoci zdkladnich vlastnosti. Sou¢dsti
tohoto vymezeni obvykle byva dikaz existence a jednozna¢nosti — tedy Ze mnoZina s danymi
vlastnostmi existuje a je jedind. U konstruktivniho pfistupu se mnoZina redlnych ¢isel konstruuje
z jiné, intuitivné nebo axiomaticky zavedené mnoZiny (napf. pfirozenych cisel).

V tomto textu pouzivame axiomaticky pristup a dikaz existence a jednoznacnosti zavadéné
mnoziny redlnych ¢isel vynechavame (kvili jeho komplikovanosti a nepotfebnosti pro dalsi ¢asti
textu). Tento piistup tedy obsahuje prvky pfistupu intuitivniho (nepochybujeme o tom, Ze mnoZina
redlnych Cisel existuje a Ze ma uvedené vlastnosti) s tim, Ze jsme ubezpeceni o tom, Ze vycet
vychozich vlastnosti mnoZiny redlnych cisel je tplny a bezesporny (vime, Ze z nich lze existenci
a jednoznac¢nost mnoziny redlnych ¢isel dokdzat).

Zékladni roli v definici mnoZiny redlnych ¢isel hraje axiom spojitosti a v dal§im textu pak véta
o supremu, kterd je s timto axiomem ekvivalentni.

Déle definujeme ostatni zdkladni ¢iselné mnoZiny: mnoZinu pfirozenych, celych, raciondlnich
a iraciondlnich Cisel s tim, Ze otdzku existence iraciondlnich ¢isel odsouvdme na pozdéji.

Zavérem této kapitoly se zabyvame zakladnimi vlastnostmi funkci redlné proménné, jako jsou
monotonnost, extrémy, konvexnost, parita. Definujeme také zakladni operace na mnozinach funkci,
afinni a mocninné funkce.

2.1 Binarni operace. Bindrni operaci namnoZiné X rozumime libovolné zobrazen{ z kartézského
souc¢inu X x X do X. Hodnotu binarni operace * v bod€ (x, y) € X x X oznaCujeme x * y.

Nechf X je mnozina. Pak prinik, sjednocen{ a rozdil mnozin definuji bindrni operace na mnozing exp X
(prvni a druhd byly definovéany v (I.2.1) a (I.3.6)). Tyto operace se znali (jak jinak) N, U a \.

Oznaéme YX mnoZinu viech zobrazeni z X do Y. Pro libovolni dvé zobrazeni f,g € XX plati
g o f € XX. Kompozice zobrazeni tedy definuje bindrn{ operaci o na mnoziné XX

Operace * na mnoZiné X se nazyva komutativni, kdyz pro kazdé dva prvky x, y € X plati
XEy=yHx, @.1.1)
a asociativni, kdyZ pro kazdé tii prvky x, y, z € X plati
(x*xy)xz=x%(y*2) 2.1.2)

(tuto hodnotu znacime x * y * z).
Neutrdlnim prvkem operace * na mnoZiné X rozumime takovy prvek e € X, Ze pro kazdé
x € X plati

exx = x,
X *ke = Xx.

(2.1.3)

Véta 2.1. Kazdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

19
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D G k a z. Pfedpokladejme, Ze e, e2 jsou dva neutrdlni prvky operace *. Z prvni rovnice (2.1.3))
plyne, Ze e] * ez = e3 (jelikoZ e je neutrdlni prvek), z druhé rovnice zase e * e; = e (jelikoZ e
je neutrdlni prvek). Dostdvame e; = €.

UvaZujme operace priiniku, sjednocent a rozdilu mnoZin na mnoZin& exp X. Z véty[1.1|plyne, Ze prinik
a sjednocenti jsou komutativni a asociativni. Neutralnim prvkem priniku je mnozina X (jelikoZ pro kazdé Y
platt X NY = Y N X = Y), neutrdlnim prvkem sjednoceni je prdzdnd mnoZina (Y U@J =QPJUY = 7).
Operace rozdilu mnozin ukazuje, Ze neutralni prvek nemusi existovat (prokazdé Y C X je Y \ Y = @; odtud

plyne, Ze jedin€ prdzdnd mnoZina ma Sanci byt neutrdlnim prvkem. Jak se ov§em snadno ovéfi, bude jim,
jediné kdyz X = ).

Ma-li operace * na mnoZiné X neutrdlni prvek e, pak inverznim prvkem (inverzi) prvku x
(vzhledem k operaci *) nazveme takovy prvek y, Ze

yrRx = (2.1.4)
xXxy =e.

Véta 2.2. KaZdy prvek mnoZiny X s asociativni operaci * md vzhledem k této operaci nejvyse
Jjednu inverzi.

D ti k a z. Bud'te e neutralni prvek operace * a y, y2 dvé inverze prvku x € X. Pak

Yi=)y1*e= (e je neutrdlni prvek)
=y *(x*y) = (y2 je inverze prvku x)
= (y1*x)*y2 = (asociativita %)
=exy) = (y1 je inverze x)
= )2.

Inverzni prvek k prvku x je tedy u asociativnich operaci uréen jednoznacné. Obvykle jej
znatime x~!. Z definice ihned plyne, Ze (x~1)~! = x.

Diikaz predchozi véty ndpadné pripomind dikaz véty [1.4] To nenf ndhoda.

Je-li e neutrélni prvek operace %, je e xe = e, atedy e = e~

Je-li operace * asociativni a ma-li kazdy z prvkli x a y inverzi, pak md inverzi i prvek x * y a plati

(x )"l =y Txx~l Je totiz:

Glax Dxry) =0 s @ xx)xy =0 xe)xy=c¢
a

(x xy) * (y_1 *x_l) =(x*(y *y_l)) xx = (x xe) xx ! =e.

2.2 Pole. Mnozina X se nazyva pole, splituje-li nasledujici podminky:
1. Na mnoZiné X je ddna komutativni a asociativni operace s neutrdlnim prvkem. Kazdy prvek
mnoziny X ma vzhledem k této operaci inverzi.

Tuto operaci budeme znacit + a nazyvat scitdni v poli X. Jeji neutrdlni prvek oznacime 0.
Inverzni prvek k prvku x ozna¢ime —x.

2. Na mnoziné X je ddna komutativni a asociativni operace s neutrdlnim prvkem riznym od 0.
Kazdy prvek mnoZiny X \ {0} m4 vzhledem k této operaci inverzi.

Tuto operaci budeme znadit - a nazyvat ndsobeni v poli X. Casto budeme misto x - y psat pouze
xy. Neutrilni prvek oznaéime 1 a inverzni prvek k prvku x ozna¢ime x~!. P¥i zdpisu budeme
dodrzovat obvyklou pfednost ndsobeni pred s¢itanim.

3. Pro kazdé tii prvky x, y, z € X plati distributivni zdkon:

x(y+z)=xy+xz.
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Véta 2.3. Pro kaZdé pole plati: 1. 0 - x = 0 pro kaZdy prvek x.

2. 0 nemd vzhledem k ndsobent inverzi.

3. (—1)x = —x pro kaZdy prvek x.

D U k a z. 1. Pfedevsim, jelikoz 0 + 0 = 0 (0 je vzhledem ke séitani neutrdlni prvek), mame
0-x=04+0)-x =0-x 4+ 0-x (distributivni zdkon). Oznacime-li si tedy 0 - x = y, mame
y=y+ya

y=y+0= (0 je neutrélni prvek)
=y+ O+ (=y)= (—y je inverze y)
=(Qy+y+(=y = (asociativita s¢itan{)
=y+(=y) = (viz. vyse)
=0. (—y je inverze y)

2. Pro inverzni prvek nuly by platilo 0 - 0~ = 1. Podle pfedchoziho bodu oviem 0 - 0~! = 0.
To je spor, protoze z definice pole vime, Ze 0 # 1.

3. Plati
x+(D)-x=1-x4+(-1)-x= (1 je neutralni prvek)
={0+(1) -x= (komutativita ndsobeni a distributivita)
=0-x= (—1jeinverze 1)
=0. (bod 1.)

To ov§em znamend, Ze inverzi prvku x vzhledem ke s¢itdni (tedy prvkem —x) je prvek (—1)x.
Tim je dikaz hotov.

M&jme nyni na poli X déno uspoiadani <. Rekneme, Ze toto uspofadani je iplné, jestlize
pro kazdé dva prvky x, y € X nastane alespon jedna z moznosti x < yay < x (prvky x a y
jsou srovnatelné). Déle fekneme, Ze toto usporadani je slucitelné (kompatibilni) se s¢itinim a
ndsobenim v poli X, jestliZe pro kazdé tii prvky x, y, z € X plati:

Jestlizex <y, pakx +z <y +z. 2.2.1)
JestlizeO <xa0 <y, pak0 < xy. (2.2.2)

Pole X se nazyva usporddané, je-li na ném dano tplné usporadani, slucitelné se s¢itdnim a
nasobenim[D]

Ne kazdé pole je usporddané. To znamend, Ze na ném neexistuje usporadani slucitelné s operacemi v poli.
Piikladem takového pole jsou komplexni ¢isla, kterd ctendf znd ze stfedni Skoly.

Pfipomenime, Ze v usporddané mnozZin€ vztah x < y znamend, Ze x < y ax # y.

Véta 2.4. V kaZdém usporddaném poli plati: 1. 0 < 1.
2.Zx+z=<y+zplnex <y.
3.Z0 < x plyne 0 < x~ .
4. Je-li 0 < z, pak jsou vztahy x <y a xz < yz ekvivalentni.
Dikaz. 1. Kdyby O # 1, muselo by byt 1 < 0 (uspofaddni je tiplné). Polozime-li v x=1,
y=0az = —1, dostaneme 1 + (—1) < 0+ (—1), neboli (protoze —1 je inverze 1 a 0 je neutralni
prvek) 0 < —1. Ted polozme v x =—1ay= —1.Dostaneme 0 < (—1)(—1). Vime ale
(pozndmka za vétou [2.3), ze (—1)(—1) = 1. Dostdvame tedy 0 < 1, coZ spolu s pfedpokladem
1 <0davda 1 =0, ato je spor s definici pole. Z predpokladu O £ 1 jsme vyvodili spor, plati tedy
0<1.

2. Podle zx+y <y+zplyne (x +2) + (—2) < (y + 2) + (—2), to ovSem (podle

1)ijlnost usporddani v poli je podminka natolik pfirozend, Ze mivame sklon povaZovat ji za samozfejmost. Uvédomme
si ovSem, Ze i v praxi se setkdvame s netiplnymi uspofddanimi: KdyZz na mnozZinég studentti poloZime s1 < s (s1 je hors{
student, nez s»), jestlize student s; ma horsi studijni pramér nez student s, dostaneme netiplné uspofadani (definované
samosebou predpisem: s1 < s7, jestlize 51 < s nebo s; = s7). Pro dva rtizné studenty se stejnym studijnim primérem
totiZ neplati ani 51 < 52, ani 5o < §1 a samoziejmé ani 5| = 7.
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asociativniho zdkona, proto, Ze —z je vzhledem ke s¢itdni inverze z, a proto, Ze O je vzhledem ke
s¢itani neutrdln{ prvek) znamend x < y.

4. Pfedpokladejme, Ze x < y. Pak podle (2.2.1) plati x + (—x) < y + (—x),¢ili0 < y 4+ (—x).
Nyni muzeme pouzit (2.2.2)) na prvky x + (—y) a z (o kterém piedpokldddme O < 7). Dostdvame
0 < (y + (—x))z a podle distributivniho zdkona 0 < yz + (—x)z. Ted si sta¢i uvédomit, Ze
(—x)z = —(xz) (to plyne z bodu 3 véty [2.3] a asociativity ndsobeni), a aplikovat na nerovnost
0 < yz + (—(xz)) aprvek xz vztah (2.2.1)). Tim je dokdzdno, Ze z x < y plyne xz < yz.

Nyni miiZeme snadno dokdzat bod 3 Pripustme, Ze tvrzeni tohoto bodu neplati, tedy Ze existuje
prvek x takovy, Ze sice 0 < x, ale 0 # x~! (existence prvku x ~! vyplyva z definice pole; je totiz
x # 0). To znamend, Ze xl<0( uplnosti uspotradani) a (podle ¢asti bodu 4, kterou jsme jiz
dokdzali) 7e x~'x < Ox. Podle bodu 1 véty mame 1 < 0, coZ je spor s bodem 1 této véty,
ktery jsme jiz dokdzali.

Zbyva ndm dokdazat druhou polovinu bodu 4: Je-1i 0 < z, jetaké 0 < z~
xzz~ ' < yzz~!, coz znamend x < y.

Tim je celd véta dokazéana.

1 azxz < yz vyplyvd

Kromé s¢itani a nasobeni zavadime v poli jesté odcitdni: x —y = x + (—y) adéleni: x /y (nebo
%) = xy~! (pouze pro y # 0; 0~! neexistuje).

Prvky x, spliiujici x > O (pripadné x < 0) nazyvame kladné (ptipadné zdporné). Pokud spliuji
x > 0 (pfipadné x < 0), nazyvame je nezdpornymi (ptipadné nekladnymi).

Jsou-li x, y dva prvky uspofddaného pole X, x < y, pak mnoZinu prvki z € X takovych,
7e x < z < y nazyvame otevienym intervalem s koncovymi body x a y a oznalujeme (x, y)
Mnozinu prvka z € X takovych, Ze x < z < y, nazyvame uzavienym intervalem s koncovymi
body x a y a oznaCujeme [x, y]. MnoZinu prvki z € X takovych, Ze x < z < y (pfipadné
X < z < y), nazyvame polootevienym intervalem s koncovymi body x a y, uzavienym v x a
otevienym v y (ptipadné otevienym v x a uzavienym v y) a oznacujeme [x, y) (pfipadné (x, y]).
Ve vSech téchto piipadech prvek y — x (ktery je urcité nezdporny), nazyvame délkou ptislusného
intervalu.

Déle klademe (x,00) ={y e X | y>x},[x,00)={ye X | y>ux},(—00,x) ={y €
eX | y<x}a(—o00,x)={y e X | y<x}. Tyto mnoZiny nazyvdme nevlastni intervaly.

Obcas se nam bude hodit toto oznaceni: pro dvé mnoZiny Y, Z C X piSeme Y < Z, jestlize
pro kazdé prvky y € Y az € Z plati y < z. Podobné zavddime znaceni Y < Z,Y > ZaY > Z.
Vztah {y} < Z zapisujeme y < Z (a podobné v ostatnich pfipadech).

Pro mnozinu ¥ C X klademe —Y = {—y | y € Y}. Pro dvé mnoZiny Y, Z C X klademe
Y+Z={y+z | y €Y,z e Z}. Podobnym zpiisobem definujeme mnoziny ¥ ~! (pokud 0 ¢ Y),
Y—-Z Y -ZaY/Z (pokudO ¢ Z).

2.3 Reidlna ¢&isla. Rekneme, Ze uspofddané pole X je spojité uspoiddané, jestlize ke kazdym
dvéma neprazdnym podmnoZindm Y, Z C X takovym, Ze Y < Z, existuje prvek x € X, splilujici
podminku Y < x < Z (axiom spojitosti).

Kazdé spojité¢ usporddané pole se nazyva mnoZina redlnych Cisel a oznacuje symbolem R.
Prvky mnoZiny redlnych ¢&isel se nazyvaji redlnd cisla.

Abychom mohli zformulovat nasledujici dileZitou vétu, uvedeme jest€ definici, kterd by se
hodila spiSe do odstavce o uspofddanych mnoZinich.

PodmnoZina Y uspofddané mnoZiny X se nazyva shora (zdola) ohrani¢end, ma-li horni (dolni)
zdvoru. PodmnoZina, kterd je soucasné shora i zdola ohraniend, se nazyva ohranicend.

Véta 2.5 (o supremu). KaZdd neprdzdnd shora ohrani¢end podmnoZina R md supremum.

Dikaz Necht Y C R je neprdzdnd a shora ohranicend. Poloime Z = {z e R | Y <z} (Z
je tedy mnozina vSech hornich zadvor mnozZiny Y). Tato mnozZina je rovnéz neprazdna (Y je shora
ohrani¢end — ma horni zavoru). Navic plati Y < Z, takZe podle axiomu spojitosti existuje prvek

2)Pfedp0k1édzirne, Ze Ctendf vzdy rozlisi, kdy se jednd o interval a kdy o usporddanou dvojici.
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x € X takovy, Ze Y < x < Z. Jelikoz Y < x, je také x horni zdvora mnoZiny Y, tedy x € Z.
JelikoZ nadto x < Z, je x = min Z. Dostdvime x = sup Y.

Nasledujici Véta o infimu se dd dokdzat stejnym zplisobem jako VE&ta o supremu.

Véta 2.6 (o infimu). KaZdd neprdzdnd zdola ohranicend podmnoZina R md infimum.

Necht x, y € R, x < y. Podle definice intervalu je y > [x, y]. Soucasné ovSem plati y € [x, y], coz
znamend, ze y = max[x, y]. Podle véty[I1.9je tedy y = sup[x, y].

UvaZujme nyni otevieny interval (x, y). Opét plati, y > (x, y), nicméné y ¢ (x, y). To znamena, Ze
y # max(x, y). Md interval (x, y) maximum? Kdyby bylo z = max(x, y), muselo by byt z < y (to je totiz
jedind moznost, kterd zbyva). K takovému ¢islu ov§em vZdy najdeme prvek intervalu (x, y), ktery je vetsi.
Napriklad pro &islo u = (z + y) /ﬂ plati z < u < y (ovéfte!). To znamen4, Ze z # max(x, y) a interval
(x, y) tedy nema maximum.

Cislo y je oviem horni zdvorou intervalu (x, y), coZ, jak jsme ukézali pfed chvili, pro Zadné mensi &islo
neplati. Mdme tedy y = sup(x, y).

Nasledujici véta uvadi ¢asto pouZivané kritérium existence suprema v R.

Véta 2.7. Necht 7z € R, X C R. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:
1.z =supX,
2.z > X ake kaidému y < 7z existuje x € X takové, Zey < x < z.
D @ k a z. Pfedpokladejme, Ze plati 1. Podle definice suprema je z > X. Zvolme &islo y < z.
Kdyby neexistovalo x € X s uvedenou vlastnosti, bylo by y horni zdvorou mnoZiny X mensi nez z,
coz je spor s 1.

Necht plati podminka 2. Prvnf jeji ¢ast fikd, Ze z je horni zdvora mnoZiny X. Druhd ¢4st zase,
Ze 74dnd horni zdvora y neni mensi. Je tedy z nejmens{ horni zavora této mnoZiny.

Podobna véta plati i pro infimum. Zkuste ji zformulovat a dokazat.
Posledni véta tohoto odstavce fikd, Ze axiom spojitosti je ekvivalentni s vétou o supremu.

Véta 2.8. Necht X je usporddané pole, jeho? kaZdd neprdzdnd shora ohrani¢end mnoZina md
supremum. Pak X je spojité usporddané.

Dt k a z. Musime dokdzat, Ze v X plati axiom spojitosti. Zvolme tedy dvé neprazdné podmnoZiny
Y,Z C X,Y < Z ahledejme prvek x € X splilujici podminku ¥ < x < Z.

JelikoZ mnoZzina Z je neprdzdnd, je mnoZina Y shora ohranicend. Podle pfedpokladu véty tedy
ma supremum. UkdZeme, Ze toto supremum spliiuje podminku ¥ < sup Y < Z. Prvni Cast této
podminky (Y < supY) plyne okamZité z definice suprema (sup Y je horni zdvora mnoZiny Y).
Druha z véty [2.7} Kdyby pro né&jaky prvek z € Z platilo z < sup Y, existoval by prvek y € Y vétsi
nez z, coZ by byl spor s pfedpokladem Y < Z. Miizeme tedy poloZit x = sup Y.

2.4 Prirozena &isla. Rekneme, 7e mnoZzina X C R je induktivni, jestlize 1 € X ajestlizezx € X
plynex +1 € X.

Pfiklady induktivnich mnoZin: R, (0, c0), [1, 00).
Uvedeme nyni jednoduché tvrzent:

Lemma 2.9. Priinik libovolného systému induktivnich mnoZin je induktivni mnoZina.

Dt k a z. Necht § je systém induktivnich mnozin. Ovéfime, Ze mnozZina NS je induktivni. Pro
libovolnou mnoZinu X € S plati 1 € X (X je induktivni). Proto 1 € NS. Jestlize x € NS, pak
x € X pro kazdé X. Jelikoz kazdé X € § je induktivni mnoZina, leZi x 4+ 1 v kazdé mnoZiné
systému S. Plati tedy i x + 1 € NS.

MnoZinou pfirozenych ¢isel nazyvame prunik systému vsech induktivnich podmnozin R. Zna-
¢ime ji N. Jeji prvky nazyvame pfirozenad cisla.

3) Ach! Cislo 2 jsme ovSem zatim nedefinovali. Honem to tedy napravime: poloZime 2 = 1+ 1; a k problému se jesté
pozdéji vratime.
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Véta 2.10 (zakladni vlastnosti mnoziny prirozenych Cisel). I. N je induktivni.

2. (princip matematické indukce) Jestlize X C N je induktivni mnoZina, pak X = N.
3. N md nejmenst prvek. Plati minN = 1.

4. Je-lineN,n+#1,pakn—1¢eN.

5. ProkaZzdé n e Nje(n,n+1) NN = 0.

6. (dobré uspordddnit) Kazdd neprdzdnd podmnoZina N md nejmensi prvek.

7. (Archimedova vlastnost) Pro kaZdé x € R existuje n € N takové, Ze n > x.

D d ka z. 1. Plyne z definice mnoZiny pfirozenych &isel a pfedchoziho lemmatu.

2. Z definice mnoziny prirozenych ¢&isel plyne, Ze N C X.

3. JelikoZ N je induktivni mnoZina, je 1 € N. JelikoZ mnoZina [1, co) je induktivni (ovéite!),
je N C [1, o0). Kazdy prvek intervalu [1, 0o) je ov§em vétsi nebo roven 1, totéZ tedy plati i pro
prvky mnoZiny N.

4. Nechfn # 1an—1 ¢ N. Pak mnoZina N\ {n} je induktivni a mdme N C N\ {n}. To ovi§em
nastane jediné v piipadé, ze n ¢ N.

5. VyuZzijeme princip matematické indukce. Nechf X je mnoZina vSech pfirozenych Cisel n, pro
néz je (n,n + 1) NN = (. Dokdzeme, Ze tato mnoZina je induktivni:

Nejprve je tfeba ukdzat, ze 1 € X. Polozme Y = {1} U [2, 00). Tato mnozina je induktivni
(ovéite), plati tedy N C Y. Navic, jak snadno plyne z definice intervalt, ¥ N (1,2) = @. To
znamend, Zze (1,2) NN =, atedy 1 € X.

Nyni predpokladejme, Ze n € X, a ptipustme, Ze n + 1 ¢ X, tedy Ze existuje pfirozené cislo x,
lezici vintervalu (n + 1, n +2). Platin + 1 < x < n 4+ 2 (z definice otevieného intervalu) a x # 1
(podle bodu 3.). Je tedy x — 1 € N(podlebodud4.)an < x —1 < n+1. To je spor s pfedpokladem
neX.Jetedyin+1e X.

Dokézali jsme tedy, Ze mnoZina X je induktivni. Z principu matematické indukce nyni plyne,
7Ze X = N. To je ovSem pfesné to, co jsme méli dokézat@

6. Bud Y C N podmnoZina, kterd nema nejmensi prvek. Polozme X = {n e N | n < Y}
Plati X N'Y = @. UkdZeme, Ze mnozina X je induktivni:

JelikoZ 1 je nejmensi pfirozené ¢islo (bod 3.), musibyt 1 < Y nebo 1 € Y. Druhy pfipad oviem
nenastava, jinak by totiZ 1 byla nejmensim prvkem mnoZiny Y (kterd nejmensi prvek nema). Je
tedy 1 < Y,nebolil € X.

Nyni pfedpokladejme, Ze n € X (plati tedy n < Y) a podivejme se, zdan+1 € X. Mezi Cisly n
an + 1 nelezi Zadny prvek mnoziny Y (bod 5.) a ¢islo n + 1 také neni jejim prvkem — jinak by
totiZ bylo jejim nejmensim prvkem. Odtud ovSem plyne, Zen + 1 < Y, nebolin + 1 € X.

Tim jsme dokdzali, Ze mnoZina X je induktivni. Podle principu matematické indukce tedy
X =N, cozZ znamen4, 7Ze Y = {J (mnoziny X a Y jsou disjunktni). Tim jsme dokazali, Ze jediné
prazdnd podmnozina mnoZiny N nemd nejmensi prvek.

7. Predpoklddejme, Ze podmnoZina vSech redlnych ¢isel x takovych, Ze pro kazdé n € N plati
n < x je neprazdnd, a oznac¢me si ji X. Mdme N < X a podle axiomu spojitosti existuje prvek
x € R takovy, ze N < x < X. Urcit€ neplati x € N (to by byloi x + 1 € N, coZ je ve sporu
sN < x)atedy ani x — 1 ¢ N (to by bylo ve sporu s x ¢ N). Nyni ovSem vidime, Ze x — 1 > N
(interval (x — 1, x) nepochybné Zadné pfirozené ¢islo neobsahuje; ¢islo o 1 vétsi by totiZ bylo veétsi
nez x), a dostdvdme se do sporu: Pred chvili jsme tvrdili, Ze x < X, ated ndm vychdzix — 1 € X.
Tento spor dokazuje, Ze mnoZina X je prazdna.

Tim je véta dokdzéna.

Oznaceni nékterych pfirozenych¢isel: 2 =1+1,3=2+1,4=3+1,5=4+1,6 =5+1,7=6+1,
8 =74 1,9 = 84 1. Dalsi pfirozena ¢isla se daji jednozna¢né vyjadrit pomoci dekadického zdpisu, kterym
se ovSem na tomto misté nebudeme zabyvat.

Pron € Noznacujeme {1, ...,n} = {m € N | m < n}. Existuje-li bijekce mezi mnozZinou X a
touto mnozinou, fikdme, Ze mnoZina X ma n prvkii. MnoZina se nazyva konecnd, kdyz je prazdna

Do jsme méli dokazat?
5)Co znamend n < ¥?
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nebo existuje ¢islo n € N takové, Ze tato mnozina ma n prvkl. Ostatni mnoziny se nazyvaji
nekonecné.
Nyni miZeme uvést pojem usporddané n-tice, ktery je zobecnénim pojmu uspotradané dvo-

jice. Nechf n je pfirozené cislo. Predpokladejme, Ze pro kazdé ¢islo i € {1, ..., n} mame din
objekt xi@ Usporddand n-tice objektd x1, ..., x, je objekt oznaCovany (x1, ..., x,) takovy, ze
rovnost (xq,...,x,) = (x{,...,x,) nastane, pravé kdyZ pro kazdé ¢islo i € {I,...,n} plati
xi = x..
Kartézskym soucinem mnoZin X1, . .., X, rozumime mnoZinu
X1 X.ooo X Xy ={(x1,...,x5) | x1€X1,...,x, € Xp}. 2.4.1)
Specidlné, jestlize pro kazdéi € {1, ...,n}je X; = X, piSeme
X x...xX,=X". 2.4.2)
Tuto mnoZinu nazyvame n-tou kartézskou mocninou mnoZiny X.
Proi € {1, ..., n} definujeme i-tou kartézskou projekci pr;: X1 x ... x X, — X; pfedpisem
pr;(x1, ..., Xp) = X;. 2.4.3)

Necht X je mnoZina. Libovolné zobrazeni a: N — X se nazyva posloupnost prvkii mnoZiny X .
Pro n € N oznacujeme a, = a(n) a posloupnost a zapisujeme (a; ), nebo (a,),eN.

2.5 Cela, racionalni a iracionalni ¢isla. Mnozinu Z = —N U {0} U N nazyvame mnoZinou celych
&isel. MnozinuQ = {p-g~' | p € Z a g € N} nazyvame mnoZinou raciondlnich &isel. MnoZinu
I = R\ Q nazyvame mnoZinou iraciondlnich ¢isel. Prvky téchto mnozin nazyvame (po fad¢€) celd,
raciondlni a iraciondlni ¢isla.

s ws

Véta 2.11. V kaZdém otevieném intervalu v R délky vétsi nez 1 leZi celé Cislo.
Didkaz Nechfx,y € R, y—x > 1. Hleddme celé &islo p takové, Ze p € (x, y).

1. Pfedpoklddejme, Ze x > 0 a ozna¢me X mnozinu pfirozenych ¢isel vétsich nez x. Tato
mnoZina je neprazdna (to plyne z Archimédovy vlastnosti mnoziny N — véta[2.10) a ma nejmens{
prvek (tatdz véta, bod 6.). Polozme p = min X. Plati p — x < 1 (jinak by bylo p — 1 € X)), a tedy
p < x.

2. Jestlize x < 0ay > 0, pak podmince vyhovuje 0.

3. Jestlize y < 0 (tim pddem x < 0), pak interval (—y, —x) obsahuje pfirozené Cislo (to jsme
uk4zali v prvnim bod¢€), feknéme n. Cislo p = —n leZi v intervalu (x, y).

Véta 2.12. V kazZdém neprdzdném otevieném intervalu v R leZi raciondlni islo.

Dikaz Nechfx,y € R, x < y. Hleddme raciondlni &islo p - ™! takové, Ze p - ¢~' € (x, ).
Resime tedy dvojici nerovnic

xX<p- q_l < y. 2.5.1)
S témito nerovnicemi je ekvivalentnﬂ podminka

gx < p<gqy. (2.5.2)

Nyni budeme postupovat takto: Najdeme pfirozené Cislo g tak, aby délka intervalu (gx, gy)
byla vétsi nez 1. Pak, podle véty 2.11] bude zarucena existence celého Cisla p, které v tomto
intervalu lezi. Bude tedy splnéno (2.5.2) a tim i (2.5.1).

Podminka, kterou musi spliiovat hledané ptirozené ¢islo ¢, je

) Casto fikdme prosté: Méjme ddny objekty x1, ..., xj.

"Dvojice (p, q) splituje (2.5.1), pravé kdyz plati (2.5.2).
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qy —qx > 1. (2.5.3)

Ta je ovSem ekvivalentni podmince

1
y—x

q > 2.5.4)

Hledané Cislo g tedy existuje, vyplyva to z Archimédovy vlastnosti.
Tim je dikaz ukoncen.

Podobna véta plati i pro iraciondlni ¢isla; zatim ovSem neni v naSich sildch ji dokazat. Zatim, popravdé

feceno, ani nevime, zda vubec néjaké iraciondlni ¢islo existuje. (VSimli jste si?)
PfileZitostné budeme pouzivat nasledujici pojmy, vztahujici se k celym ¢islim: délitelnost Cisel, zbytek

2 ¥z vy

po déleni, soudélnd a nesoudélnd, suda a licha ¢isla. Véfime, Ze definice vSech téchto pojmi, stejné jako
jejich zdkladni vlastnosti, je ¢tendi schopen zformulovat sam.

Kontrolni otazky

Je prdzdnd mnoZina ohrani¢end? Existuje jeji maximum a minimum?
Z Ceho vyplyva, Ze existuje v R Cislo, které neni pfirozené?

Z ¢eho vyplyva, Ze existuje v R &islo, které neni celé?

Z Ceho vyplyva, Ze existuje v R Cislo, které neni raciondlni?

Je nejvétsi prvek podmnoZiny v R urcen jednoznaéné?

RN .

Jaky je vztah suprema a maxima mnoZiny v R?

2.6 Funkce realné proménné. Funkci redlné proménné rozumime libovolné zobrazeni f: X —
— R, kde X C R (nékdy piSeme f: X C R — R).

Funkce f: X C R — R se nazyva shora ohranicend (zdola ohranicend, ohranicend) na
mnoziné X' C X, je-li takovd mnoZina f(X') C R.

Nejvétsi hodnotou (maximem) funkce f: X C R — R na mnoziné X' C X nazyvame Eislo
max f(X’) (oznadeni: max,cy f(x)). Rekneme, e funkce f této hodnoty nabyvd v bodé x € X',
jestlize f(x) = max f(X') (jestliZe existuje maximum, existuje i tento bod; plati totiz max f(X’) €
FX).

Podobné: Nejmensi hodnotou (minimem) funkce f: X C R — RnamnoZiné X' C X nazyvame
&islo min f(X’) (oznadeni: min, ¢y f(x)). Rekneme, 7e funkce f této hodnoty nabyvd v bodé
x € X/, jestlize f(x) = min f(X’).

Rekneme, 7e maximum (pfipadn& minimum) funkce f na mnoZin& X’ C X je ostré, jestlize
existuje praveé jeden bod této mnoZziny, v némz funkce maxima (pfipadn€ minima) nabyva. Je-li
takovych bodu vic, fikime, Ze maximum (minimum) je neostré.

Maximum a minimum se souhrnné nazyvaji extrémy.

Jak uZ jsme fekli, bod, v némz funkce maxima nebo minima na dané mnoZiné nabyva, vzdy existuje. To
ale nemusi platit o supremu a infimu:

Supremem funkce f:X C R — R na mnoZiné X' C X nazyvame ¢islo sup f(X’) (ozna-
Ceni: sup,cx f(x)). Infimem funkce f na mnoZiné X' nazyvame Cislo inf f(X') (oznaceni:
infcx f (X)),

Rekneme, 7e funkce f: X C R — R je na mnoziné X' C X rostouci (nerostouct, klesajici,
neklesajici), jestlize pro kazdé dva body x,y € X', x < y, plati f(x) < f(y) (f(x) > f(y),
fx) > f(), f(x) < f(¥)). Je-li funkce f rostouci (nerostouci, klesajici, neklesajici) na celé
mnoZziné X, nazyva se prosté rostouci (nerostouci, klesajici, neklesajici). Souhrnné se takové
funkce nazyvaji monotonni. Funkci, kter4 je rostouci nebo klesajici fikdme pojemryze monotonni.
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Rekneme, 7e funkce f: X C R — R je konvexni na intervalu I C X, jestlize pro kazdé tii
body x,y,z€ I, x <y < z, plati

@@=+ & -2+ [y —x)=0. (2.6.1)

Rekneme, 7e funkce f: X C R — R je konkdvni na intervalu I C X, jestlize pro kazdé tii body
x,y,z€l,x <y <z plati

f@OE=+fM& -2+ f)y—x) <0. (2.62)

Je-li defini¢ni obor funkce interval a je-li funkce na tomto intervalu konvexni (konkdvni), nazyva
se prosté konvexni (konkdvni).

Funkce f: X C R — R se nazyva sudd (lichd), jestlize pro kazdy bod x € X plati —x € X a
f(=x)=fx) (f(=x) = f(=x)).

Funkce f: X € R — R se nazyva periodickd, jestlize existuje ¢islo p > 0 takové, Ze x € X,
pravé kdyZ x + p € X, a jestlize x € X, pak f(x + p) = f(x). Cislo p se nazyva perioda
funkce f.

Funkce f: X C R — R takovd, Ze mnoZzina f(X) je jednoprvkova, se nazyva konstantni.
Je-li f(X) = {c}, piSeme f = C@ Konstantni funkce, stejné jako funkce idg, jsou specidlnim
pripadem afinnich funkci. Funkce f:R — R se nazyva afinni, existuji-li ¢isla p, g € R takova, Ze
pro kazdé x € R plati f(x) = px +gq.

MnoZina ¥ C R? se nazyva piimka, existuji-li éisla a, b € R, ne soucasné rovna nule, takov4,
7e

Y ={(x,y) e R? | ax +by =0} (2.6.3)

Souvislost afinnich funkei s pfimkami je jednoducha:

Véta 2.13. Funkce f:R — R je afinni, prdvé kdy? je jeji graf primka.
D @ k a z. Diikaz si ¢tendf jisté rdd udéld sam.

Uvedenad véta netika, zZe kazda piimka je grafem néjaké funkce!

Afinni funkce f(x) = px + g je rostouci, pravé kdyz je p > 0, a klesajici, pravé kdyZ je p < OP_TI
Ukédzeme prvni ¢ast tohoto tvrzeni: Pfedpokladejme, Ze funkce f je rostouci. Pak musi platit £ (0) < f(1)
(podle definice rostouci funkce), coz ovSem vede k ¢ < p + g, neboli p > 0. Naopak, necht p > 0. Pak pro
libovolné x, y € R, x < y, plati px < py, €ili px +¢g < py + ¢, coZznamen4, Ze f(x) < f(y) afunkce f
je rostouci.

KaZzd4 afinni funkce je konvexni i konkdvni. Pro libovolné tfi body x1, x2, x3 € R totiZ plati

FO)(x3 —x2) + f(x2)(x1 — x3) + f(x3)(x2 — x1) =
= (px1 +q@)(x3 —x2) + (px2 + q)(x1 — x3) + (px3 +q)(x2 — x1) =
= p(x1x3 — x1x2) + q(x3 — x2) + p(x2x1 — x2x3) +q(x1 — x3) +
+ p(x3x2 —x3x1) +q(x2 —x1) =
= g(xm — X1X2 + X2X1 — X2X3 + X3x2 — X3X1) + (X3 — X2 + X1 — X3 +x2 — X1) =

Pokusme se nyni vyjasnit definici konvexni funkce. Oznacme y; = f(x1), y2 = f(x2), y3 = f(x3), kde
X1 < x2 < x3. Podminka (2.6.1)) v niZ se zvoli x = x1, y = x» a z = x3 se dé piepsat na

8)Napfﬂdad symbolem 2 tedy n€kdy oznacujeme ¢islo a nékdy konstantni funkci!

9Definice funkce £, kterou jsme na tomto misté uvedli, je netiplnd: neuvedli jsme ani defini¢ni obor, ani obor hodnot
této funkce. Dohodnéme se, Ze v takovych pripadech bude definiénim oborem mnoZina vSech redlnych ¢isel, kterd lze
do pravé strany predpisu dosadit (v naSem piipadé tedy R), a oborem hodnot mnoZina R. V ptipadé nejasnosti ovSem
musime byt schopni kdykoli uvést ptesnou definici!
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- yi(x3 —x2) + y3(x2 — x1)
= X3 — x| '

2.6.4)
Polozime-li

i3 —x) + y3(x — x1)
gx) = ;

A3 — X1

(2.6.5)

dostaneme afinni funkci g:R — R (to se snadno zjisti dpravou
vztahu (2.6.3)), pro kterou plati g(x1) = yi1, g(x3) = y3 (dosazenim
do (2.6.5)) a g(x2) > y2 z (2.6.4). Dostévame tedy tento vysledek:

‘ )‘Cl o ;63> funkce f je konvexni na interval}l 1, praveé kdyz pro kaidé.tfi bod}i
X1, X2, X3, X1 < X2 < x3, plati f(x3) < g(x2), kde g je afinni
funkce, jejimZ grafem je pfimka, prochdzejici body (x1, f(x1)) a
(x3, f(x3)).

Necht f, g: X € R — R jsou dvé funkce. Funkci (f + g): X — R, definovanou pro kazdé
x € X predpisem (f + g)(x) = f(x) + g(x), nazyvdme souctem funkci f a g. Soucinem
téchto funkci nazyvame funkci (f - g): X — R, definovanou pro kazdé x € X predpisem

(f -9)x) = f(x) - g(x). Tim jsme definovali operace s¢itani a ndsobeni na mnoziné RX.

Mnozina R¥ s témito operacemi oviem neni pole. Které podminky z definice pole nespliiuje?

Usporddani na mnoZing RX je definovano takto: Klademe f < g, pravé kdyZ pro kazdé x € X
plati f(x) < g(x).

Ovéite, Ze takto definovana relace na RX je skute¢né uspotadént. Je toto usporadani dplné?

Mocninn4 funkce se definuje pomoci kone¢ného poctu ndsobeni.

Pri definici mocninné funkce postupujeme takto: pro kazdé ¢islo x € R polozime

1
X =x,
5 (2.6.6)
X° =x-Xx.
Dostaneme funkce pow;:R — R a pow,: R — R, definované pro kazdé x € R predpisy pow;(x) = x
apow,(x) = x2. Tyto definice pak zobecnime na libovolné piirozené &islo tim, 7e pro kazdé n € Nax € R
polozime x"*! = x" . x a pow, | = x" 1. Tento postup je zaloZeny na principu matematické indukce
a k jeho pouziti nas opraviiuje nasledujici véta:

Véta 2.14. Existuje prdavé jedna posloupnost funkci (pow,,)eN, pow,: R — R takovd, Ze

pow; = idr 2.6.7)
apro kaZdé n € N,

pow, | = idg - pow,, . (2.6.8)

D i k a z. Lze provést pomoci principu matematické indukce. (UkdZe se, Ze mnoZina vSech
pfirozenych ¢isel m takovych, Ze pro kazdé n € {1, ..., m} existuje prdv€ jedna funkce pow,, tak,
Ze jsou splnény podminky (2.6.7) a (2.6.8)), je induktivni.)

Funkce pow,, z pfedchozi véty se nazyva mocninnd funkce s exponentem n. Hodnota této funkce
v bodé€ x se oznacuje x".

Mocninnd funkce m4 ndsledujici zdkladni vlastnosti:

Véta 2.15. Pro kazdé m,n € N plati:

1. pow,, - pow, = pow,, . .

2. pow,, 0 pOW,, = pOW,, ..

3. Je-li n liché, je funkce pow, lichd. Je-li n sudé, je funkce pow, sudd.

4. Funkce pow,, je na intervalu (0, 00) rostouci.

S.Jelix >1lam>n,jex™ >x". Je-li0O<x <lam > n,jex™ < x".

D G k a z. 1. Nechf n € N. Ukazeme, Ze mnozina X vSech Cisel m € N, pro kterda plati
pOw,, - pOW, = pow,,,,, je induktivni. Prvni podminka definice induktivni mnoZiny iikd, Ze
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md platit pow; - pow,, = pow . Je tedy splnéna (podle a (2.6.8)) amdme 1 € X. Druhd
podminka fika, Ze z pow,, - pow,, = pow,, ,, musi plynout pow,, , - pow, = pow,, . .,. To je
ovSem splnéno, opét diky (2.6.7) a (2.6.8).

2. Diikaz tohoto vztahu nechdme na Ctenafi (je tfeba postupovat podobné, jako v prvnim

pripad¢).

3. Nechf X je mnoZina vSech pfirozenych Cisel, pro kterd tvrzeni plati. JelikoZ funkce pow; =
= idg je licha, 1 € X. Pfedpokladejme, Ze n je liché Cislo a funkce pow,, licha. Pak pow, | =
= idR - pow,, a funkce pow,,, | je suda (jako soucin dvou lichych funkci — viz cviceni n k teto

kapitole). Podobngé, je-li Cislo n sudé a funkce pow,, suda, je funkce pow,,, ; rovna soucinu liché
a sudé funkce a je licha. Celkové, n + 1 € X.

4. Opét vyuZijeme princip matematické indukce@ Pron = 1 je pow, = idg, coZ je ros-
touci funkce. Nyni necht n € N. Je-li funkce pow, na intervalu (0, 0o) rostouci, pak pro kazdé
x,yBRe(0, 00), x < y, plati

K=y 1" < (definice funkce pow,, ;)
<y-x"< (elikoZ x" > 0ax < y)
<y-y'= (y > 0 a pow,, je rostouci)
=yt (definice funkce pow,, )

a funkce pow,,, | je na intervalu (0, 00) rostouct.

5.Jelix > 1,jex"*! > x" —to plyne z Véty tvrzeni 4, s neostrou nerovnosti nahrazenou
ostrom(viz cviéenf. Podobné, je-lik € N,k > lax > 1,x"t% > x” pak x"tk*1 > x" Prvni
cast tvrzeni tedy plyne z principu matematické indukce. Druha ¢ast tvrzeni se dokdze podobné.

Na zavér uvedeme jesté nékolik piikladi funkei.

Absolutni hodnotou redlného ¢isla x nazyvame ¢&islo |x|, které je rovno x, je-li x > 0, a —x,
jestlize x < 0. Dostdvdme funkci | - [: R — R.

Celou cdsti [x] redlného cCisla x nazyvame nejveétsi celé Cislo, které je mensi nebo rovno x.
Dostavame funkci [-[]: R — R.

Pro redlné cislo x klademe x(x) = 0, je-li x € I, a x(x) = 1, je-li x € Q. Dostavame
Dirichletovu funkci x: R — R.

Riemannova funkce 0:R — R je definovdna takto: Jestlize x € I, je o(x) = 0. Jestlize

x € Q, pak existuje celé Cislo p a pfirozené Cislo ¢, kterd jsou nesoudélnd a x = p/g. Klademe
ox)=1/q.

Kontrolni otazky

1. Jaky je rozdil mezi oborem hodnot a obrazem zobrazeni (funkce)?
2. Existuje funkce, kterd je soucasné sudd i lich4d?

3. Musi mit kazda funkce supremum, piipadné maximum?

4

. Existuje funkce, kterd je soucasné rostouci i klesajici? Existuje funkce, kterd je soucasné
rostouct i klesajici, i v pfipadé, Ze jeji defini¢ni obor m4 vice nez jeden bod.

5. Existuje funkce, kterd je soucasné nerostouci i neklesajici?

Ptiklady

10)Co bychom si bez ngj pocali?
1D 7Znaménkéim < a > se nékdy fika neostrd nerovnost, znaménkim < a > ostra.
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1. Rozhodnéte, které z mnoZin N, Z, Q, I s operacemi scitdni a ndsobeni jsou pole a kterd z nich
Jjsou spojité usporddand.

Reseni: DokdZeme, 7e mnoZina Z s operacemi s&itani a nasobent celych &isel neni pole. Budeme
ovéfovat podminky uvedené v definici pole. S¢itdni na mnoZiné Z je komutativni a asociativni
operace s neutralnim prvkem O (a to je celé Cislo) takova, Ze kazdé celé Cislo ma vzhledem k této
operaci inverzi v mnoZiné Z (¢islo opacné). Nasobeni na mnozin€ 7Z je komutativni a asociativni
operace s neutralnim prvkem 1, ale existuje celé ¢islo rizné od 0 takové, Ze nemd v Z vzhledem
k této operaci inverzi. Z s operacemi s¢itdni a ndsobeni neni pole. Ostatni pfipady nechdvime na
étendfi.

Podivejme se, zda pole Q s operacemi s¢itani a ndsobenti je spojité usporadané. Zvolme libovolné
¢islo z € Tauvazujme dvé podmnoziny X, Y mnozinyQ: X ={r e Q | r <z}aY ={reQ |
r > z} MnozZiny X, Y jsou neprazdné a plati X < Y. Pfedpoklddejme, Ze existuje x € Q takové,
7e X < x <Y.Potom ale bud’ x > z nebo x < z (moZnost x = z nastat nemiZe protoZe z € I a
x € Q). Pokud x > z, tak v intervalu (z, x) existuje n&jaké raciondlni ¢islo (véta[2.12)), a neplati
tedy x < Y. Pokud x < z, tak podle stejné véty existuje néjaké raciondlni ¢islo v intervalu (x, z),
aneplati tedy X < x.Z predpokladu, Ze existuje racionalni ¢islo s uvedenou vlastnosti, jsme tedy

v obou pripadech dostali spor. Takové raciondlni ¢islo tedy neexistuje a Q neni spojité€ usporadané
pole@p

2. UvaZujme Dirichletovu funkci x. Najdéte funkce x%, [10 x, x(1 — x), x o x, x o [].

ReSeni: UkdZeme, Ze x(1 —x) = 0.Pokud x € Q, tak y(x) = 0 atedy (x(1 — x)(x) =
=0(1—-0) =0.Pokud x € I, tak x (x) = latedy (x (1 — x))(x) = 1(1 — 1) = 0. Zbyl€ ptipady
nechavame Ctendri.

3. DokaZte, Ze funkce f:R — R, f(x) = x — |x| je na intervalu (—o0, 0] rostouci a na intervalu
[0, c0) konstatni.
Reseni: Bud'te x, y € (—00, 0) takovd, Ze x < y.Potom f(x) = x—|x| = x—(—x) = x+x = 2x,
obdobné f(y) = 2y tedy plati f(x) < f(y). To ovS§em znamend, Ze funkce f je na intervalu
(—00, 0) rostouci.

Necht x > 0. Potom f(x) = x — |x|] = x —x = 0. To znamen4, Ze funkce f je na intervalu
[0, co) konstantni.

4. Uvazujme stejnou funkci, jako v predchdzejicim prikladé. DokaZte, Ze tato funkce je na R
konkdvni.
ReSeni: Mdme dok4zat, Ze pro kazdé tfi body x, y, z takové, Ze x < y < z, plati

JOE=+fME -2+ f)y—-—x) =<0

Nyni mohou nastat nasledujici moZnosti:
1.x,y,z € (—o0, 0). Potom

fOE=+fMx -2+ f@0Q—x) =
=x—(CE)NE—NF+O-ENEx -2+ - FNH —x) =
=2x(z—y)+2y(x —2) +2z(y —x) =
=2(xz—xy+yx —yz+zy—2zX) =
=0.

2.x,y € (—00,0)az € [0, 00). Potom
fOE=+fOMx—2)+ f@DQ—x) =
=X ===+ OG- -2+ - —x) =

=2x(z—y)+2y(x —2)+0(y —x) =
=2(xz —xy+yx —yz) =

12)Tento dikaz je tedy zaloZen na existenci alespoti jednoho iraciondlniho ¢isla. To jsme sice zatim neukdzali, ale
¢asem na to dojde.
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=2z(x —y)
<0.

3.x € (—00,0)ay, z €[0, 00). Potom

=+ fMH&x -2+ fQ@QQY—x)=
=x—(CE)N—N+O-Nx—-)+@—Q —x)=
=2x(z—y)+0x —2)+0(y —x) =
=2x(z—y) <
<0.

4.x,y,z € [0, 00). Potom

fOE=+fOx -2+ f@DQ—x) =
=x—xX)z—-N+O-—»N&x-D+ -2y —x)=
=0z—y)+0x—2)+0(y —x) =
=0.

Jak je vidét, ve v8ech pripadech jsme zjistili, Ze f(x)(z —y) + f(y)(x —2) + f(2)(y —x) < 0.
Z definice vyplyvd, Ze uvedend funkce je konkdvni.

5.Bud f:R\ {0} — R,

for) ==

x|

Zjistéte, je-li funkce f sudd, lichd.
Reseni: Pro kazdé x € R \ {0} plati

—X X

— - = f.

| — x| |x|

~
T
=
N—
|
I

To znamen4, Ze funkce f je lichd. Zaroven ale

atedy f neni suda (proc?).

6. Nech f:R — R, f(x) =2+ (— D1 Dokazte, Ze funkce f je periodickd, a urcete jeji periodu.
ReSeni: Pro kazdé x € Rplati [x] <x < [x]+ l,atedy [x]+2 <x+2 <[x]+2+ 1. [x]+2
je tedy nejvetsi celé Cislo, které neni vétsi neZ x + 2, a tedy [x + 2] = [x] + 2. Dostavame

fx+2) =2+ (=D+ =
— 2+ (_1)[x]+2 —
=2+ (-HH(=1)? =
=2+ (DW=
= f(0).

Funkce f je tedy periodicka s periodou 2.

Cvicéeni

1. Je sklddéni zobrazeni komutativni operace?
2. Uvedte piiklad neasociativni bindrni operace.
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. Co je neutralnim prvkem operace sjednocent, prinik, rozdil podmnoZin mnoZiny X a kompozice

zobrazeni z X do X?

. Uvazujme mnoZinu exp X s operaci sjednoceni. Ma kazdy prvek Y € exp X inverzi vzhledem

k uvaZované operaci?

. Rekneme, Ze dvé celd Cisla m,n jsou v relaci ~, jestlize jejich rozdil je celociselny né-

sobek trojky. Ovéite, Ze se jednd o ekvivalenci. PiisluSnou faktorovou mnoZinu oznacime
Z3 a jednotlivé tfidy rozkladu 0 = [0]~, 1 = [l]~, 2 = [2]~. Na mnoZiné Z3 definu-
jeme operaci scitani takto: [m]~ + [n]~ = [m + n]~. Operaci ndsobeni definujeme stejné:
[m]~-[n]~ = [m-n]~. Ovéite, Ze tyto operace jsou korektné deﬁnova’mym Ovéfte, Ze mnozina Z3
s takto definovanymi operacemi je pole. UvaZujme na mnoZin€ Z3 relaci <, jejiz graf je mnoZina
{(0,0), (1, 1), (2,2), (0, 1), (0, 2), (1, 2), }. Ovéite, Ze se jednd o uspotfadani. Zjistéte, zda je toto
uspotadani slucitelné se zminénymi operacemi s¢itdni a ndsobeni.

. Dokazte, Ze pro kazdd dvé x,y € Rjsou vztahy x < y,0 < y—x,x —y <0a-—-y < —x

ekvivalentni.

. Dokazte, ze pro kazda tfi redlna Cisla x, y, z € R plati:

a) Jestlize x < y,pakx +z <y + z. b) Jestlize 0 < x a0 < y, pak 0 < xy.
¢) Jestlize 0 < z, jsou vztahy x < y a xz < yz ekvivalentni.

. Dokazte, Ze mnoZina N je nekonecn4.
. Dokazte, Ze kazda kone¢nd pomnoZina R m4 maximum a minimum.
Ukazte, Ze pro kazda dvé redlnd ¢isla x, y plati:
a) (—=x) - (=y) = xy; b) | —x| = |x|;
o) [xyl = x| - [yl; d) lx +yl = x|+ 1yl;

e) llx[ =yl =[x = yl.

. UkaZte, zZe pro kazda tfi redlnd ¢isla x, y, z plati: Jestlize x < yaz <0, pak xz > yz.
12.

Ukazte, Ze pro kazda tii redlnd Cisla x, y, e, ¢ > O plati: |[x — y| < & pravé tehdy, kdyZ x €
€(y—e¢,y+e).

Zjistéte, zda pro kazdé x € R plati:
a)x/x =1; b) x/x% = 1/x;
¢) x?/x = x.
Zjistéte, pro kterd x € R jest:
a) x < —2x; b)x2 —5x+6 > 0;

x=—Dx+2)x-3)
DeFHa—>ar6 =

o) |lx+2|+3|x —1] —2|x — 3| > 0;

2 N7

Najdéte redlnd Cisla x, y takova, Ze

Ax—y<x+y; b)xy > x/y.
Rozhodnéte, zda existuji takovd dvé redlnd ¢islax, y,Ze xy > x axy > y (resp.xy < yaxy < x).
Rozhodnéte, zda existuji takovd dvé redlnd ¢islax, y,Zex +y < x (resp.x+y <xax+y < y).

Najdéte supremum, infimum, maximum a minimum mnoZin (-3, 2), {5, 0}, {%, %}, {—4, 4},
{_7}’ [17 OO)

Najdéte sup X a inf X, jestlize
a) X ={l/n | neN} DX={reQ | r>0};
oX={n+1/n | neN} d)X={(1+1/n | neN}.

Najdéte maximum, minimum, supremum a infimum (jestliZe existuji) ndsledujicich mnozin:

3Dovette, ze je-li [m]~ = [m'1~ a [n]~ = [n']~, jei[m + nl~ = [m’ + n’]~. Podobné& pro ndsobeni.
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a) mnoZina vSech celych zdpornych &isel, b) mnoZzina vSech zdpornych &isel,

¢) intervaly (0, 1), [—2, 1], (0, 3], [0, c0), d) mnozina [0, 1] U [2, 3],

e) mnoZzina vSech iracionalnich ¢isel z inter-

valu (0, 1),

g)mnoZzina{n + 1/n | n € N}, h) mnozina {(—=1)"- (n/(n+1)) | n € N}.
Najdéte maximum, minimum, supremum a infimum (jestliZze existuji) funkce f na mnoZiné Y,
jestlize:

a) ffR—=>R, f(x)=x*aY ={(-1)"/n | neN};

b) ffR—>R, f(x)=—-2xaY ={(—-D"(n+1) | neN}

¢c)f=paY={1/n | neN}L
Plati véta o supremu (infimu) i v mnoZinach N, Z, Q?

f) mnoZina vSech racionalnich ¢isel z (0, 1),

Predpokladejme, Ze mnoziny X, Y C R maji supremum. Naleznéte:
a) sup(X UY); b) inf(—X);
¢) inf(1/ X) (za ptedpokladu 0 < X).
Existuje funkce, kterd je zaroven sudd i lichd?
Ukazte, Ze pro kaZdou lichou funkci f plati: Jestlize 0 € Dom f, potom f(0) = 0.
Bud f:R — R funkce takovd, ze: JestliZze x € Dom f, potom —x € Dom f. UkaZte, Ze funkci f
I1ze vyjadrit jako soucet sudé a liché funkce.
Navod: f(x) = 3(f () + f(=x)) + 5(f () = f(=x)).
Budte fi, f:R — R sudé funkce, budte g1, g2: R — R liché funkce. Rozhodnéte, které
z uvedenych funkci jsou sudé (resp. liché): f1 + f2, g1 + &2, f1- f2, &1 - &2, 1 + &1, f1 - &1,
Jf1ogi1, 810 fi.

Zjistéte, které z nasledujicich funkci jsou sudé resp. liché:

a) f(x) = x/|xl; b) f(x) = x* — 2x%;

o) f(x) =Q2—x)/Q2+x); d) f(x) =x —x3/6 4+ x7/120;

e) f(x)=2.
Existuje ke kazdé funkci funkce inverzni? MuiZe existovat inverzni funkce k funkci periodické?
Ukazte, Ze kazda z nasledujicich funkci je sama k sobé inverzni:

a) f(x) =x; b) f(x) = —x; ¢) f(x) =1/x;

d) S = £ &) f(r) =24 DI FE @b e

Dokazte nasledujici tvrzeni: Bud f:IRR — R funkce rostouci na kaZzdém intervalu (—n, n), kde
n € N. Pak je f rostouci na R.

Sestrojte rostouci funkce f, g na intervalu (x, y) tak, aby funkce f - g nebyla rostouci na (x, y).
Existuje funkce f: R — R, kter4 je soucasné rostouci na R a licha (resp. rostouci na R a suda)?

Dokazte nésledujici tvrzeni: Budte f, g: R — R funkce takové, Ze f je neklesajicinaR a f + g
je klesajici na R. Pak g je klesajici na R.

Dokazte nasledujici tvrzeni: Bud f:R — R funkce neklesajici na intervalu (x, y). Pak je pro
kazdé z € R mnozina f~'(z) N (x, y) prazdna nebo jednoprvkova nebo interval.

Rozhodnéte, na kterych intervalech jsou dané funkce rostouci a na kterych klesajici:
a) f(x) = x% b) f(x) = x7; c) f(x) = Ixl;
d) f(x) =x+|x|.

Je-li funkce f:R — R rostouct, je nutné

a) funkce 2 f rostouci, b) funkce — f klesajici, ¢) funkce f? rostouci?
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Necht funkce f i g jsou definovany na stejném intervalu.
a) Jsou-li funkce f i g rostouci, je funkce f + g také rostouci?

b) Najdéte rostouci funkci f a klesajici funkci g tak, aby funkce f + g byla rostouci.

Sestrojte funkce f, g: X C R — R tak, aby platilo f - g = 0 a neplatilo ani f(X) = {0} ani
g(X) = {0}. Je moZné nalézt takové funkce pro libovolnou neprazdnou mnoZinu X?

Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: Bud' f: R — R funkce takovd, Ze pro kazdy otevieny
interval J plati f(J) C J.Pak f = idR.

Nacrtnéte graf funkce f, je-li:
a) f(x) = I|x+1l+x =15 b) f(x)=Ilx—1 ¢) f(x) = —x|xl;
d) f(x) =@ —1D/(x+ 1.

Necht p: R\ {0} = R, p(x) = % — 1. Ovéite, Ze plati:

bl

=

a)p+po(—idp) = -2 b)poRidr) =3(p—1; ©po(l—idr)=
—1 _ . 1 _ 1
Do =PtE Oprr=ro(idk) 1
Zname-li graf funkce f(x), jak sestrojite grafy funkci f(—x), — f(x), f(x+¢), f(x)+c,a- f(x),
f(a-x)?
Jsou dany funkce f a g. Najdéte | f|, f +g. f —g. f & f/g fog, go f,plati-li:
a) f,gR—->R, f(x) =3x,g(x) =2 —x;

b)f,g:RﬁR,f(x):{ 0 prox <0,

g(x):{_ 2

x“ prox > 0;

0 prox <0,
x prox >0,’

1
O fasl02 > 0.2 f0={, T PeTE b e ={, T PerER

Necht f, g: R — R,

2—x2 prox <0
x+2 prox > 0.

|x] prox <1,
x—1 prox > 1,

f) = {2 g(x) = {

a) UrCete, pro kterd x plati f(x) = 0, g(x) =0, f(x) = x, glx) = x, f(x) = gx),
fgx) =1¢g(f(x) =1

b) Dokazte, Ze f(x) > 0O pro vSechna x.

¢) Dokazte, Ze g(f (x)) > 0 pro vSechna x.

d) Zjistéte, zda existuje inverzni funkce k funkcim f, g.

e) Urcete funkci f o g a nacrtnéte jeji graf.

Budte f periodicka funkce s periodou p a n pfirozené ¢islo. UkaZte, Ze &islo np je také perioda
této funkce.

Ukazte, Ze kazda konstantni funkce je periodicka.
Udejte piiklad nekonstantni periodické funkce, kterd nemd nejmensi periodu.
Které z nasledujicich funkci f: R — R jsou periodické:

a) f(x) =[x]; b) f(x) = x — [x].

Necht funkce f, g: R — R jsou periodické se stejnou periodou. Dokazte, Ze funkce f +ga f - g
jsou periodické.

Je soucet dvou periodickych funkci vzdy periodicka funkce?

Urcete sup, .y f(x),infyex f(x), maxyex f(x), minyex f(x), je-li:
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a) f:R—> R, f(x) =x?>aX =R; b) fR—>R, f(x) =x2aX = (-3,2);
c) fr{R\{0} > R, f(x)=1/xaX = (—00,0).
53. Budte f, g, h: R — R ohrani¢ené funkce a nechf pro kazdé x € R plati #(x) # 0. Rozhodnéte,
zda funkce f + g, f - g, 1/h, g/ h jsou ohrani¢ené na R.

54. Necht f:R — R. Ukazte, Ze je f konvexni na R, jestlize
a) f(x) = |x] —x; b) x7.
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3. Zaklady topologie

V této kapitole uvaddime nejzédkladnéjsi topologické pojmy nutné k porozuméni nasledujicim
kapitolam. Ctendf zde nalezne definice pojmii: topologie, indukovan4 topologie, okoli bodu, kom-
paktni mnoZina, spojité zobrazeni, souvisld mnoZina, homeomorfismus a dalsi. Dale zde uvddime
nékterd zakladni tvrzeni tykajici se definovanych pojmti.

Ptiklady a cviceni k této kapitolce byly slouceny s piiklady a cvicenimi v nésledujici kapitole,
nebof se tykaji pouze prirozené topologie na R.

3.1 Topologicky prostor. Na mnoziné X je zaddna fopologie, je-li uréen systém t podmnozin X
spliiujici podminky (axiomy topologie):

1.9, X et;

2.jsou-liY,Z et potomY NZ e t;

3.je-li § C 7 potom US € 7.

Prvkiim systému 7 fikdme oteviené mnoziny, mnoZzing, na niZ je zadana topologie, topologicky
prostor. Oteviené mnoZiné obsahujici bod x € X budeme fikat okoli bodu x. MnoZina Y C X se
nazyva uzaviend, pokud X \ Y je oteviena.

Casto pouzivanym kritériem toho, zda mnoZina Y je oteviend, je to, zda ke kazdému bodu y € Y existuje
jeho okoli U takové, Ze U C Y. Diikaz tohoto tvrzeni pfenechdvame Ctenafi.

Druhy axiom topologie 1ze snadno rozsifit na libovolny kone¢ny systém mnozin. Tohoto faktu budeme
vyuzivat.

Pfikladem topologického prostoru je R s pfirozenou topologii. Tomuto prostoru je vénovadna ndsledujici
kapitola, ale pro ilustraci si uvedeme definici prirozené topologie jiZ nyni. MnoZzina U C R se nazyva
oteviend v prirozené topologii R, jestlize ke kazdému bodu x € U existuje otevieny interval I takovy, Ze
xelCU.

Snadno zjistime, Ze interval (0, 1) je otevfena mnoZina, ale interval [0, 1] ani (0, 1] otevifenou mnoZinou
neni.

Nechf Y C X a 7 je topologie na X. PoloZzme

w={YNnU | Uerl. G3.1.1)

Véta 3.1. Vztah definuje topologii na mnoziné Y .

D @ k a z. Ovéfime postupné vSechny axiomy topologie.

Axiom 1: V definici (3.1.1) jednou z mnozin U je i mnoZina ¥ (topologie na X piece spliiuje
prvni axiom topologie). Dostavame, Ze J € ty. Podobné jednou z mnoZin U bude i X, mame tedy
Y € y.

Axiom 2. Necht U, V € 1y. Ze vztahu plyne, Ze existuji mnoZiny U’, V' e 1 takové, Ze
U=YNU' aV =YNV'.Mime

Unv=xynuh)ynxynv)=
=YnNnyY)ynWnv)= (asociativita a komutativita)
=Ynwnv')ery. (definice ty)

Axiom 3. Nechf § C ty, ukdZeme, Ze US € ty. Ze vztahu (3.1.1)) plyne, Ze existuje systém S’ C
takovy,ze S={YNU | U € S'}.

UusS=u{Yynu | UeS'} =

37
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=YN(U{U | UesY) = (ovéite!)
=Y NS € y. (US' € 1)

Topologii definované vztahem (3.1.1)) se fikd indukovand topologie na Y. MnoZinu Y s touto
topologii nazyvame topologicky podprostor topologického prostoru X.

Necht Y je podmnoZinou X. Pak prvek x € X spliiuje pravé jednu z nésledujicich podminek:
1. existuje okoli U bodu x takové, ze U C Y;
2. existuje okoli U bodu x takové, ze U C X \ Y;
3. pro kazdé okoli U bodu x je splnéno U NY £PalUN(X\Y) # 0.

Bod splitujici prvni (resp. druhou, resp. tfeti) podminku se nazyva vnitinim (resp. vnéjsim, resp.
hrani¢nim) bodem mnoZiny Y. Mnozinu vSech vnitfnich bodi mnozZiny Y nazyvame vnitiek
mnoziny Y a zna¢ime intY. Obdobné definujeme vnéjsek mnoZiny Y, ktery zna¢ime extY, a
hranici mnoZiny Y oznaCovanou fr Y. MnoZinu cl Y = Y U fr Y nazveme uzdvérem mnoZiny Y.
Mnozina ¥ C X je hustd v X, pokud clY = X. Bod x je hromadny bod mnoZiny Y, jestlize
v kazdém okoli x lezi bod mnoZiny Y rizny od x.

Jako lehké cvicent si zkuste dokdzat, Ze pro kazdou uzavienou mnoZinu Y platiclY =Y.

To, Ze pro kazdy prvek x € X plati pravé jedna z podminek 1-3, vede k zavéru, Ze mame-1i libovolnou
mnoZzinu ¥ C X potomintY UfrY UextY = X aZe mnoziny intY, fr Y, ext Y jsou po dvou disjunktni.

Z toho, jak jsou definovédny, je vidét, Ze mnoZiny intY a extY jsou oteviené, a pfiddme-li fakt, Ze
sjednoceni vnitfku, vné€jSku a hranice je cely prostor, dostaneme, Ze hranice je uzaviena mnoZina.

Topologicky prostor X je nesouvisly, pokud existuji neprazdné oteviené disjunktni mnoZiny
U,V takové, ze U U V = X. Topologicky prostor je souvisly, neni-li nesouvisly. PodmnoZina Y
topologického prostoru X se nazyva souvisld, je-1i souvisly topologicky prostor Y s indukovanou
topologii. Podobné pro nesouvislost.

Napriklad mnozina X = (0, 1) U {3} je v R nesouvisld. (MnoZinami U a V jsou zde U = (0, 1),
v = 3J)

Topologicky prostor X se nazyva Hausdorffitv, jestlize pro kazdé dva rtizné body x,y € X
existuji okoli U bodu x a okoli V bodu y takova, Ze U NV = @.

Rekneme, Ze systém S podmnoZin X pokryvd mnozinu (je pokrytim mnoziny) A C X, jestlize
US D A. Pokryti se nazyva konecné, jestlize systém S je koneén}’/FjI Pokryti je oteviené, jestlize
vechny mnoZiny z S jsou oteviené. Libovolnou podmnoZzinu S’ C S nazveme podpokrytim
pokryti S mnoziny A, jestlize S’ je pokrytim A.

PodmnoZina A topologického prostoru X se nazyva kompaktni, jestlize ke kazdému otevienému
pokryti mnoZiny A existuje jeho kone¢né podpokryti mnoZiny A.

Véta 3.2. V Hausdorffové topologickém prostoru je kaZdd kompaktni mnoZina uzavrend.

D @ k a z. Budte X Hausdorffiv topologicky prostor, A jeho kompaktni podmnozina. Pokud
X \ A = (J, coz je oteviend mnoZina, je A uzaviend. Pfedpokladejme, Zze X \ A # ¥, a zvolme
libovolné x € X \ A. Ke kazdému bodu a € A existuje okoli U, bodu x a okoli V,, bodu a takové,
zeU, NV, =0@|Systém {V, | a € A} je otevienym pokrytim A, existuje tedy jeho konecné
podpokryti § = {Vq,,..., Vy,}. Polozime U = U, N ... N U,,; Ze se jednd o okoli bodu x
je zfejmé, navic U je disjunktni s US, coZ je nadmnoZina A. Tedy U je disjunktni s A, a proto
U C X\ A.Dokézali jsme, Ze ke kazdému prvku x € X \ A existuje okoli U takové,ze U C X\ A.
To staci k tomu (porovnej s poznamkou za definici topologie), aby X \ A byla oteviena.

Véta 3.3. Uzavriend podmnoZina kompakini mnoZiny je kompaktni.
D 1 k a z. Nechf A je uzaviena podmnozina kompaktni mnoZiny Y topologického prostoru X.
Zvolme libovolné oteviené pokryti S mnoZiny A a pokusme se najit konecné podpokryti A.

D Ano spravné, mnoZina V = {2} je v indukované topologii na X oteviend, protoZe V = (2,4) N X.
DTo znamend, Ze pocet prvki mnoziny S je kone¢ny.
3Jsme pfece v Hausdorfové prostoru, ne?
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Mnozina X \ A je oteviend (dopln€k uzaviené mnoziny) a systém S’ = S U {X \ A} je otevienym
pokrytim Y. ProtoZe Y je kompaktni, existuje jeho kone¢né podpokryti 7 C S’ mnoZiny Y,
pokryti T = T\ {X \ A} je kone¢nym podpokrytim S mnoZiny A.

Budte X, Y topologické prostory. Rekneme, 7e zobrazeni f: X — Y je spojité v bodé x € X,
jestliZze pro kazdé okoli U bodu f(x) existuje okoli V bodu x takové, Ze f (V) C U. Zobrazeni f
je spojité, je-1i spojité v kazdém bod€ x € X. Zobrazeni f je nespojité v bodé x € X, neni-li vném
spojité. Zobrazeni je nespojité, pokud neni spojité v kazdém bodé x € X.

Pokud budeme n&kdy hovofit o spojitosti zobrazeni f: X — Y na mnoZin& X’ C X, budeme tim mit na
mysli spojitost zobrazeni f|xs vzhledem k indukované topologii na X'.

Véta 3.4. Zobrazeni f: X — Y je spojité, pravé kdyZ vzorem kaZdé oteviené mnoZiny v Y je
oteviend mnozina v X.

D G k a z. BudiZ f spojité a U oteviend mnoZina v Y. UkdZeme, Ze f~'(U) je oteviend v X.
Podle poznamky za definici topologie staéf ukdzat, ze ke kazdému bodu x € f~!(U) existuje jeho
okoli V takové, ze V C U. Mnozina U je oteviend a obsahuje bod f(x), je to tedy okoli f(x),
k nému ze spojitosti f v bod€ x existuje okoli U bodu x takové, Ze f(U) C V, to znamend, 7Ze
Ucftw.

Ptedpoklddejme nyni, Ze vzorem kazdé oteviené mnoZiny je oteviend mnoZina. Zvolme libo-
volny bod x € X a dokaZme, Ze f je v ném spojité. Zvolme okoh U bodu f(x) libovolné, U
je oteviena mnozma a podle predpokladu je jeji vzor V. = f~!(U) oteviend mnoZina. Protoze
xeVaf(f~ Ly c UF_FInashJsme okoli V bodu x takové, ze f(V) C U.

Obdobné lze dokazat, Ze pro spojité zobrazeni plati, Ze vzor kazdé uzaviené mnoZiny je uzaviena
mnoZzina.

Véta 3.5. Budte f: X — Y, g:Y — Z spojitd zobrazeni. Pak g o f je spojité zobrazeni.

D i k a z. Podle véty [3.4] stadi ukdzat, Ze vzor libovolné oteviené mnoZiny je oteviend mnoZina.
Necht V' C Z je oteviena. Potom (g o f)~ vy = [ 1(g_l(V)) (ovérte!), ale U = g 1wy j je
podle vetynotevrena a podle stejné véty je oteviendi f~1(U) = f~ (g~ (V).

Véta 3.6. Spojity obraz kompakini mnoZiny je kompaktni mnoZina.

Dikaz Necht f: X — Y je spojité zobrazeni topologickych prostori a A C X je kompaktni
podmnoZina. Ovéfime, Ze f(A) je kompaktni podmnoZina. Necht S je oteviené pokryti mnoZiny
f(A). Uvazujme systém T = {f~'(U) | U € S}, toje oteviené pokryti A. (Ze se jedné o pokryti
plyne z faktu, 7e pokud f(A) C B, potom A C f~!(B). Ovéite pro B = US! Otevienost mnoZin
f- Ly plyne z véty - ) Pokryti T ma konecné podpokrytl “Lwp,..., f “Lw,) mnoziny
A. Hledanym podpokrytim § mnoziny f(A) je {Uy, ..., Uy}P)

Véta 3.7. Spojity obraz souvislé mnoZiny je souvisld mnoZina.
D U k a z. Predpokladejme, Ze pfi spojitém zobrazeni f: X — Y by obrazem souvislé mnoZiny
A C X byla nesouvisld mnoZina B = f(A). Pak musi existovat disjunktni oteviené mnoZiny
U,V C Y takové, Ze ani jedna z mnozin U N f(A) a V N f(A) neni prazdnda a (U N f(A)) U
U (VN f(A) = £(A) L] Vsimnéme si mnozin f~1(U) N A a f~1(V) N A. Jsou to oteviené
mnoziny v indukované topologii na A (mnoziny f~'(U), f~!1(V) jsou oteviené mnoZiny v X
jako vzory otevienych mnoZin pii spojitém zobrazeni véta[3.4). Dile jsou to disjunktni mnoZiny,
protoZe U a V jsou disjunktni; jsou neprazdné, protoze U N f(A) # B a V N f(A) # (. Nakonec:
(f~HU) N A U(f~ (V)N A) C A asoudasné

FroynHurTivina) =

YDovéite!
5)Zde]smeVyuzﬂltohofaktu Zemame-li f: X - YaXy,...,X, C Xpotom fX1u...UXy)=fXpU...uU

£(Xn) (viz. ptiklad[1[2). a ze pokud ¥’  f(X). potom f(f~ Ly’ =
%)ndukovans topologie na f(A)!
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=An(fF U vy = (distributivita)
=Anflwuv)> (cviceni[T[T3]b))

S AN Fi(fA) = (protoze U UV D f(A))
=A. (proc?)

To znamena, Ze (f_l(U) NnNA)U (f_l(V) N A) = A, a proto je A nesouvisld. To je spor, A ma
byt podle pfedpokladu souvisla.

Bijektivni zobrazeni f: X — Y topologickych prostord nazveme homeomorfismus, pokud f
i £71 jsou spojitd. Existuje-li mezi dvéma topologickymi prostory homeomorfismus, fikdme, Ze
jsou homeomorfni.

UZitim v&t[3.6)a[3.7] dostdvame, Ze se souvislym (resp. kompaktnim) prostorem miize byt homeomorfni
pouze souvisly (resp. kompaktni) prostor. Naptiklad [0, 1] a [0, 1) U 2 nemohou byt homeomorfni.

Véta 3.8. Kompozice dvou homeomorfismii je homeomorfismus.
D d k a z. Plyne (jak?) z toho, Ze sloZeni dvou bijekci je bijekce (véta[l1.6) a Ze sloZeni dvou
spojitych zobrazeni je spojité (véta[3.5).

Kontrolni otazky

Jaky je rozdil mezi topologif a topologickym prostorem.
Je vnitfek mnoZiny vZdy oteviend mnoZina?
Je topologie mnozina?

Co jsou prvky topologie?

A

Lze na kazdé mnoZin€ zadat néjakou topologii?



4. Topologické vlastnosti mnoziny realnych
Cisel

V této kapitole definujeme pfirozenou topologii na mnoZiné redlnych ¢isel a uvadime jeji zdkladni
vlastnosti: charakterizujeme souvislé a kompaktni mnoZiny v R, uvddime (jako diisledek obecnych
topologickych tvrzeni z predchozi kapitoly) Bolzanovu a Weierstrassovu vétu.

Déle se zabyvame zdkladnimi vlastnostmi spojitych funkci redlné proménné a definujeme
pojem limity.

4.1 Prirozena topologie na R. Mnozina U C R se nazyva oteviend, jestlize ke kazdému bodu
x € U existuje otevieny interval [ takovy,Zex € I C U.

Véta 4.1. Systém vSech otevienych mnoZin U C R je topologie na R.
D @ k a z. Pro prazdnou mnoZinu a celé R definice plati, prvni axiom topologie je tedy splnén.
Necht U, V jsou oteviené, pak pro bod x € U N V existuji oteviené intervaly I, J takové, Ze
xel CcUaxelJ CV.Ovsem I NJ jeotevieny interval aplatix e INJ C UNV, to
znamend, ze U N J je oteviend a je splnén druhy axiom topologie.
Necht S je systém otevienych mnoZin, zvolme libovolny prvek x € US. Potom existuje U € S
tak, ze x € U. ProtoZze U je oteviend, existuje otevieny interval / tak, Ze x € I C U. Z definice
sjednoceni systému vime, Ze x € I C U C US. To dokazuje platnost tfettho axiomu topologie.

Nebude-li uvedeno jinak, budeme vZdy mnozinu R uvaZovat s pfirozenou topologii.
Snadno se lze piesvédcit, Ze R s pfirozenou topologii je Hausdorffiv topologicky prostor.

Podivejme se, jak vypadaji souvislé a kompaktni mnoZiny v R. Nejprve uvedeme jednoduché
pomocné tvrzeni:

Lemma 4.2. Nechf X C R je mnoZina takovd, Ze pro kaZdé x,y € X, x < y, plati [x, y] C X.
Pak X je interval.
D 1 k a z. Pfenechame étenafi.

Véta 4.3. Necht X je neprdzdnd podmnoZina. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:
1. X je souvisld,
2. X je interval.
D @ k a z. Predpokladejme, Ze mnozina X je souvisla a neni interval. Podle pfedchoziho lemmatu
tedy existuji body x, y, z takové, Ze x <z < y,x,y € X az ¢ X. Pak ale mnoZiny (—o0, z) N X
a (z,00) N X jsou neprazdné, oteviené v X a tvoii rozklad mnoZiny X. To ov§em znamend, zZe X
neni souvisld mnoZina. Dokdzali jsme tedy, Ze kazda neprdzdnd souvisld mnoZina je interval.
Necht X je interval a pfedpokladejme, Ze je nesouvisly. Existuji tedy disjunktni mnoZiny U, V
oteviené v R takové, Ze U N X a V N X jsou neprazdné a X = (U N X) U (V N X). Zvolme
tedy x e UNX ay € VN X; miZeme predpoklddat, Ze x < y. Protoze X je interval, plati
[x, y] C X.Polozme z = sup(U N (x, y)); to urcité existuje a plati proné, Ze x < z < y (z # v,
protoZe V je oteviend mnoZina, existuje otevieny interval J tak, aby y € J C V). Bod z lezi
v (x,y) C X, lezi tedy v jedné z mnozin (x, y) N U, (x, y) N V.V mnozin€ (x, y) N U ale leZet
nemuZe, protoze by existoval otevieny interval / > z tak, Ze I C (x, y) N U, a z by nebylo horn{
zavora U N (x, y). VmnoZiné V N (x, y) lezet také nemuZe, protoZe by existoval otevieny interval

DMnozina R je ovSem taky interval (poopravte si definici uvedenou diive).

41
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J > ztak, Ze J C (x, y) NV, a z by nebylo nejmensi horni zdvora U N (x, y). To je ale ve sporu
sX=UnNX)uVnx.

Dusledek 4.4 (Bolzano). Je-li I C R interval a f:1 — R spojitd funkce. Pak f(I) je interval.
D 0 k a z. Plyne z pfedchozi véty a z véty

Dusledek 4.5 (Darbouxova vlastnost). Nech? f:[a, b] — R je spojitd a c takové, Ze f(a) < ¢ <
f(b) (pripadné f(a) > c > f (b)), pak existuje x € (a, b) takové, Ze f(x) = c.
D G k a z. Plyne pfimo z Bolzanovy véty.

Darbouxovu vlastnost 1ze jednoduSe popsat, fekneme-li, Ze spojitd funkce nabyva na intervalu vsSech
mezihodnot.

Lemma 4.6 (Heine-Borel). KaZdy interval [x, y] C R je kompaktni mnoZina.
D @ k a z. Necht S je oteviené pokryti intervalu [x, y]. Oznaéme A mnoZinu vSech z € [x, y]
takovych, Ze existuje kone¢né podpokryti 7 C S intervalu [x, z]. Jist¢ x € A ay > A. Existuje
tedy zo = sup A. Nyni ovéiime dvé véci: 1. zg € A, 2. zg = y. Tim bude ndhle tvrzeni dokdzano.
1. Predpokladejme, Ze zo ¢ A azvolme U € S tak, Ze zp € U. JelikoZ mnoZina U je oteviend
existuje otevieny interval (a, b) C U obsahujici zo. ProtoZe zo = sup A, existuje prvek z € A,
ktery lezi v (a, b). Necht T C S je kone¢né pokryti intervalu [x, z]. Pak T U {U} C S je kone¢né
pokryti intervalu [x, zo], zo € A a dostavame spor.
2. Predpokladejme, Ze zo < y aoznacme 7' C S konecné podpokryti intervalu [x, zg]. MnoZina
U € T, kterd obsahuje bod zg, obsahuje i néjaky otevieny interval I C [x, y] takovy, Ze zg € I.
Pro libovolny bod z € I,z > zp, nyni T pokryvé interval [x, z]. To znamen4, Ze z € A adostdvame
spor s tim, Ze zo = sup A.

Véta 4.7. Necht X C R je neprdzdnd podmnoZina. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:
1. X je kompaktni,
2. X je uzavrend a ohranicend.
D i k a z. Predpokladejme, Ze mnoZina X je kompaktni. Podle véty je X uzaviend. Predpo-
kladejme, Ze mnoZina X neni ohrani¢end. Pak systém {(—n, n) | n € N} je jeji oteviené pokryti,
které nema kone¢né podpokryti. To ale znamen4, Ze je ohranicend.

Ptfedpoklddejme, Ze mnoZina X je uzaviend a ohraniCend. Pak existuje uzavieny interval
[x, y] C R takovy, Ze X C [x, y]. Tento interval je kompaktni (podle pfedchoziho lemmatu), X
je jeho uzaviend podmnoZina, a podle véty [3.3]je tedy kompaktni.

Dusledek 4.8. KaZdd neprdzdnd kompakini podmnoZina R md maximum a minimum.
D G k a z. Plyne z predchozi véty a z toho, Ze kazda neprazdnd uzaviena ohrani¢end mnoZzina v R
md maximum a minimum (proc?).

Dusledek 4.9 (Weierstrass). KaZdd spojitd funkce, definovand na neprdzdné kompakini podm-
noZiné R md maximum a minimum.
D 1 k a z. Plyne z toho, Ze spojity obraz kompaktni mnoZiny je kompaktni mnoZina (véta [3.6),
z véty [4.7)a piedchoziho dasledku.

4.2 Vlastnosti spojitych funkci v R. Funkce f: X C R — R se nazyva spojitd zleva (pfipadné
zprava) v bodé xp € X, je-li v tomto bodé& spojité jeji ziZeni na mnoZinu X N (—o0, xo] (pfipadné
[x0, 00)). Veskeré vysledky o spojitosti funkce v bod€, které uvedeme, se daji snadno prevést na
spojitost zprava a zleva. Nasledujici tvrzeni je jednoduchym diisledkem definic:

Véta 4.10. Funkce f: X C R — R je spojitd v bodé xy € X, prdvé kdyZ je v tomto bodé spojitd
zleva i zprava.

Véta 4.11. Funkce f: X C R — R je spojitd v bodé xo € X, pravé kdy? ke kaZdému otevienému
intervalu J se stiedem v bodé f(xq) existuje otevieny interval I se stfedem v bodé xg tak, Ze
fanx)cld.
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Dk az. Nechf f je spojitd v xo. Pak k otevienému intervalu J se stiedem v bodé€ f(x¢) existuje
okoli U bodu xq v topologii R tak, ze f(U N X) C J (to plyne z definic indukované topologie a
spojitosti). Podle definice pfirozené topologie toto okoli ov§em obsahuje néjaky otevieny interval /
se stredem v xq. Plati f(I N X) C J.

Zvolme nyni naopak libovolné okoli V bodu f(xg). Podle definice pfirozené topologie toto
okoli obsahuje néjaky otevieny interval J se sttedem v f(xo). K nému ovSem podle pfedpokladu
najdeme otevieny interval / se sttedem v bodé€ xg tak, Ze f(I N X) C J C V. Tim je dokdzéna
spojitost funkce f v bodé€ xg.

Dusledek 4.12 (e-6 kritérium spojitosti). Funkce f: X C R — R je spojitd v bodé xo, prdvé
kdy? ke kaZdému Cislu ¢ > 0 existuje ¢islo § > 0 takové, Ze pro kaidé x € X, které spliiuje
|x — xol <8, plati' | f(x) — f(x0)| <e.

D G k a z. Stadi si uvédomit, Ze mnoZina vSech x € R takovych, Ze |x — x| < §, je interval (xg —
3, xo+8) amnozina vSech y € R takovych, zZe |y — f(xo)| < &, je interval (f(xg) — ¢, f(x0) +¢€).

DokaZme spojitost funkce f:R — R, f(x) = |x|. Zvolme x¢ € R, § > 0 a poloZme ¢ = §. Nyni pro
kazdé x € R, pro které plati |[x — xo| < §, madme

|f(x) = fxo)l = |Ix] — |xol|
< |x — xo] (cvideni2T0e))

<d=c¢.

Definujme funkci signum sgn: R — R predpisem

—1, jestlizex <0,
sgn(x) = 0, jestlizex =0,
1, jestlizex > 0.

DokaZme nespojitost funkce signum v bodé 0. Musime najit okoli U bodu sgn(0) = O tak, Ze pro kazdé
okoli V bodu 0 neplati f(V) C U.Polozme U = (— 1, 1), zvolme nyni libovolné okoli V bodu 0 a ukazme,
Ze V obsahuje bod x takovy, Ze f(x) ¢ ( - %, %) ProtoZe V je oteviend, obsahuje interval I se stfedem
v0.Zvolme x € I, x > 0. Plati sgn(x) = 1 ¢ (— %, §).

Véta 4.13. Funkce f:R\ {0} —> R, f(x) = 1/x je spojitd.
Dtk az Nechfxy € R, xg #£ 0. K&islu e > 0 zvolme § tak, aby

2
0<8<min{%,%]. 4.2.1)

Nynf ze vztahu |x — xg| < & plyne jednak

§ > |x —xo| = [xo — x| =
> |Ixol — IxI| = (cvigeni PT0]e))
> |xol — |x],

COZ znamena, Ze
x| > |xo| =8 >0, 4.2.2)
jednak

X0 — X <|x0—x| |xo — x| 8 8

XXQ

< < <
Ix[lxol  (lxol = 8)Ixol  (lxol — 8)lxol ( - @) ol

|xo >
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26 28 é
= — = —F&E< —-& =¢€.
2 el

Véta 4.14. Nechr f, g, h: X C R — R jsou funkce spojité v bodé xo a 0 & h(X). Pak ndsledujict
Sfunkce jsou rovnéz spojité v bodé x:

L f+g

2.8

3. f/h.

D ik az 1. Zvolme ¢ > 0. Jelikoz funkce f a g jsou spojité v xg, existuji ¢isla §1,82 > 0
takova, Ze pro x € (xo — 61, x0 + 61) je | f(x) — f(x0)| < €/2aprox € (xo — 82, x0 + 82) je
lg(x) — g(x0)| < &/2. PoloZme § = min{d1, é2}. Pro x € (x¢9 — 8, xo + §) nyni mdme

|f () 4 g(x) = f(x0) = gxo)| = | f(x) — fxo)| + [g(x) — g(xo0)| <
<eg/24¢/2 =c¢.

cr ws

2. Zvolme ¢ > 0. JelikoZ funkce f a g jsou spojité v xg, existuji Cisla &1, 62, M > 0 takova,
Ze pro x € (xo — 61, x0 + 81) je | f(x)| < M (kazda funkce spojitd v bod€ xp je na n¢jakém jeho
okoli ohraniena — viz cviéem’, [f(x) — f(x0)| < €e/Q2|g(xp)|) aprox € (xg — 82, X0 + 62)
je lg(x) — g(xo)| < &/(2M). Polozme § = min{§y, §2}. Pro x € (x9 — 8, x9 + §) mame

|f(x)g(x) — f(x0)g(x0)| =
= |f(0)g) — f(x)gxo) + f(x)g(x0) — f(x0)g(x0)| =
< If()%)llg(X) - g(Xo)Ig-i- lg(xo) Il f(x) = fx0)| <

< M— +|g(x0)| = ¢.
2M 2|g(x0)

3. Plyne (jak?) z disledku[4.12] z véty véty a z bodu 2. této véty.

Disledek 4.15. Pro kazdé n € N je funkce pow,, spojitd.
D 1 k a z. Plyne matematickou indukci ze spojitosti funkce idr (pfiklad [1|této kapitoly) a z bodu

2. véty[d.14]

Dusledek 4.16. Nechr f, g: X C R — R jsou spojité funkce, a,b € R. Pak funkce af + bg je
spojitd.

D 1 k a z. Plyne ze spojitosti konstantni funkce a z bodii 1. a 2. véty

Dusledek 4.17. KaZdd afinni funkce je spojitd.
D G k a z. Plyne ze spojitosti funkce idg a predchoziho disledku.

Véta 4.18. Nechr f, g: X C R — R jsou spojité funkce. Pak

1. MnoZina vsech x € X takovych, Ze f(x) = g(x), je uzaviend v X.

2. MnoZina vsech x € X takovych, Ze f(x) < g(x), je uzaviend v X.

D @ k a z. Podle véty je funkce h = f — g spojitd. Prvni mnoZina je rovna h~'{0}, druhd
h~! (=00, 0]. Jsou to tedy vzory uzavienych mnoZin pii spojitém zobrazeni.

Dusledek 4.19. Necht f, g: X C R — R jsou spojité funkce, A C X mnoZina hustd v X. Pak

z fla=glaplyne f =g.
D i k a z. Podle pfedchozi véty je mnoZina B vSech x € X, pro néZ f(x) = g(x), uzaviend v X.
Plati X =clA C cl B = B, neboli B = X.

Dusledek 4.20. Necht f, g: X C R — R jsou spojité funkce, A C X mnoZina hustd v X. Pak

z fla < glaphne f < g.
D @ k a z. Stejny jako dikaz predchoziho disledku.

Véta 4.21. Libovolny neprdzdny otevieny interval v R je homeomorfni s R.
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D t k a z. M&jme dva oteviené intervaly (a1, b1) a (a2, b2). Funkce f:R — R,

— b X —a
2+ by
by — ap

X
fx) =

a
ay — by

je afinni. Funkce f~! existuje (jak se lze snadno presvédcit) a je rovnéz afinni. f je tedy home-
omorfismus. Navic, f(ar, b1) = (az, by). PrislusSnym ziZenim tedy dostaneme homeomorfismus
intervalu (ap, by) a (ap, by).

Definujme nyni zobrazeni g: R — (—1, 1) pfedpisem

(ovéite, Ze pro kazdé x € Rje f(x) € (—1, 1)). Toto zobrazeni mé inverzi:

-1 _
8 (x)—l_|x|

(ové&ite, Ze se jednd o inverzi). Zobrazeni g i g~ jsou spojitd (to plyne z véty a spojitosti
absolutni hodnoty) a g je homeomorfismus. MnoZina R je tedy homeomorfni s intervalem (—1, 1),
a tedy, podle toho, co jsme dokdazali pfed chvili, i s libovolnym jinym ohrani¢enym otevienym
intervalem (kompozice dvou homeomorfismi je homeomorfismus! Véta[3.8).

Kone¢né pro intervaly (—oo, a) a (b, o0) plati g(—o00,a) = (—1,a/(1 + |a|)) a g(b, 00) =
(b/(L+ 10D, D).

Tim je celd véta dok4zéana.

Stejnomérna spojitost

Piiklad a vysvétleni epsilon-delta.

Méjme funkci f:R — R, f(x) = 2x. Nechf xo € R, funkéni hodnota f(xg) = 2xo.
UvaZujeme-li otevieny interval se sttedem v 2xg a polomérem §, je jasné, Ze okolim bodu xg,
které se do (2xg — 8, 2xg + §) zobrazi je interval s polomérem € = §/2, tedy (xo — €, x0 + €) =
(xo —8/2, x0 +8/2)

Volba € = §/2 funguje pro libovolné xg, je to volba globalni.

Obrazek f(x) = 2x Obrazek nestejnomérné funkce

Priklad 2.

Rozlisit tyto dva pfipady spojitosti nds pfivani k nasledujici definici. Funkce f: X C R — Rje
stejnomérné spojitd, jestliZe ke ke kazdému € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pokud pro x1, x2 € X
je lx1 —x2| <€, potom je | f(x1) — f(x2)| < 8.

Z kritéria véta[d.12]ihned plyne
Véta 4.22. KaZdd stejnomérné spojitd funkce je spojitd.

Véta 4.23 (Heine-Cantorova). Spojitd funkce na kompaktnim intervalu je stejnomérné spojitd.
Dikaz N

Véta 4.24. Necht I je interval. Libovolnd rostouci nebo klesajici spojitd funkce f na intervalu 1
je homeomorfismus I a f(I). Libovolnd prostd spojitd funkce f na intervalu I je rostouci nebo
klesajict.

Dukaz. 1. Pfedpoklddejme naptiklad, Ze funkce f je spojitd a, feknéme, rostouci. Pak f je bijekce
mezi mnoZinami I a f(I) a sta¢i dokdzat, Ze zobrazeni f~!: f(I) — I@ je spojité. Obrazem

DPfesné feCeno, udslali jsme tohle: vzali jsme funkci f: I — f(I), definovanou stejnym predpisem, jako funkce f
(zuZeni oboru hodnot) a zjistili, Ze je to bijekce. Nasli jsme inverzni funkci f_l aoznaciliji f~ 1 Jeto urcitd nepiesnost;
proto je tfeba, abys byl, mily Ctenéfi, pfi véci.



46 4. Topologické vlastnosti mnoZiny redlnych ¢isel

libovolného intervalu [a, b] C I je podle disledkufd.4|n&jaky interval; jelikoZ funkce f je rostouci,
musi to bytinterval [ f(a), f(b)]. Podobny vysledek ziskdme pro polooteviené a oteviené intervaly.
Nyni jiz prvni ¢ast tvrzeni (pro rostouci funkci) plyne z disledku Pro klesajici funkci 1ze
tvrzeni dokdzat podobné.

2. Predpokladejme, Ze funkce f je spojitd a prostd a zvolme libovolné body x1, x2, x3 € I,
X1 < X2 < x3. Snadno se vidi, Ze plati f(x1) < f(x2) < f(x3), nebo f(x1) > f(x2) > f(x3).
Kdyby totiZ bylo napiiklad f(x1) < f(x2)a f(x3) < f(x2), pak by podle diisledku[d.12]existoval
bod y € f(x1,x2) N f(x2, x3), ktery by mél vzor jak v intervalu (x1, x2), tak v intervalu (x», x3).
To by byl spor s injektivnosti funkce f.

Zvolme nyni libovolné dva body a,b € I, a < b, a predpokladejme, Ze f(a) < f(b).
Z tohoto predpokladu odvodime, Ze funkce f je rostouci (z pfedpokladu f(a) > f(b) se da
stejnym postupem odvodit, Ze je klesajici). Pfipustme, Ze funkce f neni rostouci, ¢ili, Ze existuji
body c,d € I, ¢ < d, s vlastnosti f(c) > f(d). Nyni se snadno vidi, Ze af je vzdjemnd
poloha bodt a, b, ¢, d jakdkoli, vzdy z nich lze vybrat trojici x; < x» < x3, kterd nespliiuje
fx1) < f(x2) < f(xz)ani f(x1) > fx2) > f(x3).

Dtikaz je hotov.

Kontrolni otazky

1. MiZeme hovofit o spojitosti nebo nespojitosti zobrazeni f: X — Y, kde X, Y jsou obecné
mnoZiny bez zadanych topologii?

2. Kterd z nasledujicich definici spojitosti funkce f: R — R je ekvivalentni s definici z tohoto
textu. Pravime Ze f:R — R je je spojita, jestlize
a) pro kazdy interval (a, b) je f ~1(a, b) oteviend mnozina v R;

b) pro kazdy interval (a, b) je f~'(a, b) otevieny interval;

c¢) pro kazdé xo € R existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé § > O plati: je-li |[x — xo| < &,
potom | f(x) — f(xo)| < &;

d) pro kazdé xo € R a pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze plati: je-li |[x — xg| < &,
potom | f(x) — f(xo)| < &.

3. Je-li f + g nespojitd funkce, znamena to, Ze f nebo g je nespojitd?

4. Je-li f 4+ g spojitd funkce, znamena to, Zze f i g jsou spojité?

5. Je vyrok ,,Funkce f: X C R — R nenf spojitd na X.* ekvivalentni s vyrokem ,,Existuje
xo € X ae > 0 tak, Ze pro kazdé § > O existuje x € X takové, Ze |x — xo| < § a
|f(x) — fxo)| = &7

6. Vyplyva z Bolzanovy véty (disledek [4.4), Ze obraz oteviené mnoZiny je opét oteviend
mnozina?

4.3 Limita. M¢&jme topologicky prostor X, Hausdorfflv topologicky prostor Y, zobrazeni f: A C
X — Y abod xo hromadny bod mnoZziny A. Limitou zobrazeni f v bodé x( nazyvame prvek
yo € Y takovy, Ze zobrazeni f: A U {xo} — Y, definované piedpisem
= o | fx), jestlize x # xo,
flx) = { Yo. jestlize x = xo, 4.3.1)
je spojité v xg.
Je-li yo limitou zobrazeni f v bod€ xo, piSeme yg = lim,_, , f(x).
Dalo by se fici, Ze limita je takovy prvek prostoru Y, kterym je tieba funkci f v bod€ x¢ dodefinovat
(ptedefinovat), aby byla v xg spojitd. VyzkousSejte si to na funkci | sgn(x)|.

Casto budeme pracovat s limitou zobrazeni f, ziZeného na n&jakou podmnoZinu A N B, kde
B C A.V takovém piipad€ pouZivame tuto symboliku:
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Jim flang(x) = lim f(x). (4.32)

xeB

Véta 4.25. Necht f:A C X — Y. Pak hmx»xo f(x) = yo, prdvé kdyZ ke kaZdému okoli V bodu

Yo exzstuje okoli U bodu xg tak, Ze f((U \ {xo}) NA)CV.
D G k a z. Véta je pfimym disledkem definic limity spojitého zobrazen{ a indukované topologie.

Dusledek 4.26 (e~ kritérium limity). Funkce f: X C R — Rmd v hromadném bodé xy mnoZiny
X limitu yo, pravé kdyz ke kazdému Cislu ¢ > 0 existuje ¢islo § > 0 takové, Ze pro kazdé x € X,
X # xo, které splriuje |x — xo| < 6, plati | f (x) — yo| < €.

Véta 4.27. KaZdé zobrazeni md v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Dt k a z. Nechf y1, y» jsou dvé rizné limity zobrazeni f:A C X — Y vbodé xg € X, Vi a 'V,
takova okoli bodt y; a yp, Ze Vi NV, = @ (tato okoli existuji — prostor Y je Hausdorffiv). Podle
véty {.25] existuji okoli U; a U bodu x¢ takovd, Ze f(Uy NA) C Vi a f(UyN A) C Va. Jelikoz
Xp je hromadny bod mnoZiny A, existuje bod x € A, x # xo, ktery leZ{ souasné v mnoZinich U
a U,. Pro tento bod ale plati f(x) € Vi N V3, coZ je spor.

Véta 4.28 (limita slozeného zobrazeni). Budte X, Y, Z topologické prostory, xo hromadny bod
mnoZiny A C X. Ddle budte f:A — Y zobrazeni, které md limitu yo = limy_,, f(x), a
g:Y — Z zobrazeni spojité v yg. Pak zobrazeni g o f md limitu v bodé xo a plati

Jim (g0 )(x) = g030). 43.3)

D @ k a z. Plyne pfimo z definice limity a v&ty

Nez aplikujeme pojem limity na funkce realné proménné, zavedeme ndasledujici pomocny
pojem: RozsiFenou mnozinou redlnych ¢isel nazyvame mnozinu R = R U {—o0, oo}, kde —00 a
oo jsou libovolné dva rtizné prvky, tzv. nevlastni body, které nejsou redlnymi él’sly@}

Pro libovolné x € R klademe —co < x a x < oo. Tim jsme rozsifili uspofdddni na R na
mnoZinu R.

Ovéite, 7e jsme na R opravdu definovali uspofadani.

Véta 4.29 (zobecnéna véta o supremu a infimu). KaZdd mnoZina X C R md v R supremum a
infimum.

D @ k a z. Je-li mnoZina X neohrani¢end shora (pfipadné zdola), je sup X = oo (piipadné
inf X = —o0). Je-li X =, je sup X = —oo ainf X = oo[”|Pro ostatni mnozZiny plyne existence
suprema z véty 2.5]a infima z véty

Topologii na R definujeme pomoci topologie na R takto: MnoZina X C R je oteviend, jestlize

jsou splnény nasledujici podminky:

1. mnoZina X N R je oteviend v R,

2. jestlize —oo € X, pak pro néjaké x € R plati [—o00, x) C X,
3. jestlize co € X, pak pro n&jaké x € R plati (x, oo] C X.

Ovéite, Ze takto definovany systém otevienych mnoZin na R je opravdu topologie.

Limity funkci redlné proménné vzdy uvaZzujeme v mnoziné R. V limité lim,_, xo f(x) tedy
miZe byt xo = —oo nebo xg = oo (pokud je —oo nebo co hromadnym bodem definiéniho oboru
funkce f) a miZe také vyjit lim,_, , f(x) = —o0 nebo lim,_,, f(x) = oo. V prvnim pifpadé
pak hovotime o limité v nevlastnim bodé, ve druhém o nevilastni limité. .

Nasledujici véta je disledkem definice limity a definice topologie na mnoZiné R.

3Prvkiim 0o a —oo nenf tieba priklddat néjaky zvlastni vyznam. Jsou to prosté¢ pomocné prvky.
DProc? Porovnejte vyslovena tvrzeni s definicemi suprema, infima, horni a dolni zévory.
5)Intervaly [—o0, x) a (x, oo] definujeme, jak Ctendi predpoklada.
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Véta 4.30 (&-6 kritérium limity). Bud X C R mnoZina takovd, Ze oo je jeji hromadny bod,
f:X C R — R funkce. Prvek yy € R je limitou f v bodé oo, prdvé kdy? ke kazdému Cislu ¢ > 0
existuje Cislo 6 > 0 takové, Ze pro kazdé Cislo x € X, které spliiuje x > 68, plati | f (x) — yo| < &,
je-li yo € R; pripadné f(x) > ¢, je-li yo = oo, pripadné f(x) < —e, je-li y9 = —o0.
Podobnd véta plati i pro limitu v bodé —oo. Ctendf si ji miize sém zformulovat.
Limity
lim f(x)a lim f(x)
X—>X0 )c—>x0

X<X0 x>x0
nazyvame limitou zleva a limita zprava. Znacime je hmx_)xo— f(x)a hmx_)xgr f(x).

Vétad.31. Bud f: X C R — R monotonni funkce. Je-li xo hromadny bod mnoZiny (—oo, xg)N X,
pak existuje limita

lim f(x). (4.3.4)

X=X
Je-li xo hromadny bod mnoZiny (xg, 00) N X, pak existuje limita

lim f(x). 4.3.5)
X‘)X(-)'—
D i k a z. DokdZeme existenci limity lim Xy f(x) pro pripad, Ze funkce f je neklesajici.

Oznacme yo = sup, _,, f(x)’|a zvolme libovolné okoli V bodu yy. Jist€ pro kazdy bod x € X,
X < xp, plati f(x) < yp ajist€ existuje bod x| € X, x| < xp, takovy, Ze f(x1) € V (oboji plyne
z véty[2.7). Pak ale f ((x1, x0) N X) C V. Tim je tvrzeni dokdzano. Kde jsme vyuzili, Ze funkce f
je neklesajici?

Véta 4.32. Nech! f: X C R — R je funkce, xo € R bod uzdvéru mnoZiny (—oo, xo] N X
i mnoZiny [xo, 00) N X. Pak limita limy_, x, f (x) existuje, pravé kdy? existuji limity lim,_, x5 f(x)

alim,_, X f(x) ajsou si rovny. Plati

lim f(x) = lim f(x)= lim f(x) (4.3.6)
X=>X0 x—xy x—xg
D @ k a z. Dilikaz pfenechdme Ctenafi.

V nésledujici vété vyjimecné pifedpokldddme, Ze funkce f, g, h mohou nabyvat i nevlastnich
hodnot.

Véta 4.33 (o tiech limitach). Budte f,g,h: X C R — R funkce, f < g < h, x9 € clX.
Existuji-li limity limy_, x, f(x) a limy_, x, h(x) a plati-li

lim f(x) = lim h(x) = yo, 4.3.7)
X—>X( X—> X0

pak existuje i limita lim,_, x, g(x) a je rovna Y.

D G k a z. Nechf V je okoli bodu yp, J C V interval, obsahujici bod yg. Z existence limit
funkci f a h plyne, Ze existuje okoli U bodu xq takové, Zze f(U N X) C Jataké h(U N X) C J.
Z predpokladu f < g < h ovSem plyne, Zeig(U N X) C J.

Nyni uvedeme nékolik zékladnich pravidel pro pocitini s limitami.

OTim mame samoziejmé na mysli supremum funkce f, ziZené na mnoZinu (—oo, xg). Podobnou symboliku pouzi-
vame i déle.
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Véta 4.34. Necht f1, f»: X CR — R, xo € cl X. Plati:

1. JestliZe lim, _,  f1(x) = y1 € Ralimy_,y, f2(x) = y2, pak limy ., (f1 + f2)(x) = y1 + y2.
2. JestliZe limy_, x, f1(x) = 00 a funkce f> je zdola ohranicend, pak limy_, ,(f1 + f2)(x) = oo.
3. JestliZe limy_, , f1(x) = —00 a funkce f, je shora ohranicend, pak limy_, »,(f1 + f2)(x) =
—00.

Dukaz. 1. Jestlize xg € X, pak funkce f1 a f jsou spojité v xg a f1(x0) = y1, f2(xo) = y1. Toale
znamend, Ze funkce fi + f je v tomto bodé& také spojita (vétald.14/1.) a (f1 + f2)(x0) = y1 + »2.
V ptipadé, Ze xo ¢ X pouZijeme tutéZ argumentaci na funkce fi, f» z definice limity.

2. Necht m je dolni zdvora funkce f,. Bud M libovolné Cislo a U takové okoli bodu xg, Ze
f1U) > M —m.Pakprokazdé x € U plati (f1+ f2)(x) = fix)+ fo(x) > (M —m)+m = M.
3. Dokéze se podobné jako 2.

Véta 4.35. Necht f1, f. X CR — R, xg € c1 X, m € R. Plati:

1. JestliZe limy— v f1(x) = y1 € Ralimy_,x, f2(x) = y2 € R, pak limy_,,(f1 - f2)(x) = y1y2.
2. JestliZe limy_, y, f1(x) =00 a fo > m > 0, paklim,_, y,(f1 - f2)(x) = o0.

3. JestliZe limy_, y, f1(x) =00 a fo <m <0, paklim,_, x,(f1 - f2)(x) = —o0.
4. Jestlize limy, ., f1(x) = —00 a fr > m > 0, pak limy_, ,(f1 - f2)(x) = —oc.
5. JestliZe limy_, y, f1(x) = —00a fo <m <0, pak limy_, ,(f1 - f2)(x) = o0.

6. JestliZe limy_, x, f1(x) =0a|f2| < m, paklim,_  (f1 - f2)(x) =0.

Dikaz. 1. Plyne z véty [4.14]2.

2. Bud M libovolné Cislo a U takové okoli bodu xq, Ze f1(U) > M /m. Pak pro kazdé x € U plati
(f1- &) = fikx) - falx) > (M/m) -m =M.

Body 3, 4, 5 se dokaZi podobné jako bod 2.

6. DokaZzte sami (viz cviceni).

Kontrolni otazky

1. Které z nasledujicich definici limity jsou ekvivalentni s definici limity v tomto textu. Rek-
neme, 7e funkce f:R — R mé v bodé xo € R limitu a € R jestlize
a) existuje okoli U bodu a takové, Ze pro kazdé okoli V bodu xq plati f(V \ {x¢}) C U;
b) existuje okoli U bodu a takové, Ze existuje okoli V bodu x¢ plati f(V \ {xo}) C U;
¢) pro kazdé okoli V bodu xq existuje okoli U bodu a takové, Ze plati f(V \ {xo}) C U;
d) pro kazdé okoli U bodu a existuje okoli V bodu x( takové, Ze plati f(V \ {xo}) C U.

2. Je vyrok ,,Funkce f nemd v bodé x¢ vlastni limitu.” ekvivalentni s vyrokem ,,Pro kazdé
a € R, pro kazdé ¢ > 0 a pro kazdé 6 > 0 existuje x € R takové, Ze |x — xo| < & a

[f(x) — f(xo)| = &7
3. Je-li limy— , f(x) = limy_, , g(x) = 00, lze néco fici o limitdch lim,_, , f(x) + g(x) a
limx_>x() f(x)gx)?

Ptiklady

1. Ukazte, Ze idgr je homeomorfismus.

Reseni: Je nutné ukézat, 7e idg je spojité a Ze jeho inverze je spojitd. Vzhledem k tomu, Ze inverze
k identité je identita, staci ukdzat, Ze idg je spojitd. Musime tedy ukdzat, Ze je spojitd v kazdém
bod€. Zvolme x € R a ukdzeme, Ze idgr je v ném spojitd. Zvolme libovolné okoli U bodu idg (x)
a za okoli V bodu x vezmé€me V = U. Snadno vidime, Ze idr(V) = V = U C U. Tim je dikaz
ukondcen.
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2. Ukazte, Ze neexistuje homeomorfismus mezi mnoZinami (a, b) a (c, d].

Resent: Ptfedpokldddme, Ze existuje homeomorfismus 4: (¢, d] — (a, b). Potom ale h(d) =r €
(a, b). ProtoZze h je homeomorfismus, plati h(c,d) = (a, b) \ {r}. To znamend, Ze spojitym
zobrazenim h je souvisld mnoZina zobrazena na nesouvislou, a to je spor s vétou[3.7] Tim je diikaz
ukondcen.

3. Vypocitejte

) 2x2 +5x — 15
lim ————
X—00 3x +5

Reseni: Citatel i jmenovatel podélime nejvyS$s$i mocninou jmenovatele, a vyuZijeme pravidel pro
pocitani s limitami:

,, 515
22 4sx—15 . Ty 2
hmz—:hm
X—> 00 3x +5 X—> 00 5

3+
X
lim 2+ 1 lim
et e M 240-0 3
= . = —_—
lim 3+ lim 02
X—> 00 x—>oox

4. Vypocitejte

x? —8x + 16

lim -
x—=>4 x° —Tx + 12

Reseni: ProtoZe se jednd o limitu typu 8, miZeme Citatele i jmenovatele upravit na soucin kofeno-
vych Ciniteld a potom kratit a ddle pouzit pravidla pro poéitani s limitami. Tedy

limx — 4

. o x?—8x+16 . (x — 4)? Cox—4 0 0

im ————=Ilim —— =1 = = =-=0.

x—>4x2_7x_|-]2 x—>4(x—4)(x—3) x—4x—3 11m4x—3 1
x—

5. Budte f, g: R — Raxg € Rtakové, Zelimy_, x, f(x) = 0a funkce g je ohranicend na néjakém
okoli xo. UkaZte, Ze potom limy_, y; f(x)g(x) = 0.
Reseni: ProtoZe g je ohraniGend, existuji &isla M a 8 takovd, Ze |g(x)| < M pro kazdé x splitujici
0<|x—xg| <&

Ovétime, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pokud |x — xg| < §, potom | f (x)g(x) —
0] < €. Zvolme tedy ¢ > 0. Polozime ¢ = ¢/M. Z toho Ze lim,_,, f(x) = 0, plyne existence
8 > 0 (miize byt 8’ > §) takového, Ze pokud 0 < |x — xg| < &, potom | f(x) — 0] < &’. Je
tieba ovéfit, Ze | f (x)g(x) — 0] < &, mdme-li x takové, Ze 0 < |x — xo| < 8 < &', plati pro né&j
| f(x)g(x) — 0] =|f(x)||g(x)| < Me&" = e. Tim je diikaz ukoncen.

6. Vypoctéte

lim x(\/ 1+ x2 —x).

X—>00

ReSeni: Vyraz v limité roz§fifme vyrazem +/1 + x2 + x. Dostaneme
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2
i, (VT 37 ) = Jim (/T2 ) SEE T
xX—00 xX—00 1+x2+x

Cox(14+x%2—x?) .
= lim ———~ = lim =

1 1

X—>00 2 X—>00 1 2.
14+x+x /1+_
X

7. Vypoctéte

i x2—x
lim

x—)lﬁ—l.

ReSeni: Tentokrdte roz3ifime funkci vyrazem /x + 1. Mdme

X2 —x ) (xz—x)(ﬁ+1)
= lim
x—=1/x —1 x—1 x—1

= lim x(v/x + 1) = 2.
x—1
8. Necht n € N. Vypoctéte limitu

lim .
x—1x"—1

Reseni: Zlomek v limité upravime na tvar

x—1 x—1

Proto

9. Vypoctéte limitu

o ox+1-1
hm _—

x—0 X

ReSeni: Funkce v limité je sloZenou funkci f o g, kde g(x) = </x + 1 a f, kde

£x) = % pro x # 1,
xX) = 1 B
5 prox = 1.

Funkce f je podle Pfedchozﬂlo prikladu spojitd v bodé 1 (v pfedchozim piiklad€ ndm vysla limita
horni vétve rovna z). JelikoZ

lim g(x) = lim vx+1=1
x—0 x—0

Podle véty o limité sloZzené funkce mame
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1

: -
lim — _)}g}r})f(g(x)) =f) = 5

Cvicéeni

. Dokazte: Budte A, B C X.Pokud A C B, potomcl A C cl B.
. Dokazte: Necht f: X — Z je spojité zobrazeni a Y C X. Potom zobrazeni f|y je také spojité.

. Uvedte piiklad nekone¢ného systému otevienych mnozin v R tak, aby jeho prinik nebyla oteviena
mnozina.

. Uvedte piiklad nekonecného systému uzavienych mnoZin v R tak, aby jeho sjednoceni nebyla
uzaviend mnoZina.

. Je sjednoceni (prinik) dvou souvislych mnozin v R opét souvisla mnoZina?
. Je sjednocenti (prinik) dvou kompaktnich v R mnozin opé&t kompaktni mnoZzina?

. Naleznéte vnitfek, vnéjSek, hranici, uzavér a mnozinu hromadnych bodi v R mnoZin (ve vSech
pfipadecha,b,c e Raa < b < ¢):
a) (a, b); b) (a, b]; ©)Q;
d) N; e){1/n | ne N} f) [a, b) U (b, c];
g) (a,b) NQ; h)y{n/(n+1) | n e N} i) [a, 00).

. Uvazujme R s pfirozenou topologii. Rozhodnéte, zda
a)systtm S = {(-5,1),(0,3),[0,1],(2,5),(3,9)} je otevienym pokrytim mnoZiny
{1,2,3};
b)systém S = {(n — 1,n 4+ 1) | n € N} je otevienym pokrytim mnoZiny {1} U (2, 5], a
najdéte konec¢né podpokryti.
. Dokazte, ze systém S = {(1/n,1) | n € N} je oteviené pokryti intervalu (0, 1) a Ze z néj nelze
vybrat kone¢né podpokryti.

Které z nasledujicich podmnoZin R jsou kompaktni a proc:
a) {0}; b){IL,...,n} ¢) (0, 1);
d) (0, 11; e){1/n | n e N}U{O} H){1/n | n eN}L
Ukazte, 7e mnoZina R je kompaktni.
Které z nésledujicich mnoZin jsou okolim bodu oo:
a) R; b) (0, 00); o N;
d) (0, col; e) R\ {0}; £) NU {co};
R\ (0, 1); h)R.
Které z nésledujicich podmnoZin R jsou souvislé a proc:
a) {1, 2}; b) (0, 1); o [L,2];
d) (0, 1) U (1, 2]; e) R; ) R\ {0};
2 Q; h) {1/n | n eN}.

Piimo z definice nebo pomoci &6 kritéria dokaZte, Ze zobrazeni f: R — R, f(x) = 5x je spojité.
Pifmo z definice nebo pomoci e-6 kritéria dokaZte, Ze zobrazeni f: R — R, f(x) = x? je spojité.
Dokazte, 7e

a) f:R— R, f(x) =7x je spojitd v 7; b) x je nespojitd v kazdém bodg¢;
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¢) idg - x je spojitd pouze v nule; d) x o x je spojitd;
e) o je spojitd pouze v iraciondlnich &islech;
f) 1R — R, f(x) = ysgn(x — 33) je nespojitd v 33.
Zjistéte, kde jsou nésledujici funkce spojité:
a) 7x; b) 3x2;
c) x - sgn(x).
Budte f, g: R — R spojité funkce a a € R. DokaZzte, Ze potom f + g, f — g, f-gaa- f jsou
spojité funkce.
Uvedte ptiklad nespojitych funkcf tak, aby jejich soucet (rozdil) byl spojita funkce.
Uvedte pfiklad spojité funkce tak, aby jeji inverze byla nespojita.
Necht a,b € R, a < b. Uvedte piiklad nespojité funkce, kterd nenabyva na [a, b] maxima ani
minima.
Necht a, b € R, a < b. Uvedte priklad spojité funkce, kterd nenabyvd maxima (ani minima) na
intervalu (a, b).
UkaZte, Ze zobrazeni f: R — R, f(x) = 3x (resp. f(x) = —x) je homeomorfismus.

Ukazte, ze jsou-li f, g spojité funkce na R, pak mnoZina {x € R | f(x) # g(x)} (resp.
{xeR | f(x) < g(x)}) je oteviend.
Vyvratte nasledujici tvrzeni: Bud A hustd mnozina v R, f, g spojité funkce na R takové, Ze
fla < gla. Potom f < g.
Nechfa, b, c,d € R,a < b, ¢ < d. Najdéte néjaky homeomorfismus intervalt (a, b) a, (c, d).
Necht a, b, c,d,r,s € R, a < b, c < d, rj s. UkaZte, Ze neexistuje homeomorfismus mezi
mnoZinami:

a) (a,b) alc,d]; b) (a,b) U (¢c,d)a(r,s), kde b < c.
Uvedte priklad funkci f, g: R — R tak, aby

a) limy o f(x) = limy_0 g(x) = 0 alimy_¢ f(x)/g(x) = 256;

b) limy—0 f(x) = limy—0 g(x) = 0o alimy—¢ f(x)/g(x) = 0;

¢) limy 0 f(x) = limy—0 g(x) = 0o alimy_¢ f(x) — g(x) = oo.

Nechflim,_,o f(x) = coalim,_¢ f(x)g(x) = 1. Vypoctéte lim, ¢ g(x). Necht limy_,¢ f(x) =
Oalim,—¢ f(x)g(x) = 1. Co plati pro limitu lim,_, ¢ g(x)?

Pomoci definice limity vypoctéte
a) limy— oo 1/x; b) limy 00 1/x; ¢) lim,_,o- 1/x;
d) lim, o+ 1/x; e) limy_0x - x(x).
Vypocitejte
. 3x2 4 oxtax . x2 4+ 6x 4+ 125 . x2 4 6x
a) lim 3 : ; b) lim — ¢) lim —
x>0 [7x” — x4+ 10 x>0 —6x” +4 x>0 —6x
x> —4x+4 . x4 2x+4 V2 x =2
d) im ———; e) lim ———; f) im ——;
x—2 x—2 X—>00 x—2 x—0 X
2 3
1] X3 _oxt—/x . X 46x
I P h) im ——; 1) Im ———— +[x+2];
g)xlglgox x—1 )x—>1 x —1 )xa0+5x3+x2 | |
j) lim . k) li x -1 1) lim sgn(x)
; im —; x);
J x—=>00 /x + 1 x—)lg/)_c—l x—07t g
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.o 2x—1 . 2x—1 Jr+1-1
m) lim ; n) lim ; o) lim —;
x—1+ |x — 1] x—1- |x = 1] x>0 /x+14+1
22X —10x + 12 . x?2—8x 416 . xXP47x—44
p) lim —— q) lim 3 r) lim —
x—>2 x“45x — 14 x—>4 x* —Tx 4+ 12 X—>00 x* —6x+4+8
_ 3 R o AT
s) lim — X t) lim — ,
x—o00 | x — x>0 I3 41— X3 -1

32. Vypocitejte nésledujici limity:

a) lim ;
x—11—x
21
¢) lim

x=>12xr —x =1

\/x+13—2\/x+1‘

i
e)x1_)m3 x2 -9
o VxTH 1+
g lim ———ox——;
X—>00 /x3+x_x
R S e C o
1) lim ;

ARG NVETN T
k) lim vx2+1—+x2—1;
X—>00

m) lim —x?—3x +2;

X2 x(x —2)?

Vx+1

0) lim
X—>00

33. Necht f:R — R je takovd, Ze pro kazdé xp € R je lim,_,y, f(x) = 0. Rozhodnéte zda plati:

a) f(R) = {0}
b) f je spojitd na R;

c) f je omezena na R;

h) lim x(\/x2 +1 —x);
X—> 00

VT +34V2x3 -1
V4T +1—x

D lim Va3 +x2+ 1 —v/x3 —x2+ 1
X—>00

i) lim

X—>0Q

+x—43(x2—3x+2):

p) lim Ix3 +3x2 — \/x2 — 2x.
X—>00

d) f je omezend na kazdém omezeném intervalu J C R.

34. Dokaite, 7e existuje x € (0, 2) takové, 7e x® + x> + x* + x3 + x2 — x — 1 = 0. (Navod: UtZijte

Darbouxovu vlastnost.)

35. Dokazte, ze kazdy polynom lichého stupné mé alesporii jeden redlny kofen.

36. Vypocitejte nasledujici limity, jestlize a > 0:
a) lim 277, b) lim 27°;
x—0

X—>00

d) lim (loga(2x +1) —log,(x + 2));
X—> 00

37. Dokazte, Ze pokud existuje konecnd limita funkce v né¢jakém bodé, potom existuje jeho okoli, na

kterém je tato funkce ohranicena.

¢) lim 20~ D/(+2);

X—>00

e) lim log, x —log,(3x 4 2).
X—> 00

Vysledky
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3.{(—=1/n,1+1/n)}. 4. {[1/n,1 —1/n] | n € N}. 5. Ne (ano). 6. Ano (ano). 7. a) int A =
(a,b), extA = (—00,a) U (b,o0), frA = {a,b}, clA = [a,b]; b) intA = (a,b), extA =
(—o0,a) U (b,0), frA = {a,b},clA = [a,b];c)intA =0, extA =0, frA =R, clA = R;
d)intA = @, extA = R\N, frA =N, clA = N;e)intA = @, extA = R\ (A U{0}),
frA = AU{0},clA = AU{0}; f) intA = (a,b) U (c,d), extA = R\ ([a, b] U [c, d]),
frA={a,b,c,d},clA =]a,b]U[c,d];g)intA =0,extA = (—00,a)U (b,0),frA = [a, b],
clA =[a,b];h)intA =0, extA =R\ (AU{l}),frA =AU{l},clA =AU{l};i)intA =
(a,00), extA = (—o0,a), frA = {a}, clA = [a, 00). 8. a) Neni oteviené; b) je, napiiklad
{(0,2), (1,3),(2,4), (3,5), (4,6)}. 10. a) Je; b) je; ¢) neni; d) neni; e) je; f) neni. 12. a) Neni,
neobsahuje bod oco; b) nenfj; ¢) neni; d) je; e) je; f) neni, neobsahuje Zadny interval (a, c0); g) neni,
(@\ (0, 1)) N R jeni oteviend v R h) je. 13. a) Neni; b) je; ¢) je; d) neni; e) je; f) neni; g) neni;
h) neni. 17. a) VSude; b) vSude; ¢) jen v 0 19. sgn a —sgn, 20. f:[0,1]U (2,3] —, f(x) = x
prox € [0,1]a f(x) =x —1prox € (2,3]. 21. f:[a,b] — R, f(x) = xprox € (a,b) a
f(x)=(a+b)/2prox € {a,b}.22. f(x) =1/((x —a)(x — b)). 25. Protipiiklad: A = R\ {0}
a f(x) =0, g(x) = x2.28.a) f(x) = 256x,8(x) = x;b) f(x) = 1/x? g(x) = 1/x%
¢) f(x) = 2/x%, g(x) = 1/x2.30. a) 0; b) 0 ¢) —oo; d) oo; e) 0. 31. a) 0; b) 0; ¢) —o0; d) 0;
e) 00; f) v2/4; 8) 1;h) 3;j) 00; k) 3: 1) 15 0) 1; p) =35 q) 0: 1) I5'8) §; t) —00. 32. a) Neexistuje;
b) —1;¢) %; d) }‘; e) —11—6; f) neexistuje; g) —1; h) %; i)1;j)oo; K)0; 1) %; m) 0o; n) neexistuje;
0) 1; p) 2. 33. a) ne; b) ne; ¢) ne; d) ano. 36. a) 0; b) 1; ¢) 2; d) log,(2); e) —log,(3).






5. Posloupnosti a fady

Tato kapitola je vénovdna posloupnostem redlnych ¢&isel, funkci a nekoneénym ¢&iselnym fa-
dam. Definujeme pojmy limes superior a limes inferior, vénujeme se problematice konvergence
posloupnosti. Zavadime pojem bodovi a stejnomérnd konvergence posloupnosti funkci.

Zavadime pojem rada a jeji konvergence. Dale se vénujeme faddm s kladnymi ¢leny, uvddime
¢etnd kritéria jejich konvergence. Zavér je vénovan absolutné a neabsolutné konvergentnim faddm
a s tim souvisejici problematice prerovndni fad.

5.1 Limita a hromadné hodnoty. Mé&jme posloupnost (x,) prvki Hausdorffova topologického
prostoru X. JelikoZ co je hromadnym bodem mnoZiny N, miiZeme uvazovat limitu lim,,_, oo X;,.
Pokud nedojde k mylce, budeme tuto limitu oznacovat prosté lim x,.

Nasledujici kritérium pro limitu posloupnosti je pifimym disledkem definice limity:

Véta 5.1. Posloupnost (x,) prvku topologického prostoru X md limitu xo, pravé kdyZ pro kazdé
okoli U bodu xq existuje prirozené Cislo ng takové, Ze pro kaZdé prirozené Cislo n > ng plati
x, € U.

Prvek xo se nazyvd hromadnd hodnota posloupnosti (x,), jestlize ke kazdému jeho okoli U
existuje nekonecné mnoho pfirozenych Cisel k takovych, Ze x; € U.

Véta 5.2. MnoZina hromadnych hodnot libovolné posloupnosti je uzaviend.

D G k a z. Ozna¢me A mnoZinu hromadnych hodnot posloupnosti (x,). Zvolme libovolny prvek
x € X \ A. JelikoZ x neni hromadnou hodnotou, musi mit okoli U, které obsahuje pouze konecné
mnoho ¢lenil posloupnosti (x;,). Pak ale kazdy prvek okoli U ma4 tutéZ vlastnost a U C X \ A.
Tim jsme dokézali, Ze mnoZina X \ A je oteviena.

Véta 5.3. Predpoklddejme, Ze topologicky prostor X je kompaktni, a uvaZujme posloupnost (x,,)
prvki X.

1. (x,,) md hromadnou hodnotu.

2. Md-li posloupnost (x,,) jedinou hromadnou hodnotu xo, pak lim x, = xo.

D ik az. 1. Pfedpokladejme, Ze Zddny prvek mnoziny X neni hromadnou hodnotou posloupnosti
(xp).Pakkazdy prvek x € X ma okoli U,, které obsahuje pouze kone¢né mnoho ¢lent posloupnosti
(x5). Systém S = {U, | x € X} je oteviené pokryti mnoZiny X a ma kone¢né podpokryti T C S.
Nyni je zfejmé, Ze ve sjednoceni systému 7 leZi jen koneéné mnoho Clenti posloupnosti (x,).
Ovsem UT = X a mdme co? A mame spor.

2. Kdyby neplatilo lim x,, = xp, pak existuje okoli U prvku x¢ takové, Ze v mnoziné¢ X \ U
lezi nekone¢né mnoho ¢lend posloupnosti (x;). Tyto prvky tvori posloupnost v kompaktnim
topologickém prostoru X \ UJ"|kterd ma podle bodu 1 hromadnou hodnotu, riznou od xg. To je
Spor.

5.2 Posloupnosti realnych ¢isel. Pravime, Ze posloupnost redlnych Cisel je konvergentni, ma-li
limitu v R. Je-li limitou této posloupnosti oo nebo —oo, fikdme, Ze je divergentni. Posloupnost,
ktera neni ani konvergentni, ani divergentni, se nazyva oscilujici.

Ze cvigeni |l 1|k predchozi kapitole vime, Ze mnoZina R je kompaktni. Podle véty ma tedy
kazd4 posloupnost redlnych &sel v R hromadnou hodnotu — mnoZina hromadnych hodnot je

DJak vime, ze je kompaktni?

57
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neprazdnd. Podle véty|5.2]je tato mnoZina navic uzaviend, coZ ovSem dohromady znamend, Ze ma
nejmensi a nejvetsi prvek. Mlizeme tedy zformulovat nasledujici vysledek:

Véta 5.4. 1. KaZdd posloupnost redlnych &isel md v R nejvétsi a nejmensi hromadnou hodnotu.
2. Je-li tato posloupnost navic ohranic¢end, jsou tyto hromadné hodnoty redlnd cisla.
Dtk az Bod 1 jsme dokézali v pfedchozim odstavci, bod 2 je ziejmy.

Nejvétsi hromadnd hodnota posloupnosti redlnych &isel (x,) se nazyva limes superior po-
sloupnosti (x,) a oznacuje limsup,_, ., x, nebo limsup x,. Nejmensi hromadnd hodnota této
posloupnosti se nazyva limes inferior posloupnosti (x,) a oznacuje lim inf,_, o x, nebo liminf x,,.

Je-li o rostouci posloupnost pfirozenych Cisel, pak posloupnost (x,,) se nazyvd posloupnost
vybrand z posloupnosti (x,) nebo podposloupnost posloupnosti (x,).

Véta 5.5. Bud (x,) posloupnost redlnych Cisel. Pak bod xo € R je hromadnou hodnotou této
posloupnosti, prdavé kdyz existuje vybrand posloupnost x4, takovd, Ze lim x,, = Xxo.

D Gk a z. Bud U okoli bodu xo. Pfedpoklddejme, Ze existuje vybrand posloupnost x,, takovd, Ze
lim x4, = xo. Ozname n( pfirozené Cislo takové, Ze pro kazdé n > ng je x,, € U (véta . Pak
pro k = opy, Ong+1, Ong+2, - - - j& Xk € U, tedy xo je hromadny bod.

Nyni dokdZzeme opacné tvrzeni pro xo € R (pro xo € {oo, —oo} pfenechdme dikaz Ctendfi).
Oznacme [, interval (xo — 1/n, xo 4+ 1/n). Pomoci principu matematické indukce zkonstruujeme
vybranou posloupnost (x,) takovou, Ze pro kazdé n je x, € I,. OznaCme o1 nejmensi pfirozené
¢islo, pro které x5, € I (takovych pfirozenych Cisel je podle predpokladu nekone¢né mnoho).
Podobné ozname o, nejmensi pfirozené Cislo vétSi neZ oy, pro které x,, € I (pfirozenych
¢isel k > o1, pro kterd x; € I», je nekonecné mnoho). Pfedpoklddejme nyni, Ze jiZ mame cisla
0] < --+ < oy, kterd naSi podminku spliiuji. Pak 0,41 budiZ nejmensi pfirozené ¢islo, pro které
Ontl > Oy @ Xg,,, € Iyy1. Tim je hledand vybrand posloupnost (x,,) zkonstruovdna a véta
dokédzéna.

Posloupnost (x;,) prvkt mnoziny R se nazyva cauchyovskd, jestlize ke kazdému redlnému ¢islu
& > 0 existuje pfirozené Cislo ng takové, Ze pro kazdé ny, no > ng plati

|Xn, — Xn,| < &. (5.2.1)

Véta 5.6. KaZdd konvergentni posloupnost redlnych Cisel je cauchyovskd. KaZdd cauchyovskd
posloupnost redlnych c¢isel je konvergentni.

Dika z. Bud (x,) konvergentni posloupnost redlnych ¢isel, xg jeji limita. Zvolme libovolné ¢islo
¢ > 0 a ozname ng pfirozené ¢islo takové, Ze pro kazdé n > ng je |x, — xo| < &/2. Bud'te nyni
ni, no > nog. Mame

e €
[Xn, — Xny| = X, — X0 + X0 — X,y | < |Xn, — X0l + [X0 — Xn,| < 3 + 3= g.
KaZzd4 konvergentni posloupnost je tedy cauchyovska.
M¢jme nyni cauchyovskou posloupnost (x;) a oznaéme ng prirozené ¢islo takové, Ze pro kazdé
ni, ny > ngje |x,, — xu,| < 1. Dale ozna¢me

M = max{xy, x2, ... Xy} + 1,
m = min{xy, X2, ... X} — 1.

Nyni pro libovolné n € {1,2,...,n9 — 1} plati x, < M apron > ng je |x, — Xpol < 1,
COZ znamend, 7Ze x, < Xp, + 1 < M. Posloupnost (x,) je tedy shora ohraniCend Cislem M.
Stejnym zptlisobem se dokdze, Ze posloupnost (x,) je také zdola ohrani¢end ¢islem m. PoloZme
a = liminf x, a b = limsup x,,. Mdme a, b € R (véta5.4).

Predpokladejme, 7Ze a < b, a poloZzme & = %(b — a). Pak existuje pfirozené ¢islo ng takové,
ze pro kazdé ni,ny > ng je |x,, — xp,| < €. Zvolme nyni k,l > ng tak, aby |xx —a| < € a
|x; — b| < & (Cisla k, [ existuji, jelikoZ a a b jsou hromadné hodnoty — véta [5.5). Dostdvame
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x;>b—¢e,xp <a+e, il
X—xx>b—eg—a—¢e=3¢—2e=c¢,

a to je spor, jelikoZ podle pfedpokladu, x; — x; < €.
Plati tedy a = b a tvrzeni plyne z véty

5.3 Posloupnosti funkci. Necht Y € X C R. Uvazujme posloupnost ( f,,) funkei f,: X — R.
Rikdme, Ze tato posloupnost konverguje bodové k funkci f:Y — R na mnoziné Y, jestlize pro
kazdé x € Y platilim,_, » fr(x) = f(x).Funkce f se nazyva limita posloupnosti ( f,) a oznacuje
lim f,,. Rikdme, Ze posloupnost ( f,) konverguje k funkci f na mnoziné Y stejnomérné, jestlize ke
kazdému e > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ngax € Y plati | f,,(x) — f(x)]| < €.

Zuvedenych definic ihned plyne: JestliZze posloupnost ( f;;) konverguje k funkci f na mnoZiné Y
stejnoméerné, pak k této funkci na této mnoZiné konverguje i bodové. Tuto implikaci lze obritit
napiiklad jsou-li funkce f; konstantni.

Jestlize posloupnost (f,) konverguje bodové na mnoziné Y a jestlize mnoZina Y obsahuje
vSechna &isla x € X, pro néZ existuje lim,—, o f,(x), pak se mnoZina Y nazyva oborem konver-
gence posloupnosti (fy,).

Necht f,,;: R — R,

X
Feo ==,
n

Pro kazdé x € R plati lim,,_, » f,(x) = 0; oborem konver-
gence této posloupnosti je tedy mnozina R. Pfedpokladejme
nyni, Ze mnoZina ¥ C R je ohraniend a —M < Y < M.
K libovolnému ¢ > 0 zvolme ng € N tak, aby M /ng < €. Pak
prokazdén > npax € Y plati | f,(x)| = |x/n| < |x/ng| <
M/ng < e. Posloupnost (f,) tedy konverguje stejnomérné
k nule na Y. Neni-li ovS§em mnoZina Y ohrani¢end, najdeme
ke kazdému ¢ > 0 an € N ¢islo x € Y takové, Ze |x| > ne,
neboli |x/n| = | f,(x)| > e.V tomto pripad€ tedy posloupnost
(fn) na Y stejnomérné nekonverguje.

Véta 5.7. Jestlize k posloupnosti (f,) funkci f,: X — Rafunkci f:Y — R, kde Y C X C R,
existuje posloupnost (yy,) takovd, Zelimy, = Qaprokaidén e Nax € Y je|f,(x) — f(x)| < ynu,
pak posloupnost ( f,) konverguje stejnomérné k funkci f na mnoZiné Y.

D ik az. Zvolme ¢ > 0 a oznaCme ng takové Cislo, Ze pro kazdé n > ng plati y, < &. Pak pro
kazdé x € Y plati | f,,(x) — f(x)| < € a tvrzeni je dokazano.

Naésledujici tvrzeni budeme Casto pouZzivat.
Véta 5.8. Posloupnost (f,) konverguje stejnomérné na Y C R, prdvé kdyz? ke kazdému ¢ > 0
existuje ¢islo ng takové, Ze pro kaidé ny, ny > ng a kazdé x € Y plati | fp, (x) — fn,(x)| < &.

D t k a z. Jestlize posloupnost ( f;;) konverguje stejnomérné€ na Y k funkci f, pak k libovolnému
e > 0 existuje Cislo ng takové, Ze pro kazdé x € Y any, no > ng plati

mum—fuN<§

m¢m—f@n<§

(5.3.1)

Miéme tedy
| fni (0) = fao O = [y (0) = F(X) + f () = fa,(X)] =
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&

2

= €.

< fa () = FOO+ [ fu, () = F()] < §+

Predpokladejme nyni naopak, Ze je splnéna druha podminka tvrzeni. Zvolme ¢ > 0 a ozna¢me ng
Cislo takové, Ze pro kazdé n, m > ng a x € Y plati

) = fn(x)] < % (53.2)

Podle pfedpokladu je posloupnost (f;;(x)) cauchyovskd a existuje tedy Cislo f(x) takové, Ze
limy, 00 fn(x) = f(x). Mame tedy

a0 = FOI = lim1£,00) = fu(0) < 5 <& (5.3.3)

tvrzeni je dok4zéno.

Véta 5.9. Necht posloupnost ( f,) funkci spojitych v bodé xg € Y C R stejnomérné konverguje na
mnoZiné Y k funkci f. Pak funkce f je spojitd v bodé x.
Dik az. Zvolme ¢ > 0. Pak existuje ¢islo n| takové, Ze pro kazdé x € Y an > n; plati

) — f0)] < g (5.3.4)

Zvolme n > ng pevné. Funkce f;, je spojitd v bod¢€ xg, existuje tedy okoli U tohoto bodu, tak, Ze
pro kazdé x € Y N U plati

€
| fu(x) — fu(x0)| < 5 (5.3.5)
Pro libovolny bod x € Y N U (a pro pevné n, které jsme si pred chvili vybrali) tedy plati

|f ) = fxo)| = [f(x) = fu(0) + fu(x) = fu(x0) + fu(x0) — f(X0)| <

< UF@) = fulO] + 1falx) = Fulxo)] + | fa(x0) — Fxo)| < g + § + g —e,

coz dokazuje spojitost funkce f v bodé xg.
Uvazme funkce f,:[0, 1] — R, f,(x) = x". Snadno zjistime, Ze pro

x < 1jelim f,(x) = 0, ale lim f,(1) = 1. Limitou posloupnosti ( f;,) je
tedy nespojita funkce f: [0, 1] — R,

0 x<l1,

f(x):{l x=1.

Podle uvedené véty neni konvergence posloupnosti (f,,) stejnomérna.
Vskutku, ke kazdému Cislu ¢ > 0,0 < ¢ < 1, najdeme &islo x € [0, 1)
an € Ntak, Ze f,(x) > e.

Dusledek 5.10. Necht posloupnost (f,) stejnomérné konverguje na mnoziné Z C R k funkci f,
X0 je hromadny bod Z, a necht pro kaZdé n € N existuje konecnd limita limy_, v, f,(x) = a,. Pak
existuji i limity lima, a lim,_, , f(x) a plati

lima, = lim f(x). (5.3.6)
xX—>X0

Kontrolni otazky
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1. Jaky je rozdil mezi posloupnosti (a,) a mnoZinou {a, | n € N}?

2. Na zacétku této kapitoly jsme definovali limitu posloupnosti prvki Hausdorffova topologic-
kého prostoru. V odstavci[5.2]jsme se vénovali posloupnostem redlnych ¢isel. Lze definovat
limitu posloupnosti i pro piipad posloupnosti prvki libovolné mnoZiny? Co je hlavni pie-
kazkou?

3. Miizeme néco fici o limité lim a,,b,,, vime-li, Ze lima,, = lim b,, = 0?
4. Kolik riznych limit miize mit jedna posloupnost?

5. Omezime-li se pouze na posloupnosti raciondlnich &isel, plati véta[5.6]? (Tedy plati tvrzeni
,»,Kazda cauchyovska posloupnost raciondlnich ¢isel ma v Q limitu“?)

6. Plati pro kazdou konvergentni posloupnost, ze limay,t1/a, = 1?

5.4 Rady. M&jme posloupnost (x,) redlnych &isel. Nekonecnou Fadou urcenou posloupnosti (x,)
rozumime symbol ) x,,. Posloupnost (s,), jejiz ¢leny jsou dany ptedpisem s, = x; + -+ + x,
(n =1,2,...), nazyvame posloupnost cdstecnych souctit Fady ) x,.

Jestlize posloupnost ¢dste¢nych souctd fady Y x, konverguje, hovoiime o konvergentni Ffadé
a Cislo lim s, nazyvame jejim souctem. V opacném pripadé hovoiime o divergentni radé.

Soucet nekonecné fady ) _ x, obvykle rovnéZ oznaCujeme symbolem ) _ x, (pokazdé je pfitom
jasné, v jakém vyznamu jsme tento symbol zrovna pouZili). Tvrzeni > x, = s znamena: »Rada
>~ x, konverguje a jeji soucet je s.“ Krom& tohoto zdpisu pouZivame i zdpis Y .- x,. Zapis
Y oo i Xn znamend Y oo Xp+k—1. V takovém pifpad€ budeme pouZivat ndsledujici znadeni pro
posloupnost ¢astecnych souctl: s, = xg + Xg4+1 + « + * + Xktn—1-

Nechf ¢ € R. Rada 3 q"~! se nazyva geometrickd Fada s kvocientem q. Je-li ¢ # 1, pak pro n-ty ¢len
s, jeji posloupnosti ¢dstecnych souctl plati

1— 1—gq"
sn=14qg+qg*+-+4¢""! =ﬁ(l+q+q2+~-~+qn_l)= ﬁ. (5.4.1)
Je-li g = 1, platf
Sy =n. (5.4.2)

Vidime tedy, Ze lim s, existuje, pravé kdyZ |g| < 1, a je rovna 1/(1 — g). Uvedend fada tedy konverguje,
pravé kdyz |q| < 1, a v tom piipad& plati }_¢"~! = 1/(1 — q). Geometrické fada s ¢ = —1 se nazyva
Grandiho rada.

Rada 3" 1/n se nazyvé harmonickd fada. Pro posloupnost (s,) jejich Easte¢nych souéti plati

st =1,
1+1
§2 = =
2 2’
+1+1 +1+1 +1
ss=+-+->n0+-+-=5n+—,
ATRTRIT TR T T,
. 1 1 1 1 - 1
S2n+|—52”+2n—+1+m+"'+2nﬁ>S2"+F+"'+W—52"+§.
Harmonicka fada tedy diverguje.
Necht
1
Xp = T (5.4.3)

Pro n-ty ¢len s, posloupnosti ¢dstecnych soudtd fady Y oo, x, plati



62 5. Posloupnosti a fady

1 1 1 1 1 1 1

Je tedy 302, x, = lims, = 3.

Véta 5.11 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium). Rada Y x,, konverguje, pravé kdy? ke kaZdému
e > 0 existuje Cislo ny € N takové, Ze pro kaZdé ny, ny > ng, ny > ny, plati

[Xp, + -+ xn,| < e 5.4.4)
D G k a z. Je-li s, posloupnost ¢asteénych souctd fady > x,, plati
[Xny + o+ Xny| = [0y — Sny—1l- (5.4.5)

Cauchyho-Bolzanovo kritérium tedy plyne z véty
Jestlize v (5.4.5)) poloZzime n; = nj, dostaneme:

Disledek 5.12 (nutna podminka konvergence rady). Konverguje-li fada ) x,, pak plati
lim x, = 0.

Aplikujte toto tvrzeni na geometrickou a harmonickou fadu!
Disledek 5.13. Jestlize fada " x, konverguje, pak pro kazdé n € N Fada y_p.,, xx konverguje a
plati lim,_, o0 Y po, xk = 0.

Véta 5.14. Méjme dvé posloupnosti redlnych Cisel (x,), (yn) a islo c. JestliZe Fady Y x, a ) v,
konverguji, pak konverguji i fady Y (x, + yn) a Y_ cx, a plati

DGt =) ) v, (5.4.6)
Zcxn = CZXn-

D Gk a z. Plati
lim (x; +y1+x2+y2 4+ + Xy + yn) =
n—oo
= lm (1 o2 4o x) + m G2+ v) = )+ )y,

Iim (cx; +cxo+---+cxy) =c lim (x; + x4+ -+ 4+ x3) =c2xn.
n— oo n—oo

Z uvedeného tvrzeni ihned plyne (jak?), Ze jestliZe fada ) _ x,, konverguje atada Y y, diverguje, pak fada
> (xn + yn) diverguje. Jestlize prvni dvé fady diverguji, nelze o konvergenci tfeti fici nic (uved'te priklady).

Véta 5.15. JestliZe pro posloupnosti (x,) a (y,) existuje Cislo ng takové, Ze pro kaZdé n > ng plati
Xn = Yp, pak > x, konverguje, pravé kdyz konverguje > yy.
D G k a z. Za danych pfedpokladi konverguje fada Y (x, — y,). Déle viz vétu

Véta 5.16. Necht k je nezdporné celé Cislo. Pak Fada ", | x, konverguje, pravé kdy? konverguje
Fada Y02 X

Dikaz Nechfy, =0pron < kay, =x, pron > k Rada > o2 | xn konverguje, pravé kdyz
konverguje fada Y .~ | v, (lifi se kone¢nym poctem &lenii — viz vétu afada ) .- v, kon-

1
g 4 n—-3 n—1 n-2 n+n—l n—+1

)
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verguje, pravé kdyZ konverguje fada Y -, x, (porovnejte jejich posloupnosti &dste¢nych soudtd).

Véta 5.17. Necht (k,) je rostouct posloupnost kladnych Cisel, ky = 1. JestliZe Y x, = s, pak pro
posloupnost (y,) = (X, + X, +1 + -+ + Xk, —1) plati Yy, =s.

D i k a z. Staci si uvédomit, Ze posloupnost ¢asteénych souctl fady Y _ y, je vybrand z posloupnosti
Casteénych souctd fady ) xy,.

Opacné tvrzeni neplati; vyzkousejte na Grandiho fadé, pro (k,) rovnou posloupnosti lichych ¢isel.

5.5 Rady s nezapornymi ¢leny. Nechf (x,) > 0. Posloupnost &asteénych soudtd fady > xn
je neklesajici. Konverguje tedy, pravé kdyz je ohrani¢ena a pravé kdyz konverguje néjaka jeji
podposloupnost. Jinak diverguje k +o0.

Véta 5.18 (srovnavaci kritérium). Nechr Y x, a Y y, jsou Fady s nezdpornymi &leny a necht
existuje Cislo ng takové, Ze pro kaZdé n > nq plati

Xn < Vp. (5.5.1)

Potom z konvergence Fady ) yn plyne konvergence fady ) xp,.
D G k a z. Nechf fada ) y, konverguje. PoloZzme

— 0 pron < no,
X, =
Xp pron > ng.

Pro posloupnosti (5,,) a (f,) ¢asteénych souctt fad > x, a Y _ y, plati (s,) < (t,). Posloupnost
(t,) je ohranicend. Je tedy ohranicend i posloupnost (5,) a fada ) X, konverguje. Podle véty
z konvergence fady ) X, plyne konvergence fady ) x,.

Rada Yy, z predchozi véty se nazyva majoranta fady 3" x,,. Rada " x, se nazyva minoranta
fady 3 yu.

Véta 5.19 (limitni srovnavaci Kritérium). Nech? Y x, a Y_ y, jsou Fady s nezdpornymi ¢leny,
yn # 0 a necht existuje konecné

lim sup . (5.5.2)
Yn

Potom 7 konvergence rady y, plyne konvergence rady x,.

Dk az.Z definice limes superior posloupnosti plyne, Ze posloupnost (x,, /v, ) je shora ohrani¢ena.
Existuje tedy Cislo M takové, Ze pro kazdé n plati x,/y, < M, neboli x, < My,. Z véty
a konvergence fady ) y, plyne konvergence fady Y My,. Z ni a ze srovnavaciho kritéria plyne
konvergence fady Y x,,.

Ekvivalentni tvrzeni k tvrzeni srovndvaciho kritéria (limitniho i nelimitniho) je: Diisledkem divergence
Fady > xp je divergence Fady > yp.

Véta 5.20 (d’Alembertovo podilové kritérium). Bud' )_ x, Fada s kladnymi Cleny. Existuji-li
Cisla g < 1 a ng takovd, Ze pro kaZdé n > ny je

tntl o (5.5.3)
Xn
fada konverguje. Existuje-li Cislo ng takové, Ze pro kazdé n > ng je
X
ntl S, (5.5.4)

Xn
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fada diverguje (nesplituje nutnou podminku konvergence).

D G k a z. DokdZeme prvni tvizeni. Nechf y, = x, pron <ngay, = ¢""0x,, pron > ng Rada

> yn konverguje (to plyne z konvergence geometrické fady a véty|5.18). Déle
xn0+1 S qx}’l07
2
xn0+2 =< qxn0+1 =< q xnoa
< <...<gb1 < P
Xno+p = 4Xnp+p—1 = =q9° Xng+l =4 Xng-

Rada > yn je tedy majoranta nasi fady a prvni tvrzeni plyne ze srovndvaciho kritéria. Dikaz
druhého tvrzeni je ziejmy.

Véta 5.21 (limitni podilové kritérium). JestliZe pro fadu _ x, s kladnymi cleny je

Xn+1

lim sup <1, (5.5.5)

Xn

pak fada konverguje. Je-li

Xn+1

lim inf > 1, (5.5.6)

Xn

fada diverguje (nesplituje nutnou podminku konvergence).

Dt k az. Oznaéme a = limsup x;,41/x,, b = liminf x,,11/x,. Nechf a < g < 1. Podle definice
limes superior posloupnosti existuje ¢islo ng takové, Ze pro kazdé n > ng je x,4+1/xn < g. Prvni
tvrzeni tedy plyne z podilového kritéria. Jestlize b > 1, pak existuje ¢islo ng takové, Ze pron > ng
j€ Xn4+1/xp > 1, adruhé tvrzeni plyne rovnéz z podilového kritéria.

Véta 5.22 (Cauchyho odmocninové kritérium). Bud ) _ x,, Fada s nezdpornymi ¢leny. Existuji-li
cisla g < 1 a ng takovd, Ze pro kazdé n > ng je

Vxn 2 ¢, (5.5.7)
fada konverguje. Existuje-li Cislo ng takové, zZe pro kaidé n > ng je
Yxp =1, (5.5.8)

fada diverguje (nesplituje nutnou podminku konvergence).

Dk az. Je podobny dikazu podilového kritéria a pfenechdvame jej étenafi jako uZzite¢né cviceni.

Véta 5.23 (limitni odmocninové kritérium). JestliZe pro fadu ) x, s nezdpornymi ¢leny je

limsup ¥/x, < 1, (5.5.9)

pak fada konverguje. Je-li

lim sup &/x, > 1 (5.5.10)
fada diverguje (nesplituje nutnou podminku konvergence).
D @ k a z. Postupujeme podobné jako v diikazu limitniho podilového kritéria.

BohuZel zatim uvedenymi kritérii nelze rozhodnout o konvergenci fad > 1/n2, Y 1/n% a
podobnych. Pozdé&ji v kapitole[8.1] si uvedeme integralni kritérium (véta[8.31)), které rozhodne, Ze
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3" 1/n* konverguje, pravé kdyz k > 1]

5.6 Alternujici Fady. Rekneme, 7e fada ) x, je alternujici, jestlize pro kazdy ¢len x, md ¢len
Xn+1 opacné znaménko.

Véta 5.24 (Leibnizovo Kkritérium pro alternujici fady). Bud ) _ x, alternujici Fada spliiujici
podminky lim x,, = 0 a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n > no je |x,+11/1xn| < 1, pak Fada
konverguje.

Dikaz. S ohledem na vétu[5.15|miZzeme piedpoklddat, Ze x,, > 0 pro lichd n a x,, < 0 pro suddn
a ze podminka |x,41|/|xn| < 1 plati pro vSechna n € N. Oznacme (s,) posloupnost ¢astecnych
souctl fady ) x,. Mdme

$2n42 = S2n + X2n4+1 + X2n42 > S, (nebof |x2n+1] > |x2n+21)
$2n41 = $2n—1 + X2n + X2n41 < S20-1. (nebof |x2n| > |x2n+1]

Odtud plyne
Sy < 84 <86 <", (5.6.1)
§1 > 83 >85> -, (5.6.2)
8o = Son—1 + Xon =< S2n—1. (protoze x2, < 0) (5.6.3)

Posloupnost (s3,,) je neklesajici a shora ohranic¢end, nebot sy, < 57,1 < 51, existuje tedy lim sp,, =

s. Podle (5.6.3) také limsy,—1 = lim sy, — limxp, =s.
Zvolme ¢ > 0. Podle pfedchoziho odstavce existuji pfirozend Cisla ny, ny takova, Ze pron > nj je
|2, — §| < eapron > njje |s2—1 — §| < €. PoloZme

a
a3 mo = max{2ny, 2n, — 1}. Je-li m > mg pfirozené &islo,
&z potom pokud m je sudé am = 2n > 2ny, |s;, — §| =
a5 : o lich am —
|s2, — s| < &;nebojem lichéam =2n—1> 2ny —
1 a opét |sy,, — s| = |san—1 — 5| < &. CoZ dokazuje
ay=s1 §3 S5... 54 sp=s51+ar

konvergenci posloupnosti (s;,).
Uvazujme fadu Y (—1)"T!1/n. Tato fada spliiuje predpoklady Leibnizova kritéria a je tedy
konvergentni. Pozd&ji se ukdze, ze Y (—1)"*'1/n = In2.

5.7 Absolutné konvergentni rady. K pochopeni smyslu definice absolutné konvergentni fady
nejprve uvedeme nasledujici pomocné tvrzeni:

Véta 5.25. Konverguje-li Fada »_ |x,|, konverguje i Fada > x,, a plati ‘Z xn’ <> |xnl
D G k a z. Pro libovolnd ¢&isla ny < ny plati

|xn1 +...+xn2| S |xn1|+"‘+|xn2|-

Je-li tedy podminka Cauchyho-Bolzanova kritéria splnéna pro fadu ) |x,|, je spInéna i pro fadu
Xp-
PoloZime-li n; = 1, dostaneme nerovnost pro posloupnosti ¢asteénych souctid zkoumanych
fad, ze které vyplyva nerovnost z tvrzeni.

Rada 3" x,,, pro kterou konverguje fada 3 |x, |, se nazyvé absolutné konvergentni. Z predchozi
véty plyne, Ze absolutné konvergentni fada je konvergentni. Konvergentni fada, kterd nenf absolutné
konvergentni, se nazyva neabsolutné konvergentni (relativné konvergentni)

Véta 5.26. Méjme dvé posloupnosti redlnych Cisel (xp), (y) a Cislo ¢ € R. JestliZe Fady Y x, a
> yn absolutné konverguji, pak absolutné konverguji i fady Y (x, + yn) a Y_ cx, a plati

2)Obdobné Ize &asto rozhodnout Raabeho kritériem: Bud’ > xp Fada s kladnymi Eleny. Je-lilim inf n ( x:i T 1) > 1,

pak fada " x, konverguje; pokud pocinajic néjakym ny € N pro viechna n > ng je n(xj:_’:_l - 1) < 1, potom >_ xp,

diverguje.
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Z(xn + ) = an + Zyn’
(5.7.1)
Zcx,, = cZyn.

Diikaz Rada Y (|x,|+|y,|) konverguje podle Véty Dile pro kazdé n € Nplati |x, + y,| <
|X2| + |yn]. Rada > " |xn + ya| tedy konverguje podle srovndvaciho kritéria a fada ) x, + y,
konverguje absolutné.

Pro kazdé n € N plati |cx,| = |c||x,|. Rada > |exy| tedy konverguje podle véty a fada
> cxp, konverguje absolutné.

Rovnosti z tvrzeni plynou ze stejnych rovnosti z vty

Véta 5.27. Budte Y x, absolutné konvergentni fada a o:N — N bijekce. Rada Y. y,, kde
Yn = Xo(n), je absolutné konvergentni a plati ) x, = ) _ yp.

D i k a z. Oznaéme (5,) a (7,) posloupnosti ¢dste¢nych souctu fad ) |x,| a >_ |ynl, mo(n)
nejveétsi prvek mnoziny {o (1), ..., o (n)}. Posloupnost (m, (n)) je neklesajici a neohranicend, ma
tedy rostouci podposloupnost (ks (1)). Posloupnost (si, (»)) je tedy vybrand z posloupnosti 5.
Navic plati (,) < (s, (n)). Z konvergence fady ) _ |x,| tedy plyne konvergence fady )y, (Q_ |xx|
konverguje, (5,) je tedy ohraniGend, (7,) je tedy rovnéZ ohrani¢end a 3_ |y, | konverguje). Rada
> yn je tedy absolutné konvergentni.

Ozna¢me nyni (sy,) a (f,) posloupnosti ¢asteénych soucti fad ) x, a Y y,. Prokazdén € Nje
Sk, (n) — tn TOVNO souctu kone¢né mnoha ¢lent posloupnosti ( yk)zozn 41 Pritom podle disledku
zkonvergence fady ) |y, | plyne, Ze ke kazdému & > Oexistujeng € Ntakové, ze Y po . |yl < €
pro kazdé n > ng. Mame tedy

00
|Sk(;(n) - tnl =< Z |yk| <é
k=n+1

Rad¢ ) y, fikdme prerovndni fady ) x,.

5.8 Neabsolutné konvergentni fady. Nechf fada )_ x, je neabsolutné konvergentni. PoloZme
x;} = max{x,, 0}, x, = — min{x,, 0}. Posloupnosti x;" a x, jsou tedy nezdporné a plati (x,) =
(xF—x).

Lemma 5.28. Posloupnosti (x;5) a x,; obsahuji nekonecné mnoho kladnych &lenii.

D i k a z. Existuje-li ¢islo ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati x,, > 0, fada Z;’Zino Xn, Q
tedy i fada ) _ x, konverguje absolutné&, coZ je spor. Podobné z existence ¢isla ng takového, Ze pro
kazdé n > ng plati x, < 0, plyne absolutni konvergence fady Zf;ino xn (je totiz |x,| = —x;, ), a
tedy i fady Y x,.

Lemma 5.29. Rady > x; a Y x, jsou divergentni.

Dikaz. Podle véty fady Y x;}ad x, bud ob& diverguji, nebo obé& konverguji. Jestlize ob&
konverguji, konverguji absolutné (jsou to fady s nezdpornymi ¢leny) a fada Y x,, podle véty
konverguje absolutné. Museji tedy byt divergentni.

Nyni ukdZeme, Ze pro neabsolutné konvergentni fady neplati tvrzeni podobné vét&[5.27]

Véta 5.30 (Riemannova prerovnavaci véta). Nechf fada Y x, neabsolumné konverguje. Pak
k libovolnému x € R existuje bijekce 0: N — N takovd, Ze ) xgn) = X.

D i k a z. Plyne pfimo z lemmat a

Kontrolni otazky
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1. Je soucet fady urcen jednoznacné?
2. Muze mit fada ) x,, soucet a pfitom lim x,, neexistuje?
3. MiZe mit fada ) x, soucet a pfitom lim x,, # 0?

4. Proc se u podilového (odmocninového) kritéria omezujeme jen na fady s kladnymi Cleny?

Ptiklady

1. Nech x € R, x > 0. DokaZte, Ze lim;,_ oo &/x = 1.
Reseni: V piipadg, 7e x = 1, je tvrzeni ziejmé.

Pokud x > 1, pak také &/x > 1. Nechftedy &/x = 1+ h,, kde h, > 0. Plati x = (1 + h,)" >
1 + nhy, > nh, (vyuZili jsme tvrzeni binomické Vét}@ pron > 1,atedy O < h, < x/n. Jelikoz
lim, o x/n = x1lim1/n = 0, pak také lim h,, = 0, a tedy lim, o &/x = 1.

Jestlize 0 < x < 1, polozme y = 1/x, tedy y > 1. Jelikoz J/x /y = y/xy = Y1 =1, méme
/x = 1//y. Nyni, kdyZ vyuZijeme to, co uz vime z piedchoziho, dostaneme

lim 1 1
lim /x = =% _—_=1.
n— 00 ”lggoﬁ 1

2. Vypoctete lim (v/n? +5n + 6 — v/n? + 3n + 1).
Reseni: Vyraz v limité rozififme vyrazem ~/n2 + 5n + 6 + +/n2 + 3n + 1 a dostaneme

lim(Vn2 +5n+6 —vVn2+3n+1) =
m(\/n2+5n+6—\/n2+3n+1)(\/n2+5n+6+\/n2+3n+1) B

V2 450 +6+Vn?+3n+1
) n?+5n+6-—n*—3n—1
= lim =
Vn2+5n+6+vVn2+3n+1
2n+5
V245 +6+vVn2+3n+1

Vyraz v posledni limité rozsifime 1/n a dostaneme

= lim

2n+5

im —
Vn2 450+ 6+ V2 +3n+1
= lim 2+3/n =

\/1+5/n+6/n2+\/1+3/n+1/n2
2

1

:—:1

1+1

n
3. DokaZte, Ze posloupnost ay, kde a, = (1 + %) , je konvergentni.

3Binomickd véta: Prokazdéa, b € R,n € Nplati (a+b)" = a"+(})a" b+ (5)a" 26> +...+(," | )ab" 1 +b",

' PR .
kde (3) = m Ctendf si jisté toto tvrzeni dokdZe za pomoci principu matematické indukce.
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N n+1
ReSeni: PoloZzme b, = <1 + %) . Pokusime se dokdzat, Ze posloupnost (b), je klesajici.

Chceme tedy dokazat, Ze

1+ - = > =(1+ .
n n n n+1

To je ale splnéno, praveé kdyz

n+1\""? n+2\""n+1
> 9
n n+1 n

tj.
2 n+2
(n+1) 1 :
nn+2) n
1 n+2 1
(1+m> - 1+;, jelikoz (n + 1)> = n(n +2) + 1.

Proh > 0,k > 1, k celé je (1 + h)* > 1 4 hk (plyne z binomické véty). Leva strana posledni
nerovnosti je tedy vEétsi nez

1
14 —.

1+(n+2)—n(n+2)= "

Tim je posledni nerovnost dokdzdna a posloupnost (b,) je klesajici. Je ovSem také zdola ohranicend
(nebot b;,, > 0), existuje tedy lim b,, a my ji oznacime e{”|Nyni

1 l’l+1 1 l’l+1
n 1+ - Iim({1+4+ —
i 1 ) n n
Iim{1+—-) =lm =
n

i = 7 =e.
1+ - Im({1+ —
n n

4. Dokazte tvrzeni (Cantoriv princip vnofenych intervalit): Bud (I,) posloupnost uzavienych
intervalii s koncovymi body ay,, by, takové, Ze
1. pro kazdé n € N je I,,11 C I,
2. lim(a,, — b,) = 0.
Pak N{I, | n € N} je jednoprvkovd mnoZina.
Reseni: Z prvni podminky vyplyvé, Ze posloupnost (a,) je neklesajici. Podle vty tedy ma
limitu @ = lima,. Dile posloupnost (a,) je shora ohrani¢ena kazdym z &isel by (k € N), a
tedy a < b, pro kazdé n € N (viz pozndmku za dikazem). Navic, jelikoZ posloupnost (a,) je
neklesajici, je pro kazdé k € N, a; < a (pro¢?). Celkové: pro kazdé k € Njea € Ii.
Predpokladejme nyni, Ze existuje jiné ¢islo a, které také lezi v kazdém z intervald I. Jestlize
a < a, pak podle definice limity existuje ¢islo ng tak, ze pro kazdé n > ng je a, > a, coz ovsem
znamena, Ze a ¢ I,, a to je spor.
Jestlize a > a, pak k tomu, aby a leZelo v kazdém z intervald I,,, je nutné, aby pro kazdén € N
byloa —a < b, — a,. To ovS§em znamen4, Ze

a—a <lim(b, —a,) =0.

(viz pozndmku za ditkazem), neboli @ = a, to je spor. Tim je tvrzeni dokazano.
Poznamka: V uvedeném diikazu jsme na dvou mistech vyuzili nasledujici tvrzeni, které je

Dislo e se nazyvéd Eulerovo Cislo. Budeme se s nim Casto setkdvat.
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jednoduchym ddsledkem véty o tiech limitdch: Nech? f,g:X C R — R jsou funkce a xg
hromadndy bod X. Jestlie plati f < g a existuji-li limity limy_, , f(x) a lim,_,, g(x), pak
limy ) f(x) < limy_s x, ().

5. Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkci ( f,,) na intervalech (0, a) a [a, 00),
kde a > 0, kdyZ f,:10, c0) — R,

1

fux) = 1 +nx

Reseni: Jestlize je x > 0, pak je lim,_. oo f,(x) = 0. Posloupnost (f,) tedy bodové konverguje
k nulové funkci na (0, c0).
Prox > a je

1

0< fulx) < < —.
I “14+na na

Je-li ¢ > 0, staci za ng zvolit celé ¢islo vétsinez 1/ae. Pro kazdé n > ng a pro kazdé x > a potom
plati

1 1
[fa() =0l = fu(x) < — <= — <.

na ~ npa

Na intervalu [a, oo) se tedy jednd o stejnomérnou konvergenci.

Podivejme se, jak to vypadd na intervalu (0, a). Plati f,,(1/n) = % JestliZe tedy zvolime ¢ < %,
neexistuje k nému Zadné ng € N tak, aby z podminky x € (0, a), n > ng plynulo | f,, — 0| < ¢. At
si totiZ zvolime ng jakkoliv velké, 1ze vZdy najit pfirozené n tak, Zen > npa 1/n < a. PoloZime-li
x =1/n,jesplnénon > ngax € (0, a), ale zaroven | f,,(x) —0| = f(1/n) = % > ¢. Na intervalu
(0, a) se tedy o stejnomérnou konvergenci nejedna.

Cvicéeni

. Sestrojte posloupnost redlnych cisel (a,) tak, aby lima,, = oo a aby byla splnéna podminka
a) lim (a1 — an) = 00; b) lim(anr1 — an) = 1; &) lim(ap 41 — ay) = 0.

. Uvedte piiklad posloupnosti (a;), (b,), pro néz je lima, = oo, limb, = oo a pfitom:
a) lim(a, — b,) = o0; b) lim(a, — b;) = —o0; ¢) lim(a, — b,) = a € R;
d) lim(a, — b,) neexistuje.

. Uved'te ptiklad posloupnosti (a;), (b,), pro néZ je lima, = oo, limb,, = 0 a pfitom:
a) lim(a,b,) = oo; b) lim(a,b,) = 0; ¢) lim(a,b,) = —o0;

d) lim(a,b,) = a > 0,a € e)lim(a,b,) = a < 0,a €
R; R;
. Rozhodnéte, zda pro kazdou konvergentni posloupnost (a,) existuje

f) lim(a, b,) neexistuje.

a) min{a, | n € N}; b) max{a, | n € N}; c)inf{a, | n € N};
d) sup{a, | n € N}.
. Nechf lim a, = oco. DokaZzte, Ze posloupnost (a,) je zdola ohranicena.
. Necht lima, = a € R. Dokazte, Ze lim a, (,) = a pro kazdé€ rostouci zobrazeni o: N — N.

.Bud a, > 0 pro kazdé n € N, a nechf lima, = 0. Dokazte, Ze z posloupnosti (a,) lze vybrat
klesajici podposloupnost, ale nelze vybrat neklesajici podposloupnost.
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. Dokazte, Ze ke kazdému a € R existuje posloupnost redlnych ¢isel konvergujici k a.
. Uved'te piiklad posloupnosti redlnych Cisel kterd

a) nema v R Zadnou hromadnou hodnotu;

b) ma v R jedinou hromadnou hodnotu;

¢) ma v R jedinou hromadnou hodnotu, ale nem4 limitu;
d) ma v R praveé dvé hromadné hodnoty;

e) ma v R pravé n hromadnych hodnot (n € N);

f) ma v R nekone¢né mnoho hromadnych hodnot.

Dokazte: Jestlize ohranicend posloupnost neni konvergentni, pak ma alespofi dvé rtizné hromadné
hodnoty.

Pomoci definice limity dokaZte, Ze
1 1 — 0 . n : n/ 1
a)llmn2+l—0, b) lim /3 = 1; ¢)lim /5 = 1.
Pomoci definice limity dokaZte, Ze posloupnost (a,), kde a, = (—1)", nema limitu.
Zjistéte, zda konverguje posloupnost (a,), kdyz
a)a _2+(_1)n‘ b _ n
Urete limitu a = lim,_, o n¥x" v zdvislosti na parametrech k, x € R.
Vypoctete lim a,,, kde
2
aa:n—2n+3; ba—2n +n—1 a =N +n+1
) dn 2n*+n+1 ) 3 _on ) an Stn+1
Vypoctéte limitu posloupnosti (a, ), kde
a)ay, =~/n+1—n; b)a, =/n?+5n+6—+/n?+3n+1;
) a, =~n+2—n; d)a, = /n(v/n+1-/n).
T 2"+ 3
Spoctéte limitu lim T—a. 7
Bud a € R, a > 0. Spoctéte:
. a" . . a —a™"
a) lim, I—F—a"’ b) lim, o0 m-

Dokazte, Ze pro kazdou posloupnost (a,) plati liminf a,, = lim min{ay, az, .. .ay}.
Dokazte, Ze lima, = 0, pravé kdyZ lim |a, | = 0.

Rozhodnéte, zda pro kazdou konvergentni posloupnost (a;) plati lim % = 1.

Vypoctéte lim sup a,, liminf q,,, kde:
1" 2 —1H)"
a)an:#; b)an:%-

Naleznéte v§echny hromadné hodnoty téchto posloupnosti.

Dokazte, Ze posloupnost (a,) je monotonni a ohranicend a najdéte jeji limitu, kdyz:
B ay =2 — 55 bya, = /2 + 1 c)an=£122—++21.
Spoctéte limitu posloupnosti (a,), kdyz
D=3+ 3 b) an = V4~ 16; C)an=‘:2++1—1;
va=(2+3)" 0 a = (TFDEAIMED),

Dokazte, Ze nasledujici posloupnosti jsou oscilujici, a najdéte vybrané posloupnosti konvergujici
k jejich hodnotdm:

a) ((=2)" +2"); b) (=1)"n); c) (n =",
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Vypoctéte limitu posloupnosti (a,), kde:
_ (1 _ 1\". 2n+1
aay,=(1-7); b)a, = S—1) -

Na ptikladech ukazte, Ze vSechny pfedpoklady Principu vnofenych intervalil jsou nutné.

Dokazte, Ze z Principu vnofenych intervald vyplyva axiom spojitosti.
Najdéte obor konvergence a limitu posloupnosti funkei ( /), jestlize

2
8) fo(x) = LE=30 b o) = (14 X)".

2n” + nx n
Rozhodnéte, zda posloupnost ( f;,) konverguje stejnomérné na I, jestlize

2) fulo) = 1 F L [ R, b) () =277, T = (0, 00);

Q) fulr) = X 1 =R

Rozhodnéte o konvergenci nasledujicich fad. U konvergentnich se pokuste najit soucet.
a ; .
AW va) DI O Lna,
3
@ Yoy 5 Y (Vi -2V + 1+ T2).
Rozhodnéte o konvergenci nisledujicich fad.
. 1
a) ) ﬁ; — ) 7§
2n 1
d ) ( ) €)Y f) Z nl
n " . 2" )
2” '
N2

Uvedte prﬂdad konvergentni fady ) _ a,, s kladnymi ¢leny, pro kterou uplati lim sup a,+1/a, > 1.
Existuje konvergentni fada ) _ a,, s kladnymi ¢leny, pro kterou plati lim /a, > 1?

Najdéte soucet fady ) _ a,, kde

3,11/2, je-li n sudé,
a, =
" | oo Jelinliche.

Najdéte soucet fady > _ ay, jestlize
a) a, = (—1)re b/,

W, je-li n délitelné 3;
b)a, = oyt je-li zbytek Cisla n po déleni 3 roven 1;
W, je-1i zbytek cisla n po dé€leni 3 roven 2.

Rozhodnéte o neabsolutni konvergenci fady

Z (=n"
(n+ Dlogy(n+1)

Rozhodnéte o absolutni a neabsolutni konvergenci fad:

a)y (=" (1 + #) b) Z (= 1) ) Z(_l)nﬂw‘
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Vysledky

2.a)a, =2n,b, =n;b)a, =n,b, =2n;¢)a, =n+a,b,=nd)a, =n+ (-1",b, = n.
3.a)a, =nt b, = 1/nb)a, =1/n,b, = n?c)a, =n% b, = —1/n;d)a, = n,b, = a/n;
e a, = n,b, = a/n;f)a, = n,b, = (—1)"/n. 4. a) Nemusi (naptiklad (1/n)); b) nemusi
(naptiklad (—1/n)); c¢) existuje; d) existuje. 9. a) a, = n; b) a, = 1/n; ¢) a, = n, pro n
licha, a, = 1/n, pro n sudd; d) (=" e) (a,) = (1,2,...,n,1,2,...,n,...); ) (ay) =
1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...). 13. a) Ano, lima, = 0; b) ne. 14. pro x,k > 0, a = oo, pro
x <0,k >0,a =—-00,prox >0,k <0,a=0aprox,k <0,a =0.15. a) %;b)O;
¢) 00.16.2) 0;b) 1;¢) 0;d) 5. 17. —1.18.2) Pro0 < a < 1: 0;proa = 1: 3, proa > 1: I;
b)Pro0 <a < 1: 0; proa = —1: 0, pro a > 1: 1; 21. Neplati, protiptiklad a, = 27". 22. a) 0;
b) 00, 0.23.a)2;b) 1; ¢) %. 24.2)3;b) —15;¢) 1;d) 8; e) 0. 26. a) e !; b) co. 30. a) ano; b) ne;
¢) ano. 31. a) Diverguje; b) konverguje %; ¢) konverguje }t; d) konverguje In %; e) konverguje
1 — /2. 32. a) Diverguje; b) konverguje; ¢) konverguje; d) diverguje; e) konverguje; f) konverguje;
g) diverguje; h) diverguje; i) konverguje; j) konverguje. 34. %. 35. a) —%; 37. a) Diverguje;
b) konverguje neabsolutné; ¢) konverguje neabsolutné.



6. Nekonecné rady funkci

V sesté kapitole pokracujeme ve studiu nekone¢nych fad. Nejprve odvozujeme zdkladni tvrzeni
o soucinech tad (kterd pozdé€ji vyuZijeme pii odvozovani zdkladnich vlastnosti exponencidlni a
goniometrickych funkci). Poté zavddime pojem nekonecné fady funkci a jeji bodové a stejnomérné
konvergence.

V dal§im odstavci probirdme mocninné fady, které jsou zdkladnim piikladem nekonecnych fad
funkci. Pomoci mocninnych fad pak v poslednim odstavci definujeme nékteré elementarni funkce:
exponencidlni a logaritmickou funkci a goniometrické funkce.

6.1 Nasobeni irad. Podivejme se nejprve na nasobeni mnohoclenti x = x; +---+x, ay =
y1 + -+ + yn. Podle distributivniho zdkona mame pro

n=1 xy=x1yi,
n=2 xy=(x1y1)+ (x1y2 +x2y2 + x2y1)

(oproti prfedchozimu soucinu pfibyl soucet x1y, + x2y2 + x2y1). Pro dva troj¢leny dostaneme

n=3 xy=(x1y1+x1y2 4+ x2y2 +x2y1) + (x1y3 + x2y3 + x3y3 + x3y2 + x3)2)

(tedy oproti ndsobeni dvojc¢lent pfibyl soucet x1y3 + x2y3 + x3y3 + x3y2 + Xx3)2). Jisté bychom
nyni byli schopni napsat, které ¢leny pfibudou, nasobime-li dva n-¢leny. Toho za chvili vyuZijeme.

Obdobné postupujeme i v piipadé soucinu nekoneénych fad. Uvazme dvé fady Y x, a >y
s posloupnostmi ¢aste¢nych soucti (s,) a (¢,). Mame

Sntn = (X1 + X2+ -+ x) 1+ Y2+ + yn)
=xX1y1+
+x1y2 +x2y2 + X2y1+
+x1y3 + x2y3 + x3y3 + x3y2 + x3y1+ (6.1.1)

+ X1Yn +X2Yn + -+ Xn—1Yn + XnYn + XnYn—1 + XnYn—2 + -+ Xn)1.

s vz

Posloupnost (u,) = (snt,) je tedy posloupnosti éaste¢nych souctd fady ) z,,, kde

In =X1Yn + X290+ -+ Xp—1Yn + XnYn+ (6.1.2)
+ XpYn—1+ XpYn—2+ -+ xX0y1.

21 22 13 Zn " . . .
JestliZe nyni existuji limity s = lim s, a t = lim¢,, pak
M AN B RS B Tn )1 existuje 1 limita lim u,, a je rovna st. Dok4azali jsme tedy
Y2 A2Y2| X302 *n)2 Véta 6.1. Necht cleny Fady ) z, jsou urceny pFedpisem

X1y3 X2y3 X3)3 : . Konverguji-li fady Y x, a ) _ yn, pak konverguje i

Xpyp_1| Tada ) znaplati

’xlyn X2¥n o-+ Xn—1¥n XnYn ZZWZZX"'Z)}”' (6.1.3)

Rada 3 z, z predchozi véty se nazyva (obycejny) soucin fad 3" x, a 3. y,.

73
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Véta 6.2. Nechf fada )7, je tvofena souciny x;y;, i, j € N usporddanymi v libovolném poradi.
Pak jestliZe Fady Y xn a ) y, absolutné konverguji, konverguje absolutné i Fada )z, a plati

D= ey (6.1.4)

s s\

D d k a z. Tvrzeni, Ze fada ) _ 7 konverguje pfi libovolném uspofddani ¢lend x; y;, plyne z absolutni

konvergence fad ) xp,, > y, a véty
Zbyva tedy dokézat vztah (6.1.4). Protoze, jak uz vime, uspofadani ¢lent fady )z, jeji soucet
nezméni, piedpoklddejme, Ze ¢leny posloupnosti (Z,,) jsou usporadény takto:

(zn) = (lel,
X1Y2,X2Y2, X2y1,
X1y3, X2Y3, X3y3, X3, Y2, X3Y1,

).

Jelikoz fady ) x, a ) y, konverguji absolutné&, pak podle Vétykonverguje ifada ) z,, tvofena
¢leny

Zn = [xX1llynl + 1X20ynl + - + [xp=1llynl + [xXallyal
+ xallyn—1l + [xpllyn—2l + - + [xnlly1]

Posloupnost ¢astecnych souctd této fady je vybranou posloupnosti z posloupnosti ¢dsteénych
souctl fady Y |z, |, kterd md nezdporné ¢leny a konverguje. Rada ) _ z, tedy konverguje absolutné.
Tim je véta dokdzana.

Dusledek 6.3. Jestlize fady ) x, a ) yn absolutné konverguji, pak absolutné konverguje i Fada

22 kde zp = X1yn + Xoyn—1 + -+ xuy1, aplati Yo zn =3 Xn - Y- Y-
Rada ) z, z pfedchoziho tvrzeni se nazyva Cauchyho soucin fad ) x, a ) _ yn.

Uvazujme fadu Y~ 1/2" afadu Y (—1)"*+11/2". Ze vzorce pro soucet geometrické fady vime, Ze

1 1 1 1 1 11
1

1 1 1 1 1
2 S =it

+
I
Nl

Spocitejme nyni Cauchyho soucin téchto fad. Soucin fad snadnéji pochopime, uspordddme-li si souciny
jejich ¢lent do nekoneéné velké ,.tabulky.*

1 1 L NS
2 1 8 6 32
I I L L
2 ! 8 16 32 o4
S S S S .
1 8 16 32 64
1 €1 L L
8 16 32 64
L1 _1
16 32 64
L €L
32 64

Z této tabulky bereme postupné soucty na prvni vedlejsi diagondle (pouze Clen 1/4), ddle na druhé vedlejsi
diagondle (soucet 1/8 — 1/8) a tak déle. Dostdvame Cauchyho soucin fad ) z,.

1 1 1 1 1 1 1
ZZ’Z:Z+O+E+O+6_4+'“=Z+ﬁ+6_4+“'zz_:7¥
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Cauchyho soucin fad vyborné vyuZijeme u mocninnych fad.

Kontrolni otazky

Co je souc¢inem dvou fad?
Je soucet soucinu dvou fad stejné Cislo jako soucin souctt téchto fad?
Existuje ke kazdym dvéma fadém jejich soucin?

Co vznikne pferovnanim fady?

A

Miize mit pferovnana fada jiny soucet nez ptvodni fada?

6.2 Nekone¢né fady funkci. Nechf Y € X C R. Uvazujeme posloupnost ( f,,) funkei f, : X —
R. Symbol ) f,, nazgyvame nekonecnou radou funkci, uréenou posloupnosti ( f,,). Posloupnost
(hy) funkei h, : X — R, definovanou pfedpisem

hn:f1+f2+"'+fnv

nazyvame posloupnosti cdstecnych souctii fady Y, f,. Jestlize je posloupnost ¢asteénych soudtd
(hn) na mnozing€ Y bodové konvergentni, nazyvame fadu ) _ f,, bodové konvergentni na mnoZziné
Y. Obor konvergence posloupnosti (k,) nazyvame oborem konvergence fady ) fy.Je-i Z C X
obor konvergence fady ) f,, pak funkci f : Z — R takovou, Ze pro kazdé x € Z plati
f(x) =" fu(x),nazyvame souctem rady ) f,.Je-li posloupnost (4,) na mnoZiné Y stejnomérné
konvergentni, nazyvame fadu ) _ f,, stejnomérné konvergentni na mnoziné Y .

Necht X =R\ {0}a f, : X — R, f,(x) = n/x". Najdéme obor konvergence fady > f,. Nech x € X.
PouZijeme podilové kritérium (v&ta[5.21)) na fadu )" n/|x|". Plati

. (n+Dlx|" . on+1 1
lim ————— = lim —— = —.
n—oo |x|"t1p n—00 nlx| x|

Je-li tedy 1/|x| < 1,Yada > n/|x|" konverguje, a tedy fada ) _ n/x™ konverguje absolutné. Je-li 1/|x| > 1
fada " n/|x|",atedy anitada " n/x" nespliiuje nutnou podminku konvergence. Rady 3" n/1"ay n/(—1)"
diverguji. Oborem konvergence fady Y _ f; je tedy mnoZina (—oo, —1) U (1, 00).

Stejného vysledku Ize dosdhnout pomoci odmocninového kritéria.

Véta 6.4 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium). Rada " f, konverguje stejnomérné na mnozinéY,
pravé kdy? ke kazdému e > 0 existuje Cislo ng takové, Ze pro kazdé ny > ny > ngax € Y plati

| foy -+ fual <& (6.2.1)

D @ k a z. Staci pouzit vétu na posloupnost ¢aste¢nych soudtl fady > fi,.
Jestlize v (6.2.1) poloZime n = n,, dostaneme

Dusledek 6.5 (nutna podminka stejnomérné konvergence fady funkci). JestliZe rada ) f,
konverguje stejnomérné na Y, pak posloupnost ( f,,) konverguje stejnomérné k nule na Y.

Disledek 6.6. Jestlize fada Y f, konverguje stejnomérné na Y, pak posloupnost (3 pe., fi)
konverguje stejnomérné k nule na Y.

Véta 6.7. Jestlize fada Y | fn| konverguje na Y, pak i fada Y f, konverguje na Y a plati

|2 ful = 221l

Dikaz Prokazdé n; > nyax €Y plati

[fry () + -+ fuy QO < [ fn GO+ F [ fny (O]

Prvni ¢ast tvrzeni je tedy disledkem véty Druhou ¢4st dokazuje nésledujici vypocet:
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> H@[ =1 lm A+ falo)] =
< lim (A1 + 20D = D 1t

Jestlize fada ) _ | f,| konverguje stejnomérné na Y (coz podle véty znamené, Zetada )’ f,
na Y rovnéz stejnomérné konverguje), fikame, Ze fada na Y konverguje absolutné stejnomérné.

Véta 6.8. Necht (f,) a (g,) jsou posloupnosti redlnych funkci na X. Jestlize (| fn]) < (gn) a Fada
> gn konverguje stejnomérné na Y, pak fada ) f, konverguje absolutné stejnomérné na Y.

Dt kaz. Rada > gn spliluje na Y podminku Cauchyho-Bolzanova kritéria (Véta. Ke kazdému
¢ > 0 tedy existuje ¢islo ng takové, Ze pro kazdé ny > ny > ng plati |g,, | + -+ + |gn,| < &.
JelikoZ (| fu]) < (gn), fada )_ f, rovnéZz na Y spliiuje podminku Cauchyho-Bolzanova kritéria .
Rada > fu tedy na Y konverguje absolutné stejnomérné.

Jsou-li funkce g, konstantni, plyne stejnomérna konvergence fady Y |g,| z jeji bodové konvergence
(ovéite!). V tomto piipadé je pouZiti uvedené véty velmi vyhodné (porovnej s piikladem 2)).
Nasledujici dulezité tvrzeni je bezprostfednim disledkem véty

Véta 6.9. Nechtfunkce f, jsou spojité na mnoZiné Y afada . f, stejnomérné konverguje k funkci
f naY. Pak funkce f je na mnoZiné Y spojitd.
D i k a z. Sta¢{ aplikovat vétu[5.9na posloupnost ¢aste¢nych funkei fady > f,, (jak?).

Disledek 6.10. Nechr fada ) f, stejnomérné konverguje na mnoZiné Y k funkci f a necht pro
kaZdé n € N existuje limita limy_, x, fo(x) = an, kde xq je hromadny bod Y. Pak Fada ) ay
konverguje, limita limy_, v, f (x) existuje a plati

> ay = lim f(x).

xX—> X0

Kontrolni otazky

1. Co je soucet fady funkci?

2. Mize byt souctem fady spojitych funkci nespojitd funkce?

6.3 Mocninné rady. Vysledky pfedchoziho odstavce aplikujeme na dulezity typ fad funkci, na
mocninné fady.

Necht X = R, xo € R a (a,) je posloupnost redlnych ¢isel. Definujme posloupnost funkci
fn : R — R ptedpisem

fi = ai,

Jn = an(x — xo (6.3.1

=1 pron > 1.
Rada ) f, se nazyva mocninnd fada, &islo xg jeji stfed, posloupnost a, jeji posloupnost koefici-
entii.

Pron = 1 ax = xg vyraz a,(x — x0)"~! nema smysl (islo 0° neni definovano). Proto bylo nutné
funkci f] definovat zvlast. Na druhou stranu, abychom se napfist€ vyhnuli neptijemnostem s definovianim
nadvakrat, domluvime se takto: kdykoli napiSeme mocninnou fadu ) a, (x — x0)" L, budeme mit na mysli
fadu, jejiZ prvni ¢len je konstantni funkce a;.

Véta 6.11. Obor konvergence mocninné vady _ a,(x — x0)" ! je neprdzdny interval konecné
délky se stiedem v xo nebo mnoZina R. V prvaim p¥ipadé je polomér intervalu roven Cislu 1/ p,
kde
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p = limsup /|a,|, (6.3.2)

ve druhém pripadé je p = 0.

V kaZdém vnitinim bodé svého oboru konvergence mocninnd rada konverguje absolutné.
Dtk az. Zvolme x € R. Je-li x = xo, fada ) _a,(x — x0)"~ ! absolutné konverguje. Pfedpokli-
dejme, Ze x # x¢, a oznaCme p = lim sup </|a,|. Z limitniho odmocninového kritéria (Véta
plyne, Ze je-li

lx —xolp < 1,
fada ) a,(x — x0)" 1 absolutné konverguje, a je-li
lx —xolp > 1,

pak tato fada diverguje. Odtud plyne, Ze oborem konvergence fady Y a, (x — x0)"~! je interval se
sttedem v xg a polomérem 1/p (jestlize 0 < p < 00) nebo interval (—oo, 00) (je-li p = 0) nebo
interval [xg, xo] (je-li p = o0). Konvergence v koncovych bodech (tedy kdy |x — xg|p = 1) je pro
tvrzeni nepodstatné@p

Obor konvergence mocninné fady > a,(x — x0)"~! se nazyva interval konvergence této fady
a jeho polomér polomér konvergence této fady (je-li intervalem konvergence mnozina R, je tedy
polomér konvergence fady roven 0o).

UvaZujme fadu

_1\n+1
Z( 1’3 (x + 1"t (6.3.3)

Najdeme interval konvergence této fady. Pro x € R aplikujeme odmocninové kritérium na fadu

e 411 ; ,
E R (fada absolutnich hodnot z (6.3.3))
n

(je to fada nezdpornych redlnych cisel). Plati

0 1" +! . 1
e S P T sk T
n—00 n n—o00 n

NaSe fada tedy konverguje absolutné pro |x 4+ 1| < 1, tedy pro x € (-2, 0), a diverguje pro |x + 1| > 1,
tedy pro x € (—oo, —2) U (0, 0o). Polomér konvergence této fady je 1. Zbyva vysetfit konvergenci fady
pro x = —2 ax = 0. V prvnim piipadé se jednd o harmonickou fadu, kterd diverguje, ve druhém
o alternujici fadu, o niZ snadno pomoci Leibnizova kritéria zjistime, Ze konverguje. Intervalem konvergence
nas$i mocninné fady je proto interval (—2, 0]. Stejného vysledku Ize dosdhnout i pomoci podilového kritéria.

Véta 6.12. Mocninnd rada " a,(x — x0)"~' s polomérem konvergence r konverguje stejnomérné
na intervalu [xg — p, xo + p]l pro kaZdé kladné p < r.

D 1 k a z. Podle véty fada Y a,p"~! konverguje absolutng. Navic pro kazdy prvek x e
[xo — p, xo + p]lplati |a,||x — xol" 1 < |an|p”_1. Tvrzeni tedy plyne z véty

Dusledek 6.13. Soucet mocninné fady ) an(x — x0)" ! je funkce spojitd ve vsech vnitinich
bodech jejiho intervalu konvergence.
D 0 k a z. Plyne z pfedchozi véty a z véty

DTo znamend, Ze se miZe stdt, Ze oborem konvergence bude z jedné strany otevieny a z druhé strany uzavieny interval
(porovnej s prikladem za ndsledujicim odstavcem).
D7de je vidét, jak je vyhodné ohrani¢en{ konstantnimi funkcemi (jsou to funkce aj, p”fl).
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Kontrolni otazky

1. MiZe byt sou¢tem mocninné fady nespojita funkce?

2. Co je oborem konvergence mocninné fady?

6.4 Exponencidlni funkce a logaritmus. UvaZujme mocninnou fadu Y .- ,x"/n!. Pomoci
podilového kritéria snadno zjistime (viz piiklad[3)), Ze oborem konvergence této fady je R. MiZeme
tedy definovat funkci exp : R — (0, oo)”’|pfedpisem

exp(x) = % (6.4.1)
n=0 "

Tato funkce se jmenuje exponencidlni funkce. Klademe e = exp(1). Cislo e nazyvame Eulerovo
cislo )]
Je-li e = exp(1), jen pouhym vyuZitim definice funkce exp dostaneme, Ze Y v, 1/n! =e.
Nasledujici tvrzeni shrnuje zdkladni vlastnosti funkce exp.

Véta 6.14. [. Funkce exp je spojitd.

2. Pro kaZdé x, y € R plati exp(x + y) = exp(x) - exp(y).
3. Funkce exp je rostouci.

4. limy_, oo exXp(x) = 00 a limy_, _ o exp(x) = 0.

D ik az. 1. Plyne z disledku[6.13]

2. Méme
o0 xn o0 y”
exp(x) : exp(y) = Z ; ° Z ; =
n=0 n=0
- — 4+ ——— + ...+ — | = (disledek[6.3]soucet po diagonaldch)
=0 n!  1l(n—-1)! n!
00 1 " . X
:Z_ v+ xy" 4 ) =
n! \\O 1 "
n=0
o 1
- Z St = (binomicka véta)
—n!
= exp(x + ).

3. Jestlize 0 < x < y, pak pro kazdé n € N je x"/n! < y"/n!. Rady pro exp(x) a exp(y)
pfitom maji nezdporné Cleny, coZ znamend, Ze exp(x) < exp(y). Tim jsme dokézali, Ze funkce
exp je rostouci na intervalu [0, 00). Ze vztahu exp(x) - exp(—x) = 1 (ktery plyne z bodu 2) nyni
snadno odvodime (jak?), Ze funkce exp je rostouci i na intervalu (—oo, 0].

4. Podle bodu 3 je exp(1) > exp(0), neboli e > 1. Podle bodu 2 je exp(n) = e". Odtud plyne,
7e lim;,_, o, exp(n) = 0o. Z bodu 3 ovSem plyne, Ze také lim,_, exp(x) = oco. Hodnota druhé
limity plyne z toho, Ze exp(—x) = 1/ exp(x).

Dusledek 6.15. 1. Pro kaZdé celé Cislo k plati exp(k) = ek,
2. exp(R) = (0, 00).
3. Funkce exp je homeomorfismus.

3)To, Ze jsme mohli vzit za obor hodnot interval (0, co), ukdZe nésledujici véta.
4 Casem se ukdze, 7e Y2 o 1/n! =1lim(1 + 1/n)". Tim bude odstran&na nesrovnalost, vznikld dvojim definovanim
Cislae.
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Dtk az. 1. Plyne ihned z bodu 2 pfedchozi véty.
2. Plyne z bodi 3 a 4 predchozi véty.
3. Plyne z bodti 1 a 3 piedchozi véty, z véty a z bodu 2 tohoto duasledku.

Inverzni funkci k funkci exp nazyvame prirozeny logaritmus a oznacujeme symbolem In.
Nasledujici tvrzeni je jednoduchym diisledkem vlastnosti exponencidlni funkce.

Véta 6.16. [. Funkce In je spojitd.
2. Pro kaZdé x1, xo € (0, 00) je In(x1x2) = Inx| + In x5.
3. Funkce In je rostouct.
4. lim,_ g+ Inx = —oco a limy_, » Inx = oo.
D kaz. 1. Plyne z bodu 3 disledku[6.13]
2. Ozna¢me y; = Inxy, y» = Inxp. Mdme

In(x1x2) = In(exp(y1) exp(y2)) = In(exp(y1 + y2)) = y1 + y2 = Inx; + Inx;.

3. Inverzni funkce k rostouci funkci je vzdy rostouci (proc?).
4. 7 véty vyplyvé Ze tyto limity existuji (v R). Oznadime-li lim, o+ Inx = a a
limy_, o Inx = b, mdme podle véty [4.2§|

fim, expte) = iy exptny) =l 3 =0

COZ znamena, ze a = —oo. Podobné z

lim exp(x) = lim exp(Iny) = lim y = o0
x—b y—>00 y—00

plyne, Ze b = oo.
Nyni miZeme definovat exponencidlni a logaritmickou funkci o libovolném zédkladu. Pro libo-

2 X7

volné ¢islo a > 0 definujeme funkci exp, : R — (0, oo) predpisem
exp,(x) = exp(x Ina). (6.4.2)

Funkce exp, se nazyva exponencidlni funkce o zdkladu a. Nasledujici véta shrnuje jeji zdkladni
vlastnosti (v§echny snadno vyplyvaji z vlastnosti funkci exp a In; proto nechiame jeji dikaz na
Ctenari).

Véta 6.17. 1. Funkce exp, je spojitd.

2. Pro kazdé x, y € R plati exp,(x + y) = exp,(x) - exp,(}).

3. Je-lia € (0, 1), je funkce exp, klesajici. Pro a = 1 je konstantni a pro a > 1 rostouct.

4. Je-li a € (0,1), je limy_,ooexp,(x) = 0 a lim,—,_ooeXxp,(x) = 00, je-lia > 1 je
lim, o0 €Xp, (x) = 00 a limy_, o exp,(x) = 0.

Dusledek 6.18. 1. Pro kaZdé celé Cislo k plati exp, (k) = a.
2. Proa # 1 je exp,(R) = (0, 00).
3. Pro a # 1 je exp, homeomorfismus.
Vzhledem k bodu 1 uvedeného disledku je pfirozené zavést oznaCeni exp,(x) = a* pro

2 W/

libovolné redlné ¢islo a > 0. Specidlné mdme exp(x) = e* pro libovolné x € R. Ihned dostavame
(@*)” = exp(yIna") = exp(y In(exp(x Ina))) = exp(yx Ina) = a™’.

Necht a € (0, 1) U (1, oo). Inverzni funkce k funkci exp, se nazyva logaritmus o zdkladu a
a oznacuje In,. Zakladni vlastnosti této funkce si mily Ctendr jiz snadno odvodi sam.

5Pokud nebude hrozit, Ze by mohlo dojit k nedorozumnéni, nebudeme zavorky kolem argumentu funkce logaritmus
psat. PiSeme tedy jednoduSe In x misto In(x), ale i In2x misto In(2x). Nasledujeme tim zvyklosti obvyklé v literatufe.
Stejné pravidlo plati i pro goniometrické a dalsi funkce.
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6.5 Goniometrické funkce. Podobné jako exponencialni funkce se definuji i funkce goniomet-
rické. Funkce sinus sin : R — [—1, 1] a kosinus cos : R — [—1, 1] jsou definovdny piedpisem

2n+1

n X
s1nx_nZ%(1)(2 e 6.5.1)

o0 2n
co&x—-§:(— )(2)' 6.5.2)

(opét 1ze zjistit, Ze fady na pravé strané konverguji pro kazdé x € R, coZ nds opraviiuje vzit za
defini¢ni obor R; pozdéji se ukdZe, Ze maximum a minimum téchto funkci je —1 a 1, proto oborem
hodnot miize byt interval [—1, 1]).

Zakladnf vlastnosti goniometrickych uvadi nésledujici véta.
Véta 6.19. [. Funkce sin a cos jsou spojité.

2. Funkce sin je lichd, funkce cos je sudd.
3. Pro kaZdé x, y € R plati

sin(x 4+ y) = sinx cos y 4+ cos x sin y (souctovy vzorec pro sinus)

cos(x + y) = cosxcosy — sinx sin y. (souctovy vzorec pro kosinus)

Dk az. 1. Plyne z disledku[6.13]

2. Plyne z tvrzeni 3 véty

3. Dokazeme nejprve souctovy vzorec pro sinus. Vyjadfeme si vyrazy sin x cosy a cos x sin y
jako Cauchyovy souciny fad z a (tedy pouZijeme disledek [6.3] coZ miZeme, jelikoZ
fady jsou absolutné konvergentni (ovérte!)). Mame

sinx cos y sin y cos x
x3 x5 x7 y3 y5 y7
x —_—— —_— —_—— PR y —— U —_——
3! 51 7 31 51 7
xyZ x3y2 x5y2 x2y x2y3 x2y5
20 31t s T mv_w
oty 2y 2
41 314! 41 4131
Xy6 X6y

6! o 21

Vezmeme-li postupné z obou téchto tabulek nejprve prvni diagondly a seCteme je potom druhé a
tak déle (to pfece mizeme, jsou to absolutné konvergentni fady, porovnej s vétou(5.27)), dostaneme
fadu

2 2 3
xy Xy y
Zan_(x—i—y) ( 2—+7+§>+

+<x5 LV N R N y5> B

T T Y R T YRRV TR Y
2n+1 2n+1 k. k

y
_Z“)Zawlmw
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2n+1
oo 241\ 5
_E (- —— (2 +1)‘ § :( L )XZ +1 kyk=

2n+l
= Z(— ) ()2;_1)1)' = sin(x + y).

Obdobnym zplisobem 1ze dokdzat i souctovy vzorec pro kosinus, ten ale pfenechavame tobé
Ctendfi.

Dusledek 6.20. I. Pro kaZdé x € R plati

sin2x = 2sinx cos x

cos 2x = cos’ x — sin® x.
2. Pro kaZdé x € R plati

2

sin® x + cos?x = 1.

D dka z. 1. Plyne ze sou¢tovych vzorct sinu a kosinu.

2. V souctovém vzorci pro kosinus poloZime y = —x, vyuZijeme bodu 2 predchozi véty a toho,
Ze cos 0 = 1. Potom tedy dostavdme

1 = cos(x —x) = cosx cos(—x) — sinx sin(—x) = cos? x + sin x.

Lze dokdzat, ale zatim to neni v naSich sildch, Ze takto definované funkce sin a cos maji tytéz
vlastnosti, s nimiZ se ¢tendf v pfedchozim studiu setkal. Zopakujme pouze, Ze funkce sin a cos
jsou periodické a Ze polovinu jejich periody budeme znacit nF_TIDalEl’ vlastnosti goniometrickych
funkci zde jiZ nezminujeme, spoléhdme se na ctenarovy diivéjsi znalosti, o dal§ich goniometrickych
funkcich se zde jiZ jen zminime.

Definujeme funkcitg : R\{n/2+knm | k € Z} — Rtak, Ze poloZime tgx = sinx/cosx. Tuto
funkci nazveme tangens. Obdobné definujeme funkci kotangens cotg : R\ {km | k € Z} — R,
cotgx = cosx/sinx.

6.6 Cyklometrické funkce.

Inverzni funkce ke ziZenym funkcim sin : [—7/2, v /2] — [—1, 1], cos : [0, 7] — [—1, 1],
tg: (—m/2,m/2) - Racotg: (0, r) — R nazyvame arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens
a arkus kotangens, zna¢ime je arcsin, arccos, arctg a arccotg.

(="
n+1°

6)Znamé Ludolfovo &islo. Pomoci souttu nekone&né fady je lze definovat takto m = 4 Z

n=0
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o)

o)

777777 g
2 _ —1 0 1
Graf funkce arcsin. Graf funkce arccos.

Funkce arcsin je lichd rostouci na intervalu [—1, 1], ktery spojit€¢ zobrazuje na interval
[—7/2, 7/2].

Funkce arccos je klesajici na intervalu [—1, 1], ktery spojité zobrazuje na interval [0, 7z ]. Dale

) T
arcsin x -+ arccos x = > x| < 1;

arcsin(—x) = —arcsinx, |x| <1;

arccos(—x) = w — arccosx, |x| <1;
X
—7
V1—x?
X
arccos x = arccotg ——,
V1—x2
arcsinx = arccosv1 —x2, 0<x <1;
arcsinx = —arccosv 1 —x2, —1<x <0;

arccos x = arcsinv/1 —x2, 0<x <1;
arccosx = w — arcsinyv'1 —x2, —1<x <0.

arcsin x = arctg x| < 1;

x| < 1;

o)

fffffffffff T

2
Graf funkce arctg.

Funkce arctg je lichd rostouci na R a zobrazuje jej spojité€ na interval (—m /2, 7 /2). Déle plati

. s . T
lim arctgx = —, lim arctgx = ——.
x—00 2 X——00 2

X
\/l—i-xz’

arctg x = arcsin x e R;
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1
arctg x = arccotg —, x > 0;
X

(@)
/)a =

Graf funkce arccotg.
Funkce arccotg je klesajici na R a zobrazuje jej spojité na interval (—m /2, 7 /2). Déle plati

lim arccotgx =m, lim arccotgx = 0.
X——00 X—>00

arctg x = arccos x eR;

X
V1422
1
arccotgx = arctg—, x > 0;
X

Ptiklady

1. Najdéte obor konvergence fady Y fn, jestliZe fn(x) = (x —2)"/n.
Reseni: PouZijeme odmocninové kritérium na fadu Y _ | f,|:

. o lx = 21" oA =2t |lx — 2]
lim = lim = .
n—00 n n—00 \"/Z 1

Z odmocninového kritéria dostdvame, Ze pro |x —2| < 1tada ) | f»| konverguje a podle véty
konverguje i} f,.Pro |x —2| > 1 podle véty[5.23|fada 3" | f,| a tudiZ ani ) f, nesplifuji nutnou
podminku konvergence. Zbyva ndm ovéfit pifpady x = 3 ax = 1. Prox = 3 jde o fadu ) _ 1/n,
tedy o harmonickou fadu, kterd, jak jist€ vime, diverguje. Pro x = 1 jde o fadu > n(—1)"/n,
tato fada je konvergentni. Lze se o tom presvédCit Leibnizovym kritériem. Celkové je oborem

N PA

konvergence nasi fady interval [1, 3).

2. Dokazte, Ze fada ), f, stejnomérné konverguje na I, jestlize f,(x) = ﬁ al =11, c0).
Reseni: Pokusime se k fadé > | fu| najit stejnomérné konvergentni majorantu. Nejlépe se pro tento
ucel hod{ fada konstantnich funkci (pro ty prece stejnomérnd konvergence plyne z konvergence,
pro¢?). Kazdou funkei | f,, | shora ohrani¢ime konstantni funkci g, (x) = sup,¢y o) [.fn(x)]. Pro-
toze kazda z funkeci | f,,| je na intervalu [1, co) klesajici (opravdu | ;| (x) = f,(x) = 1/n - 1/e"*,
funkce 1/n je konstantni a e** rostouci), nabyva f, svého maxima v bodé 1. Proto g,(x) =
fa(1) = 1/ne", fada > 1/ne" je konvergentni (ovéite odmocninovym kritériem!) a fada ) g,
tudiZ i ) fy, je stejnomérné konvergentni.

2
3. Ukazte, Ze soucet Fady funkci Y fn, kde f, : [0, 1] = R, f,(x) = 5% Jje spojitd funkce.
n

Resent: Je jasné, Ze kazd4 z funkci f;, je spojitd; pokud se nam podaif ukdzat, e fada > fu konver-
guje stejnomérné na [0, 1], pak i jeji soucet bude nutné spojitd funkce. Stejné jako v predchozim
prikladé se pokusime funkce f, shora ohranicit konstantnimi funkcemi. JelikoZ f, > 0 a pro
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kazdé x € [0, 1] plati 5x% < 5, vezmeme posloupnost (g,) konstantnich funkci, g, (x) = 5/n2,
pro které plati f, < g,,a protoze Y _ g, = Y_ 5/n” konverguje, podafilo se nim fadu funkci 3 f,
shora ohranicit stejnomérné konvergentni fadou funkci ) _ g,.

4. Najdéte obor konvergence mocninné rady se stfedem v xo a posloupnosti koeficientii (ay),
jestlize xo = 0 a a, = n5".
Reseni: Pocitejme polomér konvergence r = 1/p, kde p = limsup,,_, ., +/|n5"|. Tedy

p= lim ¥|n5"| = lim ¥/nY5" =1-5.
n—oo n—oo

Vime, Ze fada konverguje pro x € (xo —r,x9 +7r) = ( — %, %) jak je tomu v koncovych bodech
musime prozkoumat zvlast. Pro x = —é, jde ofadu ) n5"(— %)” = > (—1)", kterd ale nespliiuje
nutnou podminku konvergence. Obdobné je tomu i pro x = % Celkové dostavame, Ze intervalem
konvergence této fady je (— %, £).

n
5. Najdéte obor konvergence fady ) %

Reseni: VyuZijeme limitniho podilového kritéria na fadu 3" |[x"|/n!. Pocitejme

| i’l+1|
. 1 n—+1)! . X
lim Jut = lim # = lim Ll =0,
n—oo f, n—oo |x"| n—oo n
n!

pro kazdé x € R. Tedy oborem konvergence je R.

Cvicéeni

1. Najdéte obor konvergence fady ) f,, jestlize
2) fulx) = G — )" b) fo () = HEEM,

_ n! . |x]
VI = T ey D= 7 (5 )

e) fu(x) =In"(3x); f) fu(x) = Cosx.

2. Dokazte nasledujici tvrzeni: Je-li ) f,, konvergentni fada konstantm’ch funkei f : X — R, pak
tato fada konverguje na X stejnomérné.

3. Dokazte, Ze fada ) .-, fu stejnomé&rn& konverguje na /, jestlize

a) fn(x) = x—4 j—nz, I =R; b) fn(x) — xze_’”‘ ] — [0’ OO);
) ful) = = e 1 =10.00); d) fu(x) = ﬁ =R
&) ful) = G0 1= R B fo(r) = 00 R

nn
_n2x2

) falx) = en3 ., I=R
4. Dokazte, Ze soucet fady ) _ f, je spojitd funkce, kde

D) fulx) = £l b) o) = ol ) ful) = S
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5. Najdéte obor konvergence mocninné fady se stfedem xg a posloupnosti koeficientd (a,), jestlize

a)xg=0, a,=n5" b)xg=0, a,=n!;
3" .
)xo=0, a,= «/2_”, dHxp=0, a,=34+(D"
" !
e)xo =2, anZﬁ; f) xo = 2, anz%.
6. Najdéte obor konvergence fady ) f,, jestlize
_ x-1 ) n2 2
a) fn(x)— (21’[—1)'(2"—1)’ b) fn(x)=3 X0
2 x2n
) fu(x) =nlx; d) fulx) = S
e) fu(x) = (n— 15" 1x" f) fu(x) = 10*(2x = 3)".

7. Dokazte, Ze fada ) x"(1 — x) na intervalu [0, 1] nekonverguje stejnomérné. (Navod: Najdéte
soucet fady ) _a" proa € [0, 1).)
8. Pomoci Cauchyho soucinu rad ukaZzte, Ze plati nasledujici rovnosti
a) cos(x + y) = cosx cosy — sinx sin y;
b)exp(1—-1) =1.
9. Bud

Dokazte, Ze Cauchyho soucin fad a - a nekonverguje. Obycejny soucin fad a - a ale konverguje
(proc¢?). Jak je to mozZné?
10. Naleznéte Cauchyho soucin fad 3 ()"~ a (= 1yn=1(4)" .

11. Pomoci Cauchyho soucinu spoctéte druhou mocninu fady Z(—%)”_l.

Vysledky

1.a) (2,4);b) {0}; ¢) R\ {0}; d) (—o0, 0);€) (1/3e,e/3); ) {—n/24+7k | k=0,—-1,-2,...}U
(0, 00). 3. a) Stejnomérné konvergentni majorantana /: g,(x) = 1/ n2;b) gn(x) =e ™ e) gn(x) =
1/2n%; e) g,(x) = 1/2": ) g,(x) = n=>/%; 8) g,(x) = 1/n>. 4. a) Stejnomérné konvergentni
majoranta: g, (x) = 1/(n(n+1));b) g,(x) = 1/(n(n+1));¢) g2 (x) = 1/(n(n>+1)).5.2) (-1, 1);
b) {0}; ©) (—3+/2, 3v/2):€) (1,3);: ) 2—e, 24€).6.b) (— %, 1): ©) {0}: d) (—v/2, v/2);10. Y ay,

kde az, = 0aay,—1 = 1/372.11. 2.






7. Diferencialni pocet v IR

vvvvvv

rivaci. Nejprve definujeme pojem derivace funkce redlné proménné, nasleduji zdkladni vlastnosti
derivace a derivace zakladnich funkci.

V dalsich odstavcich se postupné vénujeme uziti derivaci pri hleddni extrému funkci, vySetieni
konvexnosti, vypoctu limit a odhadu hodnoty funkce.

7.1 Derivace. Postupnymi dvahami se pokusime

y 'f definovat pojem te¢ny ke grafu funkce. Uvazujme
funkci f:1 C R — R definovanou na otevieném
P I ¢ intervalu /. Zvolme si libovolny bod xo € I a kladné

¢islo h € R volme tak, aby xo + 4 € I. Ozname
Y=kx-x9+f00) i P = (x0, f(x0)) a Q = (x0 + h, f(xo+ h)) jim
odpovidajici body na grafu funkce f. Jak jiZ vime
(véta [2.13)), grafem afinni funkce je pfimka. Neni
t€zZké ovérit, Ze piimka prochdzejici body P a Q je
grafem afinni funkce g: R — R,

SO - -

Y

|

|

|

|

I
Xo )C()"Fh

_ f(xo+h) — f(xo)
B h
Smérnice této ptimky je (f(xo + h) — f(x0))/ h.

Limitu smérnic téchto pifimek, pokud existuje, nazyvame derivace funkce f v bodé xo a zna¢ime
f'(x0). Tedy

g(x) (x — x0) + f(x0)- (7.1.1)

h) — —
f'(x0) = lim fxo+h) = flxo) (pﬁpadné lim M) (7.1.2)
h—0 h X—> X0 X — X0
Pokud ve vzorci (7.1.2) nahradime limitu limitou zleva (pfipadn€ zprava), dostaneme derivaci

zleva (zprava) funkce f v bodé xo, znatime ji f’ (xo) (f7.(x0)). Je-li limita v nevlastn{
fikdme, Ze f ma v xo nevlastni derivace, obdobné pro viastni derivaci. Oznaceni derivace, tedy
symbol f/(xg), pfipomind hodnotu né&jaké funkce, je to zdmérné. Mé&me funkci f:J C R — R.
Je-li X C J je mnoZina obsahujici vSechny body, ve kterych ma f vlastni derivaci, pak funkci
f’: X — R, kterd bodu z X pfifadi derivaci funkce f v tomto bod&, nazveme derivace funkce.

Je-li f konstantni funkce, potom f’/ = 0; skute¢né&, pokud f(x) = ¢ mdme
f(xo+h) — f(xo0) c—c

= lim = lim — = 0.
h h—0 h h—0 h

/ — 1~
S (x0) Jim

Dalsi funkcti, jejiz derivaci miZeme spocitat piimo pomoci definice derivace, je mocninna funkce. Necht
tedy n € N. Spocitejme derivaci funkce pow,,. Mdme

pow, (xo + h) — pow, (xo) fim (xo+h)" —xp

h—0 h
xg + nx(')’_lh + <;>xn_2h2 +-+h"—xp

/ — 1'
pow,, (xo) Jim

nx(')’_lh + (Z)x”_2h2 + -+ A"

h—0 h h—0 h

87
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= lim <nx8_l + (Z)xg_lh 4+t h”_1> = nx(')’_l = npow,_ (x0).

h—0

Celkové tedy pro kazdé n € N mdme (pow,)’ = n pow,,_, zjednodusené zapisujeme (x") = nx" 1.

Nyn{ uvazujme funkci f(x) = 1/x. Pro kazdé xo € R \ {0} mdme

1 1 x0+h — xg
f/(xo) — lim f(xo+h) — f(xo) — Iim xo—|—h—xo _ lim (x0 + h)xo _
h—0 | h : h—0 h h—0 h
= im- --——=-——:.
h—0 (xo + h)xg x(%
Pravé jsme odvodili, Ze (1/x) = —1/x2.

Nynf jiZ mdme dostate¢ny apardt k tomu, abychom mohli nadefinovat pojem te¢ny. Pfimka
prochézejici bodem (xg, f(xp)) a majici smérnici f'(xg) je tecna ke grafu funkce f v bodé
(x0, f(x0)). Rovnice této tecny je y = f’(x0)(x — x0) — f (x0).

Umluva: Nadile, v rdmci této kapitoly, bude I C R piedstavovat otevieny interval.

Nasledujici véta je jednoduchym disledkem véty proto ji uvadime bez dikazu.

Véta 7.1. Funkce f:J — R md v bodé xy € J derivaci f'(xg) (vlastni nebo nevlastni), prdavé
kdyZ existuji f! (xo), fi(xo0) aplati f’ (xo) = f}(x0) = f'(x0).

Pro ilustraci uvedeme nésledujici pfiklad. Necht f(x) = |x| a xo = 0. Dostdvame

hy — h —h
F10) = fim LOOER = SO0 e T
h—0_ h h—0_ h h—0_ h
Kdézto
hy — h h
F0) = lim LOOEMD = SO0 Ry
h—0y h h—0y h h—04 h

Funkce absolutni hodnota ma v bod€ 0 derivaci zleva rovnu —1 a derivaci zprava rovnu 1, proto podle
predchozi véty v nule nema derivaci.

Souvislost mezi existenci derivace v bod¢€ a spojitosti v tomto bod€ popisuje nasledujici véta.

Véta 7.2. Nech? f:J C R — Rmd v bodé xo € J konecnou derivaci, potom f je v xo spojitd.
Dt k a z. Po¢itejme limitu limy,—.o(f (xo + h) — f(x0)). Je-li f'(xp) vlastni, potom

f(xo+h)—f(x0)h:
h

]}i_)n})(f(XO +h) — f(x0) = }}1_%

— lim fxo+h) — f(xo) }}in})h — (x0)-0=0.

h—0 h

Coz dokazuje, Ze limy_, v, f(x) = f(xo), a tedy i spojitost v x.

Podminka, Ze derivace v bod¢€ x¢ musi byt konecnd se nedd vynechat, to je vidét na funkci signum.
Funkce signum ma v bod€ xo = 0 nevlastn{ derivaci rovnu 400, ale neni v ném spojita.

Na druhou stranu, nevlastni derivace nemusi nutné znamenat nespojitost. UvaZzujme funkci f: R — R,
f(x) = J/x. Tato funkce je spojitd, nebot je to inverze k homeomorfismu (funkce x> homeomorfismus

podle v&t[2.15] af4.24), mame ale

_f=fO . Nho 1
! = —_— = —_— = —_— =
F O = lim == fim = = m e = 0o

7.2 Vlastnosti derivace.
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Véta 7.3. Budte f, g: J C R — R funkce majici viastni derivaci v xg € J a ¢ € R. Potom
1.(f + 8)'(x0) = f'(x0) + &' (x0).
2. (f&)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g’ (x0).
3. (ef) (x0) = cf"(x0)-
Dt k a z. Prvni dva body dokdZeme pfimym vypocétem, tedy
. fxo+h) +g(xo + h) — (f(x0) + g(x0))
(f +8)'(xo) = lim s S0+ 800))
h—0 h
o Joth) = flxo) | . glxo+h) —glxo)
= lim + lim =
h—0 h h—0 h

= f'(x0) + & (x0).

f(xo+h)g(xo+h) — f(x0)g(xo) _

(f8) (x) = lim

h
— lim f o+ m)glxo+h) — fxo)gxo +h) + fxo)g(xo + 1) — f(x0)g(xo) _
h—0 h
h) — h) —
=I}i_r)nog(xo+h)f(x0+ 2 £ (xo0) +}}i_r)r%)f(xo)g(x0+ 2 §(x0) _
f(xo+h) — f(xo) g(xo + h) — g(xo) _

= }}i_f)%g(xo + h)}}i_%
= g(x0) f'(x0) + f (x0)g (x0).

Treti bod je disledkem bodu 2 této véty a toho, Ze derivace konstantni funkce je 0.

i
+ f(x0) Jim

h h

Naésledujici véta ndm bude velmi uZite¢nd pro vypocet derivaci funkci definovanych jako soucet
fady funkci.

Véta7.4. Bud ( f,) posloupnost funkci fn: J — R, aprokazdén € N existuje f, na J. Pokud Fada
> [ stejnomérné konverguje na mnoZiné J k funkci g a fada Y, f, na J konverguje k funkci f.
Potom funkce f md na J derivaci a plati

=g (nebo-li =3 f,;).

Dusledek 7.5. Plati:

1. (e¥) =e¢*.
2.sin’ x = cos x.
3.cos’ x = —sinx.

D d kaz. 1. Nadefinici funkce e* aplikujeme vétu Maime

PN 1 X X2 X3 ’_
@ = (gt t) =
2 3
oy X\ XN/ x7\/ o
=+ (5) + (5) + (5p) =0l
2x  3x X
—O+F+E+?+ =e

Body 2 a 3 se dokaZi obdobné.

Véta 7.6 (Derivace sloZzené funkce). Nech? f:J — R, g: I — J, xo € I a necht existuji viastni
derivace g'(xo) a f'(g(x0)). Potom existuje vlastni derivace (f o g)'(xo) a plati
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(f 0 &) (x0) = f'(g(x0)) - &' (x0). (7.2.1)
D d k a z. Ozna¢me yg = g(xo) a definujme funkci F: J — R takto:

= [ L3R 2

f'(vo) proy = yo.

Je jasné, Ze je funkce F spojitd v yg (druhd vétev vznikla jako limita prvni). Pro tuto funkci a
libovolny bod y € J plati

O =y F) = f(y)— f(o), (7.2.2)

atoiproy = yg (ovéfte si!), toho za chvili vyuZijeme.

Nyni pocitejme derivaci funkce (f o g) v xo. Mdme

(oo — tim L8 =1 @G0 _

— X0 X — X0
— F
- XILII;O s f(fo;()) (8(x) = (viz. proy = g(x))
— lim F(g(r)) lim %) =800 _
X=X X—>X0 X — Xo
= F(xli)n;o g(x))g' (xo) = (véta[d2g)
= F(y0)g' (x0) = f'(y0)& (x0). (definice F)

Dusledek 7.7. Budte f, g:J C R — R funkce majici vlastni derivaci v xy € J a g(xg) # 0.
Potom

IAY _ f'(x0)g(x0) — f(x0)g’ (x0)
= (x0) = 3 :
g 8" (xo0)

D i k a z. V nasledujicim vypo&tu jsme vyuZili vét[7.6] [7.3]a toho, ze (1/x)" = —1/x? (kde?).

f / 1\ / 1 1/
(—) (x0) = (f—> (x0) = f (x0) (—) (x0) + f (x0) <—) (x0) =
8 8 8 8

/ l / _ /
_ S0 Fx0) (__2) (102’ (x0) = f (Xo)g(ﬁco)2 f (x0)g (x0)
8 (xo) g 8" (x0)

Véta 7.8 (Derivace inverzni funkce). Nechf f:J — I C R je spojitd funkce rostouci nebo
klesajici, xo € J, f~': 1 — J inverze f. Pokud existuje viastni f'(xo) # 0, potom existuje viastni

(f~Y(f (x0)) a plat

N _ ! ( bo také ' :—1 ) 7.2.3
(f ) (f(x0) T € o také f(xo) FGem) (7.2.3)

D 1 k a z. Pro zkraceni zdpisu oznacme yg = f(xo). Funkce f je podle véty homeomorfis-
mus J a I, f~! tedy existuje a je spojitd. Definujeme funkci G: J — R predpisem
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X —X
To— g PO F
G()C) = 1
m pro x = xo.
Tato funkce je spojitd a to i v bod€ xg (proc?).
JelikoZ je f~! injektivni, pro kazdé y € I, y # yo je f~'(y) # xo. Proto v ndsledujicim
vypoctu vyuZivame prvni vétev definice funkce G. Médme

. _ . FH) — £ o)
lim G(f~'(y) =1 =
Jim G(f fyl 2 ygriolf(f_l(x» ~ G o)

Na druhou stranu podle véty o limité sloZeného zobrazeni dostaneme

1
. —1 _ _ _
yan;O G(f~ () =G = o)

Porovnanim poslednich dvou rovnic dostaneme tvrzeni véty.

Dusledek 7.9. Plati:
1

1. ln’x=)—c,pr0x > 0.

1

2. arcsin’ x = ———, prox € (—1, ).
V1—x2
3. arccos’ x = —4, prox € (—1,1).
V1—x2

4. arctg’ x =

= 5, prox € R.
X

5. arccotg’ x = — pro x € R.

1+ x%
6. Pro libovolné a € R, x > 0 plati (x*) = ax
7. Pro libovolné a > 0, x > 0 plati (a*)' = a* Ina.

Dikaz. 1. Ve vzorci (7.2.3) polozime f = In, mame f~' =expa

a—1

1 1 1
[ =I'(x) = —.

exp’(In x) - exp(In x) X

Diikazy bodi 2-5 jsou obdobné, proto je zde neuvadime.
6. Podle véty[7.6|a bodu 1 tohoto disledku mdme

ax®

a—1

(xa)/ — (ealnx)’ — ealnx(a lnx)/ — — ax

Obdobné 1ze postupovat pri dikazu bodu 7.

Kontrolni otazky

1. Lze hovofit o derivaci funkce f i v jinych bodech, nez bodech mnoZiny Dom f?

2. Je mozné sestrojit funkci f: R — R takovou, Ze lim,_, o+ f(x), lim,_,o- f(x) neexistuji,
ale f/(0) existuje?
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3. Platila by véta o derivaci sloZzené funkce i pro jednostranné derivace?

7.3 Diferencial funkce. Uvazujme funkci f:J — R a x¢ € J. Linedrni homogenni zobrazeni
A:R — R nazyvame diferencidl funkce f v bodé xy, jestlize

T f&xo+h)— f(xo) —A(h)
1m =
h—0 h

0. (7.3.1)

Diferencidl funkce f v bodé xo oznacujeme d f (xo).
Souvislost diferencidlu a derivace objasiiuje ndsledujici véta
Véta 7.10. Funkce f:J — R md diferencidl v bodé xo € J, prdvé kdyZ md v tomto bodé viastni
derivaci a plati d f (xo)(h) = f’(x0)h.
D 1 k a z. Kazdé linearni homogenni zobrazeni A:R — R ma tvar k - & pro néjaké k € R.

Dosazenim za A (h) do (7.3.1) dostaneme, Ze limita ve vrzorci (7.3.1) existuje, pravé kdyZ existuje
limita v nésledujicim vzorci a plati

k= 1i J(xo +h) — f(x0)
= lim .
h—0 h

To znamend, Ze k = f'(xo).

Linedrni homogenni homogenni zobrazeni A: R — R lze predpisem zapsat A(x) = kx pro
pevné k € R. Proto obCas ztotoZiiujeme linedrni homogenni zobrazeni A s ¢islem k. Derivace
funkce f v bodé€ xq je také redlné Cislo a vzhledem k pfedchozi vété mividme tendence ztotoZiiovat
1 diferencidl funkce v bod€ s derivaci funkce v tomto bod€. U funkci jedné redlné proménné je to

N e

pfijatelné, u funkci vice proménnych je tento rozdil jiZ vyraznéjsi.
Kontrolni otazky

1. Jaky je rozdil mezi derivaci funkce a diferencidlem funkce?

2. Jaky mé defini¢ni obor a obor hodnot diferenciél funkce f: X C R — R?

7.4 Derivace vysSich Fadu. Ma-li funkce f: J — R derivaci ve vSech bodech né&jakého okoli U
bodu xo € J, miZeme uvaZovat o existenci derivace funkce f’ v bodé& x¢. Pokud existuje, tuto
hodnotu nazyvame druhd derivace funkce f v bodé x( a oznacujeme ji f”(xg).

Postupné se takto midZeme propracovat k definici derivace n-tého rddu v bodé x( (oznaCujeme
£ (x)) jako derivaci derivace (n — 1)-Fadu (£ (xg) = (f~ V) (xo)).

3 7.5 Extrémy. Nechf f:X C R — R. Rekneme, e funkce f
je rostouct (respektive klesajici, nerostouci, neklesajici) v bodé
xo € X, jestliZe existuje okoli (xg — 8, xo + &) bodu xo takové,
X0 7ze f((xg —8,x0) N X) < f(x0) < f((x0,x0+ )N X) (respek-
U tive f((xo—48,x0)NX) > flxo) > f((x0,x0+3)NX),
f((xo—=348,x0)NX) = flxo) = f((x0,x0+38)NX),
1/V/3 f((o=8.x0)NX) < f@o) < f((xo.x0+8)NX)). Rek
neme, ze funkce f na byva v xq lokdlniho maxima (minima)
jestlize existuje okoli U bodu xq takové, Ze f|ynx nabyva v xg
maxima (minima).
Lze dokézat, Ze pokud je funkce rostouci v kaZdém bod¢ intervalu J, pak je rostouci na J, a
Ze pokud je rostouci na J pak je rostouci v kazdém bod¢ intervalu J. Obdobné i pro dalsi typy
monotonie v bodé.
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Véta 7.11. Bud f:J — R potom

1. Je-li f'(x0) > O (pFipadné je-li f’'(xg) = 00), potom je f v bodé x( rostouct.

2. Je-li f'(xg) < O (pripadné je-li f'(xo) = —o0), potom je f v bodé x klesajict.

D G k a z. Z véty dokdZeme pouze bod 1. Jelikoz f'(xg) > 0, existuje § > 0 takové, Ze pro
x € (xo—6,x0+9)

fx) = flxo)

X — Xg

Pro x € (xg, xo + 8) je x — xp > 0, a tedy z rovnice plyne f(x) > f(xo), coZ dokazuje, Ze
f(x0) < f(xp,x0+38).Prox € (xo—38,x0)jex —xg <0az plyne f(x) < f(x0), odtud
f(xo — 68, x0) < f(x0). Dohromady dostavame, ze f(xg — 8, x0) < f(xp) < f(x0,x0 + 95), to
znamena, Ze f je v xqo rostouci.

0. (7.5.1)

Dusledek 7.12 (Nutna podminka lokalniho extrému). Je-li xg € J bodem lokdlniho extrému
funkce f:J — R a existuje-li f'(xo), potom f'(xp) = 0.

Véta 7.13 (Rolleova). Bud f:[a, b] — R spojitd funkce majici derivaci (vlastni nebo nevlastni)
v kaZdém vnitinim bodé [a, b). Pokud f (a) = f(b), potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f'(c) = 0.
Dtk az. Je-li f konstantni, pak c je libovolny bod intervalu (a, b).

Uvazujme dva moZné piipady. Prvni: Existuje-li bod v (a, b), v némz funkce f nabyv4 hodnoty
vét§ineZ f(a), potom vezméme za ¢ bod v némZ funkce f nabyvana [a, b] svého maxima. Takovy
bod existuje podle véty[4.9]a je rizny od a i b, protoZe f nabyvé hodnoty v&tsi neZ f (a) v n&jakém
bodé€ (a, b).

Zbyvia ukézat, Ze f’'(c) = 0. To ale plyne z Disledku

Druhy pfipad se dokdze obdobné.

Podminka, Ze funkce musi mit derivaci v kazdém bod¢ (a, b) se neda vynechat, dikazem toho je funkce
f:[—-1,11 - R, f(x) = |x|. Funk¢ni hodnota v —1 i v 1 je rovna 1, ale v intervalu, (—1, 1) neni Zddny
bod v némZ by byla derivace rovna 0.

Véta 7.14 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Bud
f:la, b] — R spojitd funkce majici derivaci (viastni nebo ne-

fb) vlastni) v kazdém vnitinim bodé |a, b]. Potom existuje ¢ € (a, b)
takové, Ze
) — f@
) f(c) = %. (7.5.2)

D G k a z. Vétu dokaZzeme pomoci Rolleovy véty tak, Ze ji apli-
kujeme na rozdil funkce f a afinni funkce g prochdzejici body

(a, f(a)) a (b, f(b)) (obdobné jako v (7.1.1)). Tedy uvazujme
funkci F : [a, b]: = R,

S () — f(a)
b—a

Tato funkce spliiuje vSechny predpoklady véty (ovéite!). A tedy existuje ¢ € (a, b) takové,
7e F'(c) = 0. Protoze

F) = f(x) -

(x —a) = f(a).

() = f(a)

Flx) = /() = = —

pro x = ¢ dostdvame
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F'(¢)= f'(c) — M -0
—a
Odtud jiz plyne (7.5.2).

Dusledek 7.15. Budte f, g:[a, b] — R spojité funkce. Je-li f' = g', pak existuje ¢ € R takové,
lef=g+c

Jinak feceno: funkce se stejnou derivaci se na intervalu li8{ jen o konstantu.
D G k a z. OznaCme & = f — g. NaSim ukolem nyni je ukdzat, Ze & je konstantni. Zvolme
X,y € la,b], x < y libovolné body a ukdZzeme, Ze v nich ma A stejnou hodnotu. Aplikujme
vétu[7.14|na h a interval [x, y]. Pak existuje z € (x, y) takové, Ze h(y) — h(x) = h'(2)(y — x) =
(f'@) — g @)y —x)=0.

Vétu o stfedni hodnoté jesté zobecnime.

Véta 7.16 (Cauchova véta o stiedni hodnoté). Budte f, g:[a, b] — R spojité funkce a necht
existuje v kazdém bodé x € (a, b) derivace f'(x) (vlastni nebo nevlastni) a viastni derivace
g (x) # 0. Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

f© _ f®) - f@
J© g —g@’

D i k a z. Vétu dokdZzeme obdobnym zptisobem jako predchozi vétu. Nejprve, protoZe g’(x) # 0
na (a, b), podle véty mame, Ze g(a) # g(b). Definujeme funkci F: [a, b] — R,

Fx) = (f(x) — f(a)(g®) —ga) — (g(x) — ga))(f (D) — f(a)).
Tato funkce spliiuje podminky véty[7.13] a proto existuje ¢ € (a, b) takové, ze F'(c) = 0, tedy

(7.5.3)

F'(c) = f'(x)(gb) — g(a)) — g’ (c)(f(b) = f(a)) =0.
Odtud, protoze g(a) # g(b), jiz plyne (7.5.3).

Uvazujme funkci f = In na intervalu [a, b] = [5, 10]. Podle véty o stfedni hodnoté existuje ¢ € (5, 10)
takové, ze

(10 —5)In’(c) = 5/c =In10 — In5 = In2.

Protoze 5 < ¢ < 10, znamena to, Ze 15—0 <5/c =In2 < % Dostavame prvni odhad hodnoty funkce In
v bodé 2:

%<1n2<1.

Pokracujme ddle, z nerovnice 1 < 21n?2 a z monotonosti funkce exp dostaneme
e =exp(l) <exp(2In2) = 4. (7.5.4)
Cislo e je tedy mensi neZ 4. Pozdg&ji v odstavci Taylorova fada se dozvime, jak tyto odhady zpiesnit.

Véta 7.17. Bud f:J — R spojitd, potom
1. Je-li f'(x) > 0prox € (a, b) (pfipadné je-li f'(x) = o0), pak je f na J rostouct.
2. Je-li f'(x) <0 prox € (a,b) (pfipadné je-li f'(x) = —o0), pak je f na J klesajici.
Dtikaz.

1. Zvolme x,y € J, x < y. Pak podle véty existuje ¢ € (x,y) takové, ze f'(c) =
(f() = f(x))/(y — x). To znamend, Ze f(y) — f(x) = f'(c)(y — x) > 0.

2. Zvolme x,y € J, x < y. Pak podle véty existuje ¢ € (x, y) takové, Ze f'(c) =
(f) — f(x))/(y — x). To znamend, Ze f(y) — f(x) = f'(c)(y —x) <O0.
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Véta 7.18. Bud f:J — R spojitd, xo € J. Potom
1. Existuje-li okoli (xo — 8, xo + 8) tak, Ze pro kazdé x € (xo — 8, xo) je f'(x) > 0 a pro kaZdé
x € (x0, x0 +8) je f'(x) <0, md f v xo lokdlni maximum.
2. Existuje-li okoli (xo — 8, xo + 8) tak, Ze pro kaZdé x € (xo — 8, xo) je f'(x) < 0 a pro kazdé
x € (x0, x0 +8) je f'(x) >0, md f v xo lokdlni minimum.
Dikaz 1. Zvolme si x € (xo — 8, xp) libovolng, podle véty [7.14] existuje ¢ € (x, xo) takové, Ze
f(xo)— f(x) = (xo—x) f’(c). Podle predpokladu f’(c) > 0,aproto f(xo) > f(x).Zvolime-li si
x € (xo, x0+98), podle téZe véty mame f(x) — f(xo) = (x —xo) f'(c). Nyni je podle pfedpokladu
f'(c) <0, aproto opét f(xg) > f(x). To znamend, Ze f ma v xo lokdlni maximum.

Bod 2 se dokdze obdobné.

V kombinaci s vétou Ize tuto popsat tak, Ze pokud je funkce spojitd v bod¢€, kterd je
néjakém levém okoli bodu rostouci a na néjakém pravém okoli bodu klesajici, ma v tomto bodé
lokélni maximum; pokud je na néjakém levém okoli bodu klesajici a na néjakém pravém okoli
bodu rostouci, ma v ném lokdlni minimum.

Povsimnéme si, Ze pfedchazejici véta nepozaduje, aby existovala derivace funkce f v bodé€ x¢. Proto ndm
tato véta odhaluje nejen lokalni minimum funkce x2 v xo = 0, ale i lokdlni minimum funkce |x| v xo = 0.

Véta7.19. Bud f:J — R. Potom:

1. Je-li f"(x) > 0prox € (a, b), pak je f na J konvexni.

2. Je-li f"(x) <Oprox € (a,b), pak je f na J konkdvni.

D G k a z. Zvolme si body x,y,z € J,x <y < z. Podle véty [7.14] existuji body ¢ € (x,y) a
d € (y,2)tak, ze f'(c) = (f(y) — f)/(y —x)a f'({d) = (f(2) — f()/(z — y). Odtud

('@ = /N =—x)z—y) =) — fFONG —x) = (f) — fF(xX))(z —D55)
=yf@ —yf() —xf@) +xf(y) —zf () +z2f (X)) +yf(y) —yf(x) =
=yf@) —xf@ +xfQ)—zf () +z2f(x) —yf(x) =
=f@X)E@—y)+ fOEx -2+ f@QY—x).

1.Je-li f” > OnaJ,tedy f’je na J rostouci, potom je f'(d) > f'(c) aleva strana v (7.5.5) je
kladna.

2.Je-li f” < OnaJ,tedy f’je na J klesajici, potom je f'(d) < f'(c) aleva strana v (7.5.3) je
zépornd.

Nechf f:J — R mad derivaci v bod& xy € J a oznaéme g(x) = f(xo) + f'(x0)(x — xo)F_TI
Pokud existuje okoli bodu (xg — 8, xo + &) takové, Ze bud'to 1. f|(xp,x0—8) > & @ flxg.xo+8) < &5
nebo 2. flxg,x0—8) < & a fl(xg.xo+8) > &> potom fikdme, Ze funkce f md v xq inflexi.

Podrobny pohled na tuto definici prozradi, Ze na okoli vlevo od inflexniho bodu leZi graf funkce f nad

te¢nou v tomto bodé€ a vpravo pod te¢nou, nebo naopak. Je jasné, Ze pokud ma funkce f v néjakém bodé
inflexi, pak v ném nemiiZze mit extrém.

Funkce f:R — R, f(x) = x3 ma v bod& xo = 0 inflexi. Skute¢né, nastava zde piipad 1 z definice
inflexe, te¢nou ke grafu funkce x> v bodé xo = 0je piimka g(x) = 0, pro libovolné § > 0 plati f(—8, 0) < 0
a f£(0,8) > 0.

Véta7.20. Necht f: J — R, xo € J anechtexistuje piirozené Cislon € N takové, ze £ (xq) # 0,
ale f®(xp) = 0 pro 0 < k < n. Potom:

1. Je-lin liché a f(”)(xo) > 0, je f v bodé¢ xq rostouct.

2. Je-li n liché a "™ (xo) <0, je f v bodé xo klesajici.

3. Je-li n sudé a f(”)(xo) > 0, md f v bodé xq lokdlni minimum.

4. Je-li n sudé a f(”)(xo) < 0, md f v bodé xq lokdlni maximum.

D @ k a z. Budeme vétu dokazovat pouze pro pifpad f (xo) > 0, pfipad, kdy " (x¢) < 0, Ize
dokézat obdobné, uvazujeme-li funkci — f. Dokazujeme pomoci principu matematické indukce
vzhledem k n.

DGraf funkce g je te¢na ke grafu funkce f v bodé€ (xg, f(xp)).
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Je-lin = 1, znamend to, e f’(xo) > 0, a podle véty je f v xo rostouct.

Nyni necht n > 0 a pfedpoklddejme, Ze tvrzeni véty plati pro n, a pokusme se jej dokdzat pro
n + 1. Polozme g = f; plati g™ = f*+D funkce g spliiuje pfedpoklady nasi véty.

UvaZujeme dva ptipady. Je-li n + 1 sudé, tedy n je liché. Protoze g spliiuje pfedpoklady této
véty dostaneme, Ze g andslednéi f’ je v xq rostouci. ProtoZe f’ je v xo rostoucia f/(xo) = 0 musi
na n&jakém levém okoli xp byt f’ < 0 a na pravém f’ > 0. Pouzijeme vétu[7.18|a dostaneme, Ze
f ma v xg lokdlni minimum.

Je-li n+1 liché, to znamend n sudé. UZitim této véty na funkci g dostaneme, Ze g atedy i f' ma
v xo lokélni minimum. To ale spolu s f/(x9) = 0 znamend, Ze na nékterém okoli xg je f'(x) > 0
pro x # xo. Proto f musi byt v xq rostouci.

Dusledek 7.21. Nech? f:J — R, xo € J a necht existuje pFirozené Cislo n > 1 takové, Ze
F®(x0) £ 0, ale f© (xg) =0pro 1 <k < n. Potom

1. Je-li n sudé a f(”) (x0) > 0, je f na okoli xy konvexni.

2. Je-li n sudé a f(”) (x0) < 0, je f na okoli xog konkdvni.

3. Je-li n liché, md f v xq inflexi.

D ik az. V bodech 1 a2 pouzijeme piedchozi vétu na funkci g(x) = f’(x) a v bodé 3 na funkci

g(x) = f(x) — f(xo) — f'(x0)(x — x0).
Vysledky obdrzené v tomto odstavci pouZijeme pro vyreSeni ndsledujiciho ptikladu.
Uvazujme funkci f: R — R, f(x) = x/(x% + 1). Najdéme jeji lokalni extrémy, inflexni body, intervaly
konvexnosti, konkdvnosti, kde je rostouct a klesajici.
Plati
1—x?

1D 1)

oo =

Tedy f'(x) = 0 pouze prox = 1 ax = —1. Vzhledem k tomu, Ze f'(x) > Opro—1 <x <la f'(x) <0
pro x < —1 nebo x > 1, dostdvime, podle véty 7e f je rostouci na intervalu (—1, 1) a klesajici na
intervalech (—oo, —1), (1, 00). Podle VétyVl’me, Ze v bod¢é x = —1 nabyva f minima a v bodé x = 1
maxima. Protoze

B —2x(x? + 1) — (1 —x?)2(x% + 1)2x x2 4142 —2x? x? -3
fre) = 2, 4 =—2x T T AT
x"+1) x*+1D x"+1
Plati f”(x) = Oprox = —+/3,x =0, x = V3. Navic f” > 0 na intervalech (—+/3, 0), (+/3, 00)

a z véty [7.19 plyne, Ze je na téchto intervalech konvexni. (To nds jen utvrzuje, Ze je v bodé x = —1 lokaln{
minimum, viz véta[7.20} bod 3.) Obdobné dostaneme, Ze f je konkdvni na intervalech (—oo, —\/§), o, \/g).
Po dpravé dostavame

f///(x) _ 6x4 - 6X2 +1
o+ 1
Inflexnimi body jsou body x = —+/3,x = 0, x = +/3, protoZe v t&chto bodech je f”(x) = 0ale f”(x) # 0

(porovnej s disledkem|[7.21).

7.6 UZziti derivace pro vypocet limit. Pro vypocet limit typu 0/0 nebo co/oo je velice uzite¢nd
nasledujici véta.
Véta 7.22 (L’Hospitalovo pravidlo). Budte f,g:J — R, xog € R hromadny bod J,

JMEY

(vlastni nebo nevlastni), pak
g'(x) P

limy_, , f(x) = limy_ , g(x) = 0. Pokud existuje lim,_, »,

existuje i limy_, , % a plati
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G W ()

im ——. (7.6.1)
X—> X0 g(x) xX—x0 g (x)

D G k a z. Nejprve dokdZeme vétu pro xo € R a limitu zprava. Funkce f. g jsou rozsffeni funkci
f, g s tim, Ze polozime f(xg) = 0 a g(xg) = 0. Ob¢ funkce f, g jsou spojité v xg. Pro kazdé
x € Jpodle véty [7.16]existuje ¢ € (xo, x) tak, Ze

fo) _ f&) =) _ [©
g g —go) g

JelikoZ ¢ € (xg, x), dostavame

pe O L
im = =1 .
x%xar g(x) C*)X(;L g (o)
Pfipad lim, Sy S€ dokdze obdobné. Kombinaci obou vysledki mame vétu dokazdnu pro
,,oboustrannou‘ limitu.
Nyni nechf xo = oo. Pfipomenime, Ze limy_, o £(x) = lim,_, o+ 2£(1/x). Definujeme funkce
F,G:{l/x | x e J\{0}} > R, F(x) = f(1/x) aG(x) = g(1/x).
. fx) . F(x)
lim = lim =
x—00 g(x) x—0- G(x)
F'(x)
im ——— =
=0+t G'(x)
SAEYx )
im — 7 = lim ——.
=0t ¢ (1/x)(=1/x7)  *=%0 g(x)

(ptedchozi odstavec)

Dukaz piipadu lim,_, _o si jisté ¢tendf udéla sam.

Véta 7.23 (L’Hospitalovo pravidlo). Budte f,g:J — R, xog € R hromadny bod J,

/
limy sy, f(x) = limy_y g(x) = oo. Pokud existuje limy_,, L)

g'(x)

(vlastni nebo nevlastni),

pak existuje i limy_, x, % a plati

6O B ()

= lum 7 .
X—> X0 g(x) x—x0 g (x)

(7.6.2)

Pro dikaz této véty Ctendfe odkazujeme na literaturu (napiiklad []).

Pomoci ’Hospitalova pravidla miZeme vypocitat limity, které bychom bez néj vypoditali jen stézi.
Naptiklad je-li n € N, potom pouzijeme-li L'Hospitalovo pravidlo n-krat, dostaneme

X" . onx"! . n!
lim — = lim — =---= lim — =0.
X—>00 € X—>00 € X—>00 ¢

7.7 Taylorav polynom, Taylorova fada. Nechf f:J — R je funkce, kterd md derivace na J az
dotfddun + 1vbodéa € J. Polynom P:R — R,
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Px) = fl@+ flla)(x —a) + %f”(a)(x —a)’+--+ %f(")(x —a)"  (17.0)

nazyvame Tayloriv polynom ¥ddu n v bodé a. Definovanim Taylorova polynomu se snazime najit
polynom, ktery by se od funkce f na intervalu J lisil jen ,,velmi malo“. Tedy ptame se, zda je
mozno k libovolné malé odchylce najit polynom P (x), jehoZ hodnoty by se na J liSily od hodnot f
nejvyse o tuto odchylku.

Pomoci Taylorova polynomu Ize pocitat hodnoty goniometrickych (a jinych) funkci s vysokou presnosti.
Pokud bychom chtéli vypocitat hodnotu sin2 na ¢tyfi desetinnd mista, stacil by ndm odhad provedeny
v prikladé 4]

Véta 7.24 (Taylorova). Budte a,x € R riiznd. Oznacme 1 = |a, x] (pfipadné I = [x, a], je-li
x < a). Necht f:1 — R md v I derivace aZ do rfadu n + 1 a necht ¢:1 — R md uvniti 1
nenulovou derivaci. Potom existuje & € int I takové, Ze

1
f&) = f@+ fl@)(x —a)+ gf’/(a)(x —a)’+

4.+ %f(”)(x —a)" 4 Rup1(x), (71.7.2)
kde n'
Ry1(x) = (x=5) gp(x)f gO(CZ)J‘("“)@). (7.7.3)
n! ¢ (&)
Duakaz. Polozme F:1 — R,
NG f)z n) x—=0"
F(t)=f(x)—f(t)—f(t)——f (®) R (I)T-

Ziejmé F(x) = 0a F(a) = R,+1(x). Funkce F m4 na celém intervalu I derivaci, pfi¢emZ plati

Fiy =10 (- Fo+ 70" ) = (= o L o0

(x —0)" 2 (x —t)” !
_ (Y A (IR W
—(-7 (t>( TR (n_l)!)
(x — )" ! (x —1)"
I O m+1) N 0T\
(r™o oot )=
" (x—0)"
__f( +1)(l‘) : )

Na funkce F a ¢ aplikujme vétu[7.16] Existuje tedy ¢islo & € int I takové, Ze
Fx)—F@ _F'& _ [P -8
p(x) —g@)  ¢'&) @' (&) n!

Uvédomime-li si, Ze F(x) — F(a) = —R,4+1(x), z (7.7.4) jiz (7.7.3) plyne.

Dusledek 7.25. Za pfedpokladii véty[7.24]
1.prog: 1 — R, ¢(t) = (x — 1)"*!, dostdvame Lagrangeiiv tvar zbytku

(7.7.4)
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(x — a)"+1 (
n+1(x) NCESHE f &) (7.7.5)
2.prop: 1 — R, ¢(t) =t, dostdvdme Cauchyuiv tvar zbytku
(x=8"(x—a)
Rps1(x) = én' FoVE). (1.7.6)

Budeme-li zvySovat fdd Taylorova polynomu, dospéjeme nakonec k tomu, Ze polynom bude
aproximovat funkce f pfesné (bezchybné), tfeba i za cenu toho, Ze se polynom zméni v mocninnou
fadu? Odpovéd, kdy se tak stane, ddv4 nasledujici véta.

Véta 7.26 (Taylorova irada). Budre a, x € R riiznd, oznacme I = [a, x] (pFipadné I = [x, a],
je-lix < a). Necht f:1 — R md v I derivace vsech Fddii a R,(x) je definovdno vzorcem
pro kaZdé n € N. Potom

f@) = f@+ f @& —a)+ 5@ —a) + 5 f"@x —a) + - =
1
=Y/ @ o, (11.7)

pravé kdyz lim, oo R, (x) = 0.
D i k az. Je velice jednoduchy, staci si uvédomit, Ze pro ¢astecny soucet s, fady ve vzorci (7.7.7)
podle véty[7.24|plati f(x) = s, + Ry41(x). Tedy lim,_, oo Ry (x) = 0, pravé kdyZ f (x) = lims,.

Byva velice vyhodné rozvinout Taylorovu v bodé a = 0; v takovém pripadé hovoiime o Mac-
laurinové radé.

Ctenafi doporucuji vypo&itat si Maclaurinovy fady funkci sin, cos a exp, vysledky potom
porovnat s jejich definicemi v piedchozi kapitole (mé€ly by se shodovat). Taylorovy fady dalSich
funkci napfiklad arctg nebo arcsin, zde neuvadime a Ctendr si je musi vyhledat v literatufe ¢i sim
vypocitat. Rada pro funkci In je pfedmétem pfﬂdadu

Pokusme se odhadnout éislo e s chybou mensi nez 0,001. Pouzitim véty[7.24]na funkci exp (stfed volime
a = 0) dostaneme, 26[7_7]

2 x3 X"

exp) =l+x4+ —+ 2 o+ X LR (7.7.8)
2 3! n!
x" x"
Rotv1(x) = m exp(§) < m exp(x). (exp je rostouci)

Jiz vime z (7.5.4), Ze exp(1) = e < 4. Chceme-li mit chybu odhadu mensi nez 0,001 musime najit n, pro
néjz bude |R,4+1(1)| < 0,001. Mame

1
R 1 ——4 < 0,001.
| n+l()|<(n+1)! <0,

Pro n > 6 je posledni nerovnost splnéna (ovéite!), staci tedy secist prvnich Sest ¢lent fady (7.7.8) a na
intervalu [0, 1] je chyba mensi nez 0,001. Proto

exp(D=e=1+ 14344+ 4+ 3 +4=15 =27180555...

Hodnota R7(1) se pohybuje kolem 0,000 024 a Ro(1) blizko 2- 1077, fada (7.7.8)) konverguje skuteén& velmi
rychle.

Kontrolni otazky

DTouz tu jednou bylo, ne?
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1. Platila by Rolleova véta i bez pfedpokladu spojitosti funkce f? Ve kterém misté dikazu
jsme jej vyuzili?

2. Lze najit funkci spliiujici predpoklady véty o stfedni hodnoté (Rolleovy véty) majici v (a, b)
nevlastni derivaci?

3. Ve kterych bodech mtize funkce nabyvat svych extrémi?

YV s

4. Je vzdy nutné pocitat druhou respektive vySsi derivaci, abychom zjistili, zda funkce nabyva
v daném bod¢€ maxima, minima, nebo zda se jednd o inflexni bod?

5. Je moZné, aby spojitd funkce méla na intervalu dvé lokdlni maxima a Zadné lokalni mini-
mum?

Ptiklady

1. Necht g:J C R — Ra xg € J je spojitd. Pokud g'(xo) existuje a g'(xg) # 0, potom existuje
okoli U bodu xq takové, Ze pro vSechna x € U, x # xq je g(xo) # g(x).
Resent: Jestlize g’(xo) > 0, potom existuje a > 0 a okoli U bodu xq takové, Ze pro kazdé x € U,
X # xg je

g(x) — g(xo) _

=g'(x0) >a > 0.
X — X0

To znamena, ze
g(x) > g(xo0) +a(x — xo), (pro x > xo)
8(x) < g(xo) +a(x — xo). (pro x < xq)
Piipad, kdy g’(xp) < 0, se dokédZe obdobné.
2. Najdeéte lokdlni extrémyfunkce f:R — R,

fx)y=6+-—5—=,
( x2 + 1)2

urcete, kde je funkce rostouct, klesajici, konvexni a konkdvni.

ResSeni: Spocitejme nejprve derivaci

20x

f(x)z_(x2+l)3'

(ovérte!)

Derivace je rovna 0 pouze pro x = 0 (funkce miiZe mit lokdlni extrém pouze v nule). Snadno
zjistime, Zze f'(x) > Oprox < 0a f'(x) < 0 pro x > 0, z toho jiz dostdvame, Ze f je rostouci na
intervalu (—o0, 0) a klesajici na intervalu (0, c0). Z poslednich vysledku plyne, Ze funkce nabyva
lokdlniho maxima v bod€ x = 0, minima funkce nenabyva.

Nynf spocitdme druhou derivaci:

£ 120x? 20
X) = — .
2+ D @243

(ovérte!)

Kofeny rovnice f”(x) = 0 jsou x = +/5/5 a x = —+/5/5. Z toho, 7¢ f" je spojitd funkce, a
odhadem hodnot f”(—1), f”(0) a f”(1) dostaneme, 7¢ f”(x) > 0 pro x € (—o0, —+/5/5) a
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x € (+/5/5, 00) (f je tedy na t&chto intervalech konvexni) aze f”(x) < Oprox € (—v/5/5,v/5/5)
(to znamend, Ze f je na tomto intervalu konkdvni).

3. Najdeéte Taylorovu fadu funkce f = In se stfedem v 1 a urcete jeji interval konvergence.
Resent: Taylorova fada ma tvar Z;OZO fnx)=f M) (x) /n!- (x — xg)". Prvni derivace funkce In x
jeln'x = 1/x, ddle druhd In” x = —1/x2, tieti In”’ x = 2/x3 a &tvrtd In® x = 31/x*. Vidime, Ze
In™ x = (=1)"'(n — 1)!/x". V bodé& x = 1 dostaneme In"™ 1 = (—1)*~'(n — 1)!. VyuZijeme
Lagrangova tvaru zbytku a mame

(x —

|&un=y——ﬁlfw@ﬂ=

n!

a1 (n—1! x—=D"
g" ng"
Prox = 1jelim,— oo Ry (1) = O trividlng. Je-lix > 1,je 1 < & < x.Proto |R,(x)| < (x —1)"/n

alim, oo Ry(x) =0prox < 2.
Nyni nechf 0 < x < 1. Vyuzijeme Chauchyho tvar zbytku (7.7.6) Pro f =1Inaa = 1 mame:

(=D

‘ % (7.7.9)

e=" ' —a) | =" =D ()" =D
IRy (x)| = T — @M- F— e
(x_é__)n—l 1—x x_gn—l
=(1- = 7.7.10

JelikoZ 0 < x <& < 1, mdme || > |x — &|, odtud |x — &|/|§] < 1. A tedy lim;,—, oo R, (x) = 0.
Proto Taylorova fada prolnva = 1 ax € (0, 2] bude mit tvar

oo (_l)n—l
Inx = —(x = D" .
nx Z - x—=1 (7.7.11)
n=1
Pro x ¢ (0, 2] dostaneme, Ze fada v (/.7.11)) nekonverguje.
4. Odhadnéte ¢islo sin 2 s chybou mensi nez 0,001.

Reseni: Musime zjistit, kolik ¢lent Taylorovy fady musime se&ist, abychom dosahli pozadované
presnosti. Lagrangetv tvar zbytku (7.7.5)) pro funkci sinus

(x — O)n+1 i
Rpi1(x) = ———sin®*D(g).
n+1(x) TE &)
VyuZijeme toho, 7e¢ funkce sin a cos nabyvaji hodnot z intervalu [—1, 1] a Ze funkce x"t! je
rostouci (nabyva svého maxima v krajnim bod¢ intervalu, tedy ve 2). Mdme

n+1

|Rnr1(D)] = D!

< 0,001.

Posledni nerovnost je splnéna pro n > 10. Staci tedy seCist prvnich deset ¢lent Taylorovy fady
pro sinus a ziskdme pozadovany odhad sin 2:

23 27 29 2578
sin2 =2 — — 4+ —

_ n - = 0,909 347 4427.
6 ' 120 5040 ' 362880 2835

Cvicéeni
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. Pomoci definice derivace, vypocitejte f'(xq) jestlize
a) f() =x% x=1 b) f(x) =Ixl, x0 =2
c)f(x):axz, xo=1,a € R; d) fx)=x+a, xo=1,a R,
e) f(x) =x?, xo=ack; Dfx)=Ixl, x=ack;
g f(x) =ax?, xo=b,a,beR; h) f(x)=x+a, xo=b,a,beR;
Df)=1/x, x=aeck; D@ =1/x* x0=2
. Najdéte minimum a maximum (pokud existuji) funkce f: R — R na mnoZiné A C R, jestlize
Q) f() =x*+3, A=[-22]; b) f(x) = —(x=3)%, A=10,5];
o) flx) = 211, A=[-1,1]; d)f(x):xzx_"'l, = (0,3].

. Najdéte pifmku, kterd se dotyka paraboly f(x) = x? — 7x + 13 v bodé& (xo, f (x0)), jestlize

a) xg = 0; b) xo = 1; ¢)xgo=a e R.
. Najdéte kruznici o poloméru 1, kterd se dotykd ptimky y = f(x) v bod€ (xo, f(x0)), jestlize
a) f(x)=2, xo=1 b) f(x) =x, xo=2;
c) f(x) =3x, x0=3; d) f(x) =2x+2, x0=22;
e) fx)=2x+a, xp9=2a,aclR.
. Vypoctéte derivaci funkce f, kde
a) f(x) = X2, b) Sy = B2 0 f(v) =In (££2);
d) f(x) = In(x +2); e) f(x) = ln«/x +2; f) f(x) = e 3,
o) f)=a""', a>0; h) fx)=x" D) f(x) =x¥F, geR;

Do) =x"H

.Bud g: R — R funkce, kterd m4 derivaci v kaZzdém bodé R. Vypocitejte derivaci funkce f, kde

a) f(x) =2vx + 1+ g();

b) f(x) = x3 4+ g(2x + 1);

0) f(x) = 6x? + g(vaT+1); &) fx) = L Lg(eVm ),

e f(@) =V +Ig(Va+1); f)f<x>=ax+1 (VaZ+1);
2

g) f(x) = In(x)g(e**); h) f(x) = g)gx—ill);

D) fx) = x839;

D fx) = g™,

. Najdéte TaylorGv polynom funkce f: 1 — R se stiedem v bodé 0, tak aby aproximoval f na [ s

presnosti do 0,001, jestlize

a) f(x)=cosx, [I=10,2nx]; b) f(x) =sinx, [ =1[0,2x];
o f)=m+EX o 4]
. Najdéte Taylorovu fadu funkce f se stfedem v bodé a a urcete jeji interval konvergence, jestlize
a) f(x) =sinx, a=0; b) f(x) =cosx, a=0;
¢) f(x)=Inx, a=1; d) f(x) = arcsinx, a =0;
e) f(x) =arctgx, a=0.

. Najdéte lokalni extrémy, inflexni body f a urcete, kde je funkce rostouci, klesajici, konvexni,
konkévni, jestlize
_ 1 . 2
2 f(x) = 2_ 1 b)f(x):le; 0) f(x) = x2e "
d) f(x) = x* —2x% = 3; e) f(x) = x + sinx; f) f(x) = &> =1,
9 fx) = (* =D h) f(x) =x —x*/°,

Pomoci L'Hospitalova pravidla vypocitejte limity
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) i . 1 1.

a) limy,_, ¢ Slgclx; b) lim, <m — m),
2 N/ — Jsi

] 1 . COoS X sin x
¢) lim, 9 x—ssliI#Q d) lims o sin? (x) ’

. tgx .
e) lim,_, o+ <%) ; f) limy ¢ (Tcsliﬁ - ﬁ%)’
g) limy_o(e* — 1) cotg x; h) lim, 0 x /%

X

i) im0 (Va7 + @ — V2 B): Dlim oo (144), a>0.

Pomoci véty o tiech limitach se pokuste dokazat, Ze funkce f: R — R definovana

x?sin(1/x) prox # 0,

f(x):{ 0 prox=0

ma derivaci f/(0) = 0.
Naleznéte bod (x, y) na pfimce x +2y = 5, jehoZ vzdalenost od bodu (0, 0) je minimalni. (Navod:
hledejte minimum funkce f(x) = \/x2 + (%(5 —x)%)

Odhadnéte &islae, e2,e3, e~ 1, In2, In (%), sin5, cos 2, cos +/2 s chybou mensi nez 0,001.
Pod jakym thlem se protinaji grafy funkci f a g v ptisluSnych bodech, je-li

a) f(x) =sinx a g(x) = cosx; b) f(x) = x?ag(x) =x3;

©) f(x) =x?agx) = Vx; d) flx)=e"ag) =e.
Urcete rovnici tecny a normdly ke grafu funkce f:R — R, f(x) = el =y pruseciku s piimkou
y=1.
Ukazte, Ze neplati nésledujici tvrzeni: JestliZe existuje vlastni derivace f’(0), pak je funkce f
spojitd na néjakém okoli bodu 0. (Ndvod: Pokuste se najit protipiiklad.)

Najdéte funkci f: R — R, pro kterou plati f'(0) = 1, kterd neni rostouci na Zidném okoli bodu 0.

Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht f je polynom majici pouze redlné rizné kofeny, pak i polynom
f’ ma pouze reédlné kofeny. (Ndvod: PouZijte Rolleovu vétu.)

DokaZte: Nechf f je spojitd a m4 vlastni nebo nevlastni derivaci na ohrani¢eném intervalu (a, b).
Je-li f neohraniCend na (a, b), f' je také neohrani¢end na (a, b). Jak tomu bude pro neohraniceny
interval?

Dokazte, Ze derivace periodické funkce je periodicka funkce se stejnou periodou.

Najdéte funkce f, g: R — R takové, aby platilo (fg)' = f'g’.

Najdéte funkce f, g: R — R, které nejsou spojité v zadném bod¢€ R, ale f o g ma derivace vSech
rada.

UkaZte, Ze neexistuje funkce f: (0, co) — R takovd, Ze f ma vlastni derivaci na celém definicnim
oboru, lim,_, g+ f(x) = 00 a lim,_, o+ f'(x) = 1. (Ndvod: Pomoci Lagrangeovy véty o stfedni
hodnot& ukazte, Ze je-li lim,_, o+ f/(x) = 1, potom je f omezend na n&jakém intervalu (0, a).)

Problém hasice amatéra:
M¢éjme potok, ktery teCe rovné. Hasi¢ amatér bydli od potoka ve vzdalenosti 40 metri. Hofici
Skola je jenom 20 metrti od potoka na témzZe bfehu jako hasiciv diitm. Vzdalenost kolmic na potok
prochazejicich skolou a hasi¢ovym obydlim je 100 metrti. V jakém misté potoka musi hasi¢ nabrat

vodu do kbeliku, aby dobéhl k hofici skole v nejkrat§im Case, vime-li, Ze pob&Zi po pfimkéch a Ze
s plnym kbelikem béZi dvakrat pomaleji neZ s prdizdnym?

Problém Sikovného strycka:
Predpokladejme, Ze jste Sikovny stry¢ek. VA4S synovec za vami pfijde s nasledujicim tkolem: Chtél
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by z obdélnikového kusu plechu o rozmérech 50 x 30 centimetri udé€lat krabici bez vika s co
mozné nejvétsim objemem. Vasim tikolem je tedy zjistit, jak moc je nutno plech nastfihnout, aby
z nej utvorend krabice méla nejvétsi objem.

Problém stiedovékého stavitele:
Dejme tomu, Ze si vas pozve znamy stiedoveéky stavitel, ktery potfebuje poradit s timto problémem:
Ma Zelezny pas o délce 200 palci a chtél by z n€j udélat raim romanského okna. Jakou ma zvolit
Sitku okna, aby do chrdmu prochdzelo co nejvice svétla— tedy, aby plocha okna byla co nejvétsi?

Problém konstruktéra firmy PEPSI:
Predpoklddejme, Ze jste konstruktér firmy PEPSI a dostanete nasledujici tikol. Musite navrhnout
vilcovou plechovku takovou, aby se do ni veslo pfesné 250rcm? tekutiny a piitom aby se na nf
spotfebovalo co nejméné materidlu — tedy, aby méla co nejmensi povrch.

Problém liného vrabce:
Na plot€, jehoz vyska je 1 metr, sedi vrabec. Ve vzdalenosti 15 metrii od plotu roste strom, ktery
ma vétev ve vySce 3 metry. Na zemi mezi plotem a stromem jsou husté rozesety zizaly. V jaké

vzdélenosti od plotu ma vrabec sezobnout zizalu, aby proletél trasu plot-ZiZala-vétev po pifimkach
a po nejkratsi draze?

Problém naruzivého kavomila:
Jako milovnik kdvy mate nasledujici problém. Mate papir na kavovy filtr kruhového tvaru o
poloméru 10cm. Vystfihnutim kruhové vysece o thlu o vznikne kavovy filtr. Jak zvolit tihel «, aby
se do né&j veslo co nejvice kavy? Kolik to bude?

Vysledky

1.a)2;b) 1;¢)2a;d) 1;e) 2a;f) —1 proa < 0, 1 proa > 0, pro a = 0 neexistuje; g) 2ab; h) 1;
i) —1/a” proa # 0, pro a = 0 neexistuje; j) _zlt' 2.a)mingcy f(x) = f(0) =3, max e f(x) =
f(=2) = f(2) =T;b)minyes f(x) = f(0) = =9, maxyea f(x) = f(5)—4;¢)minyep f(x) =
f(=1) = =3, maxceq f(x) = f(1) = 35d) mingea f(x) = f(1) = 2, maxyeq f(x) neexistuje.
a)y=7x+13b)y=—-5x+12¢)y=Qa—TNx —a*+13.4.2) x — 1)>+(y—3)? =1
nebo (x — D2+ (y—1)2=1;b) (x —24++/2/2)2+(y —2—+/2/2)% = 1 nebo (x —2—~/2/2)> +
(y—24~2/2)? = 1;5.2) =2/x%;b) (x* —4) /x?; ¢) —=2/(x(x +2)); d) 1/(x +2); €) x/(x? +2);
£)3(2x2 + DeX 3 g) 2xa* Inas h) x* (x Inx +x + 13 ) ¥+ (ax + a); j) ¥ (Inx +
2xInx+x+1).6.2) 1//x +14+g(x);b) x> +2g8'2x +1);¢) 12x +xg' (Vx2 + 1) //x2 + 1;
d) Le(eV>F) + (v + DEVFH)eVPH) 2V + 1) @) g(Va+ D/QVa+1) +
%g/(«/x +1); O ahnag(Vx2+1) + a"Tlxg/ (Va2 +1)/Vx2+1; g g(e¥t)/x +
lnxg’(exH)exH;h)2x/g(x+1)—(x2+1)g’(x+1)/(g(x+1))2;i)xg(zx)(Zg’(Zx) Inx+g(2x)/x);
§) & (x®)x*2Inx +2).7.2) P(x) = 1 —x2/2! +x*/4!1 — x6/6! + x8/8! — x19/10! + x'2/121;
b) P(x) = x—x3/314+x3 /5! —=x7/714+x2 /9 —x 1 /111; ) P(x) = 2x4+2x3/342x7 /5+2x7 )7+
2x9/9.8.2a) 32 (= 1)"x?"T1/(2n + 1)!, konverguje na R; b) Y02 /(—1)"x?"/(2n)!, konverguje
na R; ¢) > (—=1)"T!(x — 1)"/n, konverguje na (0,2); d) >°° ,(2n)!x2"*1/@"(n!)?(2n + 1)),
konverguje na (—1, 1); e) Z;’lozo(—l)”xz”“/(Zn + 1) konverguje na [—1, 1]. 9. a) lokalni maxi-

mum f(0) = —1, inflexni ani bod lokalniho minima nem4, rostouci na intervalech (—oo, —1) a
(—1,0), klesajici na (0, 1) a (1, co), konvexni na intervalech (—oo, —1) a (1, 0o), konkdvni na
(—1, 1); b) lokdlni minimum f (1) = 1, lokdlni maximum f(—1) = —1, inflexni nemd, rostouci

na intervalech (—oo, —1) a (1, 00), klesajici na (—1, 0) a (0, 1), konvexni na intervalu (0, c0),
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konkévni na (—o0, 0); ¢) lokdlni minimum f(0) = 0, lokdlni maxima f(—1) = f(1) = 1/e,
inflexni body —% — J17)2, —% + V17)2, % — J17/2 a % + /172, rostouci na interva-
lech (—oo, —1) a (0, 1), klesajici na intervalech (—1,0) a (1, co), konvexni na intervalech
(—o00—3—+17/2), (= 3 +~/17/2,3 — /17/2) a (3 + +/17/2, 00), konkdvni na intervalech
(—3-V17/2, =3+~/17/2) a (3 —+/17/2, 3 ++/17/2); d) lokédlni minima f(—1) = f(1) = —4,
lokdlni maximum f(0) = —3, inflexni body —+/3/3 a +/3/3, rostouci na intervalech (—1,0) a
(1, 00), klesajici na intervalech (—oo, —1) a (0, 1), konvexni na intervalech ( — 00, —\/5/3)
a (+/3, 00), konkdvni na intervalu ( — +/3/3, +/3/3); e) lokdln{ extrémy nemd, inflexni body
/2 + km, k € Z, rostouci na R, konvexni na intervalech (w + 2kw, 2(k + 1)7), k € Z, konkdvni
na intervalech 2km, w + 2km), k € 7Z; f) lokdlni minima f(—1) = f(1) = 0, bod lokélniho
maxima nemd, inflexni body —«/5/2 a ﬁ/Z, rostouci na intervalech (—oo, —1) a (—1, 00),
konvexni na intervalech ( — 00, —\/5/2) a («/E/ 2, oo) konkdvni na intervalech ( —V2/2, —1)
a (1, \/E/ 2); g) lokdlni minimum f(0) = —1, lokdlni maximum nemd4, inflexni body —1 a 1,
rostouci na intervalu [0, c0), klesajici na intervalu (—oo, 0), konvexni na intervalech (—oo, —1),
(—+/5/5,+/5/5) a (1, 00), konkdvni na intervalech ( — 1, —+/5/5) a (+/5/5, 1); h) lokélni mini-

mum v bodé %, lokdlni maximum f(0) = 0, rostouci na intervalu (%, oo), klesajici na intervalu

(0, %), konvexni na (0, co). 10. a) 1. b) —%; ©)0;d)oco;e) 1; ) 0; ) 1; h) 1;1) (a — b)/2;
J) e 12, (— %, %) 16. Protipiiklad f(x) = xZx(x). 17. Napiiklad f(x) = x + x%x (x) nebo
f(x) =x 4+ x%sin(1/x) pro x # 0a f(0) = 0. 21. f, g konstantni funkce. 22. f, g = x.






8. Integralni pocet v R

V této kapitole se dostdvame k dal§imu stéZzejnimu pojmu matematické analyzy k pojmu inte-
grdl. Definujeme zde nejprve Riemanntv integral z ohrani¢ené funkce na uzavieném (ohranice-
ném) intervalu. Uvadime zdkladn{ tvrzeni pro Riemanndv integral. Definujeme pojem primitivni
funkce a uvadime jej v souvislost s integrdlem. Odvozujeme pravidla pro vypocet neurcitych
integralti metodou per-partes a substituci.

Na zavér kapitoly je integral rozsifen i pro neomezené funkce a oteviené intervaly (vCetné
nevlastnich) definici neviastniho integrdlu. Je zde téz uvedeno integralni kritérium konvergence
fad.

8.1 Riemannuv integral. V celé této kapitole budeme uvazovat interval [a, b] a funkci f: X C
R — R takovou, Ze [a, b] C X a f je na [a, b] omezena.
Motivaci k pojmu integral je problém zjisténi plochy rovinného obrazce vymezeného osou x,
primkami x = a, x = b a grafem funkce f. PfiCemz tu ¢ast plochy
b obrazce, kterd leZi pod osou x bereme se zdpornym znaménkem.
f f(x)dx Tomuto obrazci nékdy fikdme podgraf.
a Vychdzime ze znalosti plochy obdélniku, kterd je definovdna
jako soucin délek jeho stran. Je proto celkem pfirozené k definici
" a b plochy podgrafu postupovat nasledujicim zptisobem. Rozdélime
interval [a, b] na koneCny pocet podintervalii. Na kazdém z té€chto podintervall sestrojime obdél-
niky o vySce maximalni hodnoty funkce na tomto intervalu a o vy$ce minimalni hodnoty. Soucet
ploch obdélnikd maximalnich vysek nad podintervaly ndm da horni ohranicen{ plochy podgrafu,
obdobné dostaneme dolni ohranic¢eni ze souctu ploch obdélnikd s minimalnimi vyskami. Budou-li
se podintervaly zuzovat, horni a dolni ohrani¢eni by mohly konvergovat ke stejné hodnoté — plose
podgrafu.
Naésleduje formdlni popis uvedeného postupu.
Délenim intervalu [a, b] rozumime libovolnou uspotfddanou (n + 1)-tici A = (xg, X1, -+, Xp)
redlnych Cisel takovou, Zea = xp < x; < ... < x, = b. Cislo

!

|A|:max{x1 _x07x2_x15”'7-xn_xn*]} (8'11)
nazyvame norma déleni A. Déleni A" = (yo, y1, ..., ym) je zjemnéni déleni A = (xq, X1, ..., Xn),
jestlize pro kazdé i € {1,...,n} existuje j € {1,...,m} takové, Ze x; = y;{’| Pod pojmem

spolecné zjemnéni déleni A’ a A” myslime déleni obsahujici pravé ty body, které patii do déleni
A’ nebo do déleni A”.
Mnozinu vSech déleni intervalu [a, b]

budeme oznaCovat Dl[a,b]. Nechf A =
M;(f, A) \\/ (x0, X1, ..., X) je délen{ intervalu [a, b]. Pro
m;(f, A) P kazdéi € {1, ..., n} klademe
i G ML B0 = xi) mi(f, &)= inf f(x),
saa0sssiiey m;(f, A)(x; — x;_1) x€[x;—1,x;]
A M;(f,A)= sup f(x),
53353535350 x€[xi—1,x;]
Xi—1 Xi

DDéleni A’ obsahuje vSechny body déleni A. Evidentné musi byt m > n.

107
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(supremum i infimum vZdy existuji a leZi v R, nebof f je na [a, b] omezend). Dale klademe@
n
S(HLA) =) mi(f, A) - (xi — xi-1),
i=1

S(fHA) =) Mi(f, D) - (xi = xi-1),

i=1

Cislo s(f, A) nazyvame dolni integrdlni soucet funkce f vzhledem k déleni A. Podobné &islo
S(f, A) nazyvame horni integrdlni soucet funkce f vzhledem k déleni A.

y y
f S N
0 a X1 X2 X3 X4 X 0 a X1 X2 X3 X4 X

Nez pristoupime k definovdni pojmu integrédl, odvodime si nékolik tvrzeni tykajicich se inte-
gralnich souctd, které budeme pozdéji potiebovat.

Lemma 8.1. Je-li A’ zjemnénim déleni A, potom

L L ‘x\l Xi\—i—l L | A
a=T % _, S(f. A) < s(f A)
A ,
—— S(f, A) = S(f, A).
a=yYo YViVk+1---JI Ym =b (/: 8) = 5(: &)
Zjeméni A’ déleni A. D G k a z. Necht A" = (yo, y1, ..., Ym) j€ Zjemnénim
A = (XO’XI’ '-~7-xn)‘
Zvolme i € {1,...,n}. JelikoZ A’ je zjemnénim A, existuji k,I € {1,...m}, k < [ takové,

ze [xi—1,xi] = [yk, y]. Je-li I = k + 1, potom m;(f, A) = infxey, y) f(x) a Mi(f, A) =
SUDepy,.,y,] J (X). OvSem je-lil > k + 1, pak

mi(f, A) < mpr(f, A, mi(fs A) <mpo(f, A, oo mi(fy &) <my(f, A)

Mi(f, D) = M1 (f, A, Mi(f, A) = My2(f, A), ooy Mi(f. A) = Mi(f, A).

Odtud dostavame

/ /
mi(f, A —xic) = Y omi(f, A —xj-) < Y omi(f ANy = yj-1)
j=k+1 j=k+1

l 1
Mi(f. A) 0 —xim) > Mj(f. MG —xm) = Y Mi(f. A)yj — yj-1)

j=k+1 j=k+1

Z poslednich rovnic dostdvame

n

2)Co mame na mysli, napfSeme-li ) 7_; x;, jsme zatim nevysvétlili, spoléhdme na tebe, Ctendfi.
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SCAA)Y =Y mi(f, D) i —xim) < Y mi(f. A (i — yie1) = s(f. A')

SULA) =3 Mi(f. A —xim1) = Y Mi(f. )i — yi1) = S(f. A)).

i=1 i=1

Lemma 8.2. Budte A" a A" dvé déleni, potom s(A', ) < S(A”, f).
D t k a z. Plyne z existence spole¢ného zjemnéni A déleni A’ a A” a pfedchoziho lemmatu.

q - ‘ ‘ o b A//

a b A

—— ———— s(f, &) S(f. A)

: — : A s(f. A0 S(f. A7)
a b

Spole¢né zjeméni A" a A”
Predchozi tvrzeni fikd, Ze horni soucet je vétsi neZ dolni soucet a to i pro riznd déleni. Toho
hned vyuZijeme.
Uvazujeme mnoziny U (f, [a, b]) = {S(f, A) | A € Dla, bl} a L(f,la,b]) = {S(f, A) |
A € Dla, b]}. Podle ptfedchoziho tvrzeni je L < U. Klademe

[P Foyde = jnf S(f, ) =infU(f, la, b) (8.1.2)
[P feyde= sup  s(f, A) =sup L(/, [a,b]) (8.1.3)
- A€Dla,b]

(supremum i infimum vZdy existuje (jedna se o neprazdné mnoziny) a lezi v R, nebof je f na [a, b]
U(f,[a, bl) omezend lezi v R). Cislo fab f(x) dx nazyvame dolni integrdl

fb Foodx funkce f na intervalu [a, b], ¢islo fab f(x) dx nazyvame horni
L integrdl funkce f na intervalu |a, b].

L(f,[a, b)) Funkce f se nazyva integrovatelnd na intervalu [a, b], je-li
J spln&na podminka

17 £ (x)dx -
f_f feydx =f7 f(x)dx. (8.1.4)

Cislo [ ab fx)ydx =/ ab f(x)dx se oznatuje symbolem | ab f(x)dx a nazyvd (Riemanniiv)
integrdl funkce f na intervalu [a, b]. Ddleklademe [’ f (x)dx = — fab f(x)dxa [’ f(x)dx =0.

Uvazujme konstantni funkci f: [a, b] — R, tedy f(x) = ¢ pro vSechna x € [a, b]; ukdZeme, Ze funkce
f je integrovatelnd na [a, b] a fab f(x)dx =c(b—a).Jeli A = (xg, x1, ..., Xx,) libovolné d€leni intervalu
[a, b], pak protoZe je f konstantni, mame M;(f, A) = m;(f, A) =cprokazdéi =1, ..., n. Nasledné

S(f D) =s(f,A)=cy (xi—xim1) =c(b—a).

i=1

JelikoZ toto plati pro kazdé d&€leni A € Dla, b], dostdvame, Ze [ ab fx)ydx =/ ab f(x)dx = c(b —a). To
znamend, Ze je f integrovatelnd na [a, b] a plati o
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b
/ cdx =c(b —a). (8.1.5)
a
UvaZzujme Dirichletovu funkci xﬂ Je-li A = (x¢, x1, ..., x,) déleni intervalu [a, b], pak pro kazdé
i=1,...,nje Mj(x, A) = 1 (interval [x;, x;_1] obsahuje raciondlni ¢islo) a m;(x, A) = 0 (pro¢?). To

znamena, ze

n

S(x, A) = Z I —xi)=b—a a s(x,A) = ZO(xi =xi_1) = 0. (8.1.6)
i=I

i=1
Rovnice (8.1.6) plati pro kazdé déleni A € Dla, b], plati tedy
b b
[ xxdx=b—a a [ x(x)dx=0.
Proto funkce x neni na [a, b] integrovatelna.

Lemma 8.3. Necht f je omezend na intervalu [a, b]. Pak ke kaZdému ¢ > 0O existuje § > 0 takoveé,
Ze je-li A déleni [a, b] s |A| < &, potom

S(f, A= [P fode <, (8.1.7)
b
f_af(x)dx—s(f, A) < e. (8.1.8)
D i k a z. Provedeme pouze dikaz vztahu (8.1.7)), dikaz vztahu (8.1.8)) je obdobny.
Zvolme ¢ > 0. K tomuto ¢&islu existuje déleni A" = (yo, y1, ..., yp) intervalu [a, b] takové, Ze
nN (b 3
S(f, A= [] f(x)dx < X (8.1.9)

ProtoZe f je omezena, existuje K € R takové, Ze | f(x)| < K pro kazdé x € [a, b]. PoloZme
6 =¢/(4Kp).
Nyni ukdZzeme, Ze je-li A(xg, X1, ..., x,) d€leni [a, b] s |A| < &, potom S(f, A) — S(f, A') <

&/2. Toto spolu s rovnici (8.1.9) dokaze (8.1.7).
Necht A” = (20, z1, ..., Zm) je spole¢né zjemnéni déleni A’ a A. Podle Lemmatuplati

S(f, A"y < S(f, A). (8.1.10)
Pocitejme rozdil S(f, A) — S(f, A”).Je-li (x;, x;—1) = (zk, zx—1) interval neobsahujici Zddny

bod y;, potom M;(f, A)(x; — xj—1) = Mi(f, A”)(zk — zx—1)- Rozdil S(f, A) — S(f, A”) tedy
sta¢i pocitat pouze na intervalech [x;, x;—1] = [zs, z-], kde s — r > 1. V tomto piipadé plati

N N
‘ > M(f, A - Zk—l)‘ <K Y (@w-u1)=
k=r+1 k=r+1

= K(zr —z5) = K(xi —xi—1) < K.

Protoze kazdy takovy interval obsahuje néktery bod y;, jejich pocet je nanejvys p. Dostdvame
e
IS(f, A) — S(f, A")| < p2K§ = 3

JelikoZ A” je zjemnénim A, je absolutni hodnota v pfedchozi rovnici zbyte¢na. Spolu s (8.1.10)
dostavame

3)Zopakujme si, Ze x (x) = 1, je-1i x raciondlni a x (x) = 0, je-li x iraciondlni.
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S(f, A) = S(f, Ay < % @.1.11)
Nakonec (8.1.11) a (8.1.9) dava

SCf A= [ FO)dx = S(f. 8) = SCL Y+ S(f, A)= [ fyde < 2+ 2

=e.
2
Véta 8.4. Necht f je omezend na |a, b).

1. Je-li f integrovatelnd na la, b], pak pro kaZdou posloupnost (A,) déleni intervalu [a, b]
slim|A,| = 0 plati

b
lim s(f, Ay) = lim S(f, A,) :/ f(x)dx. (8.1.12)
n—o0 n— oo a
2. Existuje-li posloupnost (A,), A, € Dla,b] s lim|A,|] = 0 a lim,os(f,Ay) =

limy, 00 S(f, An), pak je f integrovatelnd na [a, b] a plati (8.1.12).
D ik a z. 1. Nechf integrél | ab f(x) dx existuje. DokdZeme rovnost (8.1.12)) pro limitu hornich
souctdl. Zvolme ¢ > 0. Podle Lemmatu [8.3|existuje § > 0 takové, Ze

_ b
S(f, A= [P foo)dx = S(f, A) —/ f(x)dx < (8.1.13)

pro A s |A| < é. Jelikoz lim,,— ~ |A,| = O existuje ng € N takové, Ze pron > ng je |A,| < §; to
znamend, Ze pro né platf (8.1.13).
2. Plyne z toho, Ze [ ab fx)dx < [ ab f(x) dx a z toho, Ze podle Lemmatu [8.3| mus{ byt

f_ab fx)dx— fab fx)dx <e¢
pro kazdé ¢ > 0.

Dusledek 8.5 (Kritérium integrovatelnosti). Bud f omezend funkce na [a, b]. Funkce f je na
la, b] integrovatelnd, prdave kdy?Z ke kaZdému e > 0 existuje déleni A takové, Ze S(f, A)—s(f, A) <
e

Piiklad 8.6. Necht f:[a,b] — R je funkce takovd, Ze f(x) = O pro vSechna x € [a,b] aZ na x €
{c1, c2, . ..ck}. Ukdzeme, Ze fab f(x)dx =0.
Uvazujme posloupnost déleni (A,) intervalu [a, b] takovou, Ze |A,| < 1/(2kMn), kde M =

max{| f(c)|, | f(c2)l, ..., | f(ck)|}. Obsahuje-liinterval [x; 1, x;] néktery zbodli c;, plati0 < M;(f, Ap) <
Ma—-M < m;(f, Ay) < 0;jinak M;(f, A) = 0am;(f, A,) = 0. ProtoZe kazdé z ¢isel c; mlize ndlezet
nanejvyse dvéma intervalim ze systému {[x;—1,x;] | i = 1,...,n}, mame

S(fs An) =< 2kM|An| < 1/n
s(f, An) = —2kM|A,| > —1/n.

Limity im S(f, A,) a lims(f, A,) existuji, rovnaji se nule a podle
véty[8.4]je f integrovatelnd a plati

b 1
/ f@de = lim <:|:;> =0.

Priklad 8.7. Uvazujme funkci idg na intervalu [0, 1], ddle m&me posloupnost déleni (A,), A, =
©,1/n,2/n,...,n/n). JelikoZ idgr je na intervalu [i/n, (i + 1)/n], i = 0,1,...,n — 1, rostouci, plati

a Cl
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M;(idg, Ay) = idr(( + 1)/n) = (i + 1)/n am;(idr, A,) = idr(i/n) = i /n. Proto

n—1
. i+11 1+n .
S@Adg, Ap) = Z(:) = (ovéfte!)
1=
. Gy . N
s(idr, Ap) = ) —— = . (ovéite!)
—nn 2n

Pro funkci idg a posloupnost déleni (A,) jsou splnény pfedpoklady véty (specidlné, lim S(f, A,) =
lims(f, Ap) = %), a proto

[, o=
xdx = —.
0 2

Véta 8.8. Je-li f spojitd na [a, b], pak je f na [a, b] integrovatelnd.
D @ k a z. VyuZijeme toho, Ze spojitd funkce je na uzavieném intervalu stejnomérné SpOjité@

Uvazujme posloupnost déleni (A,,) intervalu [a, b] takovou, Ze lim,— o |A,| = 0. UkdZeme,
7e pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, zZe pro kazdé n > ng je |S(f, A,) —s(f, Ap)| < ¢e.To
je podle diisledku 8.5 postacujici pro existenci integrélu | ab f(x)dx.

Necht ¢ > 0. Ze stejnomérné spojitosti f plyne existence § > 0 takového, Ze pro libovolné
X,y € [a, b], prokteré je |[x — y| < §, plati | f(x) — f(¥)| < &/(b — a). Zvolme ny € N takové,
Ze pron > ngje |A,| < § (to lze udélat, protoze lim;,—, o, |A;| = 0). Nyni je-li [x;_1, x;] interval
déleni A, = (x0, X1, ..., Xm), prokazdé x, y € [x;_1, x;] plati | f(x) — f(y)| < /(b —a). Proto

M;(f, Ap) —m;(f, Ap) < bL (ovéite!) (8.1.14)
—a

Odtud dostavame

SC D) = sCf An) =) Mi(fy Ag)(xi = xim1) = Y mi(f, Ap)(xi — xim1) =

i=1 i=1

=D (Mi(f. Aw) —mi(f, Ap)) (i — xi-1) <
i=1
<Y =) = (podle (B-T-14))

i=1

— € (b )_
_b—a a) = €.

Nyni pouZijeme vétu[8.4]a dikaz je ukoncen.

Véta 8.9. Budte f, g:[a,b] — R omezené a budii ¢ € R. Existuji-li integrdly fab f(x)dx a
fab g(x) dx, pak existuji integrdly fab(f + g)(x) dx, fab (cf)(x)dx a plati

LM+ de = [7 fayde + 7 g(x) dx;

2. [PeHmyde = ¢ [ Fo) dr.

Dtk az. 1. NakaZdém intervalu [x;, x;—1], kde x; jsou body déleni A intervalu [a, b], plati

sup (f+gk)= sup f(x)+ sup gx) (8.1.15)

x€[xi,xi—1] x€[xi,xi—1] xelx;,xi—1]

4Funkce f:X C R — R je stejnomérné spojita na Y C X, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro
kazdé x,y € Y takové, Ze |[x — y| < d,je |f(x) — f(¥)| < e.
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inf ](f—i-g)(x) > inf ]f(x) + inf  g(x). (8.1.16)

X€[x;,xi -1 €lxi,xi—1 x€[x;i,xi—

M¢éjme posloupnost déleni A, takovou, Ze lim,—, o |A,;| = 0. Ozna¢me k(n) pocet intervald
déleni A,,. Z nerovnic (8.1.15) a (8.1.16]) dostavame

k(n) k(n)
D omilf A = xim1) 4 Y mig, Ag)(xi — xi1) <
i=1 i=1
k(n)
< Zmi(f + 8, Ap)(xi —xi—1) <
i=1
k(n)
<Y Mi(f + g A)(xi — xi1) <
i=1
k(n) k(n)

<) OMi(f, A —xic) + ) Mi(g, Ap)(xi — xi1)

i=1 i=1

sC(fs An) +5(8, Ap) < s(f + 8 An) = S(f + 8. An) = S(f, Ap) + S(g. AnJ8.1.17)

JelikoZ jsou f a g integrovatelné, podle bodu 1 véty[8.4]je limita z obou koncovych vyrazi v (8.1.17)
rovna [” f(x)dx + [” g(x)dx. Podle véty o trech limitdch je tedy lim, oo S(f + g, A,) =
lim, 00 S(f + g, Ap) = fab f(x)dx + f ab g(x)dx a podle bodu 2 véty dostavame tvrzeni
vety.

vV

Diikaz bodu 2 je jesté o poznani jednodussi, a proto jej pfenechavame ¢tenafi.

Véta 8.10. Nechf f je omezend funkce na [a, b] a c € (a, b). Integrdl |, ab f(x)dx existuje, prdavé
kdy?Z existuji integrdly f ac f(x)dx, f Cb f(x)dx a plati

b c b
/ f(x)dx 2/ f(x)dx —|—/ f(x)dx. (aditivita) (8.1.18)

a a c
D i k a z. Necht A = (xg, X1,..., Xk, ..., X)) je déleni intervalu [a, b] takové, Ze x; = c.
Oznacime-li AL = (xo, x1, ..., x%) a A = (xg, Xx41, ..., x7), vidime, Ze AL je d&lenim [a, c]

a A? je délenim [c, b]; navic plati
s(f, A =s(f, ALY +s(f, AT) a  S(f, A) = S(f, AY) + S(f, AT).  (8.1.19)

Zvolme ¢ > 0. Pokud je f integrovatelna na [a, b], podle disledku existuje déleni A
intervalu [a, b] takové, Ze

S(f, A) — s(f, A) < e. (8.1.20)

MiiZzeme predpokladat, Ze A obsahuje i bod ¢ (pokud ne, pfiddnim bodu ¢ do A se odhad
neporusi). Kombinaci (8.1.19) a (8.1.20) dostavame S(f, AL)—s(f, ALY+S(f, AD)—s(f, AT) <
¢. JelikoZ horni soudet je vétsi nebo roven neZ dolni soucet, dostdvame S( f, ALY —s(f, AD) <&
a S(f, AP) —s(f, A?) < &. Opét podle diisledku je f integrovatelnd na [a, c] a na [c, b].
Z (8.1.19) jiz (8.1.18)) plyne.

Nyni pokud f je integrovatelnd na [a, c] a [c, b], existuji déleni AL AP piisluinych intervald
tak, Ze
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€ €
SULAD =s(f,AM) <5 a (AT —s(f, A7) < 2.
Oznaéme A déleni intervalu [a, b] obsahujici body déleni AL a AP . VyuZijeme (8.1.19) a predcho-
zich nerovnosti, z predchozich nerovnic dostdvame S(f, A) —s(f, A) = S(f, A™) + S(f, AP —
s(f, AFY —s(f, AP) = /2 4+ £/2 = &. CoZ podle disledku dokazuje integrovatelnost f na
[a, b].
Vztah (8.1.18) dostaneme, aplikujeme-li (8.1.19) na posloupnost déleni A, intervalu [a, b]
takovou, Ze lim,, o |A,| = 0.

Dusledek 8.11. Je-li f integrovatelnd na [a, b, potom je integrovatelnd na kazdém [c, d] C [a, b].
Zménime-li integrovatelnou funkci v kone¢né mnoha bodech nejenom, Ze ziskdme integrova-
telnou funkci, dokonce se stejnym integralem.

Véta 8.12. Budte f, g:[a, b] — R takové, Ze f(x) = g(x) prox € [a, b]\{c1, c2, ..., ck}. Potom
je-li g integrovatelnd na [a, D], je integrovatelnd na [a, b] i f a plati fab fx)dx = fab g(x) dx.

Dikaz. Polozmeh = f—g.Platitedy, Ze f = h+g. Funkce 4 je rovnanule na celém [a, b] vyjma
bodt ¢1, ¢3, .. ., c;. Podle pfikladu to znamena, Ze je integrovatelnd a f ab h(x)dx = 0. Podle

Vétyintegrélz f nala, b] existuje a plati fab f(x)dx = fab h(x) dx—l—fab g(x)dx = fab g(x)dx.

8.2 Lebesgueova véta. Spojita funkce je integrovatelnd. Podle pfedchozi véty, pokud ma omezena
funkce jen kone¢n& mnoho bodi nespojitost, pak je taktéZ integrovatelnd. Véta[8.19)déva odpovéd
na otdzku jak ,,velka“ miZe byt mnoZina bodl nespojitosti integrovatelné funkce.

K diikazu toho stézejniho vysledku potiebujeme definovat nékolik pojmil a formuloval pomocna
tvrzeni.

MnoZina A C R mé Lebesgueovu miru nula pokud ke kazdému & > 0 existuje nanejvyse
spoetny systém intervalt I} = (ay, by), I» = (az, b2), . . . takovy, Ze U?il(a,', b;) D A asoucasné
Zfil |(ai, bi)| < &, kde |(a;, b;)| znaci délku intervalu (a;, b;).

Prédzdnd mnoZina mé miru nula.

Kazda kone¢na mnozina ma miru nula.

Abychom ukazali, Ze mnoZina pfirozenych ¢isel N md miru nula, uvazujeme k danému ¢ > 0 otevieny
interval 17 délky ¢/2 se sttedem v bodé€ 1, ddle otevieny interval I, délky ¢/4 se sttedem v bodé 2 a
tak dale. Interval I, se sttedem v n bude mit délku e/2". Tento systém pokryvad N a soucet jeho délek je

e/2"=e) 1/2" = .

Stejnym zptisobem lehce dostaneme, Ze kazda spoetnd mnozina ma miru nula.
Jednoduchym disledkem definice je nasledujici tvrzeni
Lemma 8.13. KaZdd podmnoZina mnoZiny miry nula je mnoZinou miry nula.

Lemma 8.14. Spocetné sjednoceni mnoZzin miry nula je mnoZinou miry nula.

Dtk az Kdanému ¢ > 0 uvazujeme pokryti prvni mnoziny se souctem délek mensim nez /2,
druhé mnoZiny se souctem délek menSim nez ¢/4 a tak dale. K n-té mnoZiné ma pokryti délku
mensi nez ¢/2". Sjednotime-li tato pokryti bude mit délku mensinez > /2" =¢ ) 1/2" =¢.

Lemma 8.15. Nechf K C R je kompaktni mnoZina miry nula. Potom pro kaidé ¢ > 0 existuje
konecny systém intervalii I, I, . . ., Iy, Ze Ule I; DKa Zi‘(:l |I;] < s.

D 1 k a z. Jelikoz K je mnoZina miry nula, existuje spocetné pokryti otevienymi intervaly
se souctem délek meSim neZ ¢. ProtoZe je K kompaktni, lze z tohoto pokryti vybrat konecné
podpokryti. Soucet délek se tim nezvysi.

Pro omezenou funkci f definujeme oscilaci funkce f na intervalu jako
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w(f, 1) = Sug)f(X) — inf f(x).

Supremu i infimum v piedchozim vyrazu existuji diky ohranicenosti f. Oscilace funkce f v bodé
x je

w(f, x) = Sli_f)r(l)w(f, (x =8, x +19)).

Poznamenejme, Ze limita v pfedchozim vyrazu existuje, nebof vyraz v limité je nerostouci funkci
vzhledem k § zdola ohraniceny O.

Pokud je A = (xg, x1, ..., x,) déleni intervalu [a, b], pak Ize rozdil mezi hornim a dolnim
souctem s vyhodou vyjadrit pomoci oscilace.

S(f, D) —s(f,A) = Z [sup ]f(x)(x,- —Xi_1) — Z [infl ]f(x)(x,- —xi ) =
i=1 XE[Xi—1,X; i—1 XE[Xi—1,X;

=2 C s f@— _inf  FO)0 = xim) =

i—1 X€lxi-1.x] Xi—1,X

= Zw(f, i1, % D) (i — xi—1)- (8.2.1)

i=1

Lemma 8.16. Funkce f omezend na [a, b] je spojitd v x prdavé kdy? o (f, x) = 0.

D 0 k a z. Pfedpoklddejme, Ze je f v x spojitd. Potom podle kritéria spojitosti (Diisledek [4.12) je

pro kazdé e > 0 existuje 6 > Otakové, Zze f((x —§,x+38)) C (f(x) —e, f(x)+¢). Toznamen4,

Zenaintervalu Il = (x =8, x+8) jew(f, ) < f(x)+¢e— f(x) —e =2¢. Protoje w(f, x) = 0.
Obrécené, predpokladejme, Ze w (f, x) = 0. Zvolime ¢ > 0 Z w(f, x) = 0 dostdvdme, existuje

interval / = (x — 8, x + §), na kterém sup,..; f(y) — infyes f(y) < €/2, odtud potom plyne

f(x =68, x+96) C(f(x)—e¢, f(x)+ €). Tedy spojitost f v x.

Riemannova funkce g: [0, 1] — R ma oscilaci v bodech 0 a 1 rovnu 1,

w(e, 1/2) =1/2,
w(e,1/3) =w(o,2/3) = 1/3,
w(e, 1/4) = w(o,3/4) = 1/4,

12 . w(o,1/5) = w(o,2/5) = w(o,3/5) = w(o,4/5) =1/5,
ig‘ o ) .. T . Oscilace v iraciondlnich ¢islech je rovna O (funkce je v nich
et ST spojitd).

Lemma 8.17. Nechf f je omezend funkce na |a, b].
1. MnoZina O, = {x € [a, b] | w(f, x) < &} je oteviend (relativné v [a, b]).
2. MnoZina Q. = {x € la, b] | w(f, x) > e} je uzaviend (relativné v [a, b]) a kompakini.
Dukaz 1. Nechfx € O, tedy w(f, x) < &, to znamend, Ze existuje interval I = (x — §, x + §)
(pfipadné I = [x, x+6),pokudjex =aal = (x—4, x], pokud x = b),nakterémjew(f, I) < ¢.
Pro kazdé y € I a jeho intervalové okoli J C [ bude w(f, J) < w(f,I) < &, znamena to, Ze
o(f,y) <e. Tedy y € O;. MnoZina O, je oteviend relativné v [a, b].

2. MnoZina Q; je doplitkem O; v [a, b] aje tedy podle 1. uzaviena. Kompaktni je jako uzaviena
podmnoZina kompaktni mnoZiny [a, b] dle Véty[3.3]

Je-li funkce spojitd, potom je v kazdém bodé w( f, x) = 0 a z integrovatelnosti potom pro
kazdé ¢ > 0 existuje déleni A takové, Ze S(f, ) — s(f, A) < e. Odhad rozdilu hornich a dolnich
souctl si zobecnime pro piipad, kdy je oscilace kladna.

Lemma 8.18. Necht f:[a, b] — R je omezend, [x;, xi+1] C (a, b) a existuje ¢ > 0, Ze pro kaZdé
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x € [xi, xi+1] je w(f, x) < &. Potom existuje p € N a déleni A = (yo = Xi—1, Y1, -, Yp = Xi)
intervalu [x;, xi11], Ze

P
S(fA) = s(f.8) =Y o(f. lyj—1. yiDj — yj-1) < e(xi = xi-1).
j=1
D i k a z. Nenf hotov ...
Predchozi tvrzeni si miZeme ilustrovat na nasledujicim prikladu. Uvazujme funkci f:[0, 1] - R

“lo(f,x) =02

f - _ X x je raciondlni,
e flx) = x + 0,2 x jeiraciondlni.
% SRS Vidime, ze w(f, x) = 0,2 pro vSechna x € [0, 1].
i SCf, &) = s(f, &) Nynf pokud zvolime & v&tsi nez 0,2 napiiklad & = 0,4
o2 s Ize nalézt déleni dostate¢né jemné, aby
ok S(f, A) —s(f,A) <0,4(1 —0)=0,4.
0'0,1 A 1

Staci rozdélit [0, 1] na deset stejnych podintervali.
Skutecné, na kazdém podintervalu je M; —m; = 0,3 aproto S(f, A) —s(f, A) = 2}21 (M; —
m) (i —xi—1) = Y.12,0,3-0,1 =0,3.

Nyni jiz mtiZzeme piejit k hlavnimu tvrzeni.

Véta 8.19 (Lebesgueova). Ohranicend funkce f:[a,b] — R je integrovatelnd prdvé, kdyZ
mnoZina bodii nespojitosti f md Lebesgueovu miru O.

D i k a z. Ozna¢me symbolem A mnoZinu bodt nespojitosti funkce f. Tuto mnoZinu lze napsat
ve tvaru A = | ;o Ax, kde Ay = {x € [a,b] | o(f,x) > 1/k}.

»=* Pfedpokladejme, Ze je f na [a, b] integrovatelna a ukdZeme, Ze pro kazdé k € N ma Ay
miru nula. Podle Lemma [8.14] tim bude ukdzéno, Ze A mé miru nula.

Ozna¢me K > 0 takové, Ze pro libovolné x, y € [a,b] je | f(x) — f(y)| < K. Existence K
plyne z ohranicenosti f.

Zvolme ¢ > 0 podle Dusledku(8.5|existuje déleni A = (a = xq, X1, ..., X, = b),2e S(f, A) —
s(fA) < e/K.MnoZina X = {xg, x1, ..., X,} md miru nula (pozndmka za definici mnoZiny miry
nula). Staci podle Véty dokazat, mnozina bodi z Ay nachdzejici se uvnitf intervald déleni A
ma miru nula.

Rozdélme intervaly d€lni do dvou skupin {1,2,...,n} = SUT.

i €T, pokud Ax N (xj—1, xi) = 0.
i €8, pokud Ax N (x;—1, xj) # @, tedy existuje x € (x;—1, x;), Ze w(f, x) > 1/k.

Nyni, pocitejme délku pokryti Ay \ X

K .
Z(xi —xi_1) = Z i = xi1) (trik)
ieS§ ieS
< Z Ko(f, (xi—1,xi))(x; — xi—1) (w(f, x) > 1/k na intervalech skupiny S)
ieS
=K Z(supi —inf))(x; — x;—1) (definice oscilace na (x; — x;_1))
ieS

n
<K Z(supi —inf;))(x; — x;—1) (s¢itdme pres vSechny intervaly déleni A)
i=1
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= K(S(f, &) —s(f, A) <e.

»<" Nyni predpoklddejme, Ze A mé nulovou miru a ukdZeme, Ze potom existuje déleni [a, b]
s libovolné¢ malym rozdilem horniho a dolniho souctu. To bude dle Dusledku znamenat
integrovatelnost.
Pro libovolné Ay vytvorime déleni [a, b], jehoZ rozdil horniho a dolniho souctu bude ndsobkem
1/k.

o Podle Lemma [8.13 ma Ay C A nulo-
! vou miru, podle Lemma je kompaktni.

. P J p
TN e Z Lemma plyne existence kone¢ného

/ | meNabodia <x;<xp < ---<x3y <
""" } o(f,x) > T b, ze U;ﬂzl(XQi—l,XZi) D Ara

Ag
a:)%oxl )52 )53 xh, X +l:b m
Ao L A L " D i —xim) <& (8.2.2)
HHH H——H ,
i=1
So S1 A
Bt o Fooee e o Pro snazs§i formulaci predpokldddme, Ze
a,b ¢ Ax.
Piipad, kdy a nebo b lezi v Ay, vyZaduje jen malé modifikace. Oznacme xg = a, X2,,+1 = b, pro
kazdéi =0, 1, ..., mpolozime S; = [x2;, x2i+1]aproi = 1,2, ..., mklademe L; = [2i —1, 2i].
Systém intervali {L; | i = 1...m} pokryva Ay anaintervalech systému{S; | i =0, ..., m}

je oscilace v kazdém bodé€ mensi nez 1/ k.
Nyni na kazdém intervalu z S; podle Lemma [8.18]existuje déleni A; pro které je

1
S(f, A —s(f, Ai) < E(X2i+1 — X2;). (8.2.3)

Déleni A je spolecné zjemnéni (xg, X1, ... X2,+1) a déleni Ag, Ay, ..., Ay. Rozdil S(f, A) —
s(f, A) je souctem

S(fA) = s(f, A) =D S(f A = s(fs M) + Y (M —m)(xai — x2i-1) <

i=0 i=1

1 m m
< =) @aip1 —x2) + ) _(Mi —m) (i —xyi-1) < dle B821) a B23)
k i=0 i=1

< %(b —a)+ Z(Mi —m;)(x2i — X2i—1) <

| i:lm
< b-a+K ;mf — X2 1) <

1 1 1
<%(b—a)+K%=£(K(b—a)). dle (8.2.2)
Pro dostate¢né vysoky index k lze tedy najit déleni A, aby byl rozdil S(f, A) — s(f, A) libovolné
maly.

8.3 Integral jako funkce horni meze, primitivni funkce, neurcity integral. Uvazujme funkci
f:la,b] — R. Funkci F:[a,b] — R nazveme primitivni funkce k funkce f, jestlize plati
F’(x) = f(x) pro vSechna x € (a, b). Primitivni funkce neni k funkci f urfena jednoznacné,
jejich vztah ukazuje nésledujici véta.

Véta 8.20. Necht f:|a,b] — R spojitd a F, G dvé primitivni funkce k f, potom F — G je
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konstantni.
Dt k a z. Plyne z disledku

Na tomto misté bychom radi definovali neurcity integral z funkce jako k nf primitivni funkci.
JenomZe, ma-li funkce primitivni funkci, existuje takovych funkci nekoneén€ mnoho, a takovy
pojem by nebyl definovin jednoznacné. Nastésti podle véty [8.20] je-li f definovéna na intervalu,
li§1 se jedna primitivni funkce od druhé jen o konstantni funkci. To ndm umozni nasledujici definici.

Pod pojmem neurcity integrdl funkce f na intervalu J rozumime mnoZinu vSech primitivnich
funkcik fnaJ Vzhledem k feCenému ji 1ze charakterizovat jen jedinou z nich. Neurcity integral
z f znaCime [ f(x)dx.Je-li F n&jakd primitivni funkce k f na J, piSeme

/f(x)dx:F(x)—l—c.

Symbol ¢ zastupuje vS§echny mozné konstantni funkce a fikdme mu integracni konstanta. Nebude-
li to nezbytné nutné, nebudeme ji pro piehlednost vétSinou psét. Ctendf by si jeji pfitomnost mél
i presto uvédomovat.

Uvazujme funkci f:R — R, f(x) =0prox # 0a f(x) = 1 prox = 0. Kdyby k této funkci existovala
primitivni funkce F, musela by byt konstantni na intervalech (—oo, 0) i (0, 0o) (o tom se lze presvédcit
pomoci véty o stiedni hodnot&). OznaCme tyto konstanty a, b. Kdyby a # b, pak by F’(0) byla nevlastni
nebo by neexistovala, ale F'(0) m4 byt rovna 1; v piipad€ a = b dostaneme F’(0) = 0, coZ je také Spatng.
K funkci f tedy primitivni funkce neexistuje.

Véta 8.21. Necht f:[a, b] — R je integrovatelnd na |a, b), spojitd v xo € (a,b) a c € (a, b).
Potom pro funkci F(x) = fcx f(t)dx plati F'(xg) = f(xp).

D ik az. DokdZeme, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje § > O takové,
Ze je-li |h| < 8, potom

F(xo +h) — F(xo)

fxo) —e < .

x < f(xo) +¢. (83.1)
F(x) = / f(0)de
¢ Zvolme ¢ > (. ProtoZe f je spojitd v xqg existuje § > 0
a=c x b takové, Ze f(xo—6,x0+3) C (f(x0) —e&, f(xo+ ¢€)). Neboli
f(x0) — & < flixo—h.xo+n) < f(x0) +&.
Nyni je-li 0 < h < 4§, plati jednak

B xo+h X Xxo+h
F(x0+h2 Fxo) _ % (f o a _/ "t d,) _ %/ "t dr.(832)
c c X0

a jednak

xo+h xo+h xo+h
/ uuw—wmsf ﬂnws/ (F(x0) + ) dr,

0 X0 0
xo+h
uuw—whsf F@)di < (f (xo) + )b,
1 ))CC(())—I—h
fuw—eszf F)dt < fxo) +e. (833)
x0

Zrovnice (8.3.2) anerovnice (8.3.3) uz (8.3.1)) plyne. Pfipad kdy —8 < h < 0 se dokdZze obdobné.

5Jde vlastné o t¥idu ekvivalence na mnoZin& funkci vzhledem k ekvivalenci ,,rozdil je konstantn{ funkce.*
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Dusledek 8.22. Necht f:[a, b] — R je spojitd na (a,b) a ¢ € (a, b), potom F(x) = fo f@)dx

je primitivni k f.

Véta 8.23. Piedpoklddejme, Ze existuji neurcité integrdly z f a g na intervalu (a, b), a necht

¢ € R. Potom existuji neurcité integrdly f(f(x) 4+ g(x))dx a f(cf) (x) dx a plati:

L[ fx)+g@x)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.

2. [(eHx)dx = c [ f(x)dx])

D Gk a z. Oznacme si F primitivni funkci k f a G primitivni funkci k g ob€ na intervalu (a, b).

Podle véty [7.3|plati (F + G)' = F' + G’ = f + g. To znamen4, 7e F + G je primitivni k f + g.
Opét podle véty [7.3|plati (cF) = c¢F’ = cf, tedy cF je primitivn{ funkce k cf.

Véta 8.24 (Per partes). Nechf u, v:[a, b] — R jsou funkce, které maji v [a, b] spojité derivace.
Potom plati

/u(x)v'(x)dx =u(x)v(x) —/u/(x)v(x) dx. (8.3.4)

D @ k a z. Pfedné vSechny integrily v (8.3.4) existuji podle disledku jednd se o spojité
funkce.

Plati (uv)’ = u’v + uv’, primitivni funkce k funkci («v)’ je uv, proto uv(x) = [ u'(x)v(x) +
u(x)v'(x) dx = [u'(x)v(x) dx + [ u(x)v'(x) dx (podle véty[8.23)). Odtud jiz (8.3.4) piimo plyne.

Vypo&téme integrédl [ xe* dx. PoloZime u(x) = x a v'(x) = e"Nejprve si vypodteme u'(x) = 1 a
dile v(x) = e* (neni to jedind mozZnost, dalsi je v(x) = e* + 1, nam ale bude stacit jedna). VyuZijeme
predchozi vétu a dostaneme

/xex dx = /u(x)v/(x)dx =u(x)v(x) — / u' (x)v(x)dx = xe* — /exdx = xe* —e".

Vypo&téme integral [ Inx dx. Nyni nechf u(x) = Inx (Inx pfeci nemiZe byt v'(x), nev&déli bychom,
co je v(x)) a zbyva v'(x) = 1. Opét pomoci vzorce (8.3.4) mdme

1
/lnxdx:xlnx—/x~—dx:xlnx—/ldx:xlnx—x.
X

O spravnosti obou piedchozich vysledkt je mozno se presvédcit jejich derivaci.

Véta 8.25 (Substitu¢ni metoda I. druhu). Bud f spojitd v (a, b), nechf ¢: (a, B) — (a, b) md
derivaci v (o, B). Potom je-li F primitivni funkce k f, na intervalu (a, b) plati

/ F@@)¢ () dt = Flo(0)) +c. 83.5)

D G k a z. Mame ukdzat, Ze na intervalu (c«, 8) je F o ¢ primitivni k (f o ¢)¢’. To ale plyne z toho,
zeprot € (o, B) plati (F 0 ¢)'(t) = F'(e(1)¢'(t) = f(p®)¢' ().
Vypoctéme integral [ sin? x cos x dx. Je vidét, Ze v oznaceni pouZitém v pfedchozi vété je f(x) = x2,

@(x) = sinx a ¢'(x) = cosx. Proto, vime-li, Ze primitivni funkce k f(x) = x2 je F(x) = x3/3, muZeme
psat:

07de jsme se v zdpisu rovnice dopustili drobné nepfesnosti. Na pravé strané by méla byt mnozina funkci obsahujic{
c-nasobek primitivni funkce k f. Pokud by ¢ bylo rovno nule, zlstala by na pravé stran¢ jen nulova funkce a ne vSechny
konstantni.

DDalsi moZnosti je zvolit tyto funkce obracené, to by nam ale integral, o ¢emzZ se muze§ Ctenafi presvédcit, jen
zkomplikovalo.
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. 2 . sin®
sin“xcosxdx = F(sinx) = 3

V praxi, abychom nemuseli vypisovat rovnice vysvétlujici co jsme si zvolili za f a za ¢, pouZivime
zapis umoZiuji napsat vSe do jedné rovnice:

. -3
sin® x cos x dx = ¢ =smnx = 24z = St X
Tldz=cosxdx|~ | ¥ KT 3

Piedchozi véta slouzi k vypoctu integralu z funkce ve tvaru f(¢(1))¢’(t), zndme-li integral
z f(x). Né&kdy miize byt ale vyhodné vypocitat integrdl z f (x) pomoci integrdlu z f(¢(t))¢’ (1)
pro néjakou vhodné zvolenou funkci ¢. Za jakych podminek je to moZné, ndm tiké nésledujici
veta.

Véta 8.26 (Substituéni metoda II. druhu). Nechf ¢: (a, B) — (a, b) je surjekce a ¢’ existuje na
(o, B), necht r: (a, b) — (a, B) je zobrazeni, pro které ¢ o Y = id(a’b).ﬂ Potom, je-li f spojitd,
plati

/ FE)dr = GO, kde G(1) = / Flo)e' (1) dr. (83.6)

Dt k a z. Oznaéme F primitivni funkci k f na (a, b). Mame dokazat, Zze F(x) = G(y(x)) + c.

Plati (F(¢(1))) = F'(¢(t)¢/(t) = f(p(t)¢'(t) prot € (a, B), coz podle véty[8.20|znamend, ze
na intervalu («, B) plati G(t) = F(¢(t)) + c. Ke kazdému x € (a, b) existuje t € («, B) tak, Ze
Y (x) = t, proto na (a, b) plati G( (x)) = F(p(¥(x))) +c = F(x) +c.

Vypocteme integral

1
dx.
/x2 + 4

Pouzijeme substitu¢ni metodu. Polozme ¢(¢t) = 2t, tato funkce je bijektivni na celém R, jeji inverze je
¥ (x) = x/2. V tomto piikladé je f(x) = 1/(x* + 4). Oznaéime-li si tedy # = ¥ (x), mdme

1 1 1
dx = ‘tydt = | —5——2d =l/ dr =
/x2+4 /f((p(t))‘p(t) ' /(2z)2+4 Sl R

1 1 X
= 5 arctgt = 5 arctg 5-

Vypoctéme integral

/\/1 — x2dx. (8.3.7)

PouZijeme druhou substituéni metodu. V oznaceni véty [8.26]polozime ¢ = sin, ta je surjektivni na defini¢ni
obor integrované funkce — interval [—1, 1]. Jejf pravd inverze je y = arcsin. Pro odliSeni pouZivame jiné
znaceni pro proménnou v integrované funkci a a jako pomucku pro sestaveni nového integralu, uvddime:
x = sint, proto 1 dx = cos ¢ dr. Misto integralu v (8.3.7) pocitdme nésledujici integral.

/\/1 —sin?(¢t) cost dt = /coszt =

= l(sin tcost +t). (ovérte!)
2

8 Funkci Y fikdme pravd inverze. Snadno se presvédcite, Ze kazdd surjekce md pravou inverzi a tato funkce musi byt
injektivni. Tedy ¥ musi byt injektivni.



Matematickd analyza I1 121

Nyni, jak ndm fikd véta o druhé substitu¢ni metodé, do vysledné primitivni funkce dosadime inverzi
(substituce zpé€t). Dostdvame

/mdxz

1 .
3 (x 1—x2+ arcsmx) .

Véta 8.27 (Newtonova-Leibnizova formule). Bud f:[a, b] — R omezend, F primitivni funkce
k f. Predpoklddejme, Ze existuje f ab f(x)dx. Potom

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a). (Newtonova-Leibnizova formule) (8.3.8)
a
Dukaz Je-li A = (xg, x1,...,xy) libovolné délen{ intervalu [a, b], pak podle véty o stfedn{
hodnoté pro kazdé i € {1, ..., m} existuje & € (x;_1, x;) takové, Ze

F(x;) — F(xi-1)

Xi — Xi—1

F'(§) =

JelikoZ F je primitivni funkce k f, dostaneme

F(x;)) = F(xi—1) = F'(&) (i — xi-1) = &) (xi — xi-1).
To znamen4, Ze pro kazdé déleni A plati

m m

S(LA)Y =Y mi—xii) <Y fE@ —xi) =Y (F(xi) — F(xi-1))(&3.9)
i=1

i=1 i=1
=F(b)— F(a) <) Mi(x; —xi—1) = S(f. A).
i=1

Necht (A,) je posloupnost déleni intervalu [a, b] takova, Ze lim |A,, | = 0. Pro kazdé déleni A,
plati (8.3.9). Nyni vyuZijeme vétu o tfech limitdch a dostaneme

b b
/ feydy = lim s(f, Ap) = F(b) = F(a) = lim S(f, An) =/ f(x)dx.

Dusledek 8.28 (Newtonova-Leibnizova formule pro per partes). Nechf u, v:[a, b] — R jsou
funkce, které maji v [a, b] spojité derivace. Potom existuje integrdl f ab u' (x)v(x)dx a plat

b b
/ u' (x)v(x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / u(x)v'(x) dx. (8.3.10)

D G k a z. Integrély b u'(x)v(x)dx a fabu(x)v’(x)dx existuji podle véty |8.8, zbyva tedy
pouze dokdzat vztah (8.3.10). OznaCme si f(x) = u'(x)v(x), podle véty 8.24| je F(x) =
u(x)v(x) — f u(x)v’'(x) dx primitivni funkce k f. Nyni vyuZijeme Newton-Leibnizovy formule a

dostaneme (8.3.10).

Dusledek 8.29 (Newtonova-Leibnizova formule pro substituci). Nechf ¢: [a, B] — [A, B] md
v [, B] spojitou derivaci a f necht je spojitd v [A, B]. Potom integrdly v (8.3.11)) existuji a

. b b b
9Casto se setkdte se setkdte se zapisem / W (x)v(x)dx = [u(x)v(x)] — / u(x)v'(x) dx.
a a a
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B o(B)
/ Flo)e' () di = / s 83.11)
o (]

(a

Dk az. Funkce f a (f o ¢)¢’ jsou spojité a integraly v tedy existujf podle véty[8.8] Jde
tedy jen o dokazéani rovnosti (8.3.T1). Podle véty [8.26] (jeji pfedpoklady jsou splnény (ovéite!))
je F o ¢ primitivni k (f o ¢)¢’ na [, B], F jsme si dovolili oznacit primitivni funkci k f
na [A, B] (ta dozajista existuje podle disledku @I) Podle véty je f f flo®)e' () dt =
(F o@)(B) — (Fo@)a) = F(p(B)) — F(p(a)). Podle téze vty prava strana rovnice m4 tvar
S4B fx)dx = F(p(B)) — Flp(@)).

Pomoci predchozich vét, vypoctéme integral

1
/ (3 —4x)e " dx.
-1

VyuZijeme Newton-Leibnizovy formule pro per-partes, v niZ u(x) = 3 — 4x av’ = e¢™*. Mdme
1

= [(4x — 3)6_)(]11 — / 1 4 dx =

u=3—4x u =4
vV=e* v=-—e*

1
/ (B—4x)e ¥ dx =
-1

1
=e !l +7e+ [46*1] = e '+ 7e+4e7! —de! =5e7! +3e.

Vypoctéte
4
/ xv25 — x2dx.
3
PouZijeme Newton Leibnizovy formule pro substituci, polozme ¢(x) = 25 — x%. Mame ¢’(x) = —2x, proto

dx = —% dz, dédle ¢(3) = 16 a ¢(4) = 9. Tak dostdvame

4 1 1 [lo 12 16 1 37
/ V25 — 22 dx =/ ﬁ(——) dz=- | Jzdz= Eg[z”]g = (64-27) = 3.
3

9
16 2 2 Jo

Kontrolni otazky

Lze vypocitat kazdy Riemanniv integral pomoci Newton-Leibnizovy formule.

Pro¢ definujeme Riemanniv integréal pouze pro omezené funkce? Kde by definice selhala?
Existuje primitivni funkce ke kazdé funkci?

Jak souvisi funkce F(x) = fux f () dt a primitivni funkce k funkci f?

AR

Zméni se integrél f ab f(x)dx, zménime-li funkci f:[a,b] — R v konecné (spocetng)
mnoha bodech intervalu [a, b]?

6. Md mnozina Riemannovsky integrovatelnych funkci algebraickou strukturu? Jakou roli v ni
hraje integral?

8.4 Nevlastni Riemannuyv integral. V tomto odstavci se pokusime rozsifit pojem uritého inte-
gralu i na funkce, které nejsou na intervalu [a, b] (pfipadné (a, b)) omezené, a také o integral na
nevlastnim intervalu.

Nejprve rozsifime pojem urcitého integrdlu z funkce f na intervalu [a, b) (pfipadné (a, b]).
Necht f:[a,b) — R (pfipadné f:(a,b] — R), ne nutné omezend, pripoustime také pripad
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b = oo (pfipadné a = —o0), je funkce takovd, Ze [ f(x) dx (pfipadn& fyb f(x) dx) existuje pro
kazdé y € (a, b)['%| Existuje-li vlastni limita

b
lim / fx)dx (pﬁ’padne hm / f(x)dx), (8.4.1)

y—>b+

nazveme tuto limitu neviastni integrdl z f na [a, b) (pfipadné (a, b]) a znacime jej fab f(x)dx.
Je-li limita v 1} nevlastni, fikdme, Ze integral fab f(x) dx diverguje.

Zkusme pomoci pfedchozi definice vypocitat

/OO dx
0 x2+1.

Pro kazdé y € [0, co) plati

Yoodx y
/ 5 = [arctg x] = arctg y — arctg 0 = arctg y.
0 x“+1 0

Tedy podle predchozi definice je

/OO dx . . T
= lm arc = .
0 1 ame YT

Nyni nechf f:(a,b) — R je funkce (ne nutné omezend), kterdi ma Reimanntv integral
f Cd f(x) dx pro kazdy interval [c, d] C (a, b) (i zde pfipousStime moZnost, Ze (a, b) je nevlastni).
Definujeme neviastni integrdl z f na (a, b) tak, Ze zvolme ¢ € (a, b). Pokud existuji nevlastni
integraly V] [ f(x) dv a [” £ (x) dx, Klademe [ f(x)dx = [ f(0)dx + [ f(0) dx.

Definovany integral z funkce f na intervalu (a, b), pokud existuje, nesmi zaviset na volbé
déliciho bodu ¢ € (a, b), coZ ukazuje nasledujici lemma.

Lemma 8.30. Bud f: (a, b) — R splitujici podminky definice neviastniho integrdlu na intervalu
(a,b)ac,d € (a,b), c <d. Potom

c b d b
/ f(x)dx —i—/ f(x)dx =f f(x)dx —i—/ f(x)dx. (8.4.2)
a c a d

D G k a z. Provedeme ovéfeni vztahu (8.4.2). V nasledujicim vypoctu vyuzijeme aditivity integralu
(véta[8.10) a nékolikrat vét[4.34] zejména pro pripad, kdy limity vychézeji nevlastni. Poznd
étendr kde?

c b c Z
/ f(x)dx—i—/ feode= lim [ feode+ lim [ f0ode=

y—)a

= lim / (x)dx—i— hm (/ f(x)dx/ f(x)dx):
y—at y

d
= lim / f(x)dx—|— f(x)dx+ 11m / f(x)dx =
Y,

y—>a

= hm f(x)dx—l— hril f(x)dx:
~Jd

y—>a

10T mimochodem znamend, Ze funkce f je omezend na [a, y] (pfipadné [y, b]).
11)Aby neslo k omylu hned z pocatku, existuje-li nevlastni integral, znamena to, Ze limita v (8.4.1) je vlastni.
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d b
=f f(x)dx+f f(x)dx.
a d

Chceme-li pomoci pravé uvedené definice vypocitat integral

/OO dx
—00 x2 + 1 ’
musime si zvolit n&jaky bod ¢ € (—o0, 00) a vypocitat dil&f integraly [ 1/(x*+ 1) dxa [°1/(x*+1)dx

podle definice uvedené na zacatku tohoto odstavce.
Zvolme za ¢ = 0 a pocitejme nejprve ffoo 1/(x% + 1) dx. Mdme

o 4 O dx
/ 3 t lim 3 = (definice nevlastniho integrilu)
—co X"+ 1 ymmooJy xT 41
0 b4
= lim [arctg x] = lim (arctgO — arctgy) = —.
Yy —00 y  y——o0 2

Obdobnym zpisobem dostaneme, Ze také fooo 1/(x®> + 1)dx = 7/2. JelikoZ existuji oba dil¢i nevlastni
integraly, plati

®  dx 0 dx ®  dx
2 = 2 + 2 =T
—00 X° 41 —o X+ 1 0o x“+1

Naésledujici véta ndm dava silny ndstroj pro zjistovani konvergence fad.

Véta 8.31 (Integralni kritérium). Nech? f:[1, 00) — R je spojitd nezdpornd nerostouct funkce.
Pak fada Yoo | f(n) konverguje, pravé kdy? existuje integrdl [~ f (x) dx.

D G k a z. Necht (s,) je posloupnost &aste¢nych souctd fady Y oo, f(n). JelikoZ f je neros-
touci pro kazdé n > 1, plati f|jn—1.,) = f(m) > flnn+1], @ protoZe f je integrovatelnd
na kazdém [n,n + 1], plati [ | f(x)dx > (n —n + 1) f(n) > f:“ f(x)dx. To znamen4,
Ze fada Y 2, [" | f(x)dx je majorantou fady > .-, f(n), a minorantou téZe fady je fada

Yoo it e dr.
fx)

fx) fx)

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 I 2 3 4 5
Yonto fuoy ) dx >, fm) > f)

Uvazujme fadu " 1/n%, kde a € R. Definujeme funkci f:[1, o0) — R predpisem f(x) = 1/x%. Rady
Y 1/n% a2, f(n) jsou totoZné (zamyslete se nad tim!). Prozkoumejme konvergenci fady Y .2, f(n)
uzitim kritéria[8.31] JelikoZ
/ 0 dx 5 Y dx
— = lim —,
1 x% y—ooo ) x®
pro @ # 1 méme

* dx . 1 Y . 1 1
_— = l]m —1 = llm 1 - 5 (843)
b el ] TR ey T T

° dx ) y .
/ — = lim [lnx]1 = lim Iny = oco.
1

X y—>00 y—>00

S

proa =1

S
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Limita v (8.4.3)) je vlastni pro @ > 1. Celkové tedy > 1/n* konverguje pro & > 1 a diverguje pro o < 1.

8.5 Integrace racionalnich lomenych funkci. Velice ¢asto doporucované substituce prevedou
pocitany integrdl na integral z podilu dvou polynomu. Takovymto podilim fikame raciondini
lomené funkce a v tomto odstavci se zaméfime na jejich integraci. Pfedpokldddme, Ze Ctendf je
obeznamen se zakladnimi pojmy tykajici se polynomi (jako je napiiklad stuperi, koeficient, kofen
a podobné).

Integraly velice jednoduchych racionédlnich lomenych funkci jiz ¢tenar znd nebo si je je schopen
snadno odvodit. Pfipometime, Ze [ 1/(x —a)dx =In|x —alapron > lje [1/(x —a)"dx =
1/((n = D(x —a)™).

Pomoci nésledujicich vét, které zde uvadime bez diikazi, 1ze kazdou raciondlni lomenou funkci
prevést na ,,jednoduchy tvar,* ten Ize jiZ velice jednoduse integrovat.

Véta 8.32. Necht P a Q jsou polynomy, Q je nenulovy. Pak existuji polynomy T a R takové, Ze
stuperi R je mensi neZ stuperi P a

P=T-0+R. (8.5.1)
Rovnici lze pFepsat do tvaru, Ze pro kaZdé x € R, pro které je Q(x) # 0, plati

P(x) R(x)
=T )
o Tt om

Polynom T z pfedchozi véty nazyvame (Cdstecny) podil polynomii P a Q a polynom R zbytek
déleni polynomit P a Q. Je-1i polynom R nulovy, fekneme, Zze Q déli P (beze zbytku).

(8.5.2)

Véta 8.33 (Rozklad na parcialni zlomky). Necht Q je polynom takovy, Ze pro kazdé x € R plati
Q(x) = c(x—a)™ (x—az)" - (x—ap)™* - (x*+ p1x+q1)™ (x> 4 pax+g2)™ - - - (x> prx+q1)™,
kdec e R, ¢ #0, ay, ..., ax jsou po dvou riiznd redlnd ¢isla ax*+ pix+qi, ..., x4 pix +qi
Jjsou po dvou ruzné polynomy, které nemaji rediné koreny. Ddle necht P je polynom stupné mensiho
nez Q.

Potom existujl’ Cisla A171, A1’2, e Ak,nk, Bl,ly Bl’z, cees Bl,ml’ C171, C1,2, e Cl,m[ € R ta-
kovd, Ze pro vSechna x € R, pro kterd Q(x) # 0, plati

P(x)  Aip Aln -1 Al
0)  @—a)™ ' x—apy" Tt (x—ap
A2 p, A2 ny—1 An1
—a)? " x—ay? ' —a)
Af oy Al -1 Ap1
x—a)™  (x —ap)™! =)
Bimx + Ci,m, Bim—1x +Cim-1 | Bi1x + Ci1
@+ pix+qD™ (4 prx 4+ g™ &%+ pix +q1)
By, x + Co sy By my—1X + C2 my—1 oy By.1x + Cap 4
@+ pax+ @)™ (P + pax +q)™ (% + pax +q2)
Bimx + Crm, Bim—1x + Crm—1 | Biix + Cp 1
%+ pix+g)™ (& + pix 4+ g)™ P+ pix+q)

Zlomky na pravé strané pfedchozi rovnice nazyvame parcidlni zlomky.

UZiti rozkladu na parcidlni zlomky si vyzkouSime na nésledujicim piikladu. Vypocitejte integral
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I /‘x10+2x9+3x7+4x6+x4+2x37x—ld
= X
2+ 2x0 4+ 53

svv

Nyni jiZ midzeme racionalni lomenou funkci v pfedchozim integrélu rozloZit na parcidlni zlomky. Snadno
se zjisti, ze polynom x° 4+ 2x® 4+ x3 m4 trojndsobny kofen x = 0 dvojndsobny kofen x = —1 a lze
jej napsat ve tvaru x° + 2x% 4+ x3 = x3(x + D?*(x? — x + 1)2. Podle véty h tedy existuji Cisla
A,B,C,D,E,M,N, P, R € Raplati

X +7x —1 A B C D E Mx+ N Px + R

T Tt + + + .
P20+ 2 2 x x+1D? x+1 0 P —x+1? P —x+1

Nyni musime naléztéila A, B, C, D, E, M, N, P, R. Se¢tenim zlomk{ na pravé strané a porovnanim Citatel
(jmenovatelé se rovnaji), dostdvame
X T = 1= A+ D2 —x + 12+ Bx(x + D*(? —x + D? +
+C2x+ D22 —x+ D>+ D —x+ 12 +
+EXF 4+ D2 —x+ D M (e + D2 —x + D+
+ N+ D2 —x+ D2+ PG+ D2+ R+ D2 —x+ 1) =
= Bx + Cx* 4+ Ex® + A + Ax® + 24x° + Bx7 +2Bx* + Cx® 4+ 2Cx% + Dx7 —
—2Dx%+3Dx% —2Dx* + Ex® — Ex" + Ex® + Ex® — Ex* + Mx® + 2Mx° +
+ Mx* 4+ Nx° +2Nx* + Nx* + Px’ 4+ Px* + Rx* + Rx® + Px® 4+ Px” +
+ Rx” + Rx% + Dx°.

Nyni porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin. Tedy

A >

+2A+D+N+R
N+2B+R—2D—E+M+P
D+2M+N+E+2C+ P
+M—-2D+A+R
+B+P+R—E

+P+C

=l N eleleleRaRN

1 o VN T T
W

oM™

Odtud dostdvime, 2e A= —1,B=7,C=0,D=1,E=3 M=-1 N=-2 P=-3aR=—{.

Vratime se zpét k ptivodnimu integralu, s tim, co uz vime, mame

1 7 1 31 x+7 3lx + 1
1 = X+2——3+—2+ 2+ - 2 7 3 dx
x°  x x+1 9x+1) 3(x"—x+1) 9(x"—x+1)

Tyto integraly, jiz snadno spocitdme podle vzori v odstavci Specidlné posledni dva integrily vypadaji
nédsledovné:

x+7 5x —3 10v/3 .
= + arcteg (24/302x — 1 ,
/3@2—x+1ﬂ 32 —x + 1) 9 g (53 )
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3lx+ 1 31 113
/x—+dx= —ln(xz—x—i—l)—{—T\/_aIctg(%\/g(Zx— D).

9x* —x+1) 18
Celkové tedy dostavame

I x2+2 + ! ! ! +311 |x + 1] X3
= — X+ —5——— —In|x - —
2 22 x x+1 9 3x2—x+1)

31 74/3
T ln()c2 —x+1) - %_ arctg (%ﬁ(Zx — 1))

127
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Neurdity integral — priklady a cviceni

8.6 Zakladni vzorce.

n+1

n _ X _1- Xdx = “
/x dx_n+1,pr0n75 1; /a na
ld I / dx 1 1 bx —a
—dx = : —————=—In|——|, pro
/x x =In|x|; 22— a2 2ab bx +a P
a,b+#0;
/cosxdx:sinx; dox 1 bx
5 5 5 = t > 9b 09
/b2x2+a2 abarcg p proa, b #
/sinxdx:—cosx; dx X
/ 5 5 = arcsin —, pro a # 0;
/ dx a“ —x a
= —cotg x;
) dx
s x —=ln‘x—|— x2 +b|, pro b > 0;
/ dx . Vx2+b
= x;
cos? x g f(x)
dy =In|f(x)[;
a fx)
/ dx B s 1 L -3 / dx
2 n 2 2 n—1 2 2 n—1
b b b
(x“+ax+b) 2(n_1)<b_az)(x + ax + b) 2(’1_1)([?_%) (x“+ax+b)

8.7 Casto pouzivané substituce. V ndsledujicich vztazich R() oznatuje raciondlni funkci.

[ f(x)dx Substituce

f(x)=R(x,xVk . . xVkoy kdeky,...,k, € N t=x!* kje nejmensi spoleny nasobek ki, . . .
_ ax + b\ ax—}—b)l/k”) _(ax—i—b)l/k

f(x)_R<x’<cx+d> ""’(cx+d ’ r= cx +d ’

kde ki, ...,k, e N,aad — bc # 0,
f(x) = R(x,vax?+bx +¢)

k je nejmensi spole¢ny ndsobek &y, ..., k.

Eulerova

(@a >0, ax? + bx + ¢ £ x/a;
(b) ¢ >0, xt = ~ax?+bx + ¢+ /c;
(c) a, B € R jsou kofeny ax? + bx +c, t = a%.

f(x) =x"(a+ bx")?, m,n, p € Q (binomicky integral)

(@) p eN,
b) p €,
©mtlez
@2l pez,

f(x) = R(sinx, cosx)
(a) R(u,v) = —R(—u, v),
(b) R(u, v) = —R(u, —v),
(¢) R(u, v) = R(—u, —v),

pouZijeme binomickou vétu;

x = t%, s spole¢ny jmenovatel m a n;

a + bx =t°, s je jmenovatel p;
ax~ " 4+ b =1t°, s je jmenovatel p.

ozname u = Sinx, v = COS X;

t =cosx;
t =sinx;
r=1tgx;

univerzalni substituce t = tg(x/2).
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f(x) = sin"™ x cos” x

(@m,neQ t = sinx nebo t = cos x;
(bym,neZ (1)m je liché, t =cosx;

(2) n je liché, t =sinx;

(3) m, n jsou suda, t=tgx;

(4) m, n jsou sudé nezdpornd  sin’x = %, cos? x = w.

Priklady

1. Spocitejte integrdl

arcsin x

Vx4 1 .

PouZijeme metodu per partes. Ozna¢me si u(x) = arcsinx av'(x) = (x+ 1)~Y2, Potom (porovnej

s@.3.4)

arcsin x a2 = arcsin x W= (1-x»"12]
Ji+rl | V=@ +D72 v=2Vx+1]
v 1 d
:2«/x+1arcsinx—2/\/%dx:2«/x+larcsinx—2/ 1x -
1—x —X
=2+/x + larcsinx +4+/1 — x.
2. Spoctéte integrdl
In(t
/‘M_gx)dx
sin x cos x

Reseni: PouZijeme prvni substituéni metodu. Zaved'me substituci 7 (x) = tg x.

t=tgx
In(tg x) sinx =t/+/1+ 2 / Int 1
——dx = = dr = (8.7.1
/sinxcosx cosx = 1/4/1+12 t 1 142 ( )
dx = dr/(1+1%) N2 J142
Int
Y Y
t

Posledni integral vypo¢teme metodou per partes (1ze t€Z pouzit substituci u = In¢ nebo u = 1/1).
Tedy

Int

2l ar =
t

Int
n—dt:%lnzt.
t

u=Int u' =1/t
v =1/t v=Int

Int
zlnz(x)—/ant.

Vritime-li se k (8.7.1)), s pouZitim pfedchozi rovnice a pouZité substituce dostaneme
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In(t
/,n(—gx)dx = Lin2(r) = L (g ).
SIn x CoS x

3. Spoctéte integrdl
/‘ 1—x dx
L+x (14 x)72

Reseni: Defini¢ni obor integrované funkce je (—1, 1]. Na tomto intervalu miZzeme pouZit prvni
substituéni metodu tak, Ze polozime ¢t = /(1 — x)/(1 + x). Dostaneme

T—x dx t=v(I-0/0+x0 A+12?  —4
/ S=|x==2)/1+1) :/; —
x(1+X) dx:—4tdt/(l—t2)2 4 (1+t)

/2 £ 1[/1-x\°
—|rdt=——=—= .
3 3 14+ x

4. Na intervalu ( — %rr, %rr) najdéte integrdl

/\/1 + sinx dx.

Reseni: Tento piiklad budeme fesit dvéma zpisoby:
Prvni zpiisob: pouZijeme prvni substitu¢ni metodu pro r = tg(x/2), tedy

x = 2arctgt
sinx = 2t/(1 + t2) 2dt
V1 dx =
/ sinx cosx =2/(1 +12) M

dx =2dr/(1 +1%)

B 2—=3/2 4, _ I S
_2/(1+t)(1+t) df—2/(1+t)3/2+2/(1+t)3/2dt

Posledni dva integraly si spocitdme zvlast, na prvni z nich pouZijeme prvni substitu¢ni metodu pro
z=+1+12

V1+12

/ e _ i—l/«/z—— /_dz_z_

2\3/2
(141 —7/(z% — 1324z

1—|—t2

Na druhy integral pouZijeme substituci # = +/1 + t2, mdme

/ t_dt: = 1+t2: %:—l:_ 1
(1+t2)3/2 I/tdl/lztdt u2 u /1+t2

Celkové tedy dostavame

/\/1+sinxdx=2<\/1t+ 5~ \/11+ 2) = 2(sin(x/2) — cos(x/2)).
t t
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Druhy zpiisob: PouZzijeme druhou substituéni metodu, polozme 1 + sinx = #2, dostaneme

s1nx—t2—1

/\/l—i-sinxdx: cosx =t — 12 —2/
2dt/«/ V2 —f2

Opét pouzijeme druhou substituéni metodu, tentokrét polozime z> = 2 — > a mame

——/Edz:—z:—\/2—t2.
4

2 =2—l’2
2zdz = 2t dt

t
—dt =
/\/2—2‘2

Celkové tedy médme

/\/1+sinxdx = -2V2—1?2=-2J1—sinx.

Diskuse: Ackoliv oba vysledky vypadaji riizn€, na zadaném intervalu se jedna o stejné funkce.
Stejné tak dalSim sprdvnym vysledkem je i 2(sinx — 1)+/1 4 sinx/ cos x.

5. Necht a > 0. Vypoctéte integrdl

dx
| = ——.
V(a? 4 x%)3
Reseni: PouZijeme druhou substituéni metodu. PoloZime x = ¢(r) = atgr. Tato funkce

1

surjektivné zobrazuje interval ( — %n, 5

arctg(x /a)FEI

Touto substituci dostavame

71) na R. Jeji inverze (substituce zpét) je t = Y (x) =

X =atgt
dx = adt/cos?t

1 a 1 1 .
:/ 3 dt:—z/costdt:—zsmt.
/(a2+tg2t)3 cos™t a a

Nyni dostadime do této primitivni funkce funkci ¢ a po dpravé mame:

)C

\/—JT

1
I = —sin (arctg
a

6. Vypoctéme integrdl

/ dx
I = .
x+vVxZ+x+1

Resent: Integrovana funkce je definovand na sjednoceni intervalti (—oo, —1) a (—1, 00). Podle
navodu v odstavcimpouiijeme substituci vx2+ x + 1 = x +t. Formdlng& tedy uzivime druhou

substitu¢ni metodu kde x = ¢(¢) = 7— 21 Funkce ¢ zobrazuje interval (—oo, 0) surjektivné na

12)Misto intervalu ( 271 1 ) jsme si mohli zvolit jiny interval kde vyraz a tgt definuje surjektivni funkci na R

naptiklad interval < 57, %JT), inverze by v tomto piipadé by ¢ byla definovdna vzorcem arctg(x /a) +
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(=1, 00) a interval (2, co) surjektivné na (—oo, —1). Na obou intervalech miZeme pouZit tuto
substituci.

Pak
1 2t 4+ 2t -2 262 — 2t +2
I= 2 2 2 t= t=
t—1+t -1 . (1—1) t—-2)2t—-1)
1—2¢ 1—2¢

=/ 1+i— ! dt =t+2Injt —2|—fIn|r — §| =
t—2 2t—1 2 2

=\/x2+x+1—x+2ln‘s/x2+x+1—x—2‘—%IH(M—X—%).

7. Vypoctéte integrdl

1=/ /ﬁdx.

Regeni: PouZijeme substituci 1 — x3/2 = ¢2. Integrovand funkce je definovana na intervalu [0, 1).
Na tomto intervalu miiZzeme pouZit druhou substituéni metodu pro x = ¢(t) = (1 —t%)?/3 protoze
zobrazuje interval (—1, 1) surjektivné na (0, 1). Dostavame

[(1 =) —4 f 4
I = dt =— [ dt = ——. 8.7.2
/ t 3y —12 3 ©72

Pravou inverzi k funkci ¢ je funkce ¥ (0, 1) — (0, 1), % (x) = /1 — x+/x. Dosazenim do (8.7.2),
dostaneme

/ /ﬁm:-% = xJ/x.

8. Vypoctete integrdl

/ dx
sin? x cos* x

Reseni: Integrovana funkce je definovand na R bez celo&iselnych nasobkt /2. Na kazdém
intervalu neobsahujicim takové ¢islo miZeme pouZit substituci + = tgx. (Tuto substituci jsme
vybrali, protoZe integrovana funkce je suda jak vzhledem k funkci sin tak i k funkci cos.)

Pak
/ dx _/ 1 dx _/ 1(1+t2)2dt—
sinfxcostx sin? x cos? x cos?x  J 12 B

1 t 1 tgx 1
= S 4242 ) dt =42t — - = =2 4 2tgx — —.
,/<t2 e ) 37 ;T3 Tt tgx

Cvicéeni



1. Metoda per partes
a) [ x" sin2x dx;
d) [ x"Inxdx;

g) [ arctg /x dx;
j) [ x cos? x dx;

m) [ e sinx dx;
2. Substitu¢ni metoda

—d
a)/1+«/1+x g

1
d ———dx
)/x\/x+1

1
— = dx;
g)/ 1+e"
2
X
->/_dx
! az—l—x2

3x+e
m) 4x_2x+1

Matematickd analyza I1

b) [xe " dx;
e) [ x arctg x dx;
h) f arcsin x dx

k) fln(x + 1) dx;

n) [ sin(Inx) dx;

x
b dx
)/«/x—l

1
—_—dx
e)f1+3/x+
h)/\/l—i-lnx

xInx

/1 — x2
X

1_3
oo [ e

o)/\/l—i-coszxsian cos 2x dx.

3. Racionalni funkce

a)/ al
x+D2x+1)

2

2 2
dx; b)/%dx;
2x“—3x -2

X x> +l
d)/ 3 3 dx; e)/
x” +5x“+8x +4 x> —x?

)/ 7x3 —
g —5x3 + 6x2

dx; h)/ dx
1—|—x3

1
J)fx(4+x H2(1 + x?

4. Goniometrické funkce
a) / sin> x cos? x dx;

)/ sin x
(1 — cos x)2

—dx
& / tg x cos 2x
dx

) /4+tgx +4cotgx;

Sin x COS X

/wg—xdx.

1
dx; k — dx
) )/ (1+x%)*

1
b)/—.ngQ
COSXx sIn™ x

cos* x + sin* x
e)/ dx;
cos? x — sin® x

h)/ dx:
1+tgx

coS X
n)/ dx;
sin® x — cos® x

/ dx
k) . ;
5 —4sinx +3cosx

c) [x3%dx;

f) [arccosx dx;
i)fxtgzxdx‘
1

' 1 +x

O)f(x+2)2
)/ 4x+3
-2
X
f)/mdx
i)/;dx
x*Vx2 + a2
1
1)/—dx
xvV1+x2

=1
c)f
x—x

x
d
f)/ x—1D*x*=1) *

i) f ﬂdx
(x> +2x +2)°

9
X
1 2 dx.
)/ (x4—1)
sin* x
c)/
cos? x
f)/smx—i-cosx;

1
i) | —————dx;
/ 1 + sin®x

dx
D =
sin” x +tg” x

1
0)/—dx
V1 —sintx

133
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5. Funkce typu R(x, vax? + bx +c)

/ dx

a [ —F———————;
xvVx24+4x —4

d)/\/1—4x—x2dx;

2 2
b)/_vxjxdx
X

dx
e)/ ;
x—vVx2—x+1

x—1

) / & h) d
g 5 X
xz(x+ 3l—i—xz) x2\/2x2—2x+1

6. Binomické integraly

a)/ﬁ(1+ﬁ)4dX; b)/W%;

dx 4
d)/—; vi-x o
4/1—1—)74 e)/ = dx;
3
\./1+X3 h / dx dux:
g)dex; ) E ok

m/ax +b
7. Funkce typu R<x, cx—i—d)

dx dx 1—Jx
W of [
(VA + V) Gavrredxs o O irEY
1 3 1 —X X
d) [ -] dx; e)/ dx /
)/x 1+ x * i1+ dx+1 x — x?
8. Ruzné 5
1
a)/ Vx dx: b)/ S dx C),/ ;C 5 dx
x(x+1) 1+ x x+2)(x+4)
)/ COS X )/ dx f)f dx .
e ; L
(I - COSJC)2 sin® x xvVxZ4+x+1
dx . tgx
)/ h)/—; 1)/—dx;
& 1 —2x — x2 x(Jx+1) 1+tgx+tg2x
arctg x dx
J)/—dx' k)/arctg(l+\/§)dx; 1)/—(196
x2(1 4 x?) v'sin3 x cos? x
m)/e3x(sin2x—cos2x)dx; n)/ Smxxcos X —sinx x;
cos x

arcsin x

——d
Ja—ap

9. Dokazte nasledujici tvrzeni: JestliZze ke dvéma z funkci f, g, f+g: J — Rexistuje na J primitivni
funkce, pak existuje i ke tfeti. Uved'te pfiklad funkci, f, g takovych, Ze k funkci f 4 g existuje na

dx
of b
xV2+x —x2
3x% — 5x
S, [
V3 —=2x —x2
)/v1+x

C)f dx )

V143
3/1+\4/;

o

i)/ﬁ/1+f/)‘cdx.

J primitivni funkce, ale ani k funkci f ani k funkci g primitivni funkce neexistuje.
10. Existuji funkce f, g: J — R, pro které plati [ f(x)g(x)dx = [ f(x)dx [ g(x)dx?
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Urdity integral — priklady a cviceni

8.8 Zakladni vzorce.

Plocha podgrafu funkce f na intervalu [a, b]

b
/ f(x)dx.

Plocha oblasti ohranicené kiivkou, kterd je za-
déna parametrickymi rovnicemi x = ¢(¢), y =

v(t),1 € la, Bl

B
/ V()¢ (t) d

Plocha oblasti ohranicené kiivkou, kterd je za-
ddna v poldrnich soufadnicich rovnici o =
f(p)=>0,¢ € o, B] C[0,2r7]:

1P,
5/ 0°(p) do.
o

f), f spojitd,

b
f V14 (fH2(x) dx.

Délka kiivky (x (1), y(1), z(¢)), x’, y’, Z/ spojité,
t € e, Bl

Délka rovinné kiivky y =
x € [a, b]:

B
f \/(x/)z(t) + (")) + () (@) dr.

Délka kiivky 0 = f (@), o’ spojita, ¢ € [a, B]:

B
f \/(Q/)z((ﬂ) +0%(p) do.

Objem prostorového udtvaru, leZiciho nad inter-
valem [a, b] na ose x, jehoZ fez rovinou, procha-
zejici bodem x € [a, b], rovnobéznou s rovinou
vz, ma plochu A(x):

b
f A(x)dx. (Cavalieriho princip)
a

Objem rotacniho télesa, vzniklého rotaci pod-
grafu funkce f na intervalu [a, b] kolem osy x,

S spojita:
b
JT/ fz(x)dx.
a

Povrch rotacniho télesa, vzniklého rotaci grafu
funkce f:[a, b] — R kolem osy x (respektive

y), f’ spojita:

b
277f FOOV T+ (f)2(x)dx
b
(respektive 271/ xy/ 14+ (f)2(x) dx) )

Povrch rotac¢niho télesa, vzniklého rotaci kiivky

x =vY@),y = @), ¥, ¢ spojité, r € [«, B]
kolem osy x:

B
2 / lﬂ(t)\/(fp/)z(t) + (Y2 (1) dr.

Povrch rota¢niho télesa, vzniklého rotaci kiivky
0 = f(9), o' spojitd, ¢ € [, B] kolem osy x:

B
27 [ lysino) @20 + @20 do.

Piiklady

5. Odvodte vzorec pro obsah kruhu
a) v kartézskych souradnicich;

¢) v poldrnich souradnicich.

b) v parametrickych souradnicich;
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ReSeni: a) UvaZujme tu &ast kruhu x2 + y? < r2, kterd leZi v prvnim kvadrantu. Jednd se tedy
o podgraf funkce f(x) = ~/r? — x2 na intervalu [0, r]. Obsah kruhu je ¢tyfndsobkem obsahu
tohoto podgrafu. Tedy S = 4 [; +/r? — x2dx. V nésledujicim vypoctu, pouZijeme substituci
X =rsint:

r . /2
. 22 . X =rsint . 2 2 .
S_4/(; Vr de_‘dx:rcostdt _4r/0 cos“(¢t)dr =
/2
= 4r2[%t + % sin ZI] = r2.
0

b) Parametricky kruZnici zaddme takto: x = rcost, y = rsint,t € [0, 2w]. Po dosazeni do
piislusného vzorce tedy dostaneme:

o . 2 2T | — cos 2t
S = rsint(—sint)dt| = |—r —dt| =
0 0 2
22 ] 5 2 5 5
= ——[t] + -r [sin2t] = ‘—nr ‘:nr .
2L Jo 4 0

¢) Kruznici o poloméru r se stftedem v bodé (0, 0) zaddme v poldrnich soufadnicich takto:
o =r,¢ € [0, 2r]. Podle prislusného vzorce tedy dostaneme:

1 2 1 27
S = —/ rtdeg = —rz[w] =nr?
0 2 0

6. Spoctéte integrdl

X
o 14+ /x

Reseni: Opét pouZijeme druhou substitu¢ni metodu, tentokrite pro x = 2

1 _ 2 Ly 1 t2
vx | *=1 :/ —2tdt:2/ dr =
0 1+4+¢ 0 14¢
2

dx.

0 1+ﬁdx dx = 2¢ dt

1

1 t 1

:2/ =14 ) dr=2[5 —r+mnl+1] =2(}—1+I2) =—1+In2,
0 14¢ 2 0

7. Vypoctéte obsah cdsti roviny ohranicené kiivkami xy =4,x +y =5.

Reseni: Najdeme x-ové soufadnice priiseéikt danych kiivek tak, Ze vyjadifme y z druhé rovnice a
dosadime do prvni: x> — 5x = 4. Z této kvadratické rovnice dostaneme kofeny x; = 1 a x; = 4.
Nebof na intervalu [1, 4] je funkce 5 — x vétsi nebo rovna funkci 4/x, obsah je tedy roven

2

4

4 X 4 1 _ 15

S= (5—x—7)dvr=[sr—5 —4nx| =20-8—4m4—5+1 =1 —sm2.
1 X

CvicCeni
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11. Uvedte piiklad ohrani¢ené funkce f, kterd neni integrovatelnd na [a, b] ale | f| je integrovatelna
na [a, b].

12. Uved'te piiklad ohranic¢enych funkci f, g:[a, b] — R takovych, Ze f, g nejsou integrovatelné na
[a, b], ale
a) f + g je integrovatelnd na [a, b]; b) fg je integrovatelnd na [a, b].
13. UkaZte, pfimo z definice Riemannova integralu, Ze funkce f(x) = x je integrovatelnd na [—1, 1],
a vypoctéte | _11 f(x) dx bez pouZiti Newtonovy-Leibnizovy formule.

14. Spoctéte integrély'

1 1 1 d
0 1+\/ 0 —1x"+x+1
J3 T
d)/ In x dx; e)/ x? arccotg x dx; f)f e* cosx dx;
1 0

/4 §in® x ! dx 1
)/ dx; h)/ —— i)/ x arctg +/x dx.
& cos® x J1+x3 .
)fn/Z 1 —sinx k)f 1—2x / 1/1—x2
i )

x; X X5
1+ cosx 1 X +1 x+2
m ——5 n ; ;
1 (24 2x42)? _1 (x? 4+ 2x —2)? 0 l+3cos2x
1 1 /2
dx dx 13) Ty )
)/ ; Q) ——75 r)/ sin” x cos” x dx;
P 0 x4+1 0 (4—)62)3/2 0

9 /5/4 ) .
AN t)/l (x2+1)3/2dx
15. Naleznéte plochu oblasti ohrani¢ené:
a) kfivkami x = y?, x = y3;
b) kfivkou y = x> — 7, osou x a piimkami x = 2, x = 4;
¢) smyckou kiivky y? = x2(4 — x)
d) elipsou se stfedem v pocatku a s poloosami a, b;
e) kiivkami y = x2/2,y = 2x2, xy = 1, xy = 4;
f) kfivkou x% 4+ y% = 2x + 3 a te¢nami v jejich priiseicich s osou y;
g) kiivkou ¢ = 2a cos(p), kde 7/2 < ¢ < mw/2;
h) kiivkami y> = x +4,x —2y +1=0;
1) pfimkami o rovnicich2x — y =0,4y —x =0, x +y—-2=0,x + y = 4.
16. Uvazujme oblast, leZici v prvnim kvadrantu, ohranic¢enou kiivkami x = yz, X = y4. Naleznéte
objem télesa, vzniklého rotaci této oblasti kolem osy y.
17. Vypoététe objem anuloidu vzniklého rotaci kruznice x> 4 (y — 2)> = 1 kolem osy x.

18. Vypoctéte objem anuloidu vzniklého rotaci kruznice (x — 2)? + y? = 1 kolem osy y.

19. Vypoctéte nésledujici nevlastni integrély, piipadné integraly, které po substituci vedou na nevlastn{
integraly

3)Pouzijte substituci 1 = (2 — x)/(2 + x).
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a)/ e *dx;
0
dx
d)/
0

x4+1
X3

o0

o0
)/ dx;
& 1 x4+1

’

8. Integrilni pocet v R

o0
b)/ e ¥ cos(bx) dx,
0

a>0;

X
e) dx;
/0 1

© dx
h)/ ;
0 x> +1

o0
c)f e~ sin(bx) dx,
0

a > 0;

00 2
f)/ 4x dx;
0o x"+1

*© x
1) dx;
/o x4+

o 42 -1 dx I 4y
) / dx; k) / —_ ) f :
! 0o x 41 1 y1—x2 11 —x?
) / o dx ) /‘ o0 X d ) / o dx
m s n ——dx; 0 —_—;
o X2+ x+1 o X4 x 41 1 xvx2—1
T [ [
p TS = N | =
0 xvVxZ—1 V)7 0 vx
) / o0 dx 9 / ° dx
s —_— —_—
Loxyvx2+1 1 VxZ+1
20. Odvodte vzorec pro objem koule
a) v kartézskych soutadnicich; b) v parametrickych soufadnicich.
21. Odvod'te vzorec pro objem
a) kuzele; b) valce; c) kulové vrstvy.

22. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci oblasti ohrani¢ené

_ 2 w _
a) kiivkami y = x2, x = y b) Pya{ibé)lou x = y?> + 2 a pfimkou x =

kolem osy y.
23. Vypoctéte objem kulové dsece, je-1i polomér koule r a vySka tsece v.

Vysledky

1. a) (sin2x)/4 — (x cos2x)/2; b) —xe ™ —e™*; ¢) x3%/In3 — 3*/In?3; d) x" ' Inx/(n +
1) — x"t1/(n + 1)?; e) x%arctg(x)/2 + arctg(x)/2 — x/2; f) x arccosx — +/1 —x2; g) (1 +
x) arctg /x — /x; h) 24/x + Tarcsinx —4+/1 — x;i) x tgx —x2/2 —In(1 +tg% x)/2;j) x> /4 +
(xsin2x)/4 4 (cos2x)/8; k) xIn(x? + 1) — 2x + 2arctgx; 1) (arctgx)/2 — x/(2 + 2x2);
m) e*(sinx — cosx)/2; n) x(sin(Inx) — cos(Inx))/2;0) x +2 —4/(x +2) —4In(x + 2).

2.2)2(1 +V/1T4+x) =2In(1 + VT4 x);b) 2/ (x — D7/7T 4+ 6 (x — 1)3/5 +2/(x — 1)3 +
2Vx—1; ¢ —4/(x —2) — 11/2(x — 2)»); d) In((Wx+1 — D/Wx+1 + 1);
3/x+1+ 1) —3In|Jx+ 1+ 10 x+6Vx5/5+3x2/2 4 2% + 3/x + 6% +
In|&x — 1]; h) 2/1+1Inx — 2In(/1 +1Inx — 1)/(+/1 +1nx + 1); j) azarcsin(x/a)/Z —
a®sin(a arcsin(x/a))/2; K) In(v/1+x2 — 1)/(V/1+x2 4+ 1))/2; 0) 2y/(1 +cos?x)3 —
44/ (1 + cos2(x))3/5.

3.a)In((x + 1)/v/2x +1); b) x + 16In|x — 2|/5 —In|x + %|/5; ¢) x/4—9In(2x + 1)/16 —
7In(2x —1)/16+1Inx; d) In |x—|—1|—|—4/(x—|—2);e)x+21n(x—1)—1nx+1/x;f)x2/2—|—2x+
31In(x—1)/8—1/(4(x—1)*)—9/(4(x —1));8) 3/2x +20In(x —3) —5In x /4 —47 In(x —2) /4;
h) In(x 4+ 1)/3 —In(x2 — x + 1)/6 + /3 arctg(+/3(2x —1)/3)/3;1) (x + 1)/ (4(x2 +2x +2)) —
5(x+1)/(8(x*4+2x+2))+3arctg(x +1)/8;j) — In(1+x2)/18+7In(4+x2)/288+ (Inx) /16—
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1/Q4(4 + x2)); K) x/(6(1 4+ x2)3) + 5x/24(1 + x2)?) + 5x/(16(1 + x2)) + (5arctgx)/16;
D) x2/2+1/(16(x + 1)) +31In(x — 1)/8 +3In(x + 1)/8 — 1/(16(x — 1)) — 1/(8(1 + x?)) —
31In(1 + x2)/8.

4. a) (cos’ x)/5 — (cos® x)/3; b) In|tg(x)| — 1/(2sin*(x)); ¢) tgx sin* x — 3x/2 + (sin 2x)/4;
d) —1/(3(1—Cos3 x));e) (tgx)/(2+2 tg2 x)—In(tgx—1)/4+In(tgx+1)/4;f) In | (2 arctg x — 1+
\/E)/(2 arctgx —1 —«/i)l; g)In|sinx/+/1 — 2sin? x|; h)x/2—|—ln(1+tgx)/2—ln(1—|—tg2x)/4;
i) v2(arctg(v/2tg x))/2; j) 3In(1 + tg2 x)/50 — 3In(tg x + 2)/25 4+ 2/(5tgx + 10) + 4x/25;
k) —1/(tg(x/2)—2);1) —1/(2tg(x)) — V2 arctg(v/2(tg x) /2) /4;m) 2, /ig x; m) In(tg x — 1) /3 —
In(tg x +tgx + 1)/6 — /3arctg(2v/3 tgx + +/3)/3.

5.a) V2arctg(v/x2 +4x —4/4/2)/2;  b)In|(VTF2/x — 1)/(VTF2/x + )| — /T + 2/x;
¢) —v2arctgh(v2(4 +x)/(4vV2 + x — x2))/2;d) (1 +x/2)+/1 — 4x — x2 + Sarcsin(+/5(2 +
x)/5)/2; ) x + In(x — 1) + V/x2 —x+ 1 + arcsinh(2v/3(x — 1/2))/2 — arctgh((x +
1)/(2vx2 —x +1)); f) 14arcsin(x/2 + 1/2) + 194/3 — 2x — x2/2 — 3x+/3 — 2x — x2/2;
g) arcsinh(x) + x+/14+x2 — Inx — /(1 +x2)3/x; h) +/2x2 — 2x + 1/x; i) arcsinh(x) —
V2 arctgh(v/2x/(2V/1 + x2)) /2.

10. Ano, napfiklad je-li jedna z nich nulova.

11. f(x) = 1, je-li x raciondlni, f(x) = —1, je-li x iraciondlni.
12.a) f=0,g=—-0:b) f=0,8g=1—0.
13. 0.

14.2)4(1—1n2)/3;b)e—2; c)n\/g/3;d)21n 2—1;e) 7, —(e"+1)/2;g) %; i) (n—6+6x/§)/12;
D1=2K) In@2++3)/V3 D a(l = 1/v/3) = ,m) 7/8 + 35 m) 5 +In2 + v/3)/12V/3;
0) 7/2; p) In(1 + v/2)/2v/2 + 7 /45/2: q) 1/4/3: 1) 5:8) 27 /3: 1) 1/+/2 — 1/4/5.

15. a) 15; b) 8% d) mab;

19.a) I;b) a/(a® + b%); ¢) b/(a® + b%); d) w/2v/2; e) 7 /4; £) w/2+/2; g) diverguje; h) 277/3/3;
i) 2+/3/3; j) diverguje; k) ; 1) diverguje; m) 277/+/3; n) diverguje; 0) 7/2; p) diverguje;
q) neexistuje; r) %; s) In(1 + v/2); t) diverguje.
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Axiom spojitosti: 22]
Axiomy topologie: [37]
Bijekce: 9]

Bod hraniéni: 3§

— hromadny mnoZiny: 38]

— vn&j3i: B9

— vnitini: 3§

Body nevlastm’:%]

Cast cel4 &isla:

Cislo celé: @

— Eulerovo, e:[7§]

— iracionalnf:

— Ludolfovo, :[B]]

— pfirozené: 23]

— raciondlni: 23]

— redlné:

Déleni:

— intervalu: [T07]

— polynomti: (125

Délka intervalu:

Derivace funkce: [§7]

— — druh4:

— — v bodé: [§7]

— nevlastni v bodé&: [§7]

— vlastni v bodé: [§7]

— zleva: [§7]

— zprava:[87]

Diferencial funkce v bodé&:

Ekvivalence:

— indukovana rozkladem: [I3]

zobrazenim:

Extrém funkce:

— — lokdlInf:

Funkce:

— absolutni hodnota:

— afinni: 27]

— arkus kosinus: BTl

— arkus kotangens: 8]

— arkus sinus: BT

— arkus tangens: [8T]

— cel4 &ast:

— Dirichletova:

— exponencidlni: 78]

— — o zdkladu a:

— integrovatelnd na
intervalu:

— Kklesajici: 26]

— — v bodé:

— konkdvni: 27]

— — naintervalu: 27

— konstantni: 27]

. Rejstiik

Rejstrik

— konvexni: [27]

— — na intervalu: 27]

— kosinus:

— kotangens: [81]

— lich4: 27

— logaritmus (pfirozeny): [79]
— — o zdkladu a:

— mocninnd:

— monotonni:

— neklesajici v bodé: [02]
— nerostouct:

— — v bodg:

— neroztouct:

— periodicka: [27]

— primitivni: [TT7]

— racionaln{ lomené:
— Riemannova:

— rostouci:

— — v bodé:

— ryze monotonni:

— shora (zdola) ohrani¢end: 26]
— signum sgn: [43]

— sinus: [80]

— spojitd stejnomérné: [T12]
— — zleva:

— — zprava: [42]

— sud4: 27

— tangens: [§T]

Graf relace:

— zobrazeni:[§]

Hodnota absolutni &isla:
— hromadna posloupnosti:
— zobrazeni: [§]
Homeomorfismus:
Hranice mnoZiny: 38|
Identita mnoZiny: [§]
Infimum funkce:

— mnoziny: [T4]
Inflexe funkce v bodé:
Injekce: 9]

Inkluze mnoZin: [I3]

Integrdl dolni funkce: [T09]

— funkce na intervalu
(Riemanndv):

— horn{ funkce:

— neurcity z funkce: [TT§]

— nevlastni na intervalu
(a, b]:[123

na intervalu (a, b):[123]

Interval konvergence mocninné

fady: [77]

— nevlastni:

— otevieny: [22]

— polootevieny: [22]

— uzavieny:22]

Inverze: [T1]

— prava funkce: [T20]

Izomorfismus mnoZin
uspofddanych: T3]

Kompozice zobrazeni: [10]

Konstanta integra&ni: [TT8]

Konvergence stejnomérna:

Kritérium Cauchyho
odmocninové:

— Cauchyho-Bolzanovo pro
fady: [62]

— d’Alambertovo podilové: [63]

— Leibnizovo:

— odmocninové limitni:

— podilové limitni: [64]

— Raabeho: [63]

— srovnévaci limitni pro fady:[63|

— — pro fady: [63]

Limes superior posloupnosti: 58]

Limes inferior posloupnosti: 58]

Limita funkce nevlastni: [47]

— — v nevlasnim bodé&: 7]

— — zleva: (4§

— — zprava: @8]

— posloupnosti:

— — funkef:

— zobrazeni, funkce: [46]

Maximum funkce: [26)

— — lokadlni:

— — neostré:

— — ostré:

— mnoziny: [T4]

Minimum funkce:

— — lokadlni:

— — neostré:

— — ostré:

— mnoziny: [T4]

MnoZina: 3]

— n prvki (n-prvkova):

— celych &isel: 23]

— faktorov4: [14]

— hust4: 38

— induktivni: 23]

— iraciondlnich &isel: 23]

— kompaktni: 38]

— konecna: 24]

— Lebesgueovy miry nula: [TT4]



— nekoneén:
— nesouvisld: 38
— ohranidend:
— oteviena: 371

— — v pfirozené topologii R: — koeficientd mocninné fady:

(4Tl

— prézdna: 3]

— pfirozenych ¢isel: 23]

— raciondlnich &isel:

— redlnych ¢isel: 22]

— rozgifend redlnych &isel: [{7]

— shora (zdola) ohrani&end: 22]

— souvisla: B8]

— uzaviena: 37

MnoZiny disjunktni: [§]

— homeomorfnf:

Mocnina kartézskd n-ta:

NadmnoZina:

Nésobeni:

Norma dé&leni: [107]

Obor defini¢ni:[§]

— hodnot: [§]

— konvergence posloupnosti
funkci: 59

— — fady funkci:

Obraz bodu: [§]

— mnoziny: [T]]

— zobrazeni: [T

Odcitani:

Okoli bodu:[37]

Operace asociativni:[T9]

— bindrni:

— komutativni:

Oscilace funkce na intervalu: [114]

Perioda funkce: 27]

Podgraf funkce: [107]

Podil polynomti &4ste¢ny:

PodmnoZina:

Podpokryti: [3§]

Podposloupnost:

Podprostor topologicky: 38|

Pokryti mnoziny: [T3] [38]

— — konecné: B

— — oteviené: 3§

Pole: [20)

— spojité uspofddané: 22

— uspoiddané: 21]

Polomér konvergence mocninné
fady: [77]

Polynom Taylortv:

Posloupnost:

— cauchyovska:

— Céste¢nych soucti fady:

— divergentn:

Matematickd analyza I1

— funkef:

— — bodové konvergentni: [59]

— — stejnomérné
konvergentni: [59]

— konvergentni:

— oscilujici:

— vybrana:

Pravidlo L’Hospitalovo: 06} [07]

Princip matematické indukce: 24]

Projekce faktorova: [14]

— kartézskd i-ta:

— — druh4:

— — prvni:[9]

Prostor topologicky:[37]

— — Hausdorffav: 3§

— — nesouvisly: 38|

— — souvisly:[3§]

Préinik mnoZin: [6]

— systému mnoZin: [7]

Prvek inverzni k operaci: 20|

— kladny: [22]

— mnoZiny nejmensi:[T4]

— — nejvetsi:[T4]

— nekladny: 22

— neutralnf:

— nezdporny: 22

— zdporny: [22]

Prvky nesrovnatelné: [13]

Pierovnani fady: 66|

Piimka: 27]

Relace antisymetricka: [I2]

— biné4rni na mnozing:

— ekvivalence:

— inkluze mnoZin: [13]

— reflexivni:

— symetrickaé: [T2]

— tranzitivni:

— usporadéni (astecné): [12]

— — dplné: [21]

Rozdil mnozin:

Rozklad mnoZiny: [I3]

— zadany ekvivalenci:[T4]

Rada: |Q_].|y

— absolutng konvergentni: [63]

— alternujici:

— divergentni: [61]

— funkef:

— — absolutné stejnomerné
konvergentni: [76]

— — bodové konvergentni:

— — stejnomérné
konvergentni:

— geometrickd: [61]
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— Grandiho:

— harmonicka:

— konvergentni: [61]

— Maclaurinova:

— mocninnd:

— neabsolutng konvergentni: [63]

— relativné konvergentni: |3_3]

— Taylorova: [99]

S&itéani:

Sjednoceni mnoZin: []

— systému mnoZin: 7]

Soudet funkci:

— integralni dolni:[T0§]

— — horni:

— fady: [6]]

— — funkcf:

Sou¢in funkef:

— kartézsky mnoZin: 23} 7]

— fad (oby¢ejny):[73]

— — Cauchyho: [74]

Stied mocninné fady: [76|

Supremum funkce: 26|

— mnoziny: [T4]

Surjekce: [9]

Systém mnoZin: [§]

— — po dvou disjunktni: 6]

Te¢na ke grafu funkce v bodg: [88]

Topologie: [37]

— indukovana: 38|

Tiida ekvivalence: [14]

— rozkladu: [13] [T3]

Usporadand dvojice: [7]

Usporéddand n-tice:[23]

Usporadani (¢astecné): [12]

— slucitelné se s¢itanim a
nasobenim: 21]

— tplné: 21]

Uzavér mnoziny: [38]

Véta Bolzanova:

— Cauchyho odmocninové
kritérium:

— d’Alembertovo podilové
kritérium:

— Heine-Bolelova:

— Lagrangeova o stfedni
hodnoté:

— Leibnizovo kritérium:

— nutnd podminka konvergence
fady: [62]

— o derivaci inverzni funkce:

— o derivaci sloZené funkce:

— o limité sloZzeného
zobrazeni: [{7]

— o tfech limitéach: Ag]
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— odmocninové kritérium

limitn{:

— podilové kritérium limitni: [64]
— Riemannova prerovnavaci: [66]
— Rolloeova:

— srovndvaci kritérium:

— — limitni:

— Weierstrassova:

— zobecnénd o supremu a

infimu: @7

Vlastnost Darbouxova funkce:
VlozZeni kanonické do mnoZiny: 9]
Vnéjsek mnoZziny: [38]

xeX,x¢g€X
7

{x}
YcX,Y¢gX

exp X
XuY
XNy
X\Y
us,Ns
(x,y)

X xY
Dom f
Codom f
Gr f

[ X—>Y
F @)

idy
Y > X
pry, prp

fog
Sflx
ffl
S(X)
710
Im f
g,
Gro
~, =, =<
C
X/~

. Znaceni

Vnitiek mnozZiny: 3§

Vzor mnoziny: [TT]

Zavora mnoziny dolni: [T4]
— — horni: [14]

Zbytek déleni polynomd: 125

Zjemnéni déleni: [T07]

— — spole¢né: [T07]

Zobrazent:

— bijektivni: [J]

— identické: [§]

— injektivni:[9]
— invertibiln{: [T1]

Zlomky parcidlni: 125

Znaceni

x je/neni prvkem mnoZiny X, [3]
Prdzdna mnoZina,

MnoZina obsahujici pouze x,[3]
Y je/neni podmnozinou X (X
je/meni nadmnoZinou Y), 3]
Systém vsech podmnoZin X, [6]
Sjednoceni mnoZin X a Y, [6]
Pranik mnoZin X a Y, |§|

Rozdil mnozin X a Y, [f]
Sjednoceni/prinik systému S,
Usporadand dvojice objektl x
ay.[l

Kartézsky soucin X a Y,[7]
Defini¢ni obor f,[§]

Obor hodnot f,[§]

Graf f,[§]

Zobrazeni f z X do Y,[§]
Hodnota zobrazeni f v x (obraz
bodu), [§]

Identické zobrazeni na X, [§]
Kanonické vloZeni Y do X,
Prvni/druha kartézska projekce,
9l

Kompozice zobrazeni f a g,lm
Zizeni zobrazeni f na X,[I0|
Inverze zobrazeni f ,

Obraz mnoZiny X pii f,|l]]
Vzor mnoZiny X pfi f,
Obraz zobrazeni f,[T1]

Relace o, opacna relace k o, @
Graf relace o,[12]

Relace ekvivalence/rovna
se/usporddant, [I2]

Inkluze mnoZin, [T3]

Faktorova mnoZina X podle ~,

T
max X, min X

sup X, sup X

_’/
(x, y), [x, y]
(x,y], [x,)

(—00, x), (x, 00)
(—00, x], [x, 00)

R
N

(@n), (ap)nen
Z

Q
I

maxyex f(x),
max f(X)
mingeyx f(x)
min f(X)
sup,ex Jf(x)
sup f(X)
infyex f(x),
inf f(X)
pow,

|x|

— inverzni: [[1]
— izotonni:
— mnoZin:[§]

— na mnoZinu:
— nespojité: 39
— — v bodé&:
— prosté:[9]

— sloZené: |10
— spojité: [39]

— — v bodé:

surjektivni: 0]

ZuZeni zobrazeni:

14

Faktorova projekce, [14]
Maximum/minimum

mnoziny X, [T4]
Supremum/infimum mnoZiny X,
14

Bindrni operace, [T9]

Mnozina zobrazeniz X do Y,
Neutraln{ prvek, |19

Inverzni prvek k
S¢itani/nasobeni v poli, 20]
Neutralni prvky, 20]

Opacny prvek k x, [20]
Od¢itani/d&leni v poli, 22]
Otevfeny/uzavieny interval, 22
Polooteviené intervaly, 22]
Nevlastni intervaly, 22]
Nevlastni intervaly, 22]
MnoZina redlnych &isel, 22]
Mnozina pfirozenych ¢&isel, 23]
Posloupnost, 23]

MnoZina celych &isel, 23]
MnoZina raciondlnich &isel, 23]
MnozZina iraciondlnich ¢&isel,
Maximum funkce f na X, [26]
Maximum funkce f na X, [26]
Minimum funkce f na X, [26]
Minimum funkce f na X, [26]
Supremum funkce f na X ,@
Supremum funkce f na X ,@
Infimum funkce f na X, [26]
Infimum funkce f na X,[26]
Mocninnd funkce

s exponentem 7, [2§]

Absolutni hodnota ¢&isla x, 29



Tx
int X

ext X

frX

cdX

sgn

lirnx—))cx0 fx)

R

00, —00
limx%xa f(x)
limx_)xo+ f(x)
lim sup x,,
liminf x,

Xa,
(fn)

D Xns D opey Xn
an,]

Y. 1/n
> Xo(m)
exp

c

In

€XpP,

Literatura:

Matematickd analyza I1

Celd ¢ast Cisla x, 29
Dirichletova/Riemannova
funkce, 29]

Topologie,[37]

Indukovand topologie na X, [37]
Vhitfek mnoziny X, [3§]
Vnéjiek mnoziny X, [3§]
Hranice mnoZiny X, [3§]
Uzéavér mnoziny X, 38|
Funkce signum, {3]

Limita zobrazeni f v bod¢€ xy,
406

Rozsifend mnoZina redlnych
Cisel, [T

Nevlastni body R,

Limita zleva,

Limita zprava,

Limes superior x,,,

Limes inferior x,,[58|
Vybrand posloupnost
(podposloupnost),
Posloupnost funkei, [59]

Rada Xn,

Geometrickd fada

s kvocientem ¢, [6]]
Harmonicka rada,
Prerovndni fady > x,,
Exponencidlni funkce, [7§]
Eulerovo &islo (e = exp(1)),
Pfirozeny logaritmus, [79]
Exponencidlni funkce o zdkladu

In,

sin, cos

b4

tg, cotg
arcsin, arccos

arctg, arccotg

f'(x)
fL(), fL)

df(x)
f700, f™(x)

A
Dla, b]
s(f, A)

S(f. D)

I fx)dx

17 ey dx
[P F) dx

1|
F

J f(x)dx
[P fo)dx
L2 f(x)dx

V. Jarnik: Diferencidlni pocet I. CSAV, Praha, 1963.
V. Jarnik, Integrdlni pocet 1.
F. Jirasek, E. Kriegelstein, Z. Tichy: Sbirka resSenych prikladii z matematiky. SNTL, 1981.
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a.[19

Logaritmus o zdkladu a,[79]
Funkce sinus/kosinus,
Ludolfovo &islo, [BT]

Funkce tangens/kotangens, [8]
Funkce arkus sinus/arkus
kosinus, [§T]

Funkce arkus tangens/arkus
kotangens, [81]

Derivace f v bodé x,
Derivace zleva/zprava f

v bodé x,[87]

Diferencidl f v bod& x,[02]
Druhé/n-ta derivace f v bodé x,
Déleni intervalu, [T07]
MnoZina délent [a, b],[I07]
Dolni integralni soucet f
vzhledem k A,[T0g]

Horn{ integraln{ soucet f
vzhledem k A, [T08]

Dolni integral funkce,

Horn{ integral funkce,

(Riemanniv) integral funkce f
na [a, b],[109]

Délka intervalu /,[T14]
Primitivni funkce k f,[TT7]
Neurdity integral,
Nevlastni integrdl z f,
Nevlastn{ integrél z f,
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