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1. Prirozena topologie v IR”

V prvni ¢asti tohoto textu zavadime prirozenou topologii na mnozin€ R”, nejprve jako topo-
logii normovaného prostoru, a pak jako topologii soucinu topologickych prostorti. Dvoji definice
ndm umozni v dal$im vykladu a pfi feSeni tloh zvolit pfistup, vZdy vhodny pro danou situaci.
Tato oboustrannost se ndm osveédci jiz v této kapitole.

V celé kapitole (i v dal§im textu) budeme uvazovat mnozinu R” s pfirozenou strukturou vek-
torového prostoru nad polem R.

1.1. Normované prostory. Vsechny vektorové prostory, s nimiz budeme pracovat v tomto od-
stavci, budeme uvazovat nad polem redlnych Cisel.

Vektorovy prostor X se nazyva normovany, je-li na ném definovana norma, coZ jest zobrazeni
Il - ]I: X — R splitujici nésledujici tfi podminky:

1. Prokazdé x € X je ||x]| # O jestlize x # 0.
2. Prokazdé x € X at € Rje ||tx]| = |¢] - || x]|-
3. Prokazdé x, y € X plati ||x + y|| < ||x|| + |||l

Pozndmky (] — x|, |0], ) !!!!

Priklady !!!!

Definici a zdkladni vlastnosti normovaného prostoru zndme z algebry. V tomto odstavci si
vS§imneme, jak lze pomoci normy na vektorovém prostoru definovat topologii.

Necht x € X,r € R, r > 0. PoloZme

Bl ={yeX | lly—x| <rk, (LLD
Bl'm =(yeX | Iy—xl<r, (1.1.2)

MnozZina B,”'|| (x) (respektive B ﬂ'” (x)) se nazyva oteviend (respektive uzaviend) koule (vzhle-
dem k normé ||-||) se stfedem x a polomérem r. V piipadé€, Ze nedojde k nedorozuméni, budeme
pouZzivat jednodussich symboll B, (x) a B,(x).

Vlastnosti kouli !!!!

MnozZina A C X se nazyva ohranicend, je-li mnoZina ||A|| (obraz mnoZiny A pfi zobrazeni
||-I) ohrani¢ena. Ekvivalentné: mnoZina A je ohrani¢ena, existuje-li oteviena koule B, (0) takova,
7e A C B(0).

Pomoci otevienych kouli nyni muZeme definovat na X topologii t generovand normou
nasledovné: mnoZina G C X je oteviend (tedy prvkem topologie), jestlize pro kazdy bod x € G
existuje B, (x) takova, Ze B, (x) C G.

Stejného vysledku dosdhneme, pokud v definici misto oteviené koule pouZijeme uzavienou.

Lemma 1.1. Takto definovany systém je skutecné topologie na X.

D 1 k a z. Ovéfime, Ze systém 7 spliiuje axiomy topologie. Uvazujme systém (G, )qea prvki z,

dokdzeme, Ze | J, .4 G je rovnéZ prvek 7. Pokud x € |J, .4 Go potom existuje ag € A takové,

ze x € Gg,. Z definice topologie existuje B, (x) s By (x) C Gg,. Proto B, (x) C J,cs Ga-
Nechf G, G, € 1, ovéime, Ze G N G, € 1. Zvolme x € G| N Gy. JelikoZ je x prvkem

G existuje B, (x) C G1, analogicky existuje B,,(x) C G». Potom pro r = min{ry, r2} mdme

B (x) CGiNGy.Tedy Gi NG, € 7.
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Prostor X i prdzdnd mnoZina jsou prvky z. [J

Systém vSech otevienych kouli normovaného prostoru X tvofi bazi topologie na X.

Oteviené koule jsou oteviené mnoziny a uzaviené koule jsou uzaviené mnoziny v topologii generované
normou.

KaZzd4 oteviend i uzaviend koule je souvisld mnoZina.

Kazdy normovany prostor je Hausdorffiiv topologicky prostor.

Podivejme se nyni na spojitost zobrazeni mezi normovanymi prostory. Uvazujme X a Y dva
normované prostory s topologiemi generovanymi normami. Jak vime ze zdkladi topologie zob-
razeni f: X — Y je spojité pokud vzorem oteviené mnoziny v X je oteviend mnoZzina v Y. Zde
mame topologii na X i na Y definovanou pomoci normy, proto Ize spojitost definovat vychazejic
Z normy

Véta 1.2 (¢-0 kritérium spojitosti). Nechi X a Y jsou normované prostory s normami ||-||x a
-y, ddle A C X. Zobrazeni f: A — Y je spojité, prdvé kdyZ pro kaZdé xy € A a pro kazdé
e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kaZdé x € A, ||x — xollx < o0 plati || f(x) — f(x0)lly < &
(alternativné zapsdno: f(A N Bg’”X (x0)) C BJ”Y (f (x0)).

Norma je spojité zobrazeni. Skute¢né, napriklad spojitost v nule: Vzor intervalu (—eg, €) pfi zobrazeni
Il je ptece B! (0). Proto ‘ Bl (0) ” C (—¢,¢).

Necht x € X je libovolny vektor, definujeme f,: R — X pfedpisem fy(t) = tx. Toto zobrazeni je
linearni a spojité.

UvaZzme nyni dvé normy (||-|| a |-|) na vektorovém prostoru X a zkoumejme, za jakych okol-
nosti bude topologie indukovand normou |-|| siln€j$i, neZ topologie indukovand normou |-|. V
nasledujici vété tyto topologie oznacujeme symboly 7). a ..

Véta 1.3. Necht ||-|| a |-| jsou dvé normy na vektorovém prostoru X. Ndsledujici cty¥i vyroky jsou
ekvivalentni:

1. 7). je silnéjsi neZ ..

2. Existuje ¢islo m > 0 takové, Ze B,‘l,'”(O) C Bll'l(O).

3. Existuje Cislo m > 0 takové, Ze B,‘LH ) c Bll'l(O).
4. Existuje ¢islo M > 0 takové, Ze |-| < M - ||-|.

D i k a z. Pfedpoklddejme, Ze plati tvrzeni 1, Ze kazda oteviend mnoZina v topologii 7). je
oteviena i v topologii 7|.|. Pak mnoZina Bl'l(O) je oteviend v topologii 7)., COZ znamena Ze
existuje oteviend koule gl (0) tak, ze Bl 0) c B{'l (0). To je tvrzeni 2.

Postupujeme sporem, predpokladejme, Ze plati tvrzeni 2. a neplati tvrzeni 3. Nejprve existuje
m > 0 takové, Ze pro kazdé ||x|| < m plati |[x| < 1 a jelikoZ neplati tvrzeni 3. existuje x € X,
|x|| = m a|x| > 1. Pak pro vektor

_ o xl+1
X =
2lx|
plati jednak
e |Ix] + 1] x| 1
T T e Y 1 AL
2|x| 2|x| 2lx|  2)x|
a jednak
o XA llx] + 1] [lx] + 1]
¥l = x| = o x| = ——— > I,
2lx| 2|x| 2
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coZ je spor. Plati tedy tvrzeni 3.
Nyni pfedpoklddejme platnost vyroku 3. a poloZzme M = 1/m. Kdyby existoval vektor x € X
takovy, Ze |x| > M| x||, pak by pro vektor

m
X = —x
x|l

platilo [|xo|| = m, neboli xo € B!'(0), a

m|x|
Ixo] = —— > mM = 1,
flx |l

neboli xo ¢ l_?ll'l. To je spor, ktery dokazuje vyrok 4.
Kone¢né, piedpoklddejme platnost tvrzeni 4. Necht U je mnozina oteviend v 7., x € U bod.

Nechf ¢ > 0 je takové &islo, 7e Bl ¢ U. Pak B(ll)l,lv,(x) c BM'x) c U, coz dokazuje, ze

mnoZina U je oteviend v topologii 7. .

Tim je dikaz hotov. [

Dvé normy na vektorovém prostoru se nazyvaji ekvivalentni, maji-li shodné indukované topo-
logie. Z ptfedchozi véty nyni snadno plyne

Véta 1.4. Normy |-|| a |-| na vektorovém prostoru X jsou ekvivalentni, prdvé kdy? existuji ¢isla
m, M > 0 takovd, Ze

m-|-f < || < M-

Dusledek 1.5. Jsou-li normy |-|| a |-| na vektorovém prostoru X ekvivalentni, pak kazdd mnoZina,
ohranicend vzhledem k jedné z nich, je ohranicend i vzhledem k druhé.

Plati i opacné tvrzeni. Zformulujte je a dokaZte!

Nechf X, Y jsou normované prostory A C X, f: A — Y zobrazeni bod a € X hromadny
bod mnoZiny A (ne nutné prvek A). Prvek L € Y nazveme limitou f pro x jdouci k a, pokud pro
kazdou kouli B, (L) existuje koule Bs(a) takova, Zze f(A N Bs(a) \ {a}) C B:(L). Zapisujeme

L=lim {(x)

Snadno lze ukédzat, ze L € Y je limitou f: A — Y pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje ¢ > 0 tak, ze pokud
x €A, |x —alx <dpotom || f(x)— Ly <e.

Podobnosti v definici limity a spojitosti 1ze jen téZko prehlédnout. Jde skute¢né o tésné€ souvi-
sejici pojmy.
Véta 1.6 (o souvislosti spojitosti a limity). Nech/ X,Y jsou normované prostory A C X,

f:A — Y zobrazeni a bod a € X hromadny bod mnoZiny A. Bod L € Y je limitou f pro x
Jjdouci k a prdavé kdyZ zobrazeni f: AU {a} — definovand

f(x) jestliZex € A;
L jestliZe x = a,

fx) =

je v a spojité.
D t k a z. Plyne z definic obou pojmi. [

1.2. R” jako normovany prostor.. Uvazme zobrazeni |||/, ||*]l2, ||‘]loo: R" = R,
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lxfle = lxil + |x2l 4 - - - 4 [xal

Ixll2 = Vx1)2 4+ (@2)2 + - 4 (x0)2 (1.2.1)
1xlloo = max{|x1], [x2], ..., [xal}

Lemma 1.7. KaZdé ze zobrazent je norma na R".
D i k a z. Pfenechavame Ctenafi. [

Snadno lze zjistit, Ze pro normu ||-|| o, plati
B () = (v —roxi ) x (2 = rxp 1) X X (g — 1 X 7). (1.22)
B,‘!HOO(X) =[x —rx1+rIx[x2—rx+r]x - x[x,—r,x,+rl. (1.2.3)

Oteviené koule v této normée jsou tedy krychle. Jak vypadaji koule v nadefinovanych norméach lze vidét
na obrazku.

Pro n = 1 vSechny tfi uvedené normy splyvaji, oteviené (respektive uzaviené) koule jsou oteviené
(respektive uzaviené) intervaly a indukuji pfirozenou topologii na R.

Lemma 1.8. Pro zobrazeni |||y, ||-ll2, ||l o Plat?

= lloo

By -0 = -l = - lloos
m— Iy < /7 [l

=~ 1[Il ””2 <n ””oo,

Bl

D G k a z. Pfenechdavame Ctenafi. [J
Z piedchoziho lemmatu a Véty [T.4]nyni plyne

Véta 1.9. Normy [|-Ily, ||l Ilo jsou ekvivalentni.
Topologie na R”, indukovand normami ||-||;, ||,
Il so» S€ NAZyVa prirozend (eukleidovskd) topologie R".

Uvedené definice miZzeme jesté ddle zobecnit, kdyZ pro libovolné p > 1 polozime

Xl = 1xlP + xal? + - - + x|

Takto definované zobrazeni ||-|| , je norma; trojuhelnikova nerovnost vyplyva z Minkowského nerovnosti

Xt + 0112 + -+ D+ yal? < YNl 4+ [xal? + JIlP + -+ [yl

kterd plati pro kazdé p > 1.

Vsechny normy ||-||, indukuji tutéZ topologii (jsou ekviva-

/ \ lentni); tato skute¢nost snadno vyplyvd Véty 1.4 Lemmatu [[.8]a
Jensenovy nerovnosti

YIxilP + -+ [xa]? < YIxld + - + [xal4,

ktera plati pro kazdé p,q,0 < p < gq.

Poznamenejme jesté, Ze oznaceni |||, pro tfeti normu z
K J je prirozené, jelikoZ plati

. li ? P4 ... P = e, = .
Koule 81 (0), p = 1,2,3,4,5, 00 Jim P 4 bl? = max{lal, o lal) = o

1.3. R" jako soucin topologickych prostori. UvaZzme na mnoZiné R pfirozenou topologii (jako
obvykle) a na mnoziné R” = R x R x --- x R topologii soucinu topologickych prostorii. Vime,
Ze bazi této topologie je systém vSech otevienych kvadrd v R”, tj. mnoZin
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LhxDhhx---x1,
kde Iy, I, ..., I, jsou oteviené intervaly.

Véta 1.10. Topologie soucinu na R" je shodnd s pFirozenou topologit.
D i k a z. Podle existuje baze ptirozené topologie na R”", jejiz kazdy prvek je otevieny
kvadr tedy generdtor soucinové topologie. Tim je ukédzano, Ze pfirozena topologie je silnéjsi nez
soucinova.

Naopak, jestlize x je prvkem néjaké mnoziny U oteviené v soulinové topologii, existuje
otevieny kvadr I, pro ktery plati

xel=—r,x1+r)xx2—rp,x2+r) X - X (X, —rp, X, +1,) CU.

PoloZime r = min{ry, r, ..., ry}. Potom plati

X € Br”'”‘x’(x) Cxr—ri,xi+r)x@—r,x2+m) X - XXy —rp,x,+r,)C 1 CU.

Nasli jsme tedy kouli (zvolili jsme si vyhodné normu |||, — vSak jsou vSechny ekvivalentni)
tedy otevienou mnoZinu v prirozené topologii, kterd je podmnoZinou U. To dokazuje, ze kazdy
otevieny kvadr je oteviend mnoZina v prirozené topologii. Soucinova topologie je siln€js$i néz
pfirozend. [J

Uvazujme funkci f:R" — R™ k této funkci definujeme m funkci fi, fo,... fu: R" — R,
fi = pr; of anazveme je sloZkami funkce f.

Mime-li funkci f:R? —» R2, f(x,y) = (gx — */Tiy, ‘/Tix + ‘/TEy) (otoceni o 7 /4 proti sméru hodi-

novych rugicek), pak jeho slozky jsou samoziejmé fi(x, y) = %2x — Ly a fo(x,y) = Lx + Ly A

Casto pak vyuZivame zapisu f = (f1, f2).
Nésledujici véta ndm usnadiiuje ovéfovani spojitosti funkeci.

Véta 1.11. Funkce f: A C R" — R™ je spojitd prdvé, kdy? je spojitd kaZdd z jejich sloZek.
Dikaz 0O

Véta 1.12. Nechf f:A c R" — R™, a € R" hromadny bod A a L = (I1,15,...,1,) € R™.
Potom lim,_,, f(x) = L, prdvé kdyz limy_,, fi(x) = ; pro kazdéi = 1,2, ..., m.

1.4. Kompaktni mnoziny v R". Z odstavce (1.1]) vime, Ze R je Hausdorffiv topologicky prostor
a ze oteviené koule jsou souvislé mnoziny. Podivejme se nyni podrobné, jak vypadaji kompaktni
mnoziny v R"”. Nejprve uvedeme pomocné topologické tvrzeni.

Véta 1.13. Bud'te X a Y topologické prostory. Pak topologicky prostor X x Y je kompaktni, pravé
kdyZ je kompaktni kazdy z prostorit X a Y .
D i k a z. Pfedpokladejme, Ze prostory X a Y jsou kompaktni a zvolme
X xy| oteviené pokryti S prostoru X x Y. Pro kazdé x € X oznalme S,
systém téch mnozin W e S, pro které x € pr;(W) (pr; je projekce
pri: X x Y — X). Sy je oteviené pokryti mnoZiny {x} x Y, kterd je
urcité kompaktni (proc?), ma tedy konec¢né podpokryti T, C Sy (Y je
PIi | kompaktni). Oznaéme nyni U, priinik mnoZin pr; (W), kde W € T,.
U, je oteviend podmnoZina X (jde o prinik kone¢né mnoha otevienych
mnoZzin pr; je oteviené zobrazeni). Systém (Uy),ex je oteviené po-
y T kryti mnoZiny X, ma tedy kone¢né podpokryti. Ozna¢me A konec¢nou
e U, y  mnoZinu prvki x € X takovou, Ze systém (Uy),ea je oteviené pokryti
mnoziny X.
Konecné, polozme T = |, .4 Tx. Nechdme nyni na ¢tenafi, aby ukdzal, Ze T C Saze T je
kone¢né oteviené pokryti mnoZiny X x Y.

/'
AN NAN

VAR
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Nyni dokdZeme opacnou implikaci. Pfedpoklddejme, Ze X x Y je kompaktni a ukdZeme, Ze
potom je X kompaktni. Necht (U,),c; je oteviené pokryti X, nalezneme jeho kone&né podpokryti.
Pro kazdé : € I polozme O, = prl_l(U,), pak (O,),cs je otevienym pokrytim X x Y. Jelikoz je
X x Y je kompakt existuje jeho konecné podpokryti (O,),cx. Potom je ale (U,),cxkonecnym
podpokrytim (U,),c;. Kompaktnost ¥ se ukdaze obdobné. [J

Dusledek 1.14. Nechi 11, I, . . ., I, C R jsou kompakini intervaly. Pak uzavieny kvddr I x I, x
-« x I, C R" je kompaktni mnoZina.
D @ k a z. Diikaz. Indukci pomoci pfedchozi véty. [J

Disledek 1.15. Nech? B(x) je uzaviend koule vzhledem k libovolné z norem -1l 1 < p < oo

Pak B(x) je kompaktni mnozina.
Dt k a z. Plyne z toho, Ze kazda uzaviena koule v R" je podmnozZinou né€jakého kvadru a z toho,
Ze uzaviena podmnoZina kompaktni mnoZiny je kompaktni. [J

Tvrzeni ve vété [I.13]1ze samoziejmé indukei rozsifit na soucin kone¢ného poctu topologickych pro-
storti. OvSem plati, ze soucin libovolného (i nekonec¢ného) systému kompaktnich prostoru je kompaktni —
Tichonovova véta.

Véta 1.16. Mnozina K C R”" je kompakini, pravé kdy? je uzaviend a ohranicend.
D @ k a z. Dikaz provedeme pro n = 2. Pfedpokladejme, 7e K c R?
X, je kompaktni. JelikoZ je R? Hausdorffiv, tak je K uzaviend. Zbyva
o ohranicenost. Polozme K; = pr;(K) a K, = pr,(K), kde pry, pr,
jsou, jak jiz Ctendf vytuSil, prvni a druha projekce. Tyto projekce
K> jsou spojité a K1, Ko kompaktni v R a tedy ohranic¢ené. Existuje tedy
uzavieny ohrani¢ené interval I, = [—r, r] takovy, Ze K|, Ko C I,.
K Potom oviem B,”‘”"O(O) =1 xI.OK.

‘ ! Nyni opa¢na implikace, nechf K C R? je uzaviend a ohrani¢ena.
Ki X1 Tedy K ¢ B"™0), jelikoz B'°0) = [—r,r] x [=r, 7], coz
je kompaktni mnoZzina podle disledku potom je K uzavienou

podmnoZinou kompaktni mnoZiny a tedy je sama kompaktni. [J

1.5. Spojitost zikladnich zobrazeni. Necht s, p: R> — R jsou zobrazeni definovand pfedpisem

s(x1,x2) = x1 +x2
p(x1, x2) = x1x2

UkaZeme, Ze tato zobrazeni jsou spojita.

Nechf (xo, yo) € R%, s = s(x0, yo) = X0 + Yo, zvolme libovolné ¢ > 0. Pokud libovolné

", y") € BIW (x0, yo). pak plati

Ix" = xol + 1y — yol <&

Mame

ls(x’, ¥') = s(x0, yo)| = |x" +y" = x0 — yol < |x" — x0| + |y" — yol < e.
coZ znamend, 7e pro kazdé (x', y’) € Bg”'Hl(xo, yo) plati s(x’, ') € (xo + yo — &, x0 + yo + &)
nebo-li s(Bg'||1 (x0, y0)) C (s(x0, Y0) — €, s(x0, yo) + €) a dokazuje spojitost zobrazeni s v bodé
(%0, ¥0)-
Nyni dokdZeme spojitost zobrazeni p. Necht (¢, x) € R?, y = p(t, x) = tx, zvolme ¢ > 0.
Polozme M = ||(¢,x)|l; a d = min{l, &¢/2(M + 1)}. Pro libovolné (¢/, x") € Bg'”'(t,x) mame
[ <M+1,|x" —x| <d,|t' —¢t] <d, |x| <M<M+1a
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Ip(t', x") —tx| = |t'x" —tx| = |’ (x" = x) + (¢ = 1)x|
<) x = x|+ 1 —tllx] < (M + 1o+ 6(M + 1)

e 1
=M+ Dgisny Tam ey M D=

To dokazuje spojitost zobrazeni p v bodé (¢, x).
Ze spojitosti zobrazeni s a p a z véty o spojitosti kompozice spojitych zobrazeni plynou zndma
tvrzeni o spojitosti souctu a soucinu dvou spojitych funkci.

Zobrazeni s je samoziejmé linearni. Dokazte, Ze kazdé linearni zobrazeni /: R” — R™ je spojité.

1.6. Kone¢nérozmérné normované prostory. V odstavci|l.2|jsme zavedli rizné normy na pro-
storu R” a o nékterych z nich jsme ukazali, Ze jsou ekvivalentni. Nyni ukdZzeme, Ze se jedna
o specidlni pfipad obecnéjsiho tvrzeni.

Véta 1.17. Libovolné dvé normy na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou ekvivalentni.
D G k a z. Stadi dokdzat, Ze libovolné dvé normy na R” jsou ekvivalentni (pro¢?). Necht tedy |-||
je norma na R". DokaZeme, Ze je ekvivalentni normé ||-||;.

Oznacme (e, . .., ;) kanonickou bazi v R” a polozme M = max{||e1 ]|, |lez2ll, ..., llexl}. Pro
libovolny prvek x € R” plati

1 2 1 2
lx"er +x7ex + -+ x"enll < x| - llerll + [x7] - leall 4+ -+ + [x"| - llenll

x| =
<M M A XM= M x)

Tim je dokdzano, Ze norma ||-| je slab$i neZ norma ||-||; (Vétal[l.3).

DokaZme nyni naopak, Ze norma ||-|| je silnéjsi neZ normal|-||;. Ozna¢me

S={xeR" | |xli}

(jednotkové sféra vzhledem k normé ||-||; se stfedem v nule). MnoZina S je vzhledem k normé
l-]l; ohraniend. V topologii normy ||-||; je také uzaviend (jako vzor uzaviené mnoZiny R \ {0}
pfi spojitém zobrazeni norma). Je tedy v této topologii kompaktni (Véta [I.16)), coz znamena,
7Ze je kompaktni i ve slabsi topologii normy ||-|| (pro¢?). Dale: funkce |-||: R” — R je vzhledem
k normé ||-|| spojitd, nabyvé tedy na mnozin& S minimum m. Je jisté m > 0a B,, (0)I'l ¢ Bq'lll (0).
Podle Véty[1.3]je tedy norma ||-|| silnéjsi neZ norma ||-|;.

Tim je véta dokdzdna. [J

1.7. Prostory linearnich zobrazeni. V tomto odstavci zavedeme normovanou strukturu na pro-
storu linearnich zobrazeni dvou vektorovych prostori.

M¢éjme dva koneénérozmérné normované prostory X, Y. Oznacme L(X;Y) vektorovy prostor
linedrnich zobrazeni z X do Y.

Tento vektorovy prostor je, jak vime, koneénérozmérny. Jeho dimenze je rovna soucinu dimenzi pro-
stord X aY.

Pro kazdé [ € L(X;Y) polozme

Il = max [[/(x)]l (1.7.1)
xeB1(0)

(mnoZina B1(0) je kompaktni, zobrazeni [ a ||-|| jsou spojitd; kompozice t&chto zobrazeni na této
mnoZiné tedy m4 maximum).
Predpisem (1.7.1) je definovédno zobrazeni ||-||: L(X;Y) — R.

Lemma 1.18. Zobrazeni ||-||: L(X;Y) — R je norma.
D @ k a z. Musime ovéfit podminky z definice normy.
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1. Necht [ # 0. Pak existuje vektor x € X, pro n&jz je [(x) # 0. Plati ||lx|| # 0 a pro vektor
xo = x/||x|| plati xo € B1(0) a ||/(xg)|| > 0. Tedy ||{|| > O.
2. Mgme !l € L(X;Y) ac € R. Plati

eIl = max |lc-I(x)| = max |c|-[lL(x)]| =lc|- max [I(x)]| = lc|- ]I
xeB(0) xeB(0) x€B1(0)

3. Prol;,l, € L(X;Y) dostavame
Ih + L)l = max |[[(I1 + L)) = max [[[j(x)+ LK)

x€eB1(0) x€B(0)
< max (L) + 1)) = max [[Ii(x)|| + max |[Lx)[ = 4]+ 2]
x€B1(0) x€eB1(0) x€B1(0)

g

Véta 1.19. Pro libovolny vektor x € X a linedrni zobrazenil € L(X;Y) plati
IECHN < NI Ml

D G k a z. Pro vektor xo = x/| x| plati xo € B1(0), coZ podle (1.7.1) znamend, Ze ||/(xo)| < |I/||.
Nyni dostdvdme

IZCOI = Tlxll - o)l < flxll - 2] O

V piipadé X = R" a Y = R™ muzeme misto prvku prostoru L(X;Y) uvazovat matice typu m x n.
Presnéji feceno, zobrazeni z L(R";R™) do M, , (to je prostor matic o m fadcich a n sloupcich s redlnymi
prvky), které linedrnimu zobrazeni / pfifadi jeho matici vzhledem ke kanonickym bazim, je izomorfismus
vektorovych prostord.

Na prostoru L(X;Y) miiZeme tedy kromé& normy uvaZovat i libovolnou jinou normu, kterou
umime zavést na prostoru My, ,. Tyto normy budou podle Véty ekvivalentni. JelikoZ prostor M,, , je
izomorfni s prostorem R™" (matice typu m X n jsou mn-tice isel), mizeme pouZit napiiklad libovolnou
normu zavedenou v odstavci Tedy, pro matici A = (a?) miZeme polozit

1Al =D lab],
i,J
1Al =D /@),
i,J
IAlloo = > max jaj].
i
Véta 1.20. Necht |-| je libovolnd norma na prostoru L(X;Y). Pak existuje &islo M takové, Ze pro
kaZdél € L(X;Y) ax € X plati
1N < M- lx ]l
D kaz. Plyne z vét[1.3|[1.17] a[l.19] O
DOPLNKY
Prostor I

Ohrani¢eny linedrni operdtor
Spojitost linedrniho operitoru



2. Derivace prvniho radu

V této zdkladni kapitole pojednavame o diferencovatelnosti zobrazeni f:U Cc R" — R™
(podmnoZina U je vidy oteviend). Zavadime nékolik zdkladnich pojmi derivace: Fréchetovu,
Gateauxovu, derivace podle vektoru a parcidlni derivace. Ukazujeme souvislost téchto pojmu s
pojmem derivace z prvniho ro¢niku. Ukazujeme pravidla pro derivovani zakladnich zobrazeni.
Vysvitd, Ze pouze Fréchetova derivace splituje zdkladni vétu o derivaci sloZeného zobrazeni: deri-
vace kompozice dvou zobrazeni je rovna kompozici jejich derivaci. Slabsi derivace podle vektoru
a zejména parcidlni derivace se zase pomérné snadno pocitaji. Ukazujeme, Ze v piipad¢ spojité
diferencovatelnych zobrazeni 1ze vyhody vSech pojmu derivace spojit: spojitou diferencovatel-
nost zobrazeni na oteviené mnoZzin€ Ize snadno odhalit pomoci parcidlnich derivaci a pritom se
jednd o pojem se stejné hezkymi (¢i dokonce, jak zjistime pozdéji, hez¢imi) vlastnostmi, jaké méa
Fréchetova derivace.

Vétsina vysledki této kapitoly je nezavisla na volbé normy na prostorech R” a R™. Na fidké
vyjimky vZdy upozoriiujeme.

2.1. Fréchetova derivace. NeZ piistoupime k definici toho pojmu, podivejme se derivaci funkce
na R: Definovali jsme derivaci funkce f: R — R v bod¢ x jako nésledujici limitu

, . fe+h) - fx)
£y = lim h -
Geometricky vyznam derivace (viz obrdzek) je pak smérnice teCny ke grafu funkce f v bodé
(x, f(x)). V carkovanych soufadnicich te¢na hraje roli linedrniho
zobrazeni [(h) = f’(x) - h. Pokud si toto uvédomime, definici de-
rivace pak lze formulovat takto: Méjme f:R — R ax € R, potom
f'(x) je derivaci, pokud

r(h)y = f(x+h)— f(x)—=1(h), (2.1.2)

kde [(h) = f’(x) - h, jde k nule rychleji neZ linedrni zobrazeni, tedy
spliiuje

(2.1.1)

limLh)=

0. 2.1.3
h—0 h ( )

Jinak feCeno, v daném bodé ,,zkousime* rizné hodnoty f/(x) (tedy
riiznd zobrazeni [), ke kazdé podle vzorce uréime zbytkovou
funkci r a pokud ta spliiuje (2.1.3), nasli jsme derivaci.

Podobného postupu pouzijeme pro definici diferencovatelnosti pro funkce R"* — R™. Zob-
razeni f:U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x € U, existuje-li linedrni zobrazeni
[:R" —» R™ takové, 7Ze

i &+ = F0) =1 _
1m =

h—0 |A]]

0. 2.1.4)

V podmince (2.1.4) vystupuji dvé normy, které jsou oznaceny stejnym symbolem: jedna na R” a
druhd na R™.
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Véta 2.1. Linedrni zobrazeni |, spliujici (2.1.4), existuje nejvyse jedno.
D i k a z. Pfipustme, Ze jsou takové zobrazeni dvé, [ a [, a Ze existuje vektor 4 € R" takovy, Ze
[(h) # 1(h). JelikoZ ma linedrni zobrazeni v nule hodnotu nula musi # # 0. Déle

fx4+th)— f(x)—1(th) _

lim 0, [ spliiuje (2.1.4)
0+ il (¢ spliuy )
th) — f(x) — I(th _

o, fes )uthfn(X) WD _o. (T splije @&1d))

—

Mame

L) =) _ . 1h) —1@h) _

im (limita z konstantniho vyrazu)
A1l =0t A ]
. fOe+th)— fx) = 1@h) . f(x+1h) = f(x) —1(th)
= — lim + lim =0
=0+ llzh]| =0+ lth]]

Tento spor dokazuje vétu. [J

Linearni zobrazeni / z predchozi definice se oznaCuje df (x) a nazyva (Fréchetovou) derivact
zobrazeni f v bodé x.

Piiklad. Uvazujme funkci f(x,y) = x% + y? a linedrni zobrazeni [: R?> — R, I(h, k) = 2h + 2k.
Ovérme, ze [ je diferencidlem f v bodé x = (1, 1).

r(hk)y= fx+h,y+k)— fo,y) =1 k) =0 +h)?>+ (A +k)?>—1> =12 —2h — 2k =
=h>+ k%

Ovéfime (2.1.4). Mame

| (h, k)] . h? + k2 .
im = lim ——=1lim +Vh2+k2=0.
()= ©0,0) |[(h, )| (=00 /B2 = k2 (hk)—(0,0)

Niésledujici tvrzeni uvadéji zakladni vlastnosti Fréchetovy derivace.

Véta 2.2 (o diferencialu). Zobrazeni f: U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x, prdvé kdy?
existuje linedrni zobrazeni [: R" — R™, okoli V C R" bodu 0 € R" a zobrazeni ¢: V — R™ tak,
Ze

li h)=0 2.1.5
hgr%)g( ) ( )

apro kaZdé h € V

f&x+h)— f(x)=1(h)+eh)|h]. (2.1.6)

Plati 1(h) = df (x)(h).
Dt k a z. Podminka (2.1.6) spole¢né s (2.1.5) je ekvivalentni podmince

p SO ) = ) 1) _
mm =
h—0 |7]|

0.

coz dokazuje tvrzeni. [J

Véta 2.3. Zobrazeni f:U C R" — R™, diferencovatelné v bodé x, je v tomto bodé spojité.
Dikaz Z(2.1.6) plyne lim,—o f(x +h) — f(x) =0. O

Nyni dokdZeme zdkladni vétu o derivaci sloZeného zobrazeni. Nejprve pomocné lemma:
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Lemma 2.4. Nechf zobrazeni f:U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x € U. Pak zobrazeni

Ja+hm—f)
17|

Jje na néjakém okoli bodu 0 € R" ohranicené.
D i k a z. Podle véty 2.2]je

Ja+h)—fx)

h
1Al =) (_

1721l

) + ¢(h).
Norma prvniho séitance na pravé strané je ohranicena ¢islem ||df (x)||, druhy ma v bodé 0 € R”
podle zminéné véty limitu rovnu O je tedy na né€jakém okoli tohoto bodu rovnéz ohranic¢eny. [

Véta 2.5 (o derivaci sloZeného zobrazeni). Nechf zobrazeni f:U — R™ je diferencovatelné
v bodé x € U, zobrazeni g: R™ — RP je diferencovatelné v bodé y = f(x) Pak zobrazeni g o f
Jje diferencovatelné v bodé x a plati

d(g o f)(x) = dg(y) o df(x). (2.1.7)

Dikaz Oznamel; =df,l, = dg. Proh € R" oznacme

k=fx+h—fx)=fx+h)—y.

V nésledujicim (krom jiného) pfi¢teme a odeCteme vyraz [ (f (x +h) — f(x)), dvakrit pouZijeme
predchozi rovnici, pouzijeme vétu[T.19a[2.2} médme

lgCf Cx + 1) — g(f(x)) — Lyl _

Al
I8 G 1) = gD = LG+ 1) = SN | el (x+h) = F() = LA _
= A 1Al =
k) — —1,(k h) — —1¢(h
e +h) ”:H(y) Awll gl If(x +h) ||hf”(X) rmli
- e 1£ G+ h) = £@) = L)
=y T Al :

kde lim,, &(u) = 0. Z véty 2.3|plyne, Ze pfi h — 0 je lim;_,0 k = 0 Navic, podle lemmatu 2.4]
je vyraz ||k||/||#]| na néjakém okoli nuly ohraniceny. Proto je limita vyrazu na pravé strané rovna
nule a véta dokazana. [

Véta 2.6. KaZdé konstantni zobrazeni f:R" — R™ je diferencovatelné v kazdém bodé x € R".
Plati df (x) = 0.
Dikaz.

. f+h)—fx)-0 . 0
lim = lim — =
h—0 Al h—0 ||i]|

Véta 2.7. KaZdé linedrni zobrazeni l:R" — R™ je diferencovatelné v kaZdém bodé x € R". Plati
df (x) =L
Dikaz.

(a4 h) = 1@) =1 _ 1) + 1) = 1) = 1(h) _

0. O
h—0 |2]| h—0 |12]|
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Véta 2.8. Zobrazeni f:U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x € U, prdvé kdyZ jsou
v tomto bod¢ diferencovatelné jeho slozky fi, fa, ..., fm. Pro kaZdé h € R" plati

df (x)(h) = (df1(x)(h), df2(x)(h), ..., dfin (x)(R)). (2.1.8)
Dulkaz Ziejmy. O
Vztah (2.1.8)) se dd napsat takto:

df (x) = (df1(x), df2(x), ..., dfin(x)).

Véta 2.9. Zobrazeni s:R* = R, s(x,y) = x 4+ y, a p:R> = R, p(x, y) = xy, jsou diferenco-
vatelnd v kazdém bodé (x, y) € R2. Plati
ds(x, y)(h, k) = h +k,dp(x, y)(h, k) = yh + xk.

D G k a z. Zobrazeni s je linedrni, proto podle véty 2.7 je ds(x, y) = s tedy ds(x, y)(h, k) =
s(h, k) = h + k.
Pro zobrazeni p mame

et hy+K) = ple,y) —yh —xkl _ |+ )G+ k) —xy — yh — xk|

- (7, k) lloo (7, )l oo

_ |hk| _ 1nimax{lA], [kl} _ L.
max{|i|, [k]} — max{|hl, |k]}

0

Takze

i |lp(x +h,y+k)— p(x,y) — yh —xk|
im =

0
(h,k)—0 (7, k)l oo

a tvrzeni je dokdzano. [J

Véta 2.10. Jsou-li f,g:U C R" — R™ zobrazeni diferencovatelnd v bodé x € U, pak pro
libovolnd ¢isla a, b € R je zobrazeni af + bg diferencovatelné v bodé x a plati

d(af 4+ bg)(x) = adf (x) + bdg(x).

Dikaz. Oznaéme /: R™ x R™ linearni zobrazent, pfifazujici kazdému vektoru (4, k) € R™ x R™
vektor ah + bk anecht (f, g) je zobrazeni x — (f(x), g(x)). Potom af + bg =10 (f, g). Nyni
mame

dlaf + bg)(x) =d( o (f, g)(x) = (definice [)
=dI(f(x),g(x)) od(f, g)(x) = (véta[2.5)
=1lo(df,dg(x)) = (veta2.7]a[2.8)

=adf(x) + bdg(x). O (opét defince 1)
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2.2. Derivace podle vektoru, Gateauxova derivace.

Nechi f:U c R" — R™, x € U ah € R". Derivaci zobrazeni f podle vektoru h v bodé x
rozumime limitu

of f(x+th)—f(x).

) =1
oh *) tl—r>r(1) t

2.2.1)

Necht g, »,: R — R” je zobrazeni, definované predpisem

x gx,n(t) =x +th. (2.2.2)

Piimo z uvedené definice plyne nésledujici jednoduché tvr-
zeni.

Lemma 2.11. Zobrazeni f:U C R" — R™ md v bodé¢
x € U derivaci podle vektoru h € R", prdvé kdy? je zob-
h razeni f o gy j diferencovatelné v nule a plati

%(x) =d(f 0 ges)(O)(1) =

0
= ((fiogen)0), ..., (fmogen)(0). (2.2.3)

D i k a z. Pfedpoklddejme, Ze zobrazeni f o gy je diferencovatelné v nule. Pak podle véty
je ve vztahu

(f 0 &en)(®) = (f © 8x,n)(0) = d(f © gx,n) (0) (1) + 1£(2)

lim; 0 (t) = 0. Vzhledem k tomu, Ze (f o gy 4)(t) = f(x + th), dostdvame soucasné existenci
uvazované derivace podle vektoru i prvni rovnost v (2.2.3). Druhd rovnost plyne z véty

Obracena implikace plyne ihned z !!!!!!!11. [J

Derivaci zobrazeni f v bodé x podle vektoru 4 budeme oznacovat nasledujicimi zplisoby
0
T, af.

Derivace zobrazeni f v bod¢ x podle vektoru £ je tedy derivaci zobrazeni f o g, , v nule. To, spolecné
s vétou umoziuje pocitat derivace podle vektora velice snadno.

Piiklad. M&jme f : R> — R, f(x,y) = x> + y?, spocitejme derivaci v bodé (1, 1) podle vektoru
h = (1, 2). Podle pfedchozi véty spocitdme f o gy 5. Pfedné g1,1),1,2):¢ = (1 + 1, 1 + 2¢), tedy

of
a(1,2)

LD =(fU 40 1+20))_ = ((1 +02+(1+ 2;)2)

/
t=0

= Q1A +1)+4(0 +21t));—9 = 6.

Je-li zobrazeni & — dj, f (x), které vektoru h pfifazuje derivaci ve sméru A, linearni, nazyvame
je Gateauxovou derivaci zobrazeni f v bodé x a zna¢ime dg f (x). Je tedy dg f (x) € L(R";R™).

Lemma 2.12. Je-li zobrazeni f:U C R" — R™ diferencovatelné v bodé x € U, md v tomto
bodé i Gateauxovu derivaci a plati

dg f(x) = df (x).

D @ k a z. Uvazujme zobrazeni g, z (2.2.2). Toto zobrazeni je diferencovatelné a plati
dgx,n(0)(t) = th. Podle véty 2.5 méme
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d(f 0 gxn)(0)(1) = (df (x) 0 dgx 4 (0)) (1) = df (x)(h).
Tvrzeni tedy plyne z lemmatu O

V nésledujicich pfikladech vidime, Ze Gateauxova derivace i derivace ve sméru vektoru mohou existovat
i funkci, u kterych je diferencovatelnost vyloucena.
Priklad.

Uvazme funkci f:R? — R, definovanou piedpisem

~ x kdyzx =y,

FEED =10 jindy.

- Vidime, Ze derivace této funkce v nule podle libovolného vektoru (%, k) €
d of
0,0)=0 h#k 0,0) = (h, k
51 @0 = 0prod # ka5 (0.0) = () pro
h = k, toto zobrazeni ovSem nenf linedrn{ (napriklad derivace podle vektora
(1,0) a (0, 1) je rovna nule, ale derivace podle jejich souctu, vektoru (1, 1)
je nenulovd). Tedy d¢ f (0, 0) neexistuje.

Presvédcte se, Ze podobnou vlastnost mé funkce

R? existuje. Plati

3 2
x” —3xy .
=—s—, kd , 0,0),
f,y) =1 x2+)° y2 (3 # 0,0

0, kdyz (x,y) = (0,0).

Tato funkce je dokonce spojitd. Graf této funkce vidime na ndsledujicim obrizku:

Priklad
Uvazujme nyni funkci f: R? — R, definovanou predpisem
[ :
Vi _ )1 kdyzx >0,y = x~,
X =y/ f(-xa y) - 0 dey
- Snadno zjistime, Ze tato funkce ma v nule Gateauxovu derivaci,
/ x ackoli tam neni spojitd. Vidime tedy, Ze pro Gateauxovu derivaci
neplati véta[2.3]

Pomoci posledné uvedené funkce 1ze snadno dokazat, Ze pro Gateauxovu derivaci neplati ani véta[2.3]
Stadf definovat funkci g: R — R? piedpisem

g(t) = (t,1%)
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a uvazovat kompozici f o g.

2.3. Parciilni derivace. Nechi f:U c R" — R™ x € X. Oznalme ey, ey, ..., e, kano-
nickou bazi vektorového prostoru R” (tedy e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,¢e;, =
0, ...,0,1). Derivace zobrazeni f v bodé x podle ¢; se nazyva parcidlni derivaci zobrazeni f
podle i-té proménné v bodé x. Klademe

of of

—()C) = —(X),

0x1 oe

of of

—()C) = —(X),

0xy oes

of of

(x) = (),
0xy, oe,

Takto se tradiéné oznaluji parcidlni derivace, z divodu potfeby kompaktnéjsiho zapisu nebo
v ptipadech, kdy nejsou pojmenovany proménné, oznacujeme parciédlni derivace také

of
=), oyf(x), oif(x).
axl-
Pro uvedené zobrazeni f,bodx € U adlisloi € {1,2,...,n} ozna¢me U, ; mnoZinu vSechr € R
R takovych, Ze
Ux,2 U (xl,xz,...,xi_l,t,xi_,.l,...,xn)eU
X a fy,; zobrazeni z U, ; — R™, definované pfedpisem
fx,l(t) = f(x17 x27 cecy xi—lv t: xl-i-l’ sy xl’l)

U, R Toto zobrazeni se nazyva i-té parcidlni zobrazeni zobrazeni f
v bodé x.

Véta 2.13. Zobrazeni f:U C R" — R™ md v bodé x € U parcidilni derivaci podle i-
té proménné, prdavé kdyZ je v bodé x; diferencovatelné parcidlni zobrazeni fy ;. Pro kaZdé
je{l,2,...,m} plati

8f' /
6_xj,-(x) = (fx.)jx0).

D G k a z. Nechdvame na ¢tenafi. [

Véta ukazuje zpisob, kterym se ve skute¢nosti parcidlni derivace pocitaji.
Pro zobrazeni f:U C R" — R™, které ma v bodé x € U parcidlni derivace podle vSech
proménnych, klademe

of1 ofi ofi

6_x1(x) 6_x2(x) 6xn(x)

of2 of2 of2
f’(x) _ 8_x1(x) a_xz(x) axn(x)

Ofm ) Ofm @) - Ofm )

0x1 0x2 0xy
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Tato matice se jmenuje matice parcidlnich derivaci zobrazeni f v bodé x. V literatufe se ¢tenar
muze také setkat s ozna¢enim Jakobiho matice

Predpokladejme, Ze zobrazeni f: U C R" — R™ md v bodé x € U Gateauxovu derivaci. Pak
pro libovolny vektor & € R", h = hlei + h%ey + -+ - + h'e, plati

do f(x)(h) =dg f(x)(h'er + h%es + -+ h'"e,) =
= h'dg f(x)(e1) + h*dg f(x)(e2) + - - + h"dG f(x)(en) =

Lyl 1 D=
=W D@ R e () =
= f'@)-h.

Zde jsme vyuzili faktu, Ze z definice je dg f (x) je linearni, dale Ze Gateauxova derivace pfifazuje
derivaci ve sméru vektoru, coz je v piipad€ vektorl e; parcidlni derivace.
To dokazuje nasledujici vétu

Véta 2.14. Pro zobrazeni f:U C R" — R™, které md Gdteauxovu derivaci v bodé x € U, je
matice f’(x) matici linedrniho zobrazeni dg f (x) v kanonické bdzi.

Pokud je zobrazeni f diferencovatelné (Fréchet), pak podle lemmatu[2.12]a pfedchozi véty dostaneme,
Ze i matice df (x) je f'(x).
Priklad. M&jmé zobrazeni f:R?> — R2, f(x, y) = (x* + y2, xy). Diferencidl df v bod& (x, y) bude mit
(v kanonickych bazich) matici

ren =373

v bodé (1, 2) tedy bude

f’(1,2)=(§‘1‘).

Z uvedeného a z véty [2.5|rovnéz okamzité vyplyva nasledujici véta:

Véta 2.15. Nechi zobrazeni f:U C R" — R™ je diferencovatelné v bodé x € U, zobrazeni
g:V C R™ — R je diferencovatelné v bodé y = f(x). Pak

(o ) =g fx).

2.4. Véty o stiedni hodnoté.
Lagrangeova véta o stfedni hodnoté (nebo o piiristku funkce) patii k zdkladnim nastrojim ma-

tematické analyzy. Zopakujme si ji. Nechf f:[a,b] C R — R
f(b) f je spojitd a ma derivaci v kazdém bodé& (a, b) potom existuje bod
¢ € (a, b) takovy, Ze
f(b) = f(a)
fley= 1=
f(a) Tedy v intervalu (a, b) existuje bod v némz ma f derivaci rovnu
smérnici seCny body (a, f(a)) a (b, f(b)). To 1ze vyuZit naptiklad
a ¢ b k odhadu hodnoty f(b), nebot f(b) = f(a)+f'(c)(b—a). Zndme-

li odhad derivace f na (a, b), dostaneme odhad f(b).
Nyni k situaci zobrazeni mezi kartézskymi souciny R. Pro prvky x, 7 € R" klademe

[-xa X + h] = gx,/’l([oa 1])
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(viz (2.2.2))). Je tedy [x, x + h] mnozZina vSech bodi x + 4, kde ¢ € [0, 1], ¢ili usecka, spojujici
body x a x + h. Nyni miZeme pftikrocit k vété o stfedni hodnoté.

Véta 2.16 (o stiedni hodnoté pro funkce). Nechi mno-

Zina U C R" obsahuje tisecku [x, x + h] a funkce f:U —

R md v kaZdém bodé této uisecky derivaci podle vektoru h.
A Pak existuje bod y € [x, x 4+ h] takovy, Ze

D) = FG D) = )

Dk az. Necht ¢ € [0, 1]. Mdme

fogen(t) = f(x+1toh+ (t —to)h)
= f 0 guttoh,n(t — 10). (2.4.1)

Jelikoz funkce f o gx44n,n Na pravé strané je diferencova-
telnd v bod¢ #y (to plyne z predpokladu, Ze funkce f ma
derivaci podle vektoru & v bod€ x + #ph), ma zobrazeni
f o gx.n derivaci v bodé€ 1 a tedy (vzhledem k libovolnosti
bodu 7y) v kazdém bod¢ intervalu [0, 1].

Podle Lagrangeovy véty tedy existuje bod 7y € (0, 1) takovy, Ze

fogen(l) = fogen0) = (f ogxn)(to) (1-0).

Leva strana této rovnice je ovSem rovna f(x + k) — f(x) (jak plyne z (2.2.2)), kdeZto prava

of

%(x + toh) (jak je vidét po zderivovani (2.4.1) v typ a pochopeni (2.4.1). MdZeme tedy poloZit
y=x+4tph. [

Dusledek 2.17. Nechf mnoZina U C R" obsahuje tisecku [x,x + h] a funkce f:U — R md
Gateauxovu derivaci v kaZdém bod¢ této visecky. Pak existuje prvek y € [x, x + h] takovy, Ze

fx+h)— fx) =de f()(h).
D t k a z. Plyne z predchozi véty a definice Gateauxovy derivace. [

Véta 2.18 (o stiedni hodnoté pro zobrazeni). Nechi mnozina U C R" obsahuje tisecku [x, x +
h] a zobrazeni f:U — R™ md v kaZdém bodé této visecky derivaci podle vektoru h. Pak plati

IfGx+h) = fO)l < sup

yve[x,x+h]

of
a—h()’)H .

D G k a z. Podobné jako v dikazu véty uvaZujeme zobrazeni f o g, . Toto zobrazeni je
diferencovatelné v kazdém bodé intervalu [0, 1]. Nechf /: R” — R je linedrni zobrazeni takové,
ze |l =1al(f(x+h)— f(x)) = f(x+h)— f(x)] (takové zobrazeni vZdy existuje podle
Hahn-Banachovy véty z funciondlni analyzy, neni ovSem t€zké dokézat ji pro jednoduchy pripad
R" — R). Zobrazeni/ o f o gy »: R — R je diferencovatelné na celém intervalu [0, 1] a miiZeme
na né pouzit Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté z prvniho ro¢niku. Dostdvame

lofo gx,h(l) —lofo gx,h(o) =(ofo gx,h),(IO),

pro n&jaké rg € (0, 1). Pro levou stranu ovSem plati

Lo foguen(l)—lofogen(0)=I(f(x+h)—fx)=Ifx+h)—f&)I
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a pro pravou

(Lo fogun)(to)=(=ofoguthiyn)(0) <
< |d(l o f 0 gxthto.n)(0)(D)| <
< - NS © gxnrg, ) QY (D) =
= [[dnf(x + hto)|| <
< sup  |ldafWII.
ye[x,x+h]
O

Dusledek 2.19. Nechf mnoZina U C R" obsahuje visecku [x, x + h] a zobrazeni f:U — R™ md
v kaZdém bodé této uisecky Gdteauxovu derivaci. Potom

IfGe+hm)—fO)l < sup lldgfDI - A

ye[x,x+h]

D ik a z. Plyne z véty [2.18] definice Gateauxovy derivace a véty O

Piiklad UvaZujme zobrazeni f:R — R? definované predpisem

f(t) = (cost,sint)

apoloZzme x = 0, h = 2z. Plati f(x + h) — f(x) = (0, 0). Pfitom ale neexistuje bod y € [0, 27 ], ve

5]
kterém by bylo %(y) = (0, 0).

2.5. Spojita diferencovatelnost. Piedpoklddejme, ze zobrazeni f:U C R" — R™ mai
Gateauxovu derivaci v kazdém bodé& néjakého okoli V' C U. Dostdvame zobrazeni dg: V —
L(R"*;R™), prifazujici kazdému bodu z V Gateauxovu derivaci zobrazeni f v tomto bod¢ (tedy
dg f (x)). 3

Zvolme nyni bod x € U. Rekneme, Ze zobrazeni f je v bodé x spojité diferencovatelné, je-li
zobrazeni dg f definovdno na néjakém jeho okoli a je-1i v tomto bodé€ spojité.

Vime, ze prostor L(R";R™) je izomorfni s vektorovym prostorem matic typu n x m. Podle véty
o spojitosti zobrazeni dg f nerozhoduje, jakou normu na prostoru L(R"; R™) zvolime. MiZzeme tedy usou-
dit, Ze zobrazeni dg f je spojité, pravé kdyz je spojité zobrazeni f’. O spojitosti tohoto zobrazenf se pfitom
rozhoduje pomérné snadno.

Véta 2.20. Zobrazeni spojité diferencovatelné v bodé x je v tomto bodé diferencovatelné.

Véta vypada na prvni pohled podeziele trividlni, uvédomme si, Ze v definici spojité diferencovatelnosti
pozadujeme existenci Gateauxovy derivace a jeji spojitou zdvislost. Ve trvzeni véty jde ov§em o Fréchetovu
derivaci.

Dikaz Nechi f:U c R" — R™ je zobrazeni, spojité diferencovatelné v bodé x € U.
Zobrazeni dg je tedy definovano v kazdém bodé€ néjakého okoli V bodu x. OznaCme dg f (y) = [,
pro y € V. Plati

}}E}I}) Ix4+n — Lkl = O.
Aplikujeme-li ddsledek veéty o stfedni hodnoté pro zobrazeni na zobrazeni f — [, dostaneme

Ifx+h)—f)=LMI < sup |y =Ll - |7l
ye[x,x+h]

Maéme tedy



Matematickd analyza II1 19

I+ m) = f@) =L _

Iy — Ll
20 yelx,x+h]

pfi¢emZ limita pravé strany pro 4 — 0 je rovna nule. [J

Véta 2.21. Necht zobrazeni f:U C R* — R™ a g: V c R"™ — RF jsou spojité diferencovatelnd
v kaZdém bodé svych definicnich oborii. Pak zobrazeni g o f je spojité diferencovatelné v kaZdém
bodé mnoZiny U.

D G k a z. Nechdme ¢tendafi. [J

Lemma 2.22. Pfedpoklddejme, Ze zobrazeni f: U C R" — R"™ md derivace podle vektorii h, k,
v kaZdém bodé mnoziny U a zobrazeni dp f: U — R™ je spojité v bodé x € U. Pak pro kaZdé
a, b € R existuje derivace dapypi f (x) a plati

dantor f(x) = ady f(x) + bdi f (x).

D G k a z. Chceme dokdzat, Ze

lim Sl +tah + 1bh) = F(x) = ad, f (x) + bdy f (x) = dan(x) + dpr(x).

t—0 t

Na pravé strané dostavame

Jf(x +1ah) — f(x) n fe+1bk) — f(x)

dan(x) + dpr(x) = th_f)%

t 1
Na levé strané
tah + tbk) —
1in(1) fx+ta +t )= fO) _ (trik)
—
— lim f(x 4+ tah + tbk) — f(x 4+ tbk) + f(x + tbk) — f(x)
t—0 t '

Stacéi dokazat, Ze

. f(x +tah +tbk) — f(x + tbk) . fx+tah) — f(x)
m = lim

i li
t—0 t t—0 t
Ozna¢me
f(x 4+ tbk) — f(x)
gx) = :

t
Ukazeme, Ze

f(x 4+ tah + tbk) — f(x + tah) B f(x +tbk) — f(x)

g(x +tah) — g(x) = . .

jde k nule pro t — 0. Podle véty 2.18]plati

lg(x +tah) — gl < sup  [drang (W)l (2.5.1)
ye[x,x+tah]

Ale
diang(y) = a(dn f (y + tbk) — dp f (),
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coZ podle predpokladu o spojitosti zobrazeni dj, f znamenad, Ze limita levé strany (2.5.1)) proz — 0
je rovna nule. Tim je lemma dok4zéno. [

Véta 2.23. Nechi pro zobrazeni f:U C R" — R™ existuji vSechny funkce O fi:U = R,
kdei € {1,...,m}, j € {1,...,n}, ajsou na mnoziné U spojité. Pak zobrazeni f je spojité
diferencovatelné v kaZdém bodé mnoZiny U.

D U k a z. Podle pfedchoziho lemmatu mé zobrazeni f Gateauxovu derivaci v kazdém bodé
mnoziny U (pro¢?). Tvrzeni tedy plyne z pfedpokladu o spojitosti parcidlnich derivaci. [

Dusledek: Spojité parc. derivace => diferencovatelnost a matice parcidlnich derivaci.

DOPLNKY

Definice Fréchetovy derivace je nezédvisla na volbé norem.

Gradient



3. Inverzni a implicitni zobrazeni

V této kapitole uvadime dvé dilezité véty, které nachazeji aplikace v mnoha oblastech matema-
tiky: Vétu o inverznim a vétu o implicitnim zobrazeni.

3.1. Inverzni zobrazeni. V tomto odstavci formulujeme vétu o inverznim zobrazeni na prostoru
R".

Nejprve se vSak vratme k situaci funkce na R. Pokud spojitd funkce f:U Cc R — R je
monotonni na intervalu na intervalu I pak ziZeni f: I — f(I) je homeomorfismus, tedy existuje
inverze f~1.

Priklad. Funkce f:R — R, f(x) = x* je rostouci na kazdém [a, b] C [1, o0) a ma zde inverzi,

ackoli analytické feSeni rovnice y = x* nezndme.
x* Situace se komplikuje v piipad€, Ze f neni monotonni
na celém definiénim oboru, pak by pfirozenym postupem
) bylo nalézt intervaly monotonnosti a na nich by pak existo-
11 11 X7 valy inverze.
>
1

Piiklad. Uvazujme f:R — R, f(x) = x2, na intervalech
(—00, 0] a [0, c0) je f monotonni a existuji na nich jeji inverze

1 konkrétn& \/x a —./x. Na druhou stranu neexistuje okoli bodu 0
na kterém by x? méla inverzi.

Zamysleme se jeSté nad situaci v pfedchozim prikladé, existence intervalu monotonnosti plyne
z faktu, Ze se na ném znaménko derivace neméni. Pokud je funkce spojité diferencovatelnd, pak
pouhy fakt, Ze je tato derivace nenulovd, zarucuje existenci intervalu o stejném znaménku derivace
a tedy monotonnost.

To nas privadi k tvrzeni o inverznim zobrazeni pro funkce z R do R, které je jen jednoduchym
disledkem tvrzeni z prvniho ro¢niku.

Véta 3.1. Nechi f:U C R — R je spojité diferencovatelnd v xo a f'(xg) # 0, potom existuje
okoli I bodu xq, okoli J bodu yo = f(xo) a funkce f~':J — I, kterd je inverzi ke ziizeni f na I
a plati

1
f'(xo0)

V odstavci [3.3| dokdZeme obecnéjsi tvrzeni pro zobrazeni mezi prostory R”.

(F Y (o) =

3.2. Véta o implicitni funkci. UvaZujme rovnici ve tvaru f(x,y) = 0, kde f je dand funkce
f:U c R? — R. &asto nds zajima, pro kterd (x, y) je rovnice splnéna. Ozna¢me M mnoZinu
takovych feseni, tedy M = {(x, y) e R®> | f(x,y) = 0)}.



22 3. Inverzni a implicitni zobrazeni

Nyni si polozime otazku, zda 1ze mnozinu M popsat pomoci rovnice y = g(x), pro néjakou
funkci g:A C R = R.

Piiklad. Pokud f(x, y) = x2 + y2> — 1 = 0, pak mnoZinou M je kruZnice se stiedem v po&atku
Vi a polomérem 1. Tuto mnoZinu nelze popsat jednou rovnici ve
w tvaru y = g(x) (Ize snadno vidét, Ze pokud je x = 0, musela by
g mit dvé hodnoty +1).

Obdobné lze snadno najit ptiklad rovnice f(x,y) = 0
s prazdnou mnoZzinou feSeni, ¢i pfipad kdy M bude mit
neprazdny vnitiek. To nds pfivadi na problém, kdy lze popsat
mnoZzinu M alespon lokalné¢.

TakZe zda kolem kaZzdého bodu mnoziny M existuje jeho
okoli V, jehoZ prinik s mnozinou V N M je popsatelny jako
y = g(x), tedy zda V N M je grafem funkce g.

V piipadé na obrazku vidime, Ze V| je okolim, které po praniku s M je grafem néjaké funkce
g (bude se zfejmé jednat o ziiZeni funkce +/1 — x2 na n&jaky interval). Na druhou stranu i kdy-
bychom okoli V, kolem (1, 0) zmenSovali nebude V, N M grafem zZadné funkce (ta by musela mit
nalevo od 1 dvé hodnoty zatimco napravo Zadnou).

Funkce g v pfedchozich odstavcich se nazyva implicitné definovand funkci f .

Odpovéd kdy existuje implicitng definovand funkce na okoli bodu mnoZiny M dava
nasledujici véta.

Véta 3.2 (véta o implicitni funkci R> — R). Nechf f:U c R?> — R je spojitd, spojité
diferencovatelnd v (xo, yo). UvaZujme mnoZinu M = {(x,y) € U | f(x,y) = 0}. JestliZe
Oy f (x0, yo) # O, potom existuji okoli V bodu xo, W bodu yo a zobrazeni g:V — W tak, Ze
M N (V x W) je rovno grafu zobrazeni g.

Navic zobrazeni g je v xq diferencovatelné a plati

of
, a(xo, Y0)
§ o) = —zF— (3.2.1)

5 (x0, Y0)

Vv s

Na konci této kapitoly dokdZeme obecnéjsi tvrzeni.

Piiklad. UvaZujme opét mnoZinu M danou body, pro které je funkce f(x,y) = x> + y2> — 1 rovna 0.
Ukédzeme, Ze existuje okoli bodu (+/2/2,+/2/2), na kterém rovnice f(x,y) =0 implicitné definuje y jako
funkci x a uréeme derivaci jejtho vyjadieni. (Vime, Ze toto vyjadfeni je y = /1 — x2 a derivace je —1, ale
pouZijeme praveé uvedené véty o implicitni funkci.)

Derivace 0y f(x, y) = 2y, to je rizné od nuly v bod¢ (v2/2,+/2/2), proto mitzeme pouZit vétu
Dostivame, Ze existuje okoli bodu (v/2/2, +/2/2) na némz lze y vyjadfit jako funkci x, jestlize si tuto
funkci ozna¢ime g je derivace g’'(+/2/2) rovna

L0 fW22,3)

'2/2) = =% =
§ O f(N2/2,72/2) 2|, )=(2/2.12/2)

—1.

Pokud vime, Ze existuje implicitné definovana funkce g, jako tomu je v predchozim piiklad€, na jistém
okolf x¢ plati rovnice

fx, () =0.

Derivaci této konstantni funkce (jde o sloZenou funkci, vnitini funkce je x — (x, g(x))), dostdvame
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0= (£ g6 = Lt 1+ L) ¢ 0.

Odtud Ize mimochodem obdrzet vzorec (3.2.1). My v8ak miZe zderivovat funkci podruhé a ziskdme vzorec
pro g” (x).

0=(f(x,g(x))" =1

Véta v Zadném pifpadé nefikd, Ze v bodech, kde je 0y f(x, y) rovno nule, vyjddieni y
jako funkce x neexistuje. V predchozim piikladé tomu tak sice
bylo, ov§em obecné tomu tak byt nemusi. MiZe existovat rovnice
f(x,y) =0anaokoli bodu s 0, f(0, 0) = 0 na kterém lze vyjadfit
y jako funkci x. Viz obrizek.

Z rovnice

x—y3=0 x=y =0

Ize vyjadfit y, vzdyt

y=x.
Ackoliv bylo 0y £ (0, 0) = 3y2|y:0 =0.

Véta 3.3 (véta o implicitni funkci R3 — R). Nechf f:U c R?® — R je spojitd, spojité
diferencovatelnd v (xo, yo, z0). Uvazujme mnoZinu M = {(x,y,z) e U | f(x,y,z) = 0}.
JestliZe 0, f (x0, Yo, z0) # 0, potom existuji okoli V bodu (xo, yo), W bodu zg a zobrazeni g: V —
W tak, Ze MO (V x W) je rovno grafu zobrazeni g. Navic zobrazeni g je v (xo, yo) diferencovatelné
a plati

of
og 55 0> 0, 20)
—(x0,y0) = — 27—, (3.2.2)
ox 0

— (X0, s
8z(0 Y0, 20)

of
ag g(x(h Yo, ZO)
X )= (323)
oy
—()C(), Yo, ZO)
0z
Priklad!!!!

DOPLNKY

3.3. Obecna véta o inverznim zobrazeni.

Véta 3.4 (o inverznim zobrazeni). Nech! f:U C R" — R" je spojité zobrazeni, spojité di-
ferencovatelné v bodé xo € U. JestliZe linedrni zobrazeni d f (x¢) je izomorfismus, pak existuje
okoli V bodu xq tak, Ze mnozina W = f (V) je okoli bodu yo = f(xo) a ziiZeni f:V — W je
homeomorfismus. Inverzni zobrazeni f~': W — V je diferencovatelné v bod¢ vyo. Plati

df ' (yo) = (df(xo)) " (3.3.1)
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Lemma 3.5. Nechi f:U C R" — R" je spojité zobrazeni, spojité diferencovatelné v bodé
xo0 € U a takové, Ze df (xg) = idrn. Pak existuje okoli V bodu xq tak, Ze mnoZina W = f(V) je
okoli bodu yy = f(xg) a ziizeni f:V — W je homeomorfismus.

D @ k a z. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze zobrazeni f ma Géteauxovu derivaci
v kazdém bod€ mnoziny U. PoloZme g = f — idr (Cili g(x) = f(x) — x pro kazdé xinU).
Maéme

dg(x0) = df (x0) — didpn(x0) =0
(viz véty a[2.7). Méme tedy
[dg(xo)ll =0

Podle ptfedpokladu je zobrazeni f spojité diferencovatelné v bode xg. Zobrazeni g je tedy rovnéz
spojité diferencovatelné v bod€ xg, coz znamend, Ze zobrazeni dgg: U — L(R";R") je spojité
v bodé x¢. Existuje tedy uzaviena koule B se stfedem v bod€ x( takova, Ze pro vSechny jeji prvky
x plati
1 /
ldgg ()|l < 3 det f"(x) # 0. (3.3.2)
Zvolme nyni dva libovolné body x1, x» € B. Podle disledku véty o stfedni hodnoté je

lg(x2) —g(xll < sup  |ldggW)Il - lx2 — x1 |

yelxy,x2]

coZ spolecné s (3.3.2)) dava

1
lg(x2) —glxD)l < Ellxz — x|
Maéme tedy

1
Ellxz —xill > llg(x2) — gl = 1 f (x2) —x2 — fx1) +x1]l =
= [[(x1 —x2) = (f(x2) = fFCa)DIl = llx2 — x1 ]l = 1(f (x2) — fFCe))l,

neboli

21 f(x2) = fFxDIl = llxa = xql, (3.3.3)

coZ dokazuje, Ze zobrazeni f je na mnoziné B injektivni.

Uvazme nyni mnozinu f (fr B). Tato mnoZina je kompaktni (mnoZina fr B je kompaktni a zob-
razeni f spojité) a neobsahuje bod yy (zobrazeni f je na kouli B prosté a xo ¢ fr B). Existuje
tedy Cislo d > 0 takové, Ze pro kazdy prvek y € f(fr B) plati

Iy = yoll = d. (3.3.4)

Polozme
W = Ba2(y0) (3.3.5)

a dokazme, ze W C f(int B).

Nechi y; € W je libovolny bod. Definujme funkci h: B — R ptedpisem
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hx) = 1f @) = yil> =D (F @) = i)
i=1

Tato funkce je spojitd a v kazdém bodé uvnitf mnoZiny B ma Gateauxovu derivaci. Ze spoji-
tosti této funkce a z kompaktnosti mnoziny B plyne, Ze existuje bod x;, ve kterém funkce h
md minimum. Bod x; leZi urCit€ uvnitf mnoZiny B: kdyby totiZ leZel na jeji hranici, bylo by
| f(x1 —y1)ll > d (to plyne z 3.3.4)) a || f(x0) — y1ll < d/2 (viz (3.3.3)), coZ by znamenalo,
7e h(xo) < h(xy) a v x; funkce 2 nema minimum. A jelikoZ x; € int B a funkce 7 mé v x|
minimum, musi v tomto bodé mit vSechny parcidlni derivace nulovéﬂ Oih(x1) = 0 pro kazdé
i €{l,...,n}. Jelikoz

ojh(x1) = D 2(f'(x1) = (1)) £ (x1) =0
i=1

adet f'(x1) # 0 (3.3.2), dostdvame, Ze f(x1) = y;.
Polozme V = f~1(W) N int B. Pravé jsme ukazali, 7e ziZeni f:V — W je bijekce. Zbyva
tedy dokézat, Ze zobrazeni f~!: W — V je spojité. To oviem snadno plyne ze vztahu

1~ ) = £ < 202 = il

ktery pro libovolné y, y2 plyne z (3.3.3).
Tim je lemma dokdzano. [J

Lemma 3.6. Nechi f:V — W je bijekce mezi otevienymi mnoZinami v R", diferencovatelnd
v bodé xo € V a takovd, Ze df (xo) = idre. Ddle predpoklddejme, Ze zobrazeni f~' je spojité
v bodé yo = f(xo). Pak zobrazeni f~! je diferencovatelné v bodé¢ yo a plati

df 7' (o) = idpn .

D dka z. Prolibovolny bod y € W, y = f(x), mame

171 = 7 (o) — idrn (v — yo)ll = Ilx — x0 — F(x) + f(x0)ll =
= || f(x) = f(x0) —idre (x — x0)|| = ||x — x0l| - e(x — x0),

kde lim, , », £(x — x0) = 0 (viz vétu[2.2] (o diferencidlu)). Dile,

Ix = xoll - e(x —x0) = 1) = F OO - e(F7HO) = F7H (o)) =

1 _ =1
IS (ﬁ)y) = ;O“ OO (109 = £ o).

= lly = yoll

Jelikoz limy_, y, e(f ~1(y) = f~1(y0)) = 0 (zobrazeni ! je spojité v yp), stali ukdzat, Ze vyraz
£~ )=~ (o) ll/ly—yoll je na n&jakém okoli bodu yg ohrani¢eny. Tvrzeni pak bude vyplyvat
z véty 2.2] (o diferencidlu).

Necht Vj je okoli bodu x takové, Ze pro kazdé x € V; plati

Il f(x) = f(x0) — x + xoll -

1
llx = xoll 2

(diferencovatelnost f s df (xg) = id)

Pak

DToto tvrzeni je veelku zfejmé; dokaZeme je vsak az v kapitole
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1> Il f(x) = f(xo) —x + xoll - X —xoll I/ (x) = f(xoll 1 If () = f(xoll
2 [lx — xoll ~lx = xoll [lx — xoll lx — xoll
neboli
ILf () = fxoll - 1
llx — xoll 2

Oznaéme Wy okoli bodu yp, pro jehoZ viechny prvky y plati f~!(y) € Vj. Pro libovolny prvek
ye Wax = f~!(y) pak mame

I/ 7O =100 _ v —xoll
Iy = ol 1 () = f ol

Tim je lemma dokazano. [J

Nyni dokdZeme dvé lemmata podobnd lemmatim [3.5]a aviak s oslabenym piedpokladem
o derivaci zobrazeni f.

Lemma 3.7. Nechf f:U C R" — R" je spojité zobrazeni, spojité diferencovatelné v bodé
xo € U. Jestlize linedrni zobrazeni df (xo) je izomorfismus, pak existuje okoli V bodu xq tak, Ze
mnozina W = f (V) je okolim bodu yo = f(xo) a ziizeni f:V — W je homeomorfismus.

D G k a z. Ozna¢me [ = df (xo), yo = f(x0) a polozme f ="' o f. Mame

df(xo) =d( " o f)xo) = dI7 (yo) o df (xg) =17 ol = idpn .
Na zobrazeni f tedy lze aplikovat lemma Plati f~'=lo f. O

Lemma 3.8. Nechi f:V — W je bijekce mezi otevienymi mnoZinami v R", diferencovatelnd
v bodé xo € V a takovd, Ze df (xq) je izomorfismus. Ddle predpoklddejme, e zobrazeni f~! je
spojité v bodé yy = f(xo). Pak zobrazeni f~! je diferencovatelné v bodé¢ yo a plati

df "' (yo) = (df (xo)) .

D ik a z. Stejné jako v diikazu pfedchoziho lemmatu oznatme / = df (xo) a poloZme f=I1"1of.
Mame d f (xp) a podle lemmatudf_l(yo) =idps. Nyni f~1 = f~1ol71a

df 7 (o) = d(f o 17N (o) = df T (x0) 0 dIT (o) = idmn ol T =171

Tim je lemma dokdzano. [J
Dikaz. (véty Plyne z pfedchozich lemmat. []

Tvrzeni o derivaci inverzniho zobrazeni (vztah (3.3.1)) lze také dokdzat ptimo, pomoci véty [2.3]o deri-
vaci slozeného zobrazeni. Plati totiz

idgs = didgs(x0) = d(f ™" o £)(x0) = df "' (30) o df (x0)

Odtud uz vztah (3.3.T) plyne.

Za poznamku jisté také stoji, Ze dimenze defini¢niho oboru a oboru hodnot zobrazeni f ve vété [3.4
musi byt stejné; jinak by totiz nemohl platit vztah (to vime z linedrni algebry). Tento zavér lze
dalekosdhle zobecnit: snadno lze napiiklad ukézat, 7e zadna spojité diferencovatelnd funkce f:R? — R
neni bijekce (pokud je J; f(x,y) # O pro kazdé (x, y) z né€jaké oteviené mnoziny V, pak staci uvazit
zobrazeni g(x, y) = (f(x, y), y)).

Predpokladame-li ve vété€ o inverznim zobrazeni navic, Ze zobrazeni f je na mnoZiné U diferencova-
telné, Ize okoli V a W nalézt tak, aby inverzni zobrazeni f~! bylo diferencovatelné na okoli W a spojité
diferencovatelné v bodé yg. Pokuste se to dokdzat.
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3.4. Obecna véta o implicitnim zobrazeni. Méjme zobrazeni f:U C R" x R" — R™, dife-
rencovatelné v bodé (xg, yo) € U a oznaCme [1:R" — R™ al;:R™ — R™ linedrni zobrazeni,
definovand predpisy

() = df (xo. y0) (A1, 0),
() = df G 30) (0. o). 341

Evidentné plati
df (xo, yo) =11 + 2.

Zobrazenim [ a Iy se nékdy tika parcidlni derivace zobrazeni f v bodé (xo, yo) (zobecnéného
typu). PrestoZe my jsme si tento termin vyhradili pro jiny objekt, vidime, Ze s nim velmi dzce
souvist.

Véta 3.9 (o implicitnim zobrazeni). Nech/ f:U C R" x R™ — R™ je spojité zobrazeni, spojité
diferencovatelné v bodé (xo, yo) € U takovém, Ze f(xqo, yo) = 0. UvaZme linedrni zobrazeni |,
aly z BA41) a mnozinu M = {(x,y) € U | f(x,y) = 0}. JestliZe zobrazeni I, je izomorfismus,
pak existuji okoli Vi bodu xo, okoli V bodu yg a zobrazeni g: Vi — V» tak, Ze mnoZina M N
(V1 x V3) je rovna grafu zobrazeni g.

Zobrazeni g je v bodé xq diferencovatelné a plati

dg(xo) = =15 o). (3.4.2)

Dikaz. Uvazme zobrazeni F: U — R" xR™, F(x, y) = (x, f(x, y)). Toto zobrazeni je spojité
na U a spojité diferencovatelné v bodé (xg, yo). Pro linedrni zobrazeni dF (xo, yp) a libovolny
vektor (hy, hy) plati

dF (x0, yo)(h1, h2) = (h1, df (x0, yo)(h1, h2)) = (h1, [i(h1) + [2(h2)),
Toto zobrazeni je tedy izomorfismus: inverzni zobrazeni je totiz dano predpisem
(dF (x0, o)) ™" (u, u2) = (ur, Iy (2 = 1y (u1))) (343)

Podle véty [3.4|tedy existuji okoli V bodu (xg, yo), okoli W bodu (xg, 0) € R" x R™ a inverzni
zobrazeni F~': W — V. Bez ijmy na obecnosti miiZzeme pfedpokladat, Ze mnoZina V je rovna
soucinu dvou otevienych mnoZin: V = V| x V;.

Nyni pro x € V| poloZme

g(x) = pry(F ' (x, 0)). (3.4.4)

Nyni dokédZeme, Ze zobrazeni g ma pozadované vlastnosti. Necht (xq, yo) € M N (Vi x V3).
Mame f(x, y) = 0, neboli F(x, y) = (x, 0), coZ znamen4, Ze

g(x) = pry(F~' (x,0)) = pry (x, y) = y.
Naopak, pro libovolné x € V mame
(x, f(x, 8(x)) = F(x, g(x)) = F(x, pry(x, 0)).
Ptitom pr, (F ~1(x, 0)) = x, coZ znamen4

(x, f(x,g(x)) = F(F~'(x,0)) = (x,0)

a celkové
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f(x,8(x)) =0.
Zbyva tedy dokazat vztah (3.4.2)). Podle (3.4.3) a (3.4.4) mame

dg(x0) (u1) = pry(dF ™" (x0, 0)(u1, 0)) = pry(ur, =15 ' o ly(u1)) = =1y o 11 (uy).

Tim je celé tvrzeni dokdzano. [J

O zobrazeni g z pfedchozi véty se nékdy tika, Ze je implicitné definovdno zobrazenim f.

Podobné jako u véty o inverznim zobrazeni, vztah (3.4.2) miZeme dokdzat pfimo, pomoci vztahu
(3:4.1): Vime, Ze pro kazdé x € V; plati

flx,8(x))=0
Derivaci této rovnice v bodé xy dostaneme
0= df(xo),y() o d(ld(x)> g(x))lxo = ll + 12 o dg(xo) =0
coz je ekvivalentni s (3.4.2)). Tento zptisob odvozovani derivace implicitniho zobrazeni se ¢asto pouziva pfi
praktickych vypoctech.
Vétu o implicitnim zobrazeni jsme vlastné dokazali jako pomérné jednoduchy disledek véty o inverznim

zobrazeni. Kdybychom ji dokdzali bez pouZiti této véty, mohli bychom pak naopak vétu o inverznim zob-
razeni dokazat pomoci véty o implicitnim zobrazeni, a to pomoci vztahu

f(f' @) —x =o0.

MizZete se o to pokusit.



4. Derivace vyssich fadu

4.1. Bilinearni a kvadraticka zobrazeni. Pfipomefime si, Ze zobrazeni I: X| x X, — Y, kde
X1, X3 a'Y jsou vektorové prostory, se nazyva bilineédrni, jsou-li pro kazdé x| € X1, xo € X
zobrazeni

X1 > Y, x> l(x, x),

Xo > Y, x> l(x, x),
linedrni. Vektorovy prostor vSech bilinedrnich zobrazeni /: X1 x X» — Y oznacujeme symbolem
L(X1 x Xp;Y).

Libovolnému linedrnimu zobrazeni [ € L.(X1; L(X»;Y)) lze pfedpisem

I(x1, x2) = 1(x1)(x2)

pfifadit bilinedrn{ zobrazeni / € L(X| x X»;Y). Pfifazeni [ — [ je evidentng bijektivni.
DokaZzte to.

Presv&dite se o tom, Ze zobrazeni [ je skute¢né bilinedrni!
Priklad Pro libovolné ¢islo x| definujme linedrni zobrazeni /(x;) pfedpisem

I(x))(x) =2x1x.
Zobrazeni [ je zjevné linedrni. Piislu$né zobrazeni I: R x R — R je d4no piedpisem
I(x1,x2) = 2x1x2. “4.1.1)

Bilinearni zobrazeni [ € L(X x X;Y) se nazyva symetrické, jestlize pro libovolné dva vektory
X1, X2 € X plati

I(x1, x2) = I(x2, x1).

Bilinedrni zobrazeni / z (4.1.1)) je symetrické.
Kazdé bilinearni zobrazeni z R x R do R je symetrické (Ize dokdzat pomoci vyjadieni vektorti z R
v bazi).

2 Mz

Symetrickd a antisymetrickd Cast bilinearniho zobrazeni [ € L(X x X;Y) jsou bilinearni zob-
razeni sym/ a alt/, definovand pfedpisy

syml(x1, x2) = 2(I(x1, %2) +1(x2, x1)),

: (4.1.2)
altl(x1, x2) = 5 (x1, x2) — (x2, x1)).

Pro kazdé bilinedrni zobrazeni / plati

sym/ +alt/ =1.

Zobrazeni [ je symetrické, praveé kdyz sym! = [, coZ je ekvivalentni podmince alt = 0.

Zobrazeni [: X — Y se nazyva kvadratické, existuje-li bilinedrni zobrazeni p: X x X — Y
takové, Ze pro kazdé x € X plati
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[(x) = p(x, x). 4.1.3)

Vektorovy prostor vSech kvadratickych zobrazeni /: X — Y oznacujeme L (X;Y).

Zobrazeni p, kterd spliuji vztah @.1.3) je vice; pokud plati sym p; = sym p,, pak samoziejmé pro
kazdé x pi(x, x) = pa(x, x). Dilezité je, ze plati také opacné tvrzeni:

Lemma 4.1. JestliZe pro bilinedrni zobrazeni py, p2: X x X — Y akaZdé x € X plati p1(x, x) =
p2(x, x), pak sym p| = sym p».
D i k a z. Pro libovolné x1, xo € X mame

sym p1(x1, x2) = 3(p1(x1, x2) + p1(x2, x1)) =
= 3(p1(x1, x2) + p1(x1, x1) + p1(x2, x1) + p1(x2, X2) — p1(x1, x1) — p1(x2, X2)) =
= 3(p1(x1 4+ x2, X1 + x2) — p1(x1, x1) — p1(x2, X2)) =
= 3(pa(x1 + X2, x1 + x2) — pi1(x1, 1) — pi(x2, x2)) =
= sym py(x1, x2). [J

Z uvedeného vyplyva

Véta 4.2. K libovolnému kvadratickému zobrazenil € 1.o(X;Y) existuje prdvé jedno symetrické
bilinedrni zobrazeni p € X x X — Y, splitujici ({¢.1.3).
Zobrazeni [ a p z uvedené véty se nazyvaji asociovand.

Symetrické bilinedrni zobrazeni, asociované s danym kvadratickym zobrazenim [ 1ze vypocitat podle
vztahu

px1,x2) = 21 + x2) = 1(x1)1(x2)).

Na prostoru L(X; L(X;Y)) je ddna norma pomoci predpisu (1.7.1)). Pro zobrazeni p a [
z (4.1.3)) mizeme polozit

I = lpll.

Dostaneme tak normu na vektorovém prostoru Lo (X;Y).

Uvedena definice patii k oném pon¢kud abstraktnim a napoprvé té€zko pochopitelnym. Pro zacatek jisté
postaci, kdyZ si z ni odneseme poznatek, Ze jsme na prostoru L, (X;Y) definovali normu. Beztak jsou podle
véty vSechny ekvivalentni a my se budeme zajimat pouze o topologii touto normou indukovanou. To
také znamena, Ze jsme normu na Ly (X;Y) mohli definovat jinak—indukovand topologie vyjde stejné.

4.2. Derivace a diferencial druhého radu. Nez pfistoupime k definici derivace druhého fadu,
uvédomme si, Ze v definici Fréchetovy derivace v kapitole [2|jsme ze vSech vlastnosti prostoru R”
(a R™) vyuzili pouze jeho strukturu normovaného prostoru. Témér cely odstavec|2.1|tedy ziistane
v platnosti, pokud v ném vsude misto o R” a R™ budeme hovorit o libovolnych normovanych
prostorech. Vyjimku tvofi jen véta ktera pojednavé o slozkach zobrazeni.

M¢gjme zobrazeni f: U C R" — R™, diferencovatelné v kazdém bodé néjakého okoli V bodu
x € U. Zobrazeni df je tedy definovdno v kazdém bod€ mnoZziny V a jeho oborem hodnot je
normovany prostor L(R";R™). Fréchetova derivace d(df)(x) tohoto zobrazeni v bodé x (pokud
existuje) je tedy linedarni zobrazeni z R"” do prostoru L(R";R™). Pfislusné bilinedrni zobrazeni
z R" x R" do R™ oznatujeme symbolem d® f(x) a nazyvame druhou (Fréchetovou) derivaci
zobrazeni f v bodé x.

Zobrazeni, které ma v bod¢ x druhou derivaci, se nazyvé dvakrdt diferencovatelné v bodé x.

Pro derivace podle vektoru a parcidlni derivace zavadime tato oznaceni:

dp(di f)(x) = dni f(x), 0 (0j f)(x) = 0;j f(x).
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Lemma 4.3. Nechi zobrazeni f:U C R" — R™ md v bodé x € U druhou derivaci. Pak
pro libovolny vektor h € R" je derivace zobrazeni dy, f v bodé x rovna linedrnimu zobrazeni
h— d2f(x)(h, h).
D G k a z. UvaZzme zobrazeni ev;,: L(R";R™) — R™, enj, (1) = I(h). Plati

dp f (x) = df (x)(h) = evp(df (x)),
neboli

dy f = ev odf.

Zobrazeni ev je linearni, je tedy diferencovatelné v libovolném bodé [ € L(R";R™) a plati
devy, (I) = evy,. Zobrazeni dy, f je tedy (jako kompozice diferencovatelnych zobrazeni) diferenco-
vatelné v bod€ x. Dostdvame

d(dp f (x)(h) = d(evy, 0 df)(x)(h) =
= (evp o d(df)(x))(h) = (devy, = evy a derivace kompozice)

= evy, (d(df)(x)(h)) = (d(df)(x)(h))(h) =
=d? f(x)(h, h)

O

Podivejme se podrobnéji na zobrazeni ev, pouZzité v minulém dikazu. Tak napiiklad pron =2 am = 1
je kazdé linedrni zobrazeni [ € L(R%;R) dano matici typu 1 x 2 (I1, [) tak, Ze pro kazdé h € R? plati

[(h) =11 (h1) + 12 (h2).
Pokud tedy naptiklad & = (2, 3), pak zobrazeni evy, je ureno piedpisem
ev;,(l) =2l + 30>.

Nyni tedy snad jiz neni divu, Ze se jednd o linedrni (a tedy spojité a diferencovatelné) zobrazeni.
Jiny dikaz lemmatu [4.3|pomoci definice derivace lze provést takto:

i 90/ &+ h) —di f @) = df @), h) _ fim @+ ) (h) — dn f (1) (h) — d@dF) @) (W) () _

im0 il o0 1]
iy @O B) =i f () = d@H @)Y _
h—0 Al
— im evp(df (x + h) = dp f (x) = d(df) (x) (h)) _
0 il ]
. (hm df (x4 ) - dhm) - d(df)(x)(h)) — eop(0) = 0.
h—0

Lemma 4.4. Nechf zobrazeni f:U C R" — R™ md v bodé x € U druhou derivaci. Pak pro
libovolné dva vektory h, k € R" plati

i f (x) = & f(x)(k, h). (4.2.1)

D G k a z. Plyne pfimo z lemmatu O

Vénujme se nyni chvili pojmu spojité diferencovatelnosti druhého fadu. Budeme postupovat
podobné, jako v kapitold2] Uvazme zobrazeni f: U C R" — R™ a predpoklddejme, Ze v okoli V
bodu x € U existuji derivace df a dg(df). Druhd ze zminénych derivaci je zobrazenim z V do
prostoru L(R"; L(R";R™)), na kterém je podle definovand norma. MiZeme tedy uvazovat
spojitost zobrazeni dg f v bodé x: Je-li zobrazeni dg(df) v bod€ x spojité, pak se o zobrazeni f
ik, Ze je v bod€ x dvakrdt spojité diferencovatelné. O spojité diferencovatelnosti druhého fadu
plati nésledujici véty, které jsou (v€etn& dikazi!) velmi podobné vétam[2.20|a[2.23]
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Véta 4.5. Zobrazeni dvakrdt spojité diferencovatelné v bodé x je v tomto bodé dvakrdt diferen-
covatelné.

Véta 4.6. Necht pro zobrazeni f:U C R" — R™ existuji vSechny funkce 0jfi:U — R
adjxfi:U — R kdei € {1,...,m}, j,k € {1,...,n}, a jsou na mnoZiné U spojité. Pak
zobrazeni f je dvakrdt spojité diferencovatelné v kaZdém bodé mnoZiny U.

JestliZze zobrazeni je dvakrat spojité diferencovatelné v kaZzdém bod€ mnozZiny U, fikdme také,
7e je tiidy C?.

Poslednim tikolem tohoto odstavce je ukdzat Schwartzovu vétu o symetrii druhé derivace.
Dukaz této véty je v obecném piipadé pomérné sloZity, vybereme si proto pouze specialni (ale
zakladni a nejobvyklejsi) ptipad pro dvakrét spojité diferencovatelna zobrazeni.

Lemma 4.7. Méjme zobrazeni f:U C R" — R™ a vektory h, k takové, Ze zobrazeni dy i f je
definovdno na mnoZiné U a spojité v bodé x € U. Pak plati

f(x+sh+sk)— f(x+sh)— f(x+sk)+ f(x)

dpi f(x) = 5
s
D 1 k a z. Bez ijmy na obecnosti predpoklddejme, Ze n = 1 a pro pevné s € R definujme

zobrazeni g predpisem
g(x) = f(x +sk) — f(x).
Podle véty o stfedni hodnoté pro funkce nyni plati

fOx +sh+sk)— f(x +sh) — f(x +sk)+ f(x) = g(x +sh) — g(x) =
=dyg(y) = dp f(y + 5k) — g () = dyeds £ (2) = s2dn i £ (2),

kde bod y leZi na dseCce [x, x + sh] a bod z na usecce [y, y + sk]. Urcité tedy
|y — x|l < llsh + skl = [s|ll~ + k],
coZ znamend, ze lim;_50z = x alimg_,0dp 1 f(2) = dh,kf(x)mTfm je lemma dokéazano. [J

Véta 4.8 (Schwartzova o symetrii druhé derivace). Nechf zobrazeni f:U C R" — R™ je
dvakrdt spojité diferencovatelné v bodé x € U. Pak bilinedrni zobrazeni d* f (x) je symetrické.
Dt k a z. Dikaz specialniho piipadu. Je-li zobrazeni f v bod€ x dvakrat spojité diferencovatelné,
pak mizeme pouZzit pfedchozi lemma, z néhoZ plyne

ik f(x) = diep f(x).
Tvrzeni tedy plyne z ¢.2.1). O

4.3. Multilinearni a homogenni zobrazeni. Pojmy bilinearni a kvadratické zobrazeni v tomto
odstavci zobecnime pro pripad vyssiho nez druhého fadu. Zobrazenil: X| X Xo x -+ - x X, > Y,

kde X1, Xo, ..., X,, Y jsou vektorové prostory nazyvame multilinedrni zobrazent, je-li zobrazeni
Xi—»>Y, x> l(xl, s Xi—1, X, Xi+1, ...,xn)
linedrni pro kazdou volbu x; € X1, ..., xi—1 € X;j_1,Xi+1 € Xi41,...,%n € Xj.

K libovolnému linedrnimu zobrazeni € L(X; L(X2;...; L(X,;Y)...)) predpisem

I(x1, ..., xp) = 1(x1)(x2) ... (xp)

Dv t&chto limitéch jsme ponékud nepfesni; nechdme na ¢tendfi, aby si v nich udélal jasno sdm (je tfeba misto z psat
jinou funkci proménné s).
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kanonicky prifadit multilinearni zobrazeni le L(X; x...x X;;;Y).

Stejné jako v pripadé€ bilinedrniho zobrazeni definujeme symetrickou a antisymetrickou Cdst
multilinedrniho zobrazeni

1
Syml(xla'~-:xn) = ;Zl(xo'(l)a "'axﬂ(l’l))a
12 4.3.1)
altl(-xla"'a-xl’l) = ;ngna 'l(-xo'(l)a"'axﬂ(n)),
o

kde ¢ probihd permutace mnoziny {1, ..., n} a sgno je znaménko permutace. Zobrazeni je sy-
metrické.

Priklady. 1) Skalarni soucin g: X x X — R je symetrické multilinedrnim zobrazenim Nebof, jak vime
z algebry, g(ax,y) = ag(x,y), g(x +y,2) = g(x,2) + g(y,2) a glx,y) = gy, x). altg(x,y) =
3(g(x,y) — gy, %)) = 3(g(x,y) — g(x, ) = 0.

2) Vektorovy soucin na R3,

(u,v) >uxo

je antisymetrické multilinedrni zobrazeni R3 x R3 — R3.
3) Determinant n-tice vektort z R”

X1,1 --- X1n
(X1, ..., xp) > det(xy, ..., x,) =

Xn,1 -+« Xn,n

je antisymetrické multilinearni zobrazeni R” x R" — R.

;N oz

Zobrazeni I: X — Y se nazyva homogenni rddu n jestlize existuje multilinearni zobrazeni
p: X" — Y takové, ze pro kazdé x € X plati

[(x) = px,...,x). 4.3.2)

Stejné jako v piipadé€ kvadratického zobrazeni, ke kazdému homogennimu zobrazeni / existuje je-
diné symetrické multilinedrni zobrazeni p spliiujici (4.3.2)). Tato zobrazeni opét nazyvame asoci-
ovand. Vektorovy prostor homogennich zobrazeni fadu n oznacime L, (X;Y) a definujeme normu
na jeho prvcich pomoci normy s nim asociovanym zobrazenim, tedy

1= lpll-

4.4. Derivace vyssiho radu.

Uvazujme f: U C R" — R, pro p € N definujeme p-tou Fréchetovu derivaci v bodé x € U
obdobné jako jsme definovali druhou derivaci, tedy jako d(d”~! f)(x) pokud existuje. Jedna se
zobrazeni L(R"; L(R"...; L(R";R™)...)), coZ ovSem ztotoziiujeme s L(R" x --- x R*;R™)
O takovém zobrazeni fikdme, Ze je p-krdt diferencovatelné v bodé x

Podobné zavadime derivace podle vektorl (parcidlni derivace) vyssiho fadu, jako derivace
podle vektort (parcidlni derivace) o fad nizsi. Tedy pro funkci f, bod x € U a k-tici vektord
h], ---,hk—l,hk € R" mame

of 5 of
d =d;, (d e —
h],...,hk_l,hkf(x) hk( h],...,hk_lf)(x)a a//l],...,hk_l,//lk (X) 8/’1]( (a/’l[,-..,hk—l) (X),

a parcialni derivaci pro k-tici indexd i1, ..., ix—1, ix € {1, ..., n}
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0 0 0
6i1,...,ik_l,ikf(x) = aik(ail ..... ik_]f)(-x)a f (X) = ox: (ax f . ) (X)

OXjyy vy Xip_y» Xiy

Vraime se nyni k prvni derivaci funkce (pro jednoduchost R” — R) mé-li f derivaci v x pak
m4, jako linedrni zobrazeni matici v kanonickych soufadnicich sloZenou z parcialnich derivaci.
Tedy

hi
df(x)(h):(s—;(x),... of ) : :i(x)h1+...+;{ e (44.1)
h n

0x1

n

Pokud si uvédomime, Ze h; = pr; (h) (pr; je i-td kartézskd projekce), 1ze (4.4.1) prepsat:

(4.4.2)

0
df (x)(h) = a—fl(x) pry(h) + ...+

Tradi¢né ovSem pr; zna¢ime dx, pfipadné dx;, podobné s pr, je oznacovéano dy ¢i dxz, tedy pro
linearni operdtory mame

d d
df (x) = a—){](x)dxl +.+ a){ : (4.4.3)

Nyni pokud uvazujeme druhou derivaci, pak druha derivace jako bilinearni zobrazeni lze po-
psat pomoci druhych parcidlnich derivaci nasledovné:

n n

2
Ermb =33 S wnk,

j=li=l1

To 1ze maticov€ popsat zdpisem

o f o%f

0xX1Xx1 *x) - OX1Xp x) ki
d f(x)(h, k) = (hy, ..., hy) : : :

o*f o2 f ky

OXpX1 @) - OXpXp x)

Toto lze zobecnit pro derivaci p-tého fadu.

Véta 4.9 (o reprezentaci). Nech! f:U C R" — R je p-krdt diferencovatelnd v bodé x € U.
Potom pro kazdé h', ..., h? € R" plati

d” f (o) (', hp)—Z Z T ————h - b,
ii=1 ip —1
zde Wk = (W%, ..., hk).

Véta 4.10 (symetrie parcidlnich derivaci). Nechf zobrazeni f:U C R" — R™ je p-krdt spojité
diferencovatelné v bodé x € U. Pak multilinedrni zobrazeni d? f (x) je symetrické.

Dusledek 4.11. Nechf zobrazeni f:U C R" — R™ je p-krdt spojité diferencovatelné v bodé
xeUah,...,h, €R" Pak pro libovolnou permutaci o mnoZiny {1, . .., k} plati
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dhl ..... hkf(-x) = dhg(l),...,hg(k)f(x):

specidlné

of () = of

OXjyy .oy Xig éxig(l), e Xig gy

(x)

D G k a z. Plyne z definice derivace podle vektoru (parcidlni) vys$siho fadu a faktu, Ze kaZzdou per-
mutaci Ize realizovat jako vyménu dvou sousednich indext. Tento ¢asteny vysledek byl dokazano
ve véte[d.8 O

4.5. Diferencial a Tayloruv polynom. Nechf zobrazeni f:C R” — R"™ md v bodé x € U
derivaci fadu k, definujeme diferencidl k-tého Fddu funkce f v bodé a a ozna¢ime jej d* f (a) jako
homogenni zobrazeni z L, (R";R"™) asociované s d* £ (x). Tedy pro kazdé h € R" plati

d? f(x)(h)y =d? f(x)(h, ..., h). “4.5.1)
Lemma 4.12. Nechi | € L, (R";R™). Pak

a) pro libovolné p < r plati d”1(0) = 0,
b) d'1(0)=r!-1,
¢) pro libovolné p > r, x € R" plati d”1(x) = 0.

Dukaz.

r _ rar L
d’1(0)(h) = [|r||"d"1(0) (||h||)

g

Lemma 4.13. Nechf pro zobrazeni f:U C R" — R™ a bod x € U plati

df(x) =0
d2f(x) =0
d* £ (x) _ 0.

Pak
1 G+ h) = FEI

im 0.
h=0 lh|*

Dikaz. Prok = 1 tvrzeni plyne pfimo z definice derivace. Pfedpokladejme nyni platnost tvrzen{
prok =r — 1 apolozme g = df. Mdme g(x) =0a

lgx+h)—g)Il .. llg&x+h)l
im = lim =—F— =
h—0 |1 r—0 ||h|"!

b

coz znamen4, Ze k libovolnému ¢ > 0 existuje oteviend koule B C R” se stfedem v nule takova,
Ze pro kazdé h € B plati

lg(x +h)ll = llg(x +h) — gx)|| < ella] ™"



36 4. Derivace vyssich fadu

Pro libovolny vektor 4 € B nyni podle dusledku véty o stfedni hodnoté plati

IfGx+h)y— fC) < sup  [dfFO)I- Ikl = sup llgO)l - Al < ellkll™™ Al = ellA]".
yve[x,x+h] ye[x,x+h]

Tim je tvrzeni dokdzénoiprok =r. U

Véta 4.14 (o diferencialu vyssiho ¥adu). Nechf zobrazeni f:U C R" — R™ md derivaci Fadu
kvbodé x € U. Pak

POt = F@) = dF ) + i@ OB + -+ d 7)) + eIk,

i h - 0. 4.5.2

D G k a z. PoloZme

1 1
gU) = fOx+1) = [(x) = df () () = > f () () =+ = " () ().
Podle lemmatu[d.12|mame pro r € {1, ..., k} d"g(0) = 0 a podle lemmatu 4.13|pro
g(h)
) = 22
‘O =

plati @35.2). O

Véta 4.15 (Taylova pro funkce vice proménnych). Nechf zobrazeni f:U C R" — R spojité
diferencovatelné rddu k + 1 na U a tisecka [x, x + h] leZi v U. Potom existuje bod ¢ € [x, x + h]
takovy, Ze

1
POt = £ +AF ) + @ FEB) + -+ d )+

1
Sy 1)!d"+1f(§)(h) (4.5.3)

D i k a z. Polozme g(h) = f(x) +df(x)(h) + 5d> f (x)(h) + - - - + ;A" F(x)(h) + (H;l)!. O
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5.1. Extremalni tilohy bez vazby. V této sekci se budeme vénovat problému. ..

Nechi f:U c R" — R je funkce, fekneme, Ze funkce f nabyvd v bod& x € U lokdlniho minima
jestlize existuje okoli V bodu x takové, Ze prokazdé y € V, y # x
plati

f&x) < f(y). (5.1.1)

Pokud lze ve vyrazu (5.1.1) nahradit nerovnost < ostrou nerovnosti
<, fikdme, Ze f nabyvd v x ostrého lokdlniho minima. Zcela obdobné
definujeme také pojmy lokdini maximum funkce a ostré lokdlni ma-
ximum funkce. Lokdlni extrém je potom souhrnny nizev pro lokdlni
minimum a maximum.

Naésledujici véta uvadi nutnou (nikoliv vSak postacujici) podminku
lokalniho extrému pro funkce, jistého stupné diferencovatelnosti.

Véta 5.1 (zobecnéna Fermatova). Nechf funkce f:U C R" — R md v bodé x € U lokdlni
minimum. Pokud pro néjaké h € R" existuje dj, f (x) pak dp, f (x) = 0.

D i k a z. Uvazujme funkci g ; z definice derivace podle vektoru (viz (2.2.2)). UkdZeme, Ze
(fogx.n) (0) =0, tospolus vétoudévé tvrzeni véty. Je jasné, Ze fog, , md v 0 € R lokdln{
minimum. Podle nutné podminky existence extrému z prvniho ro¢niku mame (f o gy 4)’(0) = 0.
O

Lokalni maximum.

Dusledek 5.2. Nechf funkce f:U C R" — R md v bodé x € U lokdlni minimum.
1. Pokud dg f (x) existuje, je dg f (x) = 0.
2. Pokud existuji parcidlni derivace f v bodé x, potom

of of

—x)=0,...,
0x1 x) 0xy,

(x)=0.

Samoziejmé, pokud existuje df (x) v bodé lokalniho extrému, je nulova.
Obdobné tvrzeni Ize dokazat také pro lokalni maximum.

Véta[5.1|neddva postacujici podminku existence lokdlniho extrému. To ukazuje
nésledujici ptiklad.
Piiklad. Funkce f:R — R, f(x) = x> md derivaci v bod& nula rovnu nule. Oviem
neexistuje okoli bodu nula takové, aby hodnota v nule byla mensi neZ hodnoty
funkce z toho okoli.

Véta[5.1]ddvd jen nutnou podminku pro lokdlni extrém, to znamend, Ze pokud hleddme lokdln{
extrémy, staci se omezit na body, ve kterych je nutnd podminka splnéna. Takové body nazyvime
staciondrni body.

Necht / je kvadratické zobrazeni, fekneme, Ze [ je:
pozitivné definitni jestlize pro libovolny 7 € R*, h # 0je l(h) > 0;
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negativné definitni jestlize pro libovolny & € R*, h £ 0je l(h) < 0;
indefinitni jestlize existuji h, k € R" takové, ze [(h) > Oal(k) < O.

Pokud nahradime ostrou nerovnost v definici pozitivni definitnosti neostrou, dostaneme pozi-
tivné semidefinitni, obdobné negativné semidefinitni.
Lemma 5.3. Pokud je kvadratické zobrazeni [: R" — R pozitivné definitni, potom existuje K > 0
takové, Ze pro kaZdé h € R" je [(h) > K| h||.
Dikaz Oznatme S = {h € R" | ||k = 1} jednotkovou sféru v R”. MnozZina S je kompaktn{
(evidentné je ohraniCend a je uzaviend, jelikoZ je vzorem mnoZiny {0} pfi spojitém zobrazeni ||-||).
[ tedy na S nabyva svého minima, ozna¢me jej K. Ur¢it€¢ K # 0, protozZe / je pozitivné definitni.
Nyni pokud je i # 0, madme

_ PN (L 2
L(h) —l(llhll ||h||) = |2l l(||h||) > K||h|".

Pro h = 0 je nerovnice I(h) > K Ik splnéna taktéz. [

Nasledujici véta dava postacujici podminku existence lokdlniho extrému.
Véta 5.4. Nechf f:U C R" — R je spojité diferencovatelnd na okoli bodu x € U, ktery je
staciondrnim bodem f.

1. Je-li A2 f (x) pozitivné definitni, pak md f v bodé lokdlni minimum.

2. Je-li A2 f (x) negativné definitni, pak md f v bodé¢ lokdlni maximum.

3. Je-li d* f (x) indefinitni, pak f v bodé x nemd lokdini extrém.

Dikaz. 1.JelikoZ je x staciondrnim bodem, pak podle véty {i.14]o diferencialu vy3siho fadu pro
k = 2, mame

fG+h)— f(x) = 3d2f(x)(h) +e(h)|h]?,

kde limy,_,¢ (k) = 0. Podle lemmatu existuje K > 0 takové, ze d” f (x)(h) > K ||h||>. Tedy
OB = F@) = SKIRIP + e IIP = (3K +e) 1712

Limita zavorky pro 7 — 0 je rovna %K , proto existuje koule By(r), ze pro vSechna & € By(r) je
1K +e(h) > 0. Pro takovd h # 0 je

fGx+h)— f(x) = 1K |n|* > 0.

Hledanym okolim, na némz je f(x) nejmensi hodnotou, je tedy By (r).
2. Pfevede se na predchozi piipad uvazovanim zobrazeni — f.
3. Existuji &, k € R” takové, ze d f(x)(h) > Oadf(x)(k) < 0.Prot # 0 mame

FOth) = [ () = 32 F 0 eh) + e @l = 12 (38 £ () + e 11

JelikoZ lim, 0 &(#)[|2]|> = 0, pro dostate¢n& mald ¢ je $d* f (x)(h) + £(t)||h]|*> > 0. Proto libo-
volné blizko x existuje bod x + th takovy, ze f(x +¢t) — f(x) > 0.

Na druhou stranu pokud v predchozi Gvaze misto 4 pouzijeme k, dostivame, Ze existuji libo-
volné mald ¢, pro které 1d? f (x)(k) + e(t)|k]|> < 0 a ndsledn& r2(3d? f (x) (k) + (t) | k]|*) < O.
Odtud f(x +tk) — f(x) <0. O

Zopakujme z algebry zndmé Sylvestrovo pravidlo pro kvadratickou formy [: Nechf p je symetrickd
bilinedrni forma asociovand s | a A je matice p v libovolné bdzi. UvaZujme det A1, det A, ..., det A, jeji
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hlavni minory.

1. Pokuddet A1 > 0,det Ay > 0, ...,det A, > 0, potom je | pozitivné definitni.

2. Pokud det A1 < 0,det Ay > 0,det A3 < 0,det Ag4 > 0..., potom je | negativné definitni.
Priklad. Naleznéte lokalni extrémy funkce f: R? > R,

fGx,y) =x = 3xy + 3y~

Nejprve nalezneme stacionarni body f, tim Ze parcidlni derivace f poloZime rovny nule:

0 0
Ty =32 =3y =0, Lix,y)=—3x+6y=0.
0x oy

Stacionarnimi body — tedy body podezielymi z lokalniho extrému jsou (0, 0) a (%, 4—1‘). Abychom zjis-

tili je-li extrém v n&kterém z nich vyfesime definitnost d® f(x, y) v téchto bodech. Matice p¥isluiného
kvadratického zobrazenf se sklddd z druhych parcidlnich derivaci.

Py = (S0 2T D (572)
x’ = =
' a)%yf(xﬁ y) 5)22f(x,y) -3 6

Pro (x, y) = (0, 0) jsou jeho hlavni minory: det A; = 0, det A, = ’ _(3) _Z ’ = —9. Nyni, pro (x, y) =

(%, }T) jsou jeho hlavni minory: det A = 3, det A = 9.

To znamenad, Ze v bodé (0, 0) nema f lokalni extrém ale v bodé (%, }1) ma lokalni minimum.

Ctendfi jisté neuniklo, e Véta nic nefika v piipadg, Ze je d” f (x) semidefinitni. Tak tomu
bylo jiz v ptipadé funkce na R a k vySetieni extrému, kdy f/(x) = 0, f”(x) = 0, bylo nutné
pouZzit jiného postupu.

5.2. Vazané extrémy. Nechi f:U C R" - R,aM C
U, fekneme, Ze f nabyva lokdlniho extrémuv x € M na
M jestlize x je extrémem (stejného druhu) funkce f|y.

Ackoliv funkce f(x,y) = x + y + 1 lokdlni extrém
nemd pokud ji vysSetiujeme na mnoziné M dané rovnici
x? 4+ y* — 1 = 0 extrému nabyvat musi (jako spojita
funkce na kompaktni mnoZin¢).

Jednim ze zpGsobi, jak zjednodusit problém hledani
extrému na mnoZiné, je parametrizaci mnoZiny M. Tim
se mdze sniZit i poet nezndmych v rovnicich, které je
tieba potom vyfesit.

Véta 5.5 (o parametrizaci M). Nech! f:U C R" — R je funkce a M C U mnoZina. Pokud
pro néjaky bod x € M existuje homeomorfismus p: W C R" — V C M takovy Ze V je oteviend
mnozvintﬁv M, x € V a f o ¢ md lokdlni minimum vt = f~'(x), potom f md v x lokdlni
minimum na mnoZiné M.

D d ka z. Tvrzeni je zfejmé. [

Obdobné lze tvrzeni formulovat pro lokalni maximum

Priklad. Najdéme lokdlni minimum funkce f(x, y) = x 4+ y + 1 na mnoZiné€ M dané rovnici g(x, y) =
x? 4 y2 — 1 = 0. PouZijeme vétu Polozme ¢(t) = (cost, sint) to jisté neni injektivni, ale aZz budeme
znat bod podeziely z minima, miZzeme ¢ definovat jen na otevieném intervalu kolem tohoto bodu na némz
u prosta bude.

Hleddame lokalni minimum sloZeni (f o ¢)(t) = cost + sint + 1. Proto jej zderivujeme a poloZime
rovno nule:

Doteviena mnozina v M je zde myleno jako oteviend mnoZina v indukované topologii na M, tedy V = M N O pro
néjakou otevienou mnozinu O C R”.
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(fo@)(t)=—sint +cost =0

Rovnice je splnéna, je-li # = n /4 nebo t+ = 5z /4 ostatni feSeni rovnice se po aplikaci ¢ nezobrazuji jiz
na nic nového. Body podezielé z extrému jsou tedy t+ = x /4, 57 /4 potazmo ¢ (n /4) = (V2/2,3/2)2) a
¢(—\/§/2, —+/2/2). Druhou derivaci (¢eho?) zjistime, Ze bod (V2/2,32/2) je bodem lokédlnitho maxima
fnaM a(—~/2/2, —/2/2) bodem lokdlniho minima.

Dalsi metodou hledani lokalniho extrému na mnozin€ jsou tzv. Lagrangeovy multiplikétory.
Ta zahrnuje funkci, kterd popisuje mnoZinu, do nové funkce a hledame jeji extrémy. Timto postu-
pem se pievadi problém hledédni extrémt na mnoZziné na problém hledéni lokdlniho extrému bez
podminek.

MnoZina M C R” je zadan4 pomoci funkce g: R” — R nasledovné

M={xeU | gx) =0}. 5.2.1)

JelikoZ mé g oborem hodnot R¥ je M zadéna k rovnicemi

M={xeU | g'(x)=0,...,¢5x) =0} (5.2.2)

Rovnicim v (gc@]) se nékdy fika vazbové podminky.
Pro 4 € R* poloZzme

Li() = f()+ 218 () + - + Zeg". (5.23)
Funkeci L fikdme Lagrangeova funkce.

Véta 5.6 (o Lagrangevych multiplikatorech, postacujici podminka). Nech! f:U c R" — R,
M C U definovand (5.2.1), uvazujeme Lagrangeovu funkci definovanou ({5.2.3).

Jestlize pro néjaké & € RF md Langrangeova funkce L lokdini minimum v bodé x € M,
potom md f v x lokdlni minimum na mnoZiné M.
D i k a z. Nechf x je lokdlnim minimem L. Evidentné je x také lokdlnim minimem L, na
mnoziné M. Jelikoz L)y = flm + Zle i - &'y a gly = 0, musi byt x lokdlnim minimem
Sflm- O

Vétu Ize samoziejmé zformulovat i pro pfipad lokdlniho maxima.
Poznamenejme pro zajimavost, Ze na funkci f nejsou ve vété[5.6|kladeny Zddné predpoklady.

Nasledujici véta nam usnadni hledani lokdlnich extrémi. Je opét zformulovdna pro lokalni
minimum, ale plati samoziejmé i pro lokalni maximum.

Véta 5.7 (o Lagrangevych multiplikatorech, nutna podminka). Nech/ f:U Cc R" - R, M C
U je definovand (5.2.1), x € M, f a g jsou spojité diferencovatelné v x a dg(x) je surjektivni.
Jestlize x je lokdlnim minimem f na mnoZiné M potom existuje ). € RF takové, Ze funkce L;
definovand md v x staciondrni bod, tedy dL;(x) = 0.

Podminka dg(x) je surjektivni v pfedchozi vété znamend, Ze matice parcidlnich derivaci

6g1 agl
0x1 ) - oxy (x)
g'x) = .o
6gk agk
o (x) - ox, (x)

ma maximalni hodnost.
Kombinace vét[5.6|a[5.7] davd silny ndstroj. Nejprve nalezneme stacionarni body funkei L,
pro vSechny volby 4. Véta ndm zarucuje, Ze lokdlni extrémy jsou timto pokryty. Vysetiime
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tyto staciondrni body Lagrangeovy funkce a véta[5.6|ndm zaruCuje, Ze lokdlni extrémy, které jsme
nasli, jsou lokdlnimi extrémy f na mnoZiné M.

Podrobny postup pii hledani lokdlnich extrémui pomoci Lagrangeovych multiplikdtort bez velkych
skoku v postupu ilustruje nasledujici priklad.
Priklad. Vratme se k piikladu funkce f s vazbovou podminkou g, kde

fa.y=x+y+1 gy =x’+y"-1=0.
Nejprve ovéfime podminku surjektivity derivace g. Mame
Oxg(x,y) =2x, a 0dyglx,y) =2y.
Tedy dg(x, y) méd matici
g'(x,y) = (2x,2y).
Ta ma nulovou hodnost jen v pocatku, ten ov§em bodem mnoZiny M neni. Proto v§echny body M by mohly

byt bodem x z véty[5.7] Spojité diferencovatelnost f i g je ve viech bodech M zfejma. Lagrangeova funkce
pro 4 € R ma tvar

Li(x,y)=x+y+14+2x>+y>=1)
Pokud je néjaké (x, y) staciondrnim bodem nékteré L, (tedy pro néjaké 1) spliuje

OxL; =1412x =0
OyL; =142y =0

Tuto soustavu dvou rovnic o tfech neznamych dopliiuje podminka, Ze (x,y) € M tedy g(x,y) = O,
konkrétné

x2+y?—1=0.

Vyfesenim této soustavy dostdvame jednak x = +/2/2, y = +/2/2, 1 = —/2/2 ajednak x = —+/2/2,
y = —+/2/2, 4 = ~/2/2. Nyni ovéfime, Ze zda je (v'2/2, v/2/2) lokdlnim extrémem L_ 1 azda je

(—+/2/2, =+/2/2) lokdlnim extrémem L /3 12
Kvadratickd forma dL_ 5 ) (x, y) ma matici

Ly, y) = (20i 201)’ LY 5pV2/2.32/D) = (_\{)5/2 —\;)E/Z)'

Ta je negativné definitni, to znamena, zZe (ﬁ/Z, ﬁ/Z) je lokalni maximem L _ Va2 @ véta fika, ze
(+v2/2, +/2/2) lokélnim maximem f na M.

Princip metody Lagrangeovych multiplikatort spo¢iva v na-
lezeni bodu @ mnoZiny M, ve kterém bude normélovy vektor
ng k mnoziné M v bodé a kolmy na vrstevnice funkce f. Na
Ry obrazku je znazornéna situace tato situace z ptikladu.
a
% B

vrstevnice f
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6. Riemannuv integral na R"

6.1. Integral na obdélniku v R"”. V prvnim paragrafu této kapitoly zavedeme pojem integralu
funkce na obdélniku v R”. Postupujeme analogicky k pripadu Riemannova integralu na R.

Usporadanou k-tici P = (o, t1, ..., ), prokteroujea =ty < t; < --- <ty = b, nazyvame
délent intervalu [a, b]. Nechi Q = [ay, b1] x --- X [ay, b,] je obdélnik v R". Pokud pro kazdé
i €{l,2,...,n}je P, délenim intervalu [a;, b;], potom uspotadand n-tice P = (P, ..., Py) je

délenim obdélniku Q. MnozZinu vSech déleni obdélniku Q oznacujeme £ (Q).

Rozklad obdéIniku Q definovany délenim P je kone¢nd mnoZina obdélnikt Rect P = {Q;}
takovych, Ze jejich sjednoceni je Q, priinik vnitfki libovolné riizné dvojice je prazdny a pr;(Q;) =
[P, Pj+1]

Priklad Mé&me Q = [0,3] x [0, 2]. Uvazujeme déleni
03 O¢ P = (0, %, 3) intervalu [0,3] a P, = (0,1, %, 2) intervalu
0.2 2 [ 0 [0, 2]. Déleni P = (P1, Py) = (0, 3,3), (0, 1 5, 2)) je délen
0 0 obdélniku Q.
1 4

[0, 3]
Déleni P obdélniku Q.
Déleni R obdélniku Q je zjemnénim déleni P, pokud pro kazdé i € {1,2,...,n} je R;
zjemnénim déleni P; tedy pro kazdé t; = P; j = R;; pro n€jaké /. Jinymi slovy, R je zjemnénim
P v kazdé soufadnici. Déleni S obdélniku Q je spolecnym zjemnénim déleni P a Q, pokud S je
zjemnénim P i Q.

{0} = {0, 31 x [0, 11, [0, 31 x [1, 31,10, 31 x [3, 2],
(3,21 % [0, 11,[3,2] x [1,

B3
B By
Az |A B
A 3 4 1
AL |As
Déleni P obdélniku Q. Déleni R Spole¢né zjemnéni P a R.

Evidentné, ke kazdym dvéma délenim existuje jejich spolecné zjemnéni.
Je-li A obdélnik déleni P a S je jeho zjemnéni, potom existuji obdélniky Ay, ..., A; déleni S takové,
7Ze A=A U---UA,.

Nechf f:Q — R je funkce na obdélniku Q. V celé této kapitole budeme piedpoklddat, Zze
je f omezend. Pro takovou funkci v nésledujicich
odstavcich definujeme integrdl. V piipadé Rie-

- mannova integrdlu v prvnim rocniku jsme defi-

- . N novali horni a dolni soulty pfislusné urcitému

M(fAD | =, z déleni intervalu. Pomoci délky téchto intervali

déleni vynasobené supremem a infimem. Proto nyni
potiebujeme definovat n-rozmérny objem. Necht
A = a1, b1]x---x[ay, by] C R" je obdélnik, defi-

nujeme n-rozmérny objem obdélniku A (nebo pouze
Ail objem), jako vol A = (by —ay) - ... - (b, — ay).
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Pro funkci f a déleni P obdélniku Q definujeme horni soucet

S(f, P) =D sup f(x)-vol A; = > M(f, A;)vol A; (6.1.1)
A A

A;

a dolni soucet

s(f, P) = Zi}‘lff(x) vol Aj = D>~ m(f, Aj) vol A,;. (6.1.2)
At A

1

Poznamenejme, Ze supremum a infimum v rovnicich (6.1.1),(6.1.2) vzdy existuje, jelikoz je f
ohranicend, a soucet je kone¢ny, nebof Q je ohraniceny.

Oznalme
H()={S(f,P) | Pe Z(Q)}, (mnoZina hornich souctd)
D(f)={S(f,P) | Pe £2(Q)}. (mnozina dolnich soucti)

Nésledujici dvé lemmata jsou analogickymi tvrzenimi k tém z prvniho ro¢niku.

Lemma 6.1. Nechf R je zjemnénim déleni P na Q, potom

S(f, P) = S(f, R),
s(f, P) < s(f, R).

D G k a z. Ke kazdému obdélniku A; déleni P existuje /(i) € N a obdélniky A; 1, ..., A G)

piislusn€ k déleni R takové, ze A; = A; 1 U---U A; ;) (viz pozndmka za definici zjemnéni).
. P k(P 13
Navic mdme Q = Uiil) Uj(l:)1 Ajj.

M(f, Ai) = M(f, Aij)

k(P)

S(f, Py =D M(f, Ai) Vol A;
i=1

k(P)
= D" M(f, A)vol(A;1 U+ U Ariy)
i=l

k(P) 1(i)
= Z M(f, A,‘) ZVOlAi,j
i=1 j=1

k(_P) 1)

=D D M(f Aij)vol Ay

i=1 j=1
k(R)

— Z M(f, Aj)vol A; = S(f, R).

i=1

Vysledek pro dolni souéty plyne stejnym zplsobem za pomoci nerovnosti m(f, A;) <
m(f, Aij). U

Lemma 6.2. Nechi P a R jsou dvé déleni Q, potom
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s(f, P) < S(f, R).
D G k a z. Necht T je spole¢né zjemnéni P a R potom podle lemmatu |6.1| mdme
s(f, P) <s(f,T) <S(f,T) < S(f, B).
0

Pfedchozi tvrzeni nés opraviiuje k ndsledujicimu.

Dusledek 6.3. Pro kazdou omezenou funkci f: Q C R" — R je

D(f) < H(f).

Mnoziny D(f) a H(f) jsou evidentné neprazdné a podle pfedchoziho disledku je D( f) shora
ohrani¢ena libovolnym hornim souctem; stejné tak je H(f) zdola ohrani¢end. Proto mizeme
definovat dolni integrdl f na Q jako

/Qf = sup D(f) (6.1.3)

a horni integrdl f na Q jako
/f:ian(f). (6.1.4)
0

Nyni pokud pro omezenou f: Q C R" — Rje |, 0 f= E /., pak tuto hodnotu oznacime |, 0 f
a fikame ji integrdl funkce f na obdélniku Q. Funkci f pak nazveme integrovatelnou na Q

V piipadé konstantni funkce f = ¢ jsou mnoziny H(f) a D(f) jednoprvkové obsahujici ¢islo ¢ vol Q,
coz je tim padem jeji integral. Prirozené, ze? Ovéite!
Spojita funkce je také integrovatelnd, jak uvidime z pozdéjsiho tvrzeni.

Véta 6.4. Nechi f, g: Q C R" — R jsou omezené integrovatelné funkce na Q a ¢ € R. Potom
1. f + g je integrovatelnd na Q a

/Qf+g=/Qf+/Qg~

2. cf je integrovatelnd na Q a

/ch=c/Qf.

Dikaz !!!
g

Véta 6.5. Nechi A, B C R" jsou obdélniky s disjunktnimi vnitiky takové, Ze A U B je obdélnik.
Ddle f: AU B — R je omezend integrovatelnd funkce. Potom f je integrovatelndna A i B a

/AUBf=/Af+/Bf. (6.1.5)

D G k a z. Z kritéria integrovatelnosti (véta existuje déleni P obdélniku A U B takové,
ze S(f, P) — s(f, P) < e. Nechi R je zjemnénim déleni P vzniklé pfiddnim bodd tak, aby
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Ri = (so,...,8—1,8% = to,t1,..., t7). Potom §, kde S; = (so, ... ,Sk—1,5¢), a T, kde
T; = (to, t1,...,1), jsou délenimi A a B. Plati

S(f,P)>S(f,R)=S(f,S)+S(f,T) (R zjemnéni P, konstrukce S a T') (6.1.6)
s(f, P) <s(f,R)=s(f,S)+s(f,T). (R zjemnéni P, konstrukce S a T') (6.1.7)

Cozdava S(f, S) —s(f, )+ S(f, T)—s(f, T) = S(f, R) —s(f, R) < &. Obarozdily jsou tedy
mensi neZ ¢ a véta [6.6] zaruCuje integrovatelnost f na A a B. Rovnice (6.1.5) plyne z (6.1.6) a
O

Véta 6.6 (kritérium integrovatelnosti). Nech/ f: Q C R" — R je omezend. Funkce f je
integrovatelnd, pravé kdy? ke kazdému ¢ > 0 existuje déleni P obdélniku Q takové, ze S(f, P) —
s(f, P) <e.

Stejné jako v pfipadé integrdlu na R lze vyvodit, Ze kazd4 spojitd funkce na obdélniku je
integrovatelna. Pokud ma funkce kone¢né ¢i spocetné mnoho bodid nespojitosti je rovnéZ inte-
grovatelnd. Nyni se zaméfime na zjisténi ,,jak velka* miZe byt mnoZina bodd nespojitosti, aby
funkce byla integrovatelna.

Mnozina A C R” ma (Lebesguovu) miru nula jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje spocetny
systém (Q;); obdélnikd v R” takovy, ze | J, Qi D Aa >, vol Q; <e.

Kone¢nd i spocetnd mnozZina ma miru nula.

Usetka v R? ma miru nula.

Obdélnik v R” s neprazdnym vnittkem nema miru nula. Hranice obdélniku ma miru nula.

Priklad. Kantorova mnozina C C R ma miru nula. Skuteéné, Kantorovu mnoZinu lze psat ve tvaru
C =2 On, kde Qy, je sjednoceni 2" intervalii délky 37". Objem vol Q,, = (2/3)", pro vhodné n miiZe
tento vyraz byt mensi neZ libovolné pfedem dané e.

Pro ohrani¢enou funkci f: O — R a bod z jejiho definicniho bodu x definujeme oscilaci
funkce f v bodé x

Qr(x)=1lim sup f(x)— inf f(x).

e=0 rep, (x) X€Bg(x)
Pro A C Q definujeme oscilaci funkce f na mnoZiné A jako
Qr(A) = sup Fx) = xlrelg F(x).
Je-li P déleni obdélniku Q, potom

AeRect P

Lemma 6.7. Funkce f je spojitd v bodé x, prdavé kdyz je Q(x) = 0.
Dikaz.
O

Priklady. Funkce sinx md v kazdém bod¢€ x oscilaci Qgn(x) = 0, jako kazda spojita funkce. Oscilace na
intervalu [0, 7] je Qqin ([0, 7]) = 1 a Qgin([0, 27]) = 2.

Funkce signum md v bodé 0 oscilaci Qgg, (0) = 2. Na kazdém intervalu obsahujicim nulu, tedy napiiklad
[—1, 1] ma Qgen([—1, 1]) = 2, na druhou stranu Qg ([0, 1]) = 1 a Qg ([1, 2]) = 0.

Lemma 6.8. Nechi f: Q C R" — R je ohranicend. Potom pro kazdé ¢ > 0 je
A;={xeQ | Qf(x)<€}

je oteviend mnoZina.
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Véta 6.9 (Lebesguova). Nechi f:Q C R" — R je ohranicend funkce. Oznacme N C Q
mnoZinu bodii nespojitosti f. Funkce f je integrovatelnd na Q, pravé kdy N md miru nula.

Dukaz.
O

6.2. Integral na mnoziné v R”. Nechi f: Q0 c R” — R je omezend a A C Q definujeme
integrdl funkce f na mnoZiné A jako

/Af=/xA~f. (6.2.1)

Je jasné, Ze definice [, f nezdvisi na volb& Q, pokud je A C Q

Nésledujici véta ndm dava néstroj pro pocitani integralu na obdélniku pfevodem na jedno-
rozmérné integraly.

Véta 6.10 (Fubiniho). Nechi A je obdéinik v R, B je obdéinik vR! a f: A x B c RFt! - R
Jje omezend integrovatelnd funkce. Predpoklddejme, Ze pro kaidé t je f|y—; integrovatelnd na B a
pro kazdé t € A polozme u(t) = | g [ lx=r. Potom u je integrovatelnd na A a plati

/ Fe / ", (6.2.2)
AXB A

Rovnici (6.2.2) 1ze pfepsat jako

/AxB = /A (/B f) ' 6.2.3)

Dukaz.
O

Oznaceni. Pro integral funkce f na obdélniku Q = [ay, b1] X - - - X [ay, b,] budeme v souladu
s klasikou pouzivat taktéz oznaceni

/Qf:/Qf(x)dxldxz...dxnz/:l/:2---/ajnf(x)dxldxz...dxn.

Diisledek 6.11 (Fubiniho véta pro R?).

/[a,b]X[c,d] f e y) dxdy = /ab (/Cd f(x,y)dy) dx.

Disledek véty a definice integralu na mnoziné je nasledujici tvrzeni.

\/1// Mnozina A C [a, b] X [c, d] je ve tvaru

A A={(-x,y) | xe[a:b]aq)(x)fyf l//(.X)},
/\_ﬂ QO  kde ¢, v jsou spojité funkce na intervalu [a, b],c < ¢ < w < y
Dusledek 6.12. Nechi A C [a,b] % [c,d] C R? Jje mnoZina popsand v piedchozim odstavci,
f: O — R omezend integrovatelnd, potom
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/Af = /ab (/{p:;(:) f(x, y)dy) dx (6.2.4)

Rekneme, Ze ohrani¢ena mnozina A C R” je Jordanovsky méFitelnd jestlize konstantni funkce
f =1jena A integrovatelna ( [, 1 existuje). Neboli |, o XA existuje pro A C Q, Q obdélnik.

Pro obdélniky = vol Q.

Mnozina ma Lebesguovu miru nula, pravé kdyzZ je Jordanova mira této mnoZiny nula.

Tyto pozndmky nés opraviiuji Jordanovskou miru mnoZiny A oznacit stejnym symbolem jako
objem v piipad€ obdélniki, tedy vol A.
Lemma 6.13. Ohranicend mnoZina A C R" je Jordanovsky mé¥itelnd, prdavé kdy? fr A md miru

nula.
D i k a z. Plyne z faktu, Ze mnoZina bodd nespojitosti y 4 je pravé fr A a samoziejmé véty[6.9] O

Lemma 6.14. Jsou-li A, B Jordanovsky méritelné mnoziny, potom jsou Jordanovsky méritelné
imnoZiny AUB, ANB, A\ B.

Véta 6.15. Nechi A, B C R" jsou ohranic¢ené Jordanovsky méritelné mnoZiny a f je integrova-
telnd na A i B. Potom

AT KT o

D G k a z. Nechi Q4 (respektive Qpg) je obdélnik obsahujici A (respektive B). Bez djmy na
obecnosti, miZzeme predpokladat, ze Q4 U Qp je obdélnik. Z definice integrdlu na mnoziné je

fAf = fQAf(stejnétak fo = fQB)‘

Lemma 6.16. Nechi A C R" je ohranicend Jordanovsky méFitelnd mnoZina, potom pro kaZdé

e > 0 existuji mnoZiny M., N takové, Ze:

1) M, M, jsou sjednocenim obdélnikii;

2) M, C A C Ng;

3)vol N, —vol M, < &.

Dikaz.jelikozje A C Q Jordanovsky méfitelnd, je y 4 integrovatelnd na Q a tedy existuje déleni

P obdélniku Q, ze M (x4, P) — m(ya, P) < &. MnoZina M, je pak sjednoceni téch obdéInikt

z Rect P, které jsou podmnozinou A, a proto vol M, = m(y 4, P). Obdobné N je sjednoceni téch

obdélnikd z Rect P, které maji neprazdny prinik s A, a tedy vol N, = M (4, P). O
Néslednujici véta je hlavnim vysledkem

Véta 6.17 (o substitutci). Nech! G, H jsou oteviené mnoZiny v R", g: G — H bijektivni spojité
diferencovatelné zobrazeni. Potom pro kaZdou integrovatelnou funkci f: H — R plati

/ f=/ fog-|detg'. (6.2.5)
g(A) A

Priklad Vypoditejte integral

/ X2+ yzdxdy,
A

kde A je mezikruzi se stfedem v (0, 0), poloméry Ry = 1 a Ry = 2.
Pouzijeme vétu o substituci, mnoZina A je obrazem obdélnika [1, 2] x [0, 2z ] pfi zobrazeni g(r, ¢) =
(rcos g, rsing). Véta je formulovéna pro oteviené mnoziny G, H ...
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7.1. Formy na R". V této kapitole si zopakujeme né€které pojmy tykajici se forem na vekto-
rovém prostoru. Predpoklddejme, Ze V je vektorovy prostor nad polem redlnych ¢isel. Symbolem
L(V) budeme oznacovat jeho dudlini prostor, tedy prostor vsech forem, nebo-li vSech linearnich
zobrazeni/: V — R.

Algebraicka struktura na L(V), s¢itani a nasobeni skalarem.
Priklad. Uvazujme vektorovy prostor R nad R. Pak L(V) tvoii vSechna linedrni zobrazeni I: R — R.
Jsou-li /1, I, € L(R), pak /1 + I, je definovéno, jako zobrazeni /] + [;: R — R spliiujici

(1 +b)(x) =L (x) + b(x). (séitan{ bod po bodu)

Specidlné je-li /{(x) = ax a lo(x) = bx (pro néjakd a, b € R), potom [ + I, je linedrni zobrazeni dané
predpisem (/1 + [2)(x) = (a + b)x.

Obdobné s nasobenim skaldrem ¢ € R.

Pro p € N definujeme p-formu, jako p-linedrni zobrazeni z V do R. Prostor téchto p-forem
zna¢ime L? (V). A zavadime na ném algebraické operace (bod po bodu), jako v pripadé L(V).
Nad

Pro p = 2 pojem 2-formy splyva s pojmem bilinedrniho zobrazeni, viz[@.1]

I o p-forméch jsme jiZ mluvili, to bylo v kapitole 4.3
finujeme ji nasledovng. Necht u € LP?(V), v € L9(V) jsou formy, potom p + g-forma, kterou
znalime u ® v € LPT4(V), je tenzorovym soudinem u a v jestlize

@ @v)(x1, ..., Xprg) =ulxt, ..., xp) - 0(Xps1, .-y Xpiq)- (7.1.1)

Piiklad. Uvazujme R? a na ném formy pry : (x,y) = x apry : (x,y) = y.Potom je pry ® pry bilinedrni
zobrazeni, které pry ® pry ((x, y), (4, v)) = prx(x, y) - pry (u, v) = xo.
Zaménou vektort (x, y) a (u, v) lze snadno ovéfit, Ze zobrazeni pry ® pry neni symetrické.

Je symetrické zobrazeni pry ® pry?

Véta 7.1 (o bazi v L”(R")). UvaZujme LP(R") pro n, p € N, potom {pr; ® - ® pr; kde
ip €e{l,...,n}}, jebdze LP(R") a jeho dimenze je tedy n?.

Piiklad. 1) Uvazujme R, podle predchozi véty je baze L'(R?) mnozina {pry, pry}. Neni divu, nebof je-li
I:R? — R linedrni zobrazeni, pak jej lze psit ve tvaru [(x, y) = ax + by. Proto [ = a - pry +b - pry a

uspotfadand dvojice (a, b) jsou slozky I v bazi {pry, pry}. Tato je asociovand s bazi {(1,0), (0, 1)} v R?,
proto slozky (a, b) 1ze obdrzet jako [(1,0) =a-1+b-0=4a,l(0,1) = b.

2) L2(R?)
3) Orientovand plocha rovnobéin&t@] v R? uréeného vektory u, v je 2-forma na R
Ovéite! Lze ji vypocitat pomoci determinantu
v
VOI(M, v) up vq
vol(u, v) = det(u2 0 ) = ULy — VU,
u

Proto vol(u, v) = pr; ® pry(u, v) — pr, ® pry (u, v).

0)Jak orientovand? Pro¢ orientovan?
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Antisymetrické p-formy tvofi vektorovy podprostor (znacime jej A”(V')) prostoru L? (V).
Ovéite, Ze se skutecné jednd o podprostor.

Prou € AP(V),v € A1(V) definujeme vnéjsi soucin u a v jako p + g-formu

V)
~ plg!
Zopakujme, Ze altu je definovano v (4.3.1).
Piiklad. Na A!(R?) uvazujme pry, pr,.

UAD alt(u ® v). (7.1.2)

2! 21
Pri AP = Ty alt(pr; ® prp) = Tz(Pfl ® pry — pry ® pry)

tedy

pry Apry(u, v) = pry @ pry(u, v) — pry @ pry (u, v) = uivy — Uz01.
To znamen4 pr; A pr, = detga.
Obdobné 1ze odvodit na R" je pr; A ... A pr,, = detgn.

Véta 7.2 (o bazi v A?(R")). Necht k € N, k < n, potom {pr; A...ADr;

B | i< <ii}je
baze A*(R™), 1o znamend dim AF(R") = (’;)

Pro k > n, je dim AK(R") = 0, A¥(R") obsahuje pouze nulovou formu. Na druhou stranu
L?(R™) ma dimenzi n”.

Véta 7.3 (vlastnosti A). Nechf u,uy,u, € AP(V), v € A4(V)aw € AS(V), potom
L (up+u)) Av=u; Av+uy Ao.

2.uAv = (—1)P% Au.

B wAv)AW=uA@®AW).

Pokud médme pr; A pr;, Aw je tato forma nulova nebof zdménou prvnich dvou forem dostivdme tentyZ
vyraz ale ten musi mit podle pfedchozi véty opa¢né znaménko.

Jsou-li tedy ve vyrazu pr; A...A pr; dvaindexy stejné, je tato forma nulova.

7.2. Diferencialni formy. MnoZina G C R” je oteviend a p € N, diferencidlni formou Fddu p
(p-formou) na G rozumime hladké zobrazeni
w:G = AP(R™).

Jednad se tedy o pole p-forem na G. V kazdému bodu x € G je pfifazena w(x) antisymetrickd
p-forma, navic toto prifazeni je hladké.

V prostoru AP(R") mdme bédzi {pr; A...Apr, | 1 <ij <--- <i; < n}, vkazdém bod€ md w(x)
slozky v této bazi. Zadat p-formu tedy staci pomoci funkci danych t€mito sloZkami. Tedy

W= Z Jir,eix Py Ao A DTG, (7.2.1)
1<ij<--<ix<n

K ovéreni hladkosti staci ovéerit hladkost téchto soufadnicovych funkei.

Tradi¢n€ se prvky bdze pr; znaci symbolem dx;. Proto

o= D> freadr A Ady,. (7.2.2)

1<ii<---<ig<n
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Priklad. 1. Kazd4 hladk4 funkce na G je O-forma.

2. Jsou-li f a g hladké funkce na R?, potom @ = fdx + gdy je hladkd 1-forma na R?. Konkrétngji,
napiiklad o (x) = xydx — x?ydy je 1-formou na R%. (Vime, Ze f(x, y) = xy a g(x, y) = x2y jsou hladké
funkce.)

Mnozinu p-forem na G znalime QF(G). Na této mnoziné zavadime operace +, skaldrni
nasobeni hladkou funkci a A bod po bodu.

(@ +n)(x) = w(x) +nx),
(fo)(x) = f(x)o(x),
(@A) (x) = wx) Anx).

M¢éjme na G C R” danou O-formu, tedy hladkou funkci f. Definujeme vnéjsi derivaci f, jako
1-formu, kterd je v kaZzdém bodé& rovna derivaci f. Proto si dovolime ji oznacit stejnym symbolem,
tedy df. Pomoci slozek v bazi A'(R”) ma df nasledujici vyjadient

df () => idxk. (7.2.3)

0x
k=1 Ok

Pro obecnou p-formu w, kterd ma vyjadreni (7.2.2), je vnéjsi derivaci o k + 1-forma dw, pro
kterou

do) = D dfijpAde AL Ady, (7.2.4)

1<iy<--<ig<n

coz s vyuzitim ((7.2.3) dava

n
Ofii i
dox)=>" > %dxk Adxi, AL Adx,. (7.2.5)

k=1 1<ij<--<ix<n
Piiklad. 1. Hladkd funkce f(x, y) = xy* na R?. Vngjii derivace této O-formy je dle (7.2.3):

df (x,y) = y*dx + 2xydy.

2. Mé&jme 1-formu w(x, y) = xydx — x2ydy, jeji vn&jii derivaci bude 2-forma dew. Podle (7.2.5) médme

dow(x, y) = ydx A dx + xdy A dx — 2xydx A dy + x%dy A dy).
Podle pozndmky za vétou|7.3|je dx A dx = 0 ady A dy = 0. Pokracujeme
dw(x,y) = xdy Adx — 2xydx Ady = —(x + 2xy)dx A dy.
3. 2-forma

Véta 7.4 (vlastnosti d). Nechf w1 € QP (G) a wy € Q1(G), potom
1.d(w; + @3) = dwy + dwn;

2.d(w1 A ) =dw; Awy + (—1)Pw; A dwp

3.d(dw;) = 0.
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7.3. Integral z diferencialni formy na krychli. Oznatme symbolem /" C R" (n-ndsob-
ny) kartézsky soucin intervalu [0, 1] a fikejme mu jednotkovd krychle v R". Nechf v =
f(x1,...,x,)dx; - - - dx, je diferencidlni n-forma na otevifené mnoZiné G obsahujici krychli 7",
definujeme integrdl z diferencidlni formy w na 1" jako

1 1
/a)z/ / fx1, ..., x)dxy - - - dxy,.
n 0 0

Diferencovatelné zobrazeni c: I — R”" (taktéZ obraz Imc = c(I™)) nazyvame (m-rozmérnd)
krychle v R".

Je-li p: G ¢ R™ — H C R" diferencovatelné zobrazeni mezi otevienymi mnoZinami, defi-
nujeme pull back diferencidlni formy w € Q(H) p¥i zobrazeni ¢ jako p*w € Q(G) pro kterou

(0 w)(x) = o(f(x)) o dp(x).

Priklad. 1. Pro zobrazeni f:R" — R", f = (f1, ..., fm) a diferencidlni formu w = dy; plati
n
a |
flo=fdy =) idxj,
= 5)6]

kde (x1,...,x,) € R" a (yi,....,ym) € R™ Jeli f:R? — R3 definovdno predpisem
(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) = (cos u cos v, cos u sinv, sin u), potom je

0 0
ffdy = a—(cosu sino)du + a—(cosu sinv)dv = — sinu sinvdu + cos u cos vdv.
u v

2. UvaZujme zobrazeni ¢: R — (cost, sint) a diferencidlni formu o € Q! (R?) zadanou
w(x,y) =xdx — ydy.
Plati ¢’(¢) = (—sint, cost), tedy p*dx = —sintdt a ¢p*dy = cos td¢. Proto
p*w(t) = cost(—sint)dt — sint cosrdr = —2 sin 2¢ds.

Definujeme integrdl z diferencidlni k-formy pies m-rozmérnou krychli ¢ jako integral z pull
backu w pfi zobrazeni c. Tedy

/ = / c*w
c m
Priklad. Vypocteme integral
/ zdxdy + xdydz + ydzdx,
N

kde S je severni polovina (z > 0) jednotkové sféry.

Uzavrena forma!!!
Exaktni forma!!!
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7.4. Stokesova véta. Diferencovatelny retézec je linedrni kombinace redlnych ¢isel 41,...,4, a
krychlicy, ..., cp. Tedy ¢ = Ajcy + - - - +cpA,. Jako linedrni kombinaci definujeme integral pies
diferencovatelny fetézec

/a)zll/a)+-~+/1p/ w.
c cl cp

Pro jednotkovou krychli I* definujeme jeji stény jako k — 1 rozm&mé krychle, pro kaZdou
volbui € {1,...,k}aa € {0, 1} danou

k. k—1 k
Lt [0, 1770 = RY, (X1, ooy Xk—1) B (X1, e ey Xim 1, G Xi ] - ey Xk—1)

Je-li zobrazeni c¢(1¥) krychle, potom jejf sténa ¢;, je c(Iik o)
Nechf ¢ je k-rozmérné krychle definujeme jeji (orientovanou) hranici dc, jako diferencova-
telny fetézec krychli

k

dc=>>a=01(-1)""c (7.4.1)

i=l

2 — X3 &
12 3,1
2,1
3
—1 112,00112,1 1+ @

2
12,0
0
1 1 —> X
11,0 11,1 + ! X1

Priklad. 1. Interval [0, 1] je jednotkovou krychli I'. Body Ill o=10}a 11] | = {1} jsou jeji stény.
2. Ctverec I% = [0, 1]*> m4 nasledujici stény 1§ o= {0} x [0, 1], I | = {1} x [0, 11, I7 , = [0, 1] x {0},
I}, =10,1] x {1}.

oI =—Ig+ 1L +130— I3,
3. Krychle I3.
3 3 3 3 3 3 3
or ==Iig+1i+ L= 1, = I5,+ I3,

Rekneme, Ze diferencovatelny fetézec je uzavieny, pokud jeji hranice je nulovy fetézec (nulova
krychle).

Snadno ovéfite, Ze kruZnice je ptikladem jednorozmérného fetézce (jednorozmérné krychle), ktery je
uzavieny.

TaktéZ lze odvodit, Ze pro libovolny fetézec ¢ je d(6c)) = 0, tedy 6> = 0. Podobnost operitoru ¢ na

Vv s

fetézcich s vnéjsi derivaci d diferencidlnich forem neni ndhodn4, jak uvidime pozdéji.

Rekneme, Ze diferencovatelny fetézec ¢ je exakmi, pokud je hranici n&jakého fetézce. Tedy
pokud existuje i takové, Ze dd = c.

Lemma 7.5. Nechf ¢ C G je k-rozmérnd krychle a w je k-forma na oteviené mnoziné G. Potom

/ o — / o (14.2)
oc 0[0,17%
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Nyni se dostdvame k dileZitému vysledku diferencialni geometrie, ktery dava do souvislosti
integrovani forem na fetézcich a na jejich hranicich.

Véta 7.6 (Stokesova). Nechi w je k — 1 forma na oteviené mnoziné G v R" a c je k-rozmérny
retézec v G. Potom

/ o — / do. (7.4.3)
dc c

7.5. Integrovani diferencialnich forem. V tomto odstavci se podivime integrovani dife-

vvvvvv

na nich obecné principy z predchozich odstavct.

Kiivkovy integrdl v R? a R3. K¥ivka C v R? (pfipadn& v R3) je spojity obraz uzavieného
intervalu [a, b], tedy existuje spojité zobrazeni I': [a, b] — R2 (pfipadné v R3) — parametrizace
kiivky C = I'([a, b]). Kfivka je jednoduchd, jestlize existuje jeji bijektivni parametrizace. Kfivka
C je uzavfend, jestlize pro jeji parametrizaci plati ['(a) = I'(b) a I je na (a, b) injektivni. Kfivka
je (po cdstech) hladkd, jestliZe je (po Castech) hladka jeji parametrizace.

Pokud chceme definovat néjakou veli¢inu kfivky C odvozenou od hodnot f v jejich bodech in-

P, tegraci (naptiklad hmotnost kiivky integrovanim délkové hustoty). Pak
Py ! na kfivce a tim padem i na defini¢nim oboru uvaZujeme déleni pomoci
i integralniho souctu
k
a b s(P, f) =D fEIP = Pi_il2,
i=1

kde P; jsou body déleni C a &; leZi na Casti kiivky mezi P;_ a P;.
Limitnim pfechodem ziskavdme k#ivkovy integrdl 1. druhu

/Cf(x, y)dc, (7.5.1)

kde dC je diferencidlni 1-forma, které fikame element délky kiivky C, a plati
dC = c1dx + cody. (7.5.2)

V piedchozim vzorci je (cy, ¢3) teény jednotkovy vektor ke kfivce C v souhlasném sméru s ori-
entaci C. Obdobng, je-li C v R3, potom jeji element délky bude

dC = c1dx + cpdy + c3dz (7.5.3)

Délka krivky C je rovna integrdlu elementu délky pies C: |, cdC.

Priklad. UvaZujme kruZnici C stfedem v pocatku a polomérem jedna orientovanou ve sméru ho-
o dinovych ruci¢ek. Nechf (x, y) je prvkem C pak vektor n = (x, y)
r=(=y.x) je normélovym vektorem k C. Je jednotkovy, nebof x* + y? = 1.
n=(x,y) Pqtom t = (—y, x) je te¢ny jednotkovy vektor, navic je souhlasné

orientovén.

\J Délkovy element dC jednotkové kruZnice je tedy

dC = —ydx + xdy.

Pokud tedy chceme spocitat délku jednotkové kruZnice integrujeme objemovy element:
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L:/ —ydC:/ —ydx + xdy.
C C

Zvolime parametrizaci I': [0, 27] — C, ¢(¢) = (cost, sint), mame

27
/ —ydx + xdy = / ¢ (—ydx + xdy) = / —sintd(cost) + costd(sint)dr =
c [0,27] 0

2w 2w
= / sin®t + cos tdt = / dt = 2.
0 0

Véta 7.7 (Greenova). Nechi C C G je po Cdstech hladkd, kladné orientovand, uzaviend
krivka, leZici v oteviené mnoziné G. Ddle D je jednoduse souvisld oblast ohranicend C, funkce
P, O: G - R maji spojité parcidlni derivace. Potom

G apP
0x,y) (x,y)dxdy.
ox

[ P+ 0wy = | '
C D y
D 0 k a z. Disledek véty O

Dusledek 7.8.

1
V01D=—/xdy—ydx
2Jc

Dusledek 7.9 (nezavislost integralu na integracni cesté). Nech/ Pdx + Qdy je diferencidlem
néjaké funkce F: G ¢ R> - R, A, B € G, potom integrdl

/de—i—Qdy:F(B)—F(A)
C

Jje stejny pro kaZdou krivku C v otefené oblasti G s pocdtkem v A a koncem v B.

Uvazujme vektorové pole na n&jaké oteviené mnoziné G v R? (piipadné R?) tedy zobrazeni
f:G — R2. Toto pole miZe reprezentovat magnetické, gravitaéni &i
jiné pole sily. V. mnoZiné G leZi kfivka C s orientaci z bodu A do bodu
B. Integrdl ze skaldrniho soucinu pres kiivku C

fOn -2,

< / X N kde 7 je tecny vektor ke kfivce C, nazyvame krivkovy integrdl 2. druhu.

Vyjadiuje ndm kolik price je tfeba vynaloZzit, ¢i ziskdme, presuneme-li

flx,y) = (x,y) se po kiivce C.Pokud ma f slozky (fi, f2) a teCny vektor ma slozky
’ ’ (71, 72), pak tento integral m4 tvar

(Aﬁ@JM@JWX+ﬁWYMQJN%

Toto je ovSem integral 1-formy, o kterém jsme se jiZ zminili v odstavci

Piiklad UvaZujeme vektorové pole f(x,y) = (x,y) na R? a dsetku C z bodu A = (—1,0) do bodu
B = (3, 3). Vypocitejme
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/Cf(x,y)-df~

Nejprve B — A = (4, 3), velikost | B — A|| = 5. Jednotkovy te¢ny vektor v kazdém bodé C je tedy %(4, 3).

4 3
/f(x,y)'drz/—xdx—i-—ydy
c c5 5

Dopocitame ....
Plosny integral v R3
PloSny element

Véta 7.10 (Gauss-Ostrogradski). Nechi S je uzaviend plocha ohranicujict krychli D oriento-
vand normdlou ven, necht f je hladké vektorové pole na R3. Potom

/ il v, 2)dydz + fo(x, v, 2)dzdx + f3(x, v, 2)dedy =

s
0
:/ fl(x,y,Z)Jr@fz(x,y,Z)+6f3(x,y,Z)dxd
D O0x oy 0z

ydz.

D kaz Plyne z véty[7.6] O

Interpretace pfedchozi véty je néasledujici: Tok vektorového pole f pfes uzavienou plochu S
(smérem ven) je roven mnoZstvi vznikajictho vektorového pole (divergence f) uvniti krychle
ohrani¢ené S. Zapisujeme

/Sf-dsz/Ddivf,

kde symbolem dS oznacujeme pole normalového vektoru.
Specidlni Stokesova véta.

Véta 7.11. Necht C je kfivka ohranicujici plochu S C G, G oteviend v R3, necht f je hladké
vektorové pole na G. Potom

ofs _of2 ofi _ of3 of2 of _
/S (E - a—z) dydz + (a—z - 5) dzdx + (a - 5) dxdy = /C fidx + fody + f3dz

Dk az. Plyne z véty[7.6] O

/S rot £dS = /C fdr.

Priklady.
Priklady.

A zase
Priklady.



8. ObycCejné diferencialni rovnice

8.1. Obecné. Diferencidlni rovnice jsou rovnice, kde nezndmou je funkce y a vyskytuje se v ni
derivace nezndmé funkce. Tedy napiiklad

F(y'(x), y(x),x) =0. 8.1.1)

Priklad. Do nidoby, ve ve které je roztok o koncentraci K, pritéka Cista voda rychlosti v, stejnou rychlosti
odtéka i roztok (v ndbobé se roztok dokonale fedi pfitékajici vodou).

Pod pojmem FeSeni diferencidlni rovnice na intervalu I (mtze byt i neohraniceny)
rozumime libovolnou diferencovatelnou funkci y:/ € R — R, pro kterou je splnéna rovnice

@.L1).

Uvazujeme jednoduchou diferencidlni rovnici na R
y/(x) = x. (8.12)

Regeni této rovnice dostanme integraci, tedy hleddme primitivni funkci k identité. Jak vime na
kazdém intervalu ma takova primitivni funkce tvar y(x) = x%/2 + ¢, kde c je libovolné redlné
¢islo. Vidime, Ze feseni rovnice (8.1.2) nenf jednoznacné. Toto je pro feseni obycejné diferencidlni
rovnice typické, proto se v nich vyskytuje konstanta. Jeji volbou ziskdme funkci vyhovujici
@.L1).

Tato situace ndm umoziiuje predepsat hodnotu nezndmé funkce v jednom bodé defini¢niho
oboru. Tedy pro xo poZadujeme, aby hledané funkce méla hodnotu yg € R. Mame soustavu dvou
rovnic

F(y'(x), y(x),x) =0, (8.1.3)
y(x0) = Yo. (8.1.4)

Takovému problému fikdme Cauchyho pocdtecni problém (ptipadné Cauchyho okrajovd iilohay).
Samoziejmé, Ze pod pojmem feSeni Cauchyho dlohy se rozumi diferencovatelnd funkce spliujici

rovnice (8.1.3) a (8.1.4)

Naésledujici véta odpovida na zakladni otazku — feSitelnost diferencialnich rovnic.

Véta 8.1 (Peano). Nech! G, H C R jsou oteviené mnoziny. Jestlize F: G x H — R je spojitd
funkce. Potom pro kazdé xy € G a yy € H existuje FeSeni pocCdtecni tilohy na
néjakém intervalu v G.

Jist& hned Ctendie napadne, zda takové feSeni existuje jen jedno. Negativni odpoveéd dava:

3y2 s3  Priklad. UvaZzujme rovnici y’ = 3 y2/3 na R. Pro po&ate¢ni podminku y(0) =
0 dostaneme dvé feseni y; (x) = 0 a y»(x) = x3. Ovéite!

A A
e

AA A
AA AN A A

/////
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Diikaz existencni véty je zaloZen na nésledujici mys$lence takzvanych Pikardovych aproximaci.
Uvazujme Cauchyho po&itecni dlohu (8.1.3] [8.1.4). Reseni této tlohy Ize obdrzet jako pevny
bod jistého operatoru. Presnéji y(x) bude feSenim Cauchyho problému pokud pro operétor ¢ je
o (y) = y (¥ je pevnym bodem ¢), kde ¢ je definovano

X
o) =y0+ [ FO@.0d (8.1.5)
X0
Dikaz.
O
Reseni potom hleddme, jako limitu posloupnosti funkei yo, i, 2, . . ., kde yo je konstantni

funkce rovna yg (pocate¢ni podmince) a kazda nasledujici je obrazem pfi operatoru ¢.
Priklad.
Y@ =y, y0) =1

Zminény operator ¢ je pro tuto rovnici

p(() = 1+ /0 Yo

Proto yo =1,

X
yl(x)zl—l—/ ldt =1+ x.
0

X
1
yZ(x)=1+/ 1+tdt=1+x+§x2'
0

X 1 1 1
y3(x)=1+/ I+t + =r2dt =14 x + —x> + 1.
0 2 2 6

Reseni pocateéni tlohy je limita ¢astecnych souctt

X 12 1 2 ]3 0
@) =1+ [ 14t+=?dt=1+x+ x>+ -2+ + —x",

tedy funkce y(x) = e*, jak bylo jist€ jasné od zacatku.

Pokud je tedy zajisténa konvergence zminéné posloupnost, pak je zajiSténa existence a jedno-
znacnost (diky jednoznacnosti limity) feSeni pocatecni tlohy. Kontraktivnost operatoru a nasledné
konvergenci alespoii na néjakém intervalu obdrzime, pokud je funkce F spojité diferencovatelné.
To ndm dédva nésleduji zdkladni vetu.

Véta 8.2 (Existence a jednoznaénost). Nechf G, H C R jsou oteviené mnoziny. Jestlize F: G x
H — R je spojité diferencovatelnd funkce. UvaZujeme rovnici (8.1.1), potom existuji intervaly
I C GalJ C H, Ze pro kazdé yg € I existuje jedinné feseni y(x) na intervalu J

Navic na kaidém uzavieném podintevalu 1 je zdvislost FeSeni na pocdteini podmince spojitd.
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8.2. ReSeni specialnich typa diferencidlnich rovnic.
Separace proménnych.
Pokud lze rovnici (8.1.1]) psat ve tvaru

y'(x) = f(x)g(y(x)), 8.2.1)

pak fikdme, Ze jsou v ni proménné separované. Tuto rovnici bychom mohli pfepsat do tvaru

d
= = F080.

Formalnim vynasobenim pfedchozi rovnice vyrazem dx a podélenim f (x) dostaneme rovnici, kde
nleva strana zavisi pouze na y a prava pouze na x. Pokud nalezneme primitivni funkce k obéma
strandm (obé strany zintegrujeme podle ,,svych®* proménnych), dostanme feseni v implicitnim
tvaru.

Véta 8.3. Necht f, g jsou spojité diferencovatelné na okolich bodii xo, yo € R a g(yo) # 0. Ddle

necht y(x) je feSenim pocdtecni lilohy , které ndm ddvd véta[8.2] Potom y(x) je ddno
implicitné rovnict

/yoy ﬁdz/x: f(r)dr.

Priklad. Naleznéte feSeni rovnice

¥ (x) = 2xy(x).

Rovnici pfepiSeme do tvaru se separovanymi proménnymi

dy
— = 2xy,
b
—y=2x.dx
Yy

Nyni nalezneme primitivni funkce na obou stranich.

In|y| =x’+c,

kde ¢ € R je libovolné. Obdrzeli jsme feSeni rovnice v implicitnim tvaru. Pokud rovnici jesté upravime,
dostavame feSeni v explicitnim tvaru

y@) = ke*,

kde k € R je libovolné. Pokud by byla navic pfidana pocatecni podminka xo = 0, yo = 2, tedy y(0) = 2,
dopocitali bychom konstantu k.

2 = y(0) = ke’ = .
Specidlni pripady.

Nezavislost na y. Pokud rovnice (8.2.1) neobsahuje vyraz zavisly na y(x), tedy g(y) = 1,
dostavame feseni piimo a v explicitnim tvaru

() = y0+ / F)dr.

Nezavislost na x. Obdobné, pokud (8.2.1) neobsahuje vyraz zavisly na x, tedy f(x) = 1,
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dostadvame feseni v implicitnim tvaru

v
x—m=[;35&=GU@D—mW)

G je primitivni funkci k 1/g.

8.3. Linearni direfencialni rovnice. Diferencidlni rovnice je linedrni pokud je ve tvaru

y' () + p(x)y(x) = g(x). 8.3.1)
Pokud je v (8.3.1) funkce g rovna nule jednd se o homogenni (linedrni) diferencidlni rovnici. Tedy

y'(x) + p(x)y(x) = 0. 8.3.2)

Velkou vyhodou linearni diferencidlni rovnice je fakt, Ze ma feSeni na cely interval. Presné&;ji
feCeno, kazdé feSeni (8.3.1) lze rozsifit na néjaky interval.
Dalsi uziteCnou vlastnosti je nasledujici:

Véta 8.4. Nechf yp:1 — R je FeSeni ayp:I > Rje fefem’ na témze intervalu.
Potom funkce yp + yp je FeSeni (8.3.1).

Dikaz Mame y, + pyg = 0ayy + pyp = q. Nyni ovéiime, Ze yy + yp je feSeni (8.3.1).
Pocitdme levou stranu rovnice

Ou+yp)+p-Ou+yp)=yy+prya+yp+pyp=0+q.

Tim je véta dokdzana. [J

Z predchozi véty plyne, Ze mame-li jediné feSeni (8.3.1) a vSechna feSeni homogenizované
rovnice (8.3.2)), pak vSechna feSeni na danném intervalu ziskame tak, Ze ke vSem feSenim homo-
genizové rovnice pficteme jedno urCité (parituldrni) feSeni (8.3.1).

Véta 8.5 (o prostotu reseni). MnoZina FeSeni na intervalu I tvofi vektorovy prostor.

Presnéji, FeSeni md tvar

@) = oo ho PO

kde xg € I a c € R je libovolné.
Dtk a z. Piimym dosazenim. [

Priklad.

Homogenni linearni diferencidlni rovnici lze vzdy feSit separaci proménnych, nalezeni parti-
kularniho feseni Ize naleznout pomoci takzvané variace konstant.

8.4. Soustavy diferencialnich rovnic. UvaZujeme soustavu n diferencidlnich rovnic pro n
neznamych funkci:

Vi) = a;,1(x)y1(x) + - + a1 (x)ya(x) + b1 (x),
: (8.4.1)

Vo) = ant (Y1) + -+ () Y (6) + b ().

Vektorové lze tuto soustavu psat ve tvaru

(v@) = 4@ (y0) + (bw). (8:4.2)
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Analogicky jako jako v pfipadé jedné rovnice (viz lze ukdzat, 7e feSeni soustavy
miZeme psat ve tvaru souctu feSeni homogenni soustavy a partikuldrniho feSeni. Proto se nej-
prve budeme vénovat feSeni homogenizované soustavy, tedy kdy je vektor funkci b(x) nulovy.
Omezime se na piipad, pouze ¢iselné matice A. Tedy

(y(x))/ =A (y(X)), (8.4.3)

kde A = (a; ;) aa;; € R. Uvédomme si, Ze pokud mdme pouze jednu rovnici, tedy y'(x) =
a - y(x), je jasné, Zze obecnym feSenim je ygy(x) = ke™, pro k € R. Pokud bychom pouzili
tuto analogii na soustavu rovnic, je nutné definovat vyraz e, pro &iselnou matici A. Tento vyraz
definujeme stejné jako u Ciselné exponencidlni funkce jako nekonecnou fadu

1 1
A= E+ A+ A=A
2 n!

kde E je jednotkova matice prislusSného fadua A" = A - ... - A je n-td mocnina A. V pfipadé, Ze
A je diagondlni matice. 1ze snadno odvodit, Ze

el 0 ... O
A= 0 e22... 0
0 0 ... etn

Proto se ndm nyni hodi tvrzeni linedrni algebry, Ze kazdou matici lze psat ve tvaru A = P~1J P,
kde P je reguldrni matice z vlastnich vektorti a J je matice v Jordanové tvaru (nejjednodussim
pripadem je ten, kdy je J diagondlni).

Definice e? s faktem, ze A" = (P~'JP)-(P~'JP)-....(P~1JP)=P~1J"P diva

e =pledp.

Obecné feseni (8.4.3) je potom

yux) =kP~'e’ P,
kde k € R" je libovolné. Tyto tivahy nam davaji nasledujici tvrzeni.

Véta 8.6. MnoZina FeSent systému na intervalu I tvoFi n-rozmérny vektorovy prostor.
D i k a z. Obdobné jako v pfipadé jedné rovnice. [J

Linedrné nezdvislé funkce ¢y, ..., ¢, které jsou bdzi v prostoru feSeni (8.4.3)) nazveme fun-
damentdlni systém FeSeni (8.4.3)). Libovolné feseni tohoto systému lze tedy vyjadfit jako linedrni
kombinaci prvkl fundamentalniho systému.

Pro systému linedrnich diferencidlnich rovnic lze taktéZ obdrZet obdobu véty proto
dostdvdme nésledujici tvrzeni.

Véta 8.7. KaZdé reseni y(x) systému Ize vyjddFit ve tvaru y(x) = > 7_, cigi + yp, kde
¢i € R jsou libovolnd, {@1, ..., ¢;} tvoii fundamentdlni systém FeSeni a yp(x) je reseni
8.4.2).

Vratme se nyni k explicitnimu vyjadfeni feSeni homogenni soustavy.

1. Matice J je diagondini. Tedy existuji vlastni &fsla Aq, .. ., A,, potom maji matice J a e” tvar
210 ...0 e 0 ... 0
J:(O ,12...0), e/=( 0e2...0
0 Oj.n 0 0 ”.e)~n

ReSeni homogenniho systému je potom ve tvaru yy(x) = kP~ 'e/*P, a jelikoZ jsou matice P, P~!
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vyjadfeny pomoci vlastnich vektorti, dostaneme

At Ant
Yy =ciu1e’ + -+ cpue™,

kdecy, ..., c, € Rjsoulibovolné a u; € R” je vlastni vektor piislusny 4;.
Priklad.

Y1 () = 5y1(x) + 2y2(x)
/
¥o(x) = =4y1(x) — y2(x).
. 5 2 . Py VR . . T
Matice _4 —q ma vlastni ¢isla A1 = 1 a A2 = 3 k min pfislusné vlastni vektory jsou u; = (1, =2) ' a

ur = (1, =1)7. Ovéite!
Fundamentalni systém feseni je potom ¢ (x) = (1, =2) Te* a ¢2(x) = (1, —1) Te**. Obecné feseni je

potom
1 X 1 3x
y(x) =cy o )etal g )er-
Nebo-li
yi(x) = cre” + cre
Vy(x) = —2cie* — e

2. Pfipad, kdy mdme vicendsobnou vlastni hodnotu, si ukdZeme na piipadé, kdyn = 3amame 11 = 1, = 1
a od ni rdznou vlastni hodnotu A3. Potom

0
0

A1
JZ(M )
00 43

100 ix 1.0 | [ AP 220 L[ A ATy
e =(010)+0 0 Ax O J+=| 0 222 0 |+--+—| 0 An"

001 0 0 s 0 0 2 o 0 A
ST Anat/nt 302, AT (= 1) 0 o pelt 0
= 0 2onso A"x" /! 0 =1 0 e* 0
0 0 > Ak /! 0 0 &b

Je-li u vlastni vektor pifislusny k A, u3 vlastni vektor pfislusny A3 a o je vektor, ktery se zobrazi na u
(zobecnény vlastni vektor), potom je feSeni ve tvaru

y(x) = crue™ + (v + ux)e)“x + c3uze’

Priklad.

yi(x) = 3y1(x) + y2(x)
y3(x) = =y1(x) + »

Matice A = (_i’ i) ma jediné vlastni &islo 4 = 2, vlastni vektor je u = (1, —1)T, zobecnény vlastni

vektor v, ktery se zobrazi na u, je feSenim Av = u. Dostdvdame v = (1/2, —1/2)T. Proto

_ 1 2x 1/2+1x 2x
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3. Pripad komplexni vlastni ¢isla. Pokud bychom se spokojili s feSenim v komplexnim oboru, pak lze

P

postupovat jako v predchozich piipadech. Ma-li realni matice komplexni vlastni ¢islo, pak i ¢islo komplexné
sdruzené je vlastnim Cislem a vlastni vektory k t€mto Cislim jsou také komplexné sdruzené. Jsou-li ¢ a
@ komplexné sdruZené prvky fundamentilniho systému, pak vhodnou linedrni kombinaci ziskdme redlné
linedrné nezdvislé funkce, které nahradf ¢, p. Napifkad méiZeme zvlolit §(p + %) a 5-(p — ).

Priklad.

yi(x) = y2(x)
¥ (x) = —y1(x)

Matice systému je A = ( _(1) 0 ) Tato matice m4 vlastni hodnoty i, —i. k nim dostdvdme vlastni vektory

up = (=i, DT, ua =G, DT , ,

Fundamentalni systém fesenti je {¢1, 92} = {u1e"*, upe™*} = {u;(cos x +isinx), up(cosx — i sinx)}.
V prostoru feSen{ si zvolime jinou linedrné nezdvislou dvojic tim, Ze poloZime y; = %((p 1+@)ay =
1 .
7 (91 — 92). Mdme

1 1 1
W = E(ul COSX 4 [uysinx + upcosx — iupsinx) = E(ul + up) cos x + E(iul —iup)sinx =

1 1
= E((_i’ DT+ @G 1) )cosx + 5((1, T —(=1,i)")sinx = (1,0)" sinx + (0, 1) T cos x,

1 1 1
Wy = T(ul COSX 4 fupsinx —upycosx + iupsinx) = T(ml + iup)sinx + 7(141 — Up)CoOSX =
l l l
= (0, —1)-r sinx + (l,O)T COoS X.

Obecné feSeni je potom

y(x) =cry1 + coyp2 = ci(sinx, cos )c)T + cy(cos x, — sinx)T.

y1(x) = cysinx 4 ¢z cos x,
y5(x) = crcosx —cpsinx.

Jak jsme jiz fekli obecné feseni soustavy (8.4.1) 1ze vyjadfit ve tvaru souctu obecného feSeni
systému homogenizované soustavy (8.4.3) a jednoho feSeni s nenulovym vektorem b(x). Toto
partikuldrni feSeni 1ze obdrZet stejné jako v kapitole|8.3| variaci konstant.

Véta 8.8 (variace konstant). UvaZujme linedrni diferencidlni rovnici

V' (x) = ax)y(x) + b(x). (8.4.4)

podle véty|8.5je yu (x) = ceA WX je pro kazdé ¢ € R FeSenim homogenizované rovnice y'(x) =
a(x)y(x) na intervalu I C R. Potom existuje feSeni yp rovnice na I ve tvaru

yp(x) = Cx)e™,
kde C (x) je primitivni funkci k b(x)e™A®),

D @ k a z. Pfedpokladejme, Ze yp(x) = C(x)e?(”), pro n&jakou primitivni funkci k b(x)e
Plati tedy

—A(x).

Yo (x) = C'(x)e™ + C(x)e™ A’ (x)

= C'(x)e’™ + a(x)C(x)er™ (A je primitivni k a )
= b(x)e ™ AMeAM 4 4(x)C(x)eA™ (C je primitivni k b(x)e?)
=a(x)yp(x) + b(x). (definice yp)
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8.5. Linearni diferencialni rovnice vyssiho radu. Direfencidlnim rovnicim, které obsahuji deri-
vaci vyS$siho nez prvniho fadu, se budeme vénovat pouze v piipadée linedrnich rovnic vyssitho rddu
a to jen s konstantintnimi koeficienty.

Predpokladejme, Ze mame rovnici ve tvaru

YV () +ary" V() -+ a1y () + any(x) = b(x) (8.5.1)

kde a; € R. Substituci y{ = y2,¥) = y3,..., y®=D =y je rovnice || ekvivalentni se
systémem linedrnich diferencidlnich rovnic

yi(x) = y2(x)

, : (8.5.2)
yn_l(x) = yu(x)
Yp(X) = —a1yn(x) -+ — an—1y2(x) — any1(x) — b(x)
Pokud uvaZujeme homogenizovanou soustavu k pfedchozimu, pak matice systému je
0 1 -~ 0 O
0 o --- 0 o0
, (8.5.3)
0 0 0 1
—ap —dp—1 - —az —aj
jejiz charakteristicky polynom ma tvar
d Q) ="+ a2 a1 A+ a. (8.5.4)

Podle poctu a ndsobnosti se situace rozpada na nasledujici piipady:

n ruznych (jednonasobnych) vlastnich hodnot 11, ..., 1,. V tomto piipadé kazdé vlastni
Cislo prispiva do linearni kombinace obecného feseni jednim s¢itancem. Celkové je
_ AMx AnX
yu((x) = c1e’ 4 - 4 e,
kde c¢; € R jesiu libovolné. Vlastni vektory znat nemusime, protoZe ze soustavy nds zajima
pouze y; a prvni slozka vlastniho vektoru, kterym by se pfi feSeni vynasobila e**, se ,,zapocita“
do parametru c. Jinak fe¢eno, je-li u vlastni vektor k A pak mnoZina funkci cuje™ je obsaZena
v ce’*, probiha-li ¢ celé R.
Nékteré 1; je p-nasobné. Potom séitance v linedarni kombinaci od tohoto vlastniho &isla, bu-
dou kromé& e*+* obsahovat je§té xe’**, ..., x?~1e*** Napiiklad, pokud 1; je p-ndsobné a ostatni
vlastni ¢isla 45, ..., A,—p—1 jsou jednondsobna, je

yr(x) = c1e™ 4 cpxet 4 epxP Tl e et 4 et

Vlastnim ¢islem je 1 = a + fi. Potom je vlastnim ¢islem i 1 = a — Bi, polynom (8.5.4) mé
redlné koeficienty. Funkce e(*TA)* piipadné i xe*TAD* (v piipadé Ze je o + fi vicendsobné) by
v libovolné linearni kombinaci tvorily ¢ast obecného feseni.

Priklad.
¥ (x) = 13y"(x) 4+ 12y'(x) = 0.

Ackoliv vime z (8.5.4), jak bude vypadat charakteristicky polynom, provedeme detailné cely postup. Sub-
stituujeme y; =y, y2 = y{, ¥3 = y5. Dostdvdme soustavu
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@) = y(x) 11 o
y5(x) = y3(x) A—iE:( 0 -2 1 )
Y3(x) = —12y2(x) + 13y3, 0 —12 13-4
Potom
detA —JE = —A(—2(13 = )+ 12) = =23 + 132> — 122

CoZz odpovida (Znaménko zde roli nehraje). Kofeny charakteristického polynomu jsou 1; = 0,
A2 = 1, 23 = 12. JelikoZ nas zajimd pouze y;, nemusime pocitat vlastni vektory, které urcuji ,,poméry*
mezi jednotlivymi y;. A protoZe jsou vSechna vlastni ¢isla jednondsobnd, budeme od kazdého z nich mit
jeden prvek z nich se sestavi obecné feSeni zadané rovnice. Tedy

2x 2x

y(x) = Cleox + Czelx + C3e1 =c] + e’ + C3€1

Priklad.
y' —4y +13y =0.

Jiz se nebudeme zdrZovat soustavou a sestavime charakteristicky polynom.

y(A) =22 —41+13
Koreny jsou 11 =2+ 3i a 1, = 2 — 3i. Obecné feseni v komplexnim tvaru je tedy

Y(x) = @I 4 0yeC3ix,

Fundamentalni systém feSeni {p1, 2} je o1 = eC13D¥ = ¢2¥(cos(3x) + i sin(3x)) a g = e(@3)x
e”*(cos(3x) — isin(3x)). V tomto prostoru si miize zvolit bazi {1, o} z redlnych funkci tak,

polozimey = 1(p1 + ¢2),

N<
a

1 1
5((01 + @) = Eez’“ (cos(3x) + i sin(3x) + cos(3x) — i sin(3x)) = e cos(3x),

z vz

coz odpovida redlné Casti g1 nebo . A

%((pl — ) = %ez" (cos(3x) + i sin(3x) — cos(3x) + i sin(3x)) = ** sin(3x),
to zase odpovidad imaginarni Casti ¢1. Obecné feSeni je tedy
y(x) = c1e* cos(3x) + c2e** sin(3x).
Obecné feSeni diferencidlni rovnice (8.5.1I), pokud zndme feSeni homogenizové rovnice pro

b(x) = 0, je samoziejmé ve tvaru souctu yy + yp. Partikularni feSeni 1ze opét nalézt metodou
variace konstant.
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bod staciondrni: 37]
derivace druha Fréchetova:
— Fréchetova p-té:[33]

— Gateauxova:[13

— parcidlni:[T3]

— — zobecnéného typu:

— podle vektoru:[13]

extrém lok4lni:[37]

Funkce definovand implicitné: 22]

— integrovatelnd: [43]

funkce Lagrangeova: 40|

integrdl na mnoZing:

Integrél na obdélniku: 3]

Koule oteviend v normovaném
prostoru: ]

— uzaviend v normovaném
prostoru: []

limita funkce:[3]

matice Jakobiho:

— parcidlnich derivaci: [I6]

maximum lokaln{ funkce: [37]

— — na mnoZing:

— ostré lokalni: [37]

minimum lokaln{ funkce: [37]

— — na mnoZing:

— ostré lok4lni: 37]

mnozina Jordanovsky

. Rejstiik
Rejstrik

méfitelna: 48] — generovand normou:

— miry nula: [46] — prirozend na R":
MnoZina ohrani¢ena sou¢inova na R": [

v normovaném prostoru: [I] tloha Cauchyho (pocétecni): [57]
Norma: 1] zjemnéni déleni: [43]
normy ekvivalentni: 3] — — spole¢né: [43|
Obdélnik v R”: [(43] zobrazenf asociované: 30} [33]
Objem obdélniku n-rozmérny:[d3] — definované implicitng: 28]
oscilace funkce na mnoZin¢: — diferencovatelné p-krit: 33|
— — v bodé: — — dvakrit spojité: 3]
problém Cauchyho — — spojité: [T§]

(potatecni): — dvakrit diferencovatelné:
proménné separované: [59] — Fréchet diferencovatelné:
Prostor normovany: [T] — homogenni Fadu n:|[33]
rovnice diferencialni: [57] — kvadratické:

— — linedrni homogenni: [60] — — indefinitni: 3§

— — linedrni vys§iho fadu:[63] ~ — — negativné definitni: [38]

— — linedrni: — — pozitivné definitni:

— se separovanymi — multilinedrni:
proménnymi: 59 — parcidlni:[T3]

feSeni diferencidlni rovnice: 57 — spojité v normovanych

— partikuldrni: [60] prostorech: 2]

Slozky funkce: 3] — symetrické: 29

Soucet dolni: 44 — — multilinedrni: 33|

— horni: 4] — tiidy C?:

systém fundamentdlni: [61]
Topologie eukleidovska na R": 4]
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