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1.4 Kompaktnı́ množiny v Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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2.1 Fréchetova derivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Derivace podle vektoru, Gâteauxova derivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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3.4 Obecná věta o implicitnı́m zobrazenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4 Derivace vyššı́ch řádů 29
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7.3 Integrál z diferenciálnı́ formy na krychli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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1. Přirozená topologie v Rn

V prvnı́ části tohoto textu zavádı́me přirozenou topologii na množině Rn , nejprve jako topo-
logii normovaného prostoru, a pak jako topologii součinu topologických prostorů. Dvojı́ definice
nám umožnı́ v dalšı́m výkladu a při řešenı́ úloh zvolit přı́stup, vždy vhodný pro danou situaci.
Tato oboustrannost se nám osvědčı́ již v této kapitole.

V celé kapitole (i v dalšı́m textu) budeme uvažovat množinu Rn s přirozenou strukturou vek-
torového prostoru nad polem R.

1.1. Normované prostory. Všechny vektorové prostory, s nimiž budeme pracovat v tomto od-
stavci, budeme uvažovat nad polem reálných čı́sel.

Vektorový prostor X se nazývá normovaný, je-li na něm definována norma, což jest zobrazenı́
‖ · ‖: X → R splňujı́cı́ následujı́cı́ tři podmı́nky:

1. Pro každé x ∈ X je ‖x‖ 6= 0 jestliže x 6= 0.
2. Pro každé x ∈ X a t ∈ R je ‖t x‖ = |t | · ‖x‖.
3. Pro každé x, y ∈ X platı́ ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

Poznámky (| − x |, |0|, ) !!!!
Přı́klady !!!!
Definici a základnı́ vlastnosti normovaného prostoru známe z algebry. V tomto odstavci si

všimneme, jak lze pomocı́ normy na vektorovém prostoru definovat topologii.
Necht’ x ∈ X , r ∈ R, r > 0. Položme

B‖·‖r (x) = {y ∈ X | ‖y − x‖ < r}, (1.1.1)
B̄‖·‖r (x) = {y ∈ X | ‖y − x‖ ≤ r}, (1.1.2)

Množina B
‖·‖
r (x) (respektive B̄‖·‖r (x)) se nazývá otevřená (respektive uzavřená) koule (vzhle-

dem k normě ‖·‖) se středem x a poloměrem r . V přı́padě, že nedojde k nedorozuměnı́, budeme
použı́vat jednoduššı́ch symbolů Br (x) a B̄r (x).

Vlastnosti koulı́ !!!!
Množina A ⊂ X se nazývá ohraničená, je-li množina ‖A‖ (obraz množiny A při zobrazenı́

‖·‖) ohraničená. Ekvivalentně: množina A je ohraničená, existuje-li otevřená koule Br (0) taková,
že A ⊂ Br (0).

Pomocı́ otevřených koulı́ nynı́ můžeme definovat na X topologii τ generovaná normou
následovně: množina G ⊂ X je otevřená (tedy prvkem topologie), jestliže pro každý bod x ∈ G
existuje Br (x) taková, že Br (x) ⊂ G.

Stejného výsledku dosáhneme, pokud v definici mı́sto otevřené koule použijeme uzavřenou.

Lemma 1.1. Takto definovaný systém je skutečně topologie na X.
D ů k a z. Ověřı́me, že systém τ splňuje axiomy topologie. Uvažujme systém (Gα)α∈A prvků τ ,
dokážeme, že

⋃
α∈A Gα je rovněž prvek τ . Pokud x ∈

⋃
α∈A Gα potom existuje α0 ∈ A takové,

že x ∈ Gα0 . Z definice topologie existuje Br (x) s Br (x) ⊂ Gα0 . Proto Br (x) ⊂
⋃
α∈A Gα .

Necht’ G1,G2 ∈ τ , ověřme, že G1 ∩ G2 ∈ τ . Zvolme x ∈ G1 ∩ G2. Jelikož je x prvkem
G1 existuje Br1(x) ⊂ G1, analogicky existuje Br2(x) ⊂ G2. Potom pro r = min{r1, r2} máme
Br (x) ⊂ G1 ∩ G2. Tedy G1 ∩ G2 ∈ τ .
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Prostor X i prázdná množina jsou prvky τ . �

Systém všech otevřených koulı́ normovaného prostoru X tvořı́ bázi topologie na X .
Otevřené koule jsou otevřené množiny a uzavřené koule jsou uzavřené množiny v topologii generované

normou.
Každá otevřená i uzavřená koule je souvislá množina.
Každý normovaný prostor je Hausdorffův topologický prostor.

Podı́vejme se nynı́ na spojitost zobrazenı́ mezi normovanými prostory. Uvažujme X a Y dva
normované prostory s topologiemi generovanými normami. Jak vı́me ze základů topologie zob-
razenı́ f : X → Y je spojité pokud vzorem otevřené množiny v X je otevřená množina v Y . Zde
máme topologii na X i na Y definovanou pomocı́ normy, proto lze spojitost definovat vycházejı́c
z normy

Věta 1.2 (ε-δ kritérium spojitosti). Necht’ X a Y jsou normované prostory s normami ‖·‖X a
‖·‖Y , dále A ⊂ X. Zobrazenı́ f : A → Y je spojité, právě když pro každé x0 ∈ A a pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x ∈ A, ‖x − x0‖X < δ platı́ ‖ f (x) − f (x0)‖Y < ε

(alternativně zapsáno: f (A ∩ B
‖·‖X
δ (x0)) ⊂ B

‖·‖Y
ε ( f (x0)).

Norma je spojité zobrazenı́. Skutečně, napřı́klad spojitost v nule: Vzor intervalu (−ε, ε) při zobrazenı́
‖·‖ je přece B

‖·‖
ε (0). Proto

∥∥∥B
‖·‖
ε (0)

∥∥∥ ⊂ (−ε, ε).
Necht’ x ∈ X je libovolný vektor, definujeme fx : R → X předpisem fx (t) = t x . Toto zobrazenı́ je

lineárnı́ a spojité.

Uvažme nynı́ dvě normy (‖·‖ a |·|) na vektorovém prostoru X a zkoumejme, za jakých okol-
nostı́ bude topologie indukovaná normou ‖·‖ silnějšı́, než topologie indukovaná normou |·|. V
následujı́cı́ větě tyto topologie označujeme symboly τ‖·‖ a τ|·|.

Věta 1.3. Necht’ ‖·‖ a |·| jsou dvě normy na vektorovém prostoru X. Následujı́cı́ čtyři výroky jsou
ekvivalentnı́:

1. τ‖·‖ je silnějšı́ než τ|·|.

2. Existuje čı́slo m > 0 takové, že B
‖·‖
m (0) ⊂ B

|·|

1 (0).

3. Existuje čı́slo m > 0 takové, že B̄‖·‖m (0) ⊂ B̄|·|1 (0).
4. Existuje čı́slo M > 0 takové, že |·| ≤ M · ‖·‖.

D ů k a z. Předpokládejme, že platı́ tvrzenı́ 1, že každá otevřená množina v topologii τ|·| je
otevřená i v topologii τ‖·‖. Pak množina B

|·|

1 (0) je otevřená v topologii τ‖·‖, což znamená že
existuje otevřená koule B

‖·‖
m (0) tak, že B

‖·‖
m (0) ⊂ B

|·|

1 (0). To je tvrzenı́ 2.
Postupujeme sporem, předpokládejme, že platı́ tvrzenı́ 2. a neplatı́ tvrzenı́ 3. Nejprve existuje

m > 0 takové, že pro každé ‖x‖ < m platı́ |x | < 1 a jelikož neplatı́ tvrzenı́ 3. existuje x ∈ X ,
‖x‖ = m a |x | > 1. Pak pro vektor

x̄ =
|x | + 1

2|x |
x

platı́ jednak

‖x̄‖ =
∣∣∣∣ |x | + 1

2|x |

∣∣∣∣ ‖x‖ = ||x | + 1|
2|x |

m =
(
|x |
2|x |
+

1
2|x |

)
m < m

a jednak

|x̄ | =
∣∣∣∣ |x | + 1

2|x |

∣∣∣∣ |x | = ||x | + 1|
2|x |

|x | =
||x | + 1|

2
> 1,
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což je spor. Platı́ tedy tvrzenı́ 3.
Nynı́ předpokládejme platnost výroku 3. a položme M = 1/m. Kdyby existoval vektor x ∈ X

takový, že |x | > M‖x‖, pak by pro vektor

x0 =
m
‖x‖

x

platilo ‖x0‖ = m, neboli x0 ∈ B̄‖·‖m (0), a

|x0| =
m|x |
‖x‖

> mM = 1,

neboli x0 /∈ B̄|·|1 . To je spor, který dokazuje výrok 4.
Konečně, předpokládejme platnost tvrzenı́ 4. Necht’ U je množina otevřená v τ|·|, x ∈ U bod.

Necht’ ε > 0 je takové čı́slo, že B
|·|
ε ⊂ U . Pak B

‖·‖

ε/M(x) ⊂ B
‖·‖
ε (x) ⊂ U , což dokazuje, že

množina U je otevřená v topologii τ‖·‖.
Tı́m je důkaz hotov. �

Dvě normy na vektorovém prostoru se nazývajı́ ekvivalentnı́, majı́-li shodné indukované topo-
logie. Z předchozı́ věty nynı́ snadno plyne

Věta 1.4. Normy ‖·‖ a |·| na vektorovém prostoru X jsou ekvivalentnı́, právě když existujı́ čı́sla
m,M > 0 taková, že

m · ‖·‖ ≤ |·| ≤ M · ‖·‖ .

Důsledek 1.5. Jsou-li normy ‖·‖ a |·| na vektorovém prostoru X ekvivalentnı́, pak každá množina,
ohraničená vzhledem k jedné z nich, je ohraničená i vzhledem k druhé.

Platı́ i opačné tvrzenı́. Zformulujte je a dokažte!

Necht’ X, Y jsou normované prostory A ⊂ X , f : A → Y zobrazenı́ bod a ∈ X hromadný
bod množiny A (ne nutně prvek A). Prvek L ∈ Y nazveme limitou f pro x jdoucı́ k a, pokud pro
každou kouli Bε(L) existuje koule Bδ(a) taková, že f (A ∩ Bδ(a) \ {a}) ⊂ Bε(L). Zapisujeme

L = lim
x→a

f (x)

Snadno lze ukázat, že L ∈ Y je limitou f : A→ Y pokud pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pokud
x ∈ A, ‖x − a‖X < δ potom ‖ f (x)− L‖Y < ε.

Podobnosti v definici limity a spojitosti lze jen těžko přehlédnout. Jde skutečně o těsně souvi-
sejı́cı́ pojmy.

Věta 1.6 (o souvislosti spojitosti a limity). Necht’ X, Y jsou normované prostory A ⊂ X,
f : A → Y zobrazenı́ a bod a ∈ X hromadný bod množiny A. Bod L ∈ Y je limitou f pro x
jdoucı́ k a právě když zobrazenı́ f̄ : A ∪ {a} → definovaná

f̄ (x) =
{

f (x) jestliže x ∈ A;
L jestliže x = a,

je v a spojité.
D ů k a z. Plyne z definic obou pojmů. �

Přı́klady limity!!!!!

1.2. Rn jako normovaný prostor.. Uvažme zobrazenı́ ‖·‖1, ‖·‖2, ‖·‖∞: Rn
→ R,
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‖x‖1 = |x1| + |x2| + · · · + |xn|

‖x‖2 =
√
(x1)2 + (x2)2 + · · · + (xn)2 (1.2.1)

‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}

Lemma 1.7. Každé ze zobrazenı́ (1.2.1) je norma na Rn .
D ů k a z. Přenecháváme čtenáři. �

Snadno lze zjistit, že pro normu ‖·‖∞ platı́

B
‖·‖∞
r (x) = (x1 − r, x1 + r)× (x2 − r, x2 + r)× · · · × (xn − r, xn + r). (1.2.2)

B̄‖·‖∞r (x) = [x1 − r, x1 + r ]× [x2 − r, x2 + r ]× · · · × [xn − r, xn + r ]. (1.2.3)

Otevřené koule v této normě jsou tedy krychle. Jak vypadajı́ koule v nadefinovaných normách lze vidět
na obrázku.

Pro n = 1 všechny tři uvedené normy splývajı́, otevřené (respektive uzavřené) koule jsou otevřené
(respektive uzavřené) intervaly a indukujı́ přirozenou topologii na R.

B̄‖·‖∞1

B̄‖·‖21

B̄‖·‖11

Lemma 1.8. Pro zobrazenı́ ‖·‖1, ‖·‖2, ‖·‖∞ platı́

‖·‖1 ≥ ‖·‖2 ≥ ‖·‖∞,
‖·‖1 ≤

√
n ‖·‖2,

‖·‖2 ≤ n ‖·‖∞,

D ů k a z. Přenecháváme čtenáři. �

Z předchozı́ho lemmatu a Věty 1.4 nynı́ plyne

Věta 1.9. Normy ‖·‖1, ‖·‖2, ‖·‖∞ jsou ekvivalentnı́.
Topologie na Rn , indukovaná normami ‖·‖1, ‖·‖2,

‖·‖∞, se nazývá přirozená (eukleidovská) topologie Rn .
Uvedené definice můžeme ještě dále zobecnit, když pro libovolné p ≥ 1 položı́me

‖x‖p := p
√
|x1|p + |x2|p + · · · + |xn|p

Takto definované zobrazenı́ ‖·‖p je norma; trojúhelnı́ková nerovnost vyplývá z Minkowského nerovnosti

p
√
|x1 + y1|p + · · · + |xn + yn|p ≤

p
√
|x1|p + · · · + |xn|p +

p
√
|y1|p + · · · + |yn|p,

která platı́ pro každé p ≥ 1.

Koule B
‖·‖p
1 (0), p = 1, 2, 3, 4, 5,∞

Všechny normy ‖·‖p indukujı́ tutéž topologii (jsou ekviva-
lentnı́); tato skutečnost snadno vyplývá Věty 1.4, Lemmatu 1.8 a
Jensenovy nerovnosti

p
√
|x1|p + · · · + |xn|p ≤

q
√
|x1|q + · · · + |xn|q ,

která platı́ pro každé p, q, 0 < p ≤ q .
Poznamenejme ještě, že označenı́ ‖·‖∞ pro třetı́ normu z 1.2.1

je přirozené, jelikož platı́

lim
p→∞

p
√
|x1|p + · · · + |xn|p = max{|x1|, . . . , |xn|} = ‖x‖∞.

1.3. Rn jako součin topologických prostorů. Uvažme na množině R přirozenou topologii (jako
obvykle) a na množině Rn

= R× R× · · · × R topologii součinu topologických prostorů. Vı́me,
že bazı́ této topologie je systém všech otevřených kvádrů v Rn , tj. množin
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I1 × I2 × · · · × In

kde I1, I2, . . . , In jsou otevřené intervaly.

Věta 1.10. Topologie součinu na Rn je shodná s přirozenou topologiı́.
D ů k a z. Podle (1.2.2) existuje báze přirozené topologie na Rn , jejı́ž každý prvek je otevřený
kvádr tedy generátor součinové topologie. Tı́m je ukázáno, že přirozená topologie je silnějšı́ než
součinová.

Naopak, jestliže x je prvkem nějaké množiny U otevřené v součinové topologii, existuje
otevřený kvádr I , pro který platı́

x ∈ I = (x1 − r1, x1 + r1)× (x2 − r2, x2 + r2)× · · · × (xn − rn, xn + rn) ⊂ U.

Položı́me r = min{r1, r2, . . . , rn}. Potom platı́

x ∈ B
‖·‖∞
r (x) ⊂ (x1 − r1, x1 + r1)× (x2 − r2, x2 + r2)× · · · × (xn − rn, xn + rn) ⊂ I ⊂ U.

Našli jsme tedy kouli (zvolili jsme si výhodně normu ‖·‖∞ — však jsou všechny ekvivalentnı́)
tedy otevřenou množinu v přirozené topologii, která je podmnožinou U . To dokazuje, že každý
otevřený kvádr je otevřená množina v přirozené topologii. Součinová topologie je silnějšı́ něž
přirozená. �

Uvažujme funkci f : Rn
→ Rm k této funkci definujeme m funkcı́ f1, f2, . . . fm : Rn

→ R,
fi = pri ◦ f a nazveme je složkami funkce f .

Máme-li funkci f : R2
→ R2, f (x, y) =

(√
2

2 x −
√

2
2 y,

√
2

2 x +
√

2
2 y
)

(otočenı́ o π/4 proti směru hodi-

nových ručiček), pak jeho složky jsou samozřejmě f1(x, y) =
√

2
2 x −

√
2

2 y a f2(x, y) =
√

2
2 x +

√
2

2 y. A
často pak využı́váme zápisu f = ( f1, f2).

Následujı́cı́ věta nám usnadňuje ověřovánı́ spojitosti funkcı́.

Věta 1.11. Funkce f : A ⊂ Rn
→ Rm je spojitá právě, když je spojitá každá z jejich složek.

D ů k a z. �

Věta 1.12. Necht’ f : A ⊂ Rn
→ Rm , a ∈ Rn hromadný bod A a L = (l1, l2, . . . , lm) ∈ Rm .

Potom limx→a f (x) = L, právě když limx→a fi (x) = li pro každé i = 1, 2, . . . ,m.

1.4. Kompaktnı́ množiny v Rn . Z odstavce (1.1) vı́me, že R je Hausdorffův topologický prostor
a že otevřené koule jsou souvislé množiny. Podı́vejme se nynı́ podrobně, jak vypadajı́ kompaktnı́
množiny v Rn . Nejprve uvedeme pomocné topologické tvrzenı́.

Věta 1.13. Bud’te X a Y topologické prostory. Pak topologický prostor X×Y je kompaktnı́, právě
když je kompaktnı́ každý z prostorů X a Y .

x XUx

Y

X×Y

pr1

Tx

D ů k a z. Předpokládejme, že prostory X a Y jsou kompaktnı́ a zvolme
otevřené pokrytı́ S prostoru X × Y . Pro každé x ∈ X označme Sx
systém těch množin W ∈ S, pro které x ∈ pr1(W ) (pr1 je projekce
pr1: X × Y → X ). Sx je otevřené pokrytı́ množiny {x} × Y , která je
určitě kompaktnı́ (proč?), má tedy konečné podpokrytı́ Tx ⊂ Sx (Y je
kompaktnı́). Označme nynı́ Ux průnik množin pr1(W ), kde W ∈ Tx .
Ux je otevřená podmnožina X (jde o průnik konečně mnoha otevřených
množin pr1 je otevřené zobrazenı́). Systém (Ux )x∈X je otevřené po-
krytı́ množiny X , má tedy konečné podpokrytı́. Označme A konečnou
množinu prvků x ∈ X takovou, že systém (Ux )x∈A je otevřené pokrytı́
množiny X .

Konečně, položme T =
⋃

x∈A Tx . Necháme nynı́ na čtenáři, aby ukázal, že T ⊂ S a že T je
konečné otevřené pokrytı́ množiny X × Y .
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Nynı́ dokážeme opačnou implikaci. Předpokládejme, že X × Y je kompaktnı́ a ukážeme, že
potom je X kompaktnı́. Necht’ (Uι)ι∈I je otevřené pokrytı́ X , nalezneme jeho konečné podpokrytı́.
Pro každé ι ∈ I položme Oι = pr−1

1 (Uι), pak (Oι)ι∈I je otevřeným pokrytı́m X × Y . Jelikož je
X × Y je kompakt existuje jeho konečné podpokrytı́ (Oι)ι∈K . Potom je ale (Uι)ι∈K konečným
podpokrytı́m (Uι)ι∈I . Kompaktnost Y se ukáže obdobně. �

Důsledek 1.14. Necht’ I1, I2, . . . , In ⊂ R jsou kompaktnı́ intervaly. Pak uzavřený kvádr I1× I2×
· · · × In ⊂ Rn je kompaktnı́ množina.
D ů k a z. Důkaz. Indukcı́ pomocı́ předchozı́ věty. �

Důsledek 1.15. Necht’ B̄(x) je uzavřená koule vzhledem k libovolné z norem ‖·‖p, 1 ≤ p ≤ ∞.
Pak B̄(x) je kompaktnı́ množina.
D ů k a z. Plyne z toho, že každá uzavřená koule v Rn je podmnožinou nějakého kvádru a z toho,
že uzavřená podmnožina kompaktnı́ množiny je kompaktnı́. �

Tvrzenı́ ve větě 1.13 lze samozřejmě indukcı́ rozšı́řit na součin konečného počtu topologických pro-
storů. Ovšem platı́, že součin libovolného (i nekonečného) systému kompaktnı́ch prostoru je kompaktnı́ —
Tichonovova věta.

Věta 1.16. Množina K ⊂ Rn je kompaktnı́, právě když je uzavřená a ohraničená.

X2

K2

X1K1

K

D ů k a z. Důkaz provedeme pro n = 2. Předpokládejme, že K ⊂ R2

je kompaktnı́. Jelikož je R2 Hausdorffův, tak je K uzavřená. Zbývá
ohraničenost. Položme K1 = pr1(K ) a K2 = pr2(K ), kde pr1, pr2
jsou, jak již čtenář vytušil, prvnı́ a druhá projekce. Tyto projekce
jsou spojité a K1, K2 kompaktnı́ v R a tedy ohraničené. Existuje tedy
uzavřený ohraničené interval Ir = [−r, r ] takový, že K1, K2 ⊂ Ir .
Potom ovšem B‖·‖∞r (0) = Ir × Ir ⊃ K .

Nynı́ opačná implikace, necht’ K ⊂ R2 je uzavřená a ohraničená.
Tedy K ⊂ B̄‖·‖∞r (0), jelikož B̄‖·‖∞r (0) = [−r, r ] × [−r, r ], což
je kompaktnı́ množina podle důsledku 1.14, potom je K uzavřenou
podmnožinou kompaktnı́ množiny a tedy je sama kompaktnı́. �

1.5. Spojitost základnı́ch zobrazenı́. Necht’ s, p: R2
→ R jsou zobrazenı́ definovaná předpisem

s(x1, x2) = x1 + x2
p(x1, x2) = x1x2

Ukážeme, že tato zobrazenı́ jsou spojitá.
Necht’ (x0, y0) ∈ R2, s = s(x0, y0) = x0 + y0, zvolme libovolné ε > 0. Pokud libovolné

(x ′, y′) ∈ B
‖·‖1
ε (x0, y0), pak platı́

|x ′ − x0| + |y′ − y0| < ε

Máme

|s(x ′, y′)− s(x0, y0)| = |x ′ + y′ − x0 − y0| ≤ |x ′ − x0| + |y′ − y0| < ε.

což znamená, že pro každé (x ′, y′) ∈ B
‖·‖1
ε (x0, y0) platı́ s(x ′, y′) ∈ (x0 + y0 − ε, x0 + y0 + ε)

nebo-li s(B
‖·‖1
ε (x0, y0)) ⊂ (s(x0, y0) − ε, s(x0, y0) + ε) a dokazuje spojitost zobrazenı́ s v bodě

(x0, y0).
Nynı́ dokážeme spojitost zobrazenı́ p. Necht’ (t, x) ∈ R2, y = p(t, x) = t x , zvolme ε > 0.

Položme M = ‖(t, x)‖1 a δ = min{1, ε/2(M + 1)}. Pro libovolné (t ′, x ′) ∈ B
‖·‖1
δ (t, x) máme

|t ′| < M + 1, |x ′ − x | < δ, |t ′ − t | < δ, |x | ≤ M < M + 1 a
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|p(t ′, x ′)− t x | = |t ′x ′ − t x | = |t ′(x ′ − x)+ (t ′ − t)x |
≤ |t ′| · |x ′ − x | + |t ′ − t ||x | < (M + 1)δ + δ(M + 1)

≤ (M + 1)
ε

2(M + 1)
+

1
2(M + 1)

(M + 1) = ε.

To dokazuje spojitost zobrazenı́ p v bodě (t, x).
Ze spojitosti zobrazenı́ s a p a z věty o spojitosti kompozice spojitých zobrazenı́ plynou známá

tvrzenı́ o spojitosti součtu a součinu dvou spojitých funkcı́.
Zobrazenı́ s je samozřejmě lineárnı́. Dokažte, že každé lineárnı́ zobrazenı́ l: Rn

→ Rm je spojité.

1.6. Konečněrozměrné normované prostory. V odstavci 1.2 jsme zavedli různé normy na pro-
storu Rn a o některých z nich jsme ukázali, že jsou ekvivalentnı́. Nynı́ ukážeme, že se jedná
o speciálnı́ přı́pad obecnějšı́ho tvrzenı́.

Věta 1.17. Libovolné dvě normy na konečněrozměrném vektorovém prostoru jsou ekvivalentnı́.
D ů k a z. Stačı́ dokázat, že libovolné dvě normy na Rn jsou ekvivalentnı́ (proč?). Necht’ tedy ‖·‖
je norma na Rn . Dokážeme, že je ekvivalentnı́ normě ‖·‖1.

Označme (e1, . . . , en) kanonickou bázi v Rn a položme M = max{‖e1‖, ‖e2‖, . . . , ‖en‖}. Pro
libovolný prvek x ∈ Rn platı́

‖x‖ = ‖x1e1 + x2e2 + · · · + xnen‖ ≤ |x1
| · ‖e1‖ + |x2

| · ‖e2‖ + · · · + |xn
| · ‖en‖

≤ |x1
| · M + |x2

| · M + · · · + |xn
| · M = M‖x‖1.

Tı́m je dokázáno, že norma ‖·‖ je slabšı́ než norma ‖·‖1 (Věta 1.3).
Dokažme nynı́ naopak, že norma ‖·‖ je silnějšı́ než norma‖·‖1. Označme

S = {x ∈ Rn
| ‖x‖1}

(jednotková sféra vzhledem k normě ‖·‖1 se středem v nule). Množina S je vzhledem k normě
‖·‖1 ohraničená. V topologii normy ‖·‖1 je také uzavřená (jako vzor uzavřené množiny R \ {0}
při spojitém zobrazenı́ norma). Je tedy v této topologii kompaktnı́ (Věta 1.16), což znamená,
že je kompaktnı́ i ve slabšı́ topologii normy ‖·‖ (proč?). Dále: funkce ‖·‖: Rn

→ R je vzhledem
k normě ‖·‖ spojitá, nabývá tedy na množině S minimum m. Je jistě m > 0 a B̄m(0)‖·‖ ⊂ B̄‖·‖11 (0).
Podle Věty 1.3 je tedy norma ‖·‖ silnějšı́ než norma ‖·‖1.

Tı́m je věta dokázána. �

1.7. Prostory lineárnı́ch zobrazenı́. V tomto odstavci zavedeme normovanou strukturu na pro-
storu lineárnı́ch zobrazenı́ dvou vektorových prostorů.

Mějme dva konečněrozměrné normované prostory X, Y . Označme L(X;Y ) vektorový prostor
lineárnı́ch zobrazenı́ z X do Y .

Tento vektorový prostor je, jak vı́me, konečněrozměrný. Jeho dimenze je rovna součinu dimenzı́ pro-
storů X a Y .

Pro každé l ∈ L(X;Y ) položme

‖l‖ = max
x∈B̄1(0)

‖l(x)‖ (1.7.1)

(množina B̄1(0) je kompaktnı́, zobrazenı́ l a ‖·‖ jsou spojitá; kompozice těchto zobrazenı́ na této
množině tedy má maximum).

Předpisem (1.7.1) je definováno zobrazenı́ ‖·‖: L(X;Y )→ R.

Lemma 1.18. Zobrazenı́ ‖·‖: L(X;Y )→ R je norma.
D ů k a z. Musı́me ověřit podmı́nky z definice normy.
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1. Necht’ l 6= 0. Pak existuje vektor x ∈ X , pro nějž je l(x) 6= 0. Platı́ ‖x‖ 6= 0 a pro vektor
x0 = x/‖x‖ platı́ x0 ∈ B̄1(0) a ‖l(x0)‖ > 0. Tedy ‖l‖ > 0.

2. Mějme l ∈ L(X;Y ) a c ∈ R. Platı́

‖c · l‖ = max
x∈B̄1(0)

‖c · l(x)‖ = max
x∈B̄1(0)

|c| · ‖l(x)‖ = |c| · max
x∈B̄1(0)

‖l(x)‖ = |c| · ‖l‖.

3. Pro l1, l2 ∈ L(X;Y ) dostáváme

‖l1 + l2‖ = max
x∈B̄1(0)

‖(l1 + l2)(x)‖ = max
x∈B̄1(0)

‖l1(x)+ l2(x)‖

≤ max
x∈B̄1(0)

(‖l1(x)‖ + ‖l2(x)‖) = max
x∈B̄1(0)

‖l1(x)‖ + max
x∈B̄1(0)

‖l2(x)‖ = ‖l1| + ‖l2‖.

�

Věta 1.19. Pro libovolný vektor x ∈ X a lineárnı́ zobrazenı́ l ∈ L(X;Y ) platı́

‖l(x)‖ ≤ ‖l‖ · ‖x‖.

D ů k a z. Pro vektor x0 = x/‖x‖ platı́ x0 ∈ B̄1(0), což podle (1.7.1) znamená, že ‖l(x0)‖ ≤ ‖l‖.
Nynı́ dostáváme

‖l(x)‖ = ‖x‖ · ‖l(x0)‖ ≤ ‖x‖ · ‖l‖. �

V přı́padě X = Rn a Y = Rm můžeme mı́sto prvků prostoru L(X;Y ) uvažovat matice typu m × n.
Přesněji řečeno, zobrazenı́ z L(Rn

;Rm) do Mm,n (to je prostor matic o m řádcı́ch a n sloupcı́ch s reálnými
prvky), které lineárnı́mu zobrazenı́ l přiřadı́ jeho matici vzhledem ke kanonickým bazı́m, je izomorfismus
vektorových prostorů.

Na prostoru L(X;Y ) můžeme tedy kromě normy (1.7.1) uvažovat i libovolnou jinou normu, kterou
umı́me zavést na prostoru Mm,n . Tyto normy budou podle Věty 1.17 ekvivalentnı́. Jelikož prostor Mm,n je
izomorfnı́ s prostorem Rmn (matice typu m × n jsou mn-tice čı́sel), můžeme použı́t napřı́klad libovolnou
normu zavedenou v odstavci 1.2. Tedy, pro matici A = (ai

j ) můžeme položit

‖A‖1 =
∑
i, j

|ai
j |,

‖A‖2 =
∑
i, j

√
(ai

j )
2,

‖A‖∞ =
∑
i, j

max
i, j
|ai

j |.

Věta 1.20. Necht’ |·| je libovolná norma na prostoru L(X;Y ). Pak existuje čı́slo M takové, že pro
každé l ∈ L(X;Y ) a x ∈ X platı́

‖l(x)‖ ≤ M |l| · ‖x‖.

D ů k a z. Plyne z vět 1.3, 1.17, a 1.19. �

DOPLŇKY

Prostor l2
Ohraničený lineárnı́ operátor
Spojitost lineárnı́ho operátoru



2. Derivace prvnı́ho řádu
V této základnı́ kapitole pojednáváme o diferencovatelnosti zobrazenı́ f : U ⊂ Rn

→ Rm

(podmnožina U je vždy otevřená). Zavádı́me několik základnı́ch pojmů derivace: Fréchetovu,
Gâteauxovu, derivace podle vektoru a parciálnı́ derivace. Ukazujeme souvislost těchto pojmů s
pojmem derivace z prvnı́ho ročnı́ku. Ukazujeme pravidla pro derivovánı́ základnı́ch zobrazenı́.
Vysvı́tá, že pouze Fréchetova derivace splňuje základnı́ větu o derivaci složeného zobrazenı́: deri-
vace kompozice dvou zobrazenı́ je rovna kompozici jejich derivacı́. Slabšı́ derivace podle vektoru
a zejména parciálnı́ derivace se zase poměrně snadno počı́tajı́. Ukazujeme, že v přı́padě spojitě
diferencovatelných zobrazenı́ lze výhody všech pojmů derivace spojit: spojitou diferencovatel-
nost zobrazenı́ na otevřené množině lze snadno odhalit pomocı́ parciálnı́ch derivacı́ a přitom se
jedná o pojem se stejně hezkými (či dokonce, jak zjistı́me později, hezčı́mi) vlastnostmi, jaké má
Fréchetova derivace.

Většina výsledků této kapitoly je nezávislá na volbě normy na prostorech Rn a Rm . Na řı́dké
výjimky vždy upozorňujeme.

2.1. Fréchetova derivace. Než přistoupı́me k definici toho pojmu, podı́vejme se derivaci funkce
na R: Definovali jsme derivaci funkce f : R→ R v bodě x jako následujı́cı́ limitu

f ′(x) = lim
h→0

f (x + h)− f (x)
h

. (2.1.1)

h

x

f

l

x + h

f (x)

l(h)

r(h)

r

h

Geometrický význam derivace (viz obrázek) je pak směrnice tečny ke grafu funkce f v bodě
(x, f (x)). V čárkovaných souřadnicı́ch tečna hraje roli lineárnı́ho
zobrazenı́ l(h) = f ′(x) · h. Pokud si toto uvědomı́me, definici de-
rivace pak lze formulovat takto: Mějme f : R → R a x ∈ R, potom
f ′(x) je derivacı́, pokud

r(h) = f (x + h)− f (x)− l(h), (2.1.2)

kde l(h) = f ′(x) · h, jde k nule rychleji než lineárnı́ zobrazenı́, tedy
splňuje

lim
h→0

r(h)
h
= 0. (2.1.3)

Jinak řečeno, v daném bodě ,,zkoušı́me“ různé hodnoty f ′(x) (tedy
různá zobrazenı́ l), ke každé podle vzorce (2.1.2) určı́me zbytkovou
funkci r a pokud ta splňuje (2.1.3), našli jsme derivaci.

Podobného postupu použijeme pro definici diferencovatelnosti pro funkce Rn
→ Rm . Zob-

razenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm je diferencovatelné v bodě x ∈ U, existuje-li lineárnı́ zobrazenı́

l: Rn
→ Rm takové, že

lim
h→0

‖ f (x + h)− f (x)− l(h)‖
‖h‖

= 0. (2.1.4)

V podmı́nce (2.1.4) vystupujı́ dvě normy, které jsou označeny stejným symbolem: jedna na Rn a
druhá na Rm .
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Věta 2.1. Lineárnı́ zobrazenı́ l, splňujı́cı́ (2.1.4), existuje nejvýše jedno.
D ů k a z. Připust’me, že jsou taková zobrazenı́ dvě, l a l̄, a že existuje vektor h ∈ Rn takový, že
l(h) 6= l̄(h). Jelikož má lineárnı́ zobrazenı́ v nule hodnotu nula musı́ h 6= 0. Dále

lim
t→0+

f (x + th)− f (x)− l(th)
‖th‖

= 0, (l splňuje (2.1.4))

lim
t→0+

f (x + th)− f (x)− l̄(th)
‖th‖

= 0. (l̄ splňuje (2.1.4))

Máme

0 6=
l(h)− l̄(h)
‖h‖

= lim
t→0+

l(th)− l̄(th)
‖th‖

= (limita z konstantnı́ho výrazu)

= − lim
t→0+

f (x + th)− f (x)− l(th)
‖th‖

+ lim
t→0+

f (x + th)− f (x)− l̄(th)
‖th‖

= 0.

Tento spor dokazuje větu. �

Lineárnı́ zobrazenı́ l z předchozı́ definice se označuje d f (x) a nazývá (Fréchetovou) derivacı́
zobrazenı́ f v bodě x.

Přı́klad. Uvažujme funkci f (x, y) = x2
+ y2 a lineárnı́ zobrazenı́ l: R2

→ R, l(h, k) = 2h + 2k.
Ověřme, že l je diferenciálem f v bodě x = (1, 1).

r(h, k) = f (x + h, y + k)− f (x, y)− l(h, k) = (1+ h)2 + (1+ k)2 − 12
− 12
− 2h − 2k =

= h2
+ k2.

Ověřı́me (2.1.4). Máme

lim
(h,k)→(0,0)

|r(h, k)|
‖(h, k)‖

= lim
(h,k)→(0,0)

h2
+ k2

√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

√
h2 + k2 = 0.

Následujı́cı́ tvrzenı́ uvádějı́ základnı́ vlastnosti Fréchetovy derivace.

Věta 2.2 (o diferenciálu). Zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm je diferencovatelné v bodě x, právě když

existuje lineárnı́ zobrazenı́ l: Rn
→ Rm , okolı́ V ⊂ Rn bodu 0 ∈ Rn a zobrazenı́ ε: V → Rm tak,

že

lim
h→0

ε(h) = 0 (2.1.5)

a pro každé h ∈ V

f (x + h)− f (x) = l(h)+ ε(h)‖h‖. (2.1.6)

Platı́ l(h) = d f (x)(h).
D ů k a z. Podmı́nka (2.1.6) společně s (2.1.5) je ekvivalentnı́ podmı́nce

lim
h→0

f (x + h)− f (x)− l(h)
‖h‖

= 0.

což dokazuje tvrzenı́. �

Věta 2.3. Zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm , diferencovatelné v bodě x, je v tomto bodě spojité.

D ů k a z. Z (2.1.6) plyne limh→0 f (x + h)− f (x) = 0. �

Porovnánı́ s přı́padem R do R — pozn. konečnost derivace !!!!!

Nynı́ dokážeme základnı́ větu o derivaci složeného zobrazenı́. Nejprve pomocné lemma:
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Lemma 2.4. Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm je diferencovatelné v bodě x ∈ U. Pak zobrazenı́

h 7→
f (x + h)− f (x)

‖h‖

je na nějakém okolı́ bodu 0 ∈ Rn ohraničené.
D ů k a z. Podle věty 2.2 je

f (x + h)− f (x)
‖h‖

= d f (x)
(

h
‖h‖

)
+ ε(h).

Norma prvnı́ho sčı́tance na pravé straně je ohraničena čı́slem ‖d f (x)‖, druhý má v bodě 0 ∈ Rn

podle zmı́něné věty limitu rovnu 0 je tedy na nějakém okolı́ tohoto bodu rovněž ohraničený. �

Věta 2.5 (o derivaci složeného zobrazenı́). Necht’ zobrazenı́ f : U → Rm je diferencovatelné
v bodě x ∈ U, zobrazenı́ g: Rm

→ Rp je diferencovatelné v bodě y = f (x) Pak zobrazenı́ g ◦ f
je diferencovatelné v bodě x a platı́

d(g ◦ f )(x) = dg(y) ◦ d f (x). (2.1.7)

D ů k a z. Označme l f = d f , lg = dg. Pro h ∈ Rn označme

k = f (x + h)− f (x) = f (x + h)− y.

V následujı́cı́m (krom jiného) přičteme a odečteme výraz lg( f (x+h)− f (x)), dvakrát použijeme
předchozı́ rovnici, použijeme větu 1.19 a 2.2, máme

‖g( f (x + h))− g( f (x))− lg(l f (h))‖
‖h‖

≤

≤
‖g( f (x + h))− g( f (x))− lg( f (x + h)− f (x))‖

‖h‖
+
‖lg( f (x + h)− f (x))− lg(l f (h))‖

‖h‖
≤

≤
‖g(y + k)− g(y)− lg(k)‖

‖h‖
+ ‖lg‖

‖ f (x + h)− f (x)− l f (h)‖
‖h‖

=

=
‖k‖ · ‖ε(k)‖
‖h‖

+ ‖lg‖
‖ f (x + h)− f (x)− l f (h)‖

‖h‖
,

kde limu→0 ε(u) = 0. Z věty 2.3 plyne, že při h → 0 je limh→0 k = 0 Navı́c, podle lemmatu 2.4
je výraz ‖k‖/‖h‖ na nějakém okolı́ nuly ohraničený. Proto je limita výrazu na pravé straně rovna
nule a věta dokázána. �

Věta 2.6. Každé konstantnı́ zobrazenı́ f : Rn
→ Rm je diferencovatelné v každém bodě x ∈ Rn .

Platı́ d f (x) = 0.
D ů k a z.

lim
h→0

f (x + h)− f (x)− 0
‖h‖

= lim
h→0

0
‖h‖
= 0. �

Věta 2.7. Každé lineárnı́ zobrazenı́ l: Rn
→ Rm je diferencovatelné v každém bodě x ∈ Rn . Platı́

d f (x) = l.
D ů k a z.

lim
h→0

l(x + h)− l(x)− l(h)
‖h‖

= lim
h→0

l(x)+ l(h)− l(x)− l(h)
‖h‖

= 0. �
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Věta 2.8. Zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm je diferencovatelné v bodě x ∈ U, právě když jsou

v tomto bodě diferencovatelné jeho složky f1, f2, . . . , fm . Pro každé h ∈ Rn platı́

d f (x)(h) = (d f1(x)(h), d f2(x)(h), . . . , d fm(x)(h)). (2.1.8)

D ů k a z. Zřejmý. �

Vztah (2.1.8) se dá napsat takto:

d f (x) = (d f1(x), d f2(x), . . . , d fm(x)).

Věta 2.9. Zobrazenı́ s: R2
→ R, s(x, y) = x + y, a p: R2

→ R, p(x, y) = xy, jsou diferenco-
vatelná v každém bodě (x, y) ∈ R2. Platı́

ds(x, y)(h, k) = h + k, dp(x, y)(h, k) = yh + xk.

D ů k a z. Zobrazenı́ s je lineárnı́, proto podle věty 2.7 je ds(x, y) = s tedy ds(x, y)(h, k) =
s(h, k) = h + k.

Pro zobrazenı́ p máme

0 ≤
|p(x + h, y + k)− p(x, y)− yh − xk|

‖(h, k)‖∞
=
|(x + h)(y + k)− xy − yh − xk|

‖(h, k)‖∞
=

=
|hk|

max{|h|, |k|}
≤
|h|max{|h|, |k|}

max{|h|, |k|}
= |h|.

Takže

lim
(h,k)→0

|p(x + h, y + k)− p(x, y)− yh − xk|
‖(h, k)‖∞

= 0

a tvrzenı́ je dokázáno. �

Věta 2.10. Jsou-li f, g: U ⊂ Rn
→ Rm zobrazenı́ diferencovatelná v bodě x ∈ U, pak pro

libovolná čı́sla a, b ∈ R je zobrazenı́ a f + bg diferencovatelné v bodě x a platı́

d(a f + bg)(x) = ad f (x)+ bdg(x).

D ů k a z. Označme l: Rm
×Rm lineárnı́ zobrazenı́, přiřazujı́cı́ každému vektoru (h, k) ∈ Rm

×Rm

vektor ah + bk a necht’ ( f, g) je zobrazenı́ x 7→ ( f (x), g(x)). Potom a f + bg = l ◦ ( f, g). Nynı́
máme

d(a f + bg)(x) = d(l ◦ ( f, g))(x) = (definice l)
= dl( f (x), g(x)) ◦ d( f, g)(x) = (věta 2.5)
= l ◦ (d f, dg(x)) = (veta 2.7 a 2.8)
= ad f (x)+ bdg(x). � (opět defince l)
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2.2. Derivace podle vektoru, Gâteauxova derivace.

h
x

Necht’ f : U ⊂ Rn
→ Rm , x ∈ U a h ∈ Rn . Derivacı́ zobrazenı́ f podle vektoru h v bodě x

rozumı́me limitu

∂ f
∂h
(x) = lim

t→0

f (x + th)− f (x)
t

. (2.2.1)

Necht’ gx,h : R→ Rn je zobrazenı́, definované předpisem

gx,h(t) = x + th. (2.2.2)

Přı́mo z uvedené definice plyne následujı́cı́ jednoduché tvr-
zenı́.

Lemma 2.11. Zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm má v bodě

x ∈ U derivaci podle vektoru h ∈ Rn , právě když je zob-
razenı́ f ◦ gx,h diferencovatelné v nule a platı́

∂ f
∂h
(x) = d( f ◦ gx,h)(0)(1) =

=
(
( f1 ◦ gx,h)

′(0), . . . , ( fm ◦ gx,h)
′(0)

)
. (2.2.3)

D ů k a z. Předpokládejme, že zobrazenı́ f ◦ gx,h je diferencovatelné v nule. Pak podle věty 2.2
je ve vztahu

( f ◦ gx,h)(t)− ( f ◦ gx,h)(0) = d( f ◦ gx,h)(0)(t)+ tε(t)

limt→0 ε(t) = 0. Vzhledem k tomu, že ( f ◦ gx,h)(t) = f (x + th), dostáváme současně existenci
uvažované derivace podle vektoru i prvnı́ rovnost v (2.2.3). Druhá rovnost plyne z věty 2.8.

Obrácená implikace plyne ihned z !!!!!!!!. �

Derivaci zobrazenı́ f v bodě x podle vektoru h budeme označovat následujı́cı́mi způsoby

∂ f
∂h
(x), dh f (x).

Derivace zobrazenı́ f v bodě x podle vektoru h je tedy derivacı́ zobrazenı́ f ◦ gx,h v nule. To, společně
s větou 2.8, umožňuje počı́tat derivace podle vektorů velice snadno.

Přı́klad. Mějme f : R2
→ R, f (x, y) = x2

+ y2, spočı́tejme derivaci v bodě (1, 1) podle vektoru
h = (1, 2). Podle předchozı́ věty spočı́táme f ◦ gx,h . Předně g(1,1),(1,2): t 7→ (1+ 1t, 1+ 2t), tedy

∂ f
∂(1, 2)

(1, 1) = ( f (1+ t, 1+ 2t))′t=0 =
(
(1+ t)2 + (1+ 2t)2

)′
t=0
=

= (2(1+ t)+ 4(1+ 2t))t=0 = 6.

Je-li zobrazenı́ h 7→ dh f (x), které vektoru h přiřazuje derivaci ve směru h, lineárnı́, nazýváme
je Gâteauxovou derivacı́ zobrazenı́ f v bodě x a značı́me dG f (x). Je tedy dG f (x) ∈ L(Rn

;Rm).

Lemma 2.12. Je-li zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm diferencovatelné v bodě x ∈ U, má v tomto

bodě i Gâteauxovu derivaci a platı́

dG f (x) = d f (x).

D ů k a z. Uvažujme zobrazenı́ gx,h z (2.2.2). Toto zobrazenı́ je diferencovatelné a platı́
dgx,h(0)(t) = th. Podle věty 2.5 máme



14 2. Derivace prvnı́ho řádu

d( f ◦ gx,h)(0)(1) =
(
d f (x) ◦ dgx,h(0)

)
(1) = d f (x)(h).

Tvrzenı́ tedy plyne z lemmatu 2.11. �

V následujı́cı́ch přı́kladech vidı́me, že Gâteauxova derivace i derivace ve směru vektoru mohou existovat
i funkcı́, u kterých je diferencovatelnost vyloučena.

x

y

x = y

Přı́klad.
Uvažme funkci f : R2

→ R, definovanou předpisem

f (x, y) =
{

x když x = y,
0 jindy.

Vidı́me, že derivace této funkce v nule podle libovolného vektoru (h, k) ∈

R2 existuje. Platı́
∂ f

∂(h, k)
(0, 0) = 0 pro h 6= k a

∂ f
∂(h, k)

(0, 0) = (h, k) pro

h = k, toto zobrazenı́ ovšem nenı́ lineárnı́ (napřı́klad derivace podle vektorů
(1, 0) a (0, 1) je rovna nule, ale derivace podle jejich součtu, vektoru (1, 1)
je nenulová). Tedy dG f (0, 0) neexistuje.

Přesvědčte se, že podobnou vlastnost má funkce

f (x, y) =

 x3
− 3xy2

x2
+ y2 , když (x, y) 6= (0, 0),

0, když (x, y) = (0, 0).

Tato funkce je dokonce spojitá. Graf této funkce vidı́me na následujı́cı́m obrázku:

x

y

x = y2

Přı́klad
Uvažujme nynı́ funkci f : R2

→ R, definovanou předpisem

f (x, y) =
{

1 když x > 0, y = x2,
0 jindy.

Snadno zjistı́me, že tato funkce má v nule Gâteauxovu derivaci,
ačkoli tam nenı́ spojitá. Vidı́me tedy, že pro Gâteauxovu derivaci
neplatı́ věta 2.3.

Pomocı́ posledně uvedené funkce lze snadno dokázat, že pro Gâteauxovu derivaci neplatı́ ani věta 2.5.
Stačı́ definovat funkci g: R→ R2 předpisem

g(t) = (t, t2)
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a uvažovat kompozici f ◦ g.

2.3. Parciálnı́ derivace. Necht’ f : U ⊂ Rn
→ Rm , x ∈ X . Označme e1, e2, . . . , en kano-

nickou bázi vektorového prostoru Rn (tedy e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en =

(0, . . . , 0, 1). Derivace zobrazenı́ f v bodě x podle ei se nazývá parciálnı́ derivacı́ zobrazenı́ f
podle i-té proměnné v bodě x. Klademe

∂ f
∂x1

(x) =
∂ f
∂e1

(x),

∂ f
∂x2

(x) =
∂ f
∂e2

(x),

...

∂ f
∂xn

(x) =
∂ f
∂en

(x),

Takto se tradičně označujı́ parciálnı́ derivace, z důvodu potřeby kompaktnějšı́ho zápisu nebo
v přı́padech, kdy nejsou pojmenovány proměnné, označujeme parciálnı́ derivace také

∂ f
∂xi

(x), ∂xi f (x), ∂i f (x).

x

U

RUx,1

R
Ux,2

Pro uvedené zobrazenı́ f , bod x ∈ U a čı́slo i ∈ {1, 2, . . . , n} označme Ux,i množinu všech t ∈ R
takových, že

(x1, x2, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn) ∈ U

a fx,i zobrazenı́ z Ux,i → Rm , definované předpisem

fx,i (t) = f (x1, x2, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn).

Toto zobrazenı́ se nazývá i -té parciálnı́ zobrazenı́ zobrazenı́ f
v bodě x.

Věta 2.13. Zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm má v bodě x ∈ U parciálnı́ derivaci podle i-

té proměnné, právě když je v bodě xi diferencovatelné parciálnı́ zobrazenı́ fx,i . Pro každé
j ∈ {1, 2, . . . ,m} platı́

∂ f j

∂xi
(x) = ( fx,i )

′

j (xi ).

D ů k a z. Necháváme na čtenáři. �

Věta 2.13 ukazuje způsob, kterým se ve skutečnosti parciálnı́ derivace počı́tajı́.
Pro zobrazenı́ f : U ⊂ Rn

→ Rm , které má v bodě x ∈ U parciálnı́ derivace podle všech
proměnných, klademe

f ′(x) =



∂ f1

∂x1
(x)

∂ f1

∂x2
(x) · · ·

∂ f1

∂xn
(x)

∂ f2

∂x1
(x)

∂ f2

∂x2
(x) · · ·

∂ f2

∂xn
(x)

...
...

...
∂ fm

∂x1
(x)

∂ fm

∂x2
(x) · · ·

∂ fm

∂xn
(x)


.
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Tato matice se jmenuje matice parciálnı́ch derivacı́ zobrazenı́ f v bodě x. V literatuře se čtenář
může také setkat s označenı́m Jakobiho matice

Předpokládejme, že zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm má v bodě x ∈ U Gâteauxovu derivaci. Pak

pro libovolný vektor h ∈ Rn , h = h1e1 + h2e2 + · · · + hnen platı́

dG f (x)(h) = dG f (x)(h1e1 + h2e2 + · · · + hnen) =

= h1dG f (x)(e1)+ h2dG f (x)(e2)+ · · · + hndG f (x)(en) =

= h1 ∂ f
∂x1

(x)+ h2 ∂ f
∂x2

(x)+ · · · +
∂ f
∂xn

(x) =

= f ′(x) · h.

Zde jsme využili faktu, že z definice je dG f (x) je lineárnı́, dále že Gâteauxova derivace přiřazuje
derivaci ve směru vektoru, což je v přı́padě vektorů ei parciálnı́ derivace.

To dokazuje následujı́cı́ větu

Věta 2.14. Pro zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm , které má Gâteauxovu derivaci v bodě x ∈ U, je

matice f ′(x) maticı́ lineárnı́ho zobrazenı́ dG f (x) v kanonické bázi.
Pokud je zobrazenı́ f diferencovatelné (Fréchet), pak podle lemmatu 2.12 a předchozı́ věty dostaneme,

že i matice d f (x) je f ′(x).
Přı́klad. Mějmě zobrazenı́ f : R2

→ R2, f (x, y) = (x2
+ y2, xy). Diferenciál d f v bodě (x, y) bude mı́t

(v kanonických bázı́ch) matici

f ′(x, y) =
(

2x 2y
y x

)
,

v bodě (1, 2) tedy bude

f ′(1, 2) =
(

2 4
2 1

)
.

Z uvedeného a z věty 2.5 rovněž okamžitě vyplývá následujı́cı́ věta:

Věta 2.15. Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm je diferencovatelné v bodě x ∈ U, zobrazenı́

g: V ⊂ Rm
→ Rk je diferencovatelné v bodě y = f (x). Pak

(g ◦ f )′(x) = g′(y) · f ′(x).

2.4. Věty o střednı́ hodnotě.

f

a

f (a)

b

f (b)

c

Lagrangeova věta o střednı́ hodnotě (nebo o přı́růstku funkce) patřı́ k základnı́m nástrojům ma-
tematické analýzy. Zopakujme si ji. Necht’ f : [a, b] ⊂ R → R
je spojitá a má derivaci v každém bodě (a, b) potom existuje bod
c ∈ (a, b) takový, že

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a

Tedy v intervalu (a, b) existuje bod v němž má f derivaci rovnu
směrnici sečny body (a, f (a)) a (b, f (b)). To lze využı́t napřı́klad
k odhadu hodnoty f (b), nebot’ f (b) = f (a)+ f ′(c)(b−a). Známe-
li odhad derivace f na (a, b), dostaneme odhad f (b).

Nynı́ k situaci zobrazenı́ mezi kartézskými součiny R. Pro prvky x, h ∈ Rn klademe

[x, x + h] = gx,h([0, 1])
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(viz (2.2.2)). Je tedy [x, x + h] množina všech bodů x + th, kde t ∈ [0, 1], čili úsečka, spojujı́cı́
body x a x + h. Nynı́ můžeme přikročit k větě o střednı́ hodnotě.

x

y
h

x + h

Věta 2.16 (o střednı́ hodnotě pro funkce). Necht’ mno-
žina U ⊂ Rn obsahuje úsečku [x, x+h] a funkce f : U →
R má v každém bodě této úsečky derivaci podle vektoru h.
Pak existuje bod y ∈ [x, x + h] takový, že

∂ f
∂h
(y) = f (x + h)− f (x).

D ů k a z. Necht’ t0 ∈ [0, 1]. Máme

f ◦ gx,h(t) = f (x + t0h + (t − t0)h)
= f ◦ gx+t0h,h(t − t0). (2.4.1)

Jelikož funkce f ◦ gx+t0h,h na pravé straně je diferencova-
telná v bodě t0 (to plyne z předpokladu, že funkce f má
derivaci podle vektoru h v bodě x + t0h), má zobrazenı́
f ◦ gx,h derivaci v bodě t0 a tedy (vzhledem k libovolnosti
bodu t0) v každém bodě intervalu [0, 1].

Podle Lagrangeovy věty tedy existuje bod t0 ∈ (0, 1) takový, že

f ◦ gx,h(1)− f ◦ gx,h(0) = ( f ◦ gx,h)
′(t0) · (1− 0).

Levá strana této rovnice je ovšem rovna f (x + h) − f (x) (jak plyne z (2.2.2)), kdežto pravá
∂ f
∂h
(x + t0h) (jak je vidět po zderivovánı́ (2.4.1) v t0 a pochopenı́ (2.4.1). Můžeme tedy položit

y = x + t0h. �

Důsledek 2.17. Necht’ množina U ⊂ Rn obsahuje úsečku [x, x + h] a funkce f : U → R má
Gâteauxovu derivaci v každém bodě této úsečky. Pak existuje prvek y ∈ [x, x + h] takový, že

f (x + h)− f (x) = dG f (y)(h).

D ů k a z. Plyne z předchozı́ věty a definice Gâteauxovy derivace. �

Věta 2.18 (o střednı́ hodnotě pro zobrazenı́). Necht’ množina U ⊂ Rn obsahuje úsečku [x, x +
h] a zobrazenı́ f : U → Rm má v každém bodě této úsečky derivaci podle vektoru h. Pak platı́

‖ f (x + h)− f (x)‖ ≤ sup
y∈[x,x+h]

∥∥∥∥∂ f
∂h
(y)
∥∥∥∥ .

D ů k a z. Podobně jako v důkazu věty 2.16 uvažujeme zobrazenı́ f ◦ gx,h . Toto zobrazenı́ je
diferencovatelné v každém bodě intervalu [0, 1]. Necht’ l: Rm

→ R je lineárnı́ zobrazenı́ takové,
že ‖l‖ = 1 a l( f (x + h) − f (x)) = ‖ f (x + h) − f (x)‖ (takové zobrazenı́ vždy existuje podle
Hahn-Banachovy věty z funcionálnı́ analýzy, nenı́ ovšem těžké dokázat ji pro jednoduchý přı́pad
Rn
→ R). Zobrazenı́ l ◦ f ◦ gx,h : R→ R je diferencovatelné na celém intervalu [0, 1] a můžeme

na ně použı́t Lagrangeovu větu o střednı́ hodnotě z prvnı́ho ročnı́ku. Dostáváme

l ◦ f ◦ gx,h(1)− l ◦ f ◦ gx,h(0) = (l ◦ f ◦ gx,h)
′(t0),

pro nějaké t0 ∈ (0, 1). Pro levou stranu ovšem platı́

l ◦ f ◦ gx,h(1)− l ◦ f ◦ gx,h(0) = l( f (x + h)− f (x)) = ‖ f (x + h)− f (x)‖
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a pro pravou

(l ◦ f ◦ gx,h)
′(t0) = (l ◦ f ◦ gx+ht0,h)

′(0) ≤

≤ |d(l ◦ f ◦ gx+ht0,h)(0)(1)| ≤

≤ ‖l‖ · ‖d( f ◦ gx+ht0,h)(0)(1)‖ =

= ‖dh f (x + ht0)‖ ≤
≤ sup

y∈[x,x+h]
‖dh f (y)‖.

�

Důsledek 2.19. Necht’ množina U ⊂ Rn obsahuje úsečku [x, x + h] a zobrazenı́ f : U → Rm má
v každém bodě této úsečky Gâteauxovu derivaci. Potom

‖ f (x + h)− f (x)‖ ≤ sup
y∈[x,x+h]

‖dG f (y)‖ · ‖h‖.

D ů k a z. Plyne z věty 2.18, definice Gâteauxovy derivace a věty 1.19. �

Komentář!!!!!!
Přı́klad Uvažujme zobrazenı́ f : R→ R2 definované předpisem

f (t) = (cos t, sin t)

a položme x = 0, h = 2π . Platı́ f (x + h) − f (x) = (0, 0). Přitom ale neexistuje bod y ∈ [0, 2π ], ve

kterém by bylo
∂ f
∂h
(y) = (0, 0).

2.5. Spojitá diferencovatelnost. Předpokládejme, že zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm má

Gâteauxovu derivaci v každém bodě nějakého okolı́ V ⊂ U . Dostáváme zobrazenı́ dG : V →
L(Rn
;Rm), přiřazujı́cı́ každému bodu z V Gâteauxovu derivaci zobrazenı́ f v tomto bodě (tedy

dG f (x)).
Zvolme nynı́ bod x ∈ U . Řekneme, že zobrazenı́ f je v bodě x spojitě diferencovatelné, je-li

zobrazenı́ dG f definováno na nějakém jeho okolı́ a je-li v tomto bodě spojité.
Vı́me, že prostor L(Rn

;Rm) je izomorfnı́ s vektorovým prostorem matic typu n × m. Podle věty 1.17
o spojitosti zobrazenı́ dG f nerozhoduje, jakou normu na prostoru L(Rn

;Rm) zvolı́me. Můžeme tedy usou-
dit, že zobrazenı́ dG f je spojité, právě když je spojité zobrazenı́ f ′. O spojitosti tohoto zobrazenı́ se přitom
rozhoduje poměrně snadno.

Věta 2.20. Zobrazenı́ spojitě diferencovatelné v bodě x je v tomto bodě diferencovatelné.
Věta vypadá na prvnı́ pohled podezřele triviálnı́, uvědomme si, že v definici spojité diferencovatelnosti

požadujeme existenci Gâteauxovy derivace a jejı́ spojitou závislost. Ve trvzenı́ věty jde ovšem o Fréchetovu
derivaci.

D ů k a z. Necht’ f : U ⊂ Rn
→ Rm je zobrazenı́, spojitě diferencovatelné v bodě x ∈ U .

Zobrazenı́ dG je tedy definováno v každém bodě nějakého okolı́ V bodu x . Označme dG f (y) = ly
pro y ∈ V . Platı́

lim
h→0
‖lx+h − lx‖ = 0.

Aplikujeme-li důsledek 2.19 věty o střednı́ hodnotě pro zobrazenı́ na zobrazenı́ f − lx , dostaneme

‖ f (x + h)− f (x)− lx (h)‖ ≤ sup
y∈[x,x+h]

‖ly − lx‖ · ‖h‖.

Máme tedy
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‖ f (x + h)− f (x)− lx (h)‖
‖h‖

≤ sup
y∈[x,x+h]

‖ly − lx‖

přičemž limita pravé strany pro h → 0 je rovna nule. �

Věta 2.21. Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm a g: V ⊂ Rm

→ Rk jsou spojitě diferencovatelná
v každém bodě svých definičnı́ch oborů. Pak zobrazenı́ g ◦ f je spojitě diferencovatelné v každém
bodě množiny U.
D ů k a z. Necháme čtenáři. �

Lemma 2.22. Předpokládejme, že zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm má derivace podle vektorů h, k,

v každém bodě množiny U a zobrazenı́ dh f : U → Rm je spojité v bodě x ∈ U. Pak pro každé
a, b ∈ R existuje derivace dah+bk f (x) a platı́

dah+bk f (x) = adh f (x)+ bdk f (x).

D ů k a z. Chceme dokázat, že

lim
t→0

f (x + tah + tbk)− f (x)
t

= adh f (x)+ bdk f (x) = dah(x)+ dbk(x).

Na pravé straně dostáváme

dah(x)+ dbk(x) = lim
t→0

f (x + tah)− f (x)
t

+
f (x + tbk)− f (x)

t
.

Na levé straně

lim
t→0

f (x + tah + tbk)− f (x)
t

= (trik)

= lim
t→0

f (x + tah + tbk)− f (x + tbk)+ f (x + tbk)− f (x)
t

.

Stačı́ dokázat, že

lim
t→0

f (x + tah + tbk)− f (x + tbk)
t

= lim
t→0

f (x + tah)− f (x)
t

Označme

g(x) =
f (x + tbk)− f (x)

t
.

Ukážeme, že

g(x + tah)− g(x) =
f (x + tah + tbk)− f (x + tah)

t
−

f (x + tbk)− f (x)
t

.

jde k nule pro t → 0. Podle věty 2.18 platı́

‖g(x + tah)− g(x)‖ ≤ sup
y∈[x,x+tah]

‖dtahg(y)‖. (2.5.1)

Ale

dtahg(y) = a(dh f (y + tbk)− dh f (y)),
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což podle předpokladu o spojitosti zobrazenı́ dh f znamená, že limita levé strany (2.5.1) pro t → 0
je rovna nule. Tı́m je lemma dokázáno. �

Věta 2.23. Necht’ pro zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm existujı́ všechny funkce ∂x j fi : U → R,

kde i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}, a jsou na množině U spojité. Pak zobrazenı́ f je spojitě
diferencovatelné v každém bodě množiny U.
D ů k a z. Podle předchozı́ho lemmatu má zobrazenı́ f Gâteauxovu derivaci v každém bodě
množiny U (proč?). Tvrzenı́ tedy plyne z předpokladu o spojitosti parciálnı́ch derivacı́. �

Důsledek: Spojité parc. derivace => diferencovatelnost a matice parciálnı́ch derivacı́.

DOPLŇKY

Definice Fréchetovy derivace je nezávislá na volbě norem.

Gradient



3. Inverznı́ a implicitnı́ zobrazenı́
V této kapitole uvádı́me dvě důležité věty, které nacházejı́ aplikace v mnoha oblastech matema-
tiky: Větu o inverznı́m a větu o implicitnı́m zobrazenı́.

3.1. Inverznı́ zobrazenı́. V tomto odstavci formulujeme větu o inverznı́m zobrazenı́ na prostoru
Rn .

Nejprve se však vrat’me k situaci funkce na R. Pokud spojitá funkce f : U ⊂ R → R je
monotonnı́ na intervalu na intervalu I pak zúženı́ f : I → f (I ) je homeomorfismus, tedy existuje
inverze f −1.

x x

1

1
x2

1

1

Přı́klad. Funkce f : R→ R, f (x) = x x je rostoucı́ na každém [a, b] ⊂ [1,∞) a má zde inverzi,
ačkoli analytické řešenı́ rovnice y = x x neznáme.

Situace se komplikuje v přı́padě, že f nenı́ monotonnı́
na celém definičnı́m oboru, pak by přirozeným postupem
bylo nalézt intervaly monotonnosti a na nich by pak existo-
valy inverze.
Přı́klad. Uvažujme f : R → R, f (x) = x2, na intervalech
(−∞, 0] a [0,∞) je f monotonnı́ a existujı́ na nich jejı́ inverze
konkrétně

√
x a −

√
x . Na druhou stranu neexistuje okolı́ bodu 0

na kterém by x2 měla inverzi.

Zamysleme se ještě nad situacı́ v předchozı́m přı́kladě, existence intervalu monotonnosti plyne
z faktu, že se na něm znaménko derivace neměnı́. Pokud je funkce spojitě diferencovatelná, pak
pouhý fakt, že je tato derivace nenulová, zaručuje existenci intervalu o stejném znaménku derivace
a tedy monotonnost.

To nás přivádı́ k tvrzenı́ o inverznı́m zobrazenı́ pro funkce z R do R, které je jen jednoduchým
důsledkem tvrzenı́ z prvnı́ho ročnı́ku.

Věta 3.1. Necht’ f : U ⊂ R → R je spojitě diferencovatelná v x0 a f ′(x0) 6= 0, potom existuje
okolı́ I bodu x0, okolı́ J bodu y0 = f (x0) a funkce f −1: J → I , která je inverzı́ ke zúženı́ f na I
a platı́

(
f −1)′(y0) =

1
f ′(x0)

.

V odstavci 3.3 dokážeme obecnějšı́ tvrzenı́ pro zobrazenı́ mezi prostory Rn .

3.2. Věta o implicitnı́ funkci. Uvažujme rovnici ve tvaru f (x, y) = 0, kde f je daná funkce
f : U ⊂ R2

→ R. často nás zajı́má, pro která (x, y) je rovnice splněna. Označme M množinu
takových řešenı́, tedy M = {(x, y) ∈ R2

| f (x, y) = 0}.
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Nynı́ si položı́me otázku, zda lze množinu M popsat pomocı́ rovnice y = g(x), pro nějakou
funkci g: A ⊂ R→ R.

V1

V

W

V2

x2
+ y2

= 1

Přı́klad. Pokud f (x, y) = x2
+ y2

− 1 = 0, pak množinou M je kružnice se středem v počátku
a poloměrem 1. Tuto množinu nelze popsat jednou rovnicı́ ve
tvaru y = g(x) (lze snadno vidět, že pokud je x = 0, musela by
g mı́t dvě hodnoty ±1).

Obdobně lze snadno najı́t přı́klad rovnice f (x, y) = 0
s prázdnou množinou řešenı́, či přı́pad kdy M bude mı́t
neprázdný vnitřek. To nás přivádı́ na problém, kdy lze popsat
množinu M alespoň lokálně.

Takže zda kolem každého bodu množiny M existuje jeho
okolı́ V , jehož průnik s množinou V ∩ M je popsatelný jako
y = g(x), tedy zda V ∩ M je grafem funkce g.

V přı́padě na obrázku vidı́me, že V1 je okolı́m, které po průniku s M je grafem nějaké funkce
g (bude se zřejmě jednat o zúženı́ funkce

√
1− x2 na nějaký interval). Na druhou stranu i kdy-

bychom okolı́ V2 kolem (1, 0) zmenšovali nebude V2 ∩M grafem žádné funkce (ta by musela mı́t
nalevo od 1 dvě hodnoty zatı́mco napravo žádnou).

Funkce g v předchozı́ch odstavcı́ch se nazývá implicitně definovaná funkcı́ f .
Odpověd’ kdy existuje implicitně definovaná funkce na okolı́ bodu množiny M dává

následujı́cı́ věta.

Věta 3.2 (věta o implicitnı́ funkci R2
→ R). Necht’ f : U ⊂ R2

→ R je spojitá, spojitě
diferencovatelná v (x0, y0). Uvažujme množinu M = {(x, y) ∈ U | f (x, y) = 0}. Jestliže
∂y f (x0, y0) 6= 0, potom existujı́ okolı́ V bodu x0, W bodu y0 a zobrazenı́ g: V → W tak, že
M ∩ (V ×W ) je rovno grafu zobrazenı́ g.

Navı́c zobrazenı́ g je v x0 diferencovatelné a platı́

g′(x0) = −

∂ f
∂x
(x0, y0)

∂ f
∂y
(x0, y0)

. (3.2.1)

Na konci této kapitoly dokážeme obecnějšı́ tvrzenı́.

Přı́klad. Uvažujme opět množinu M danou body, pro které je funkce f (x, y) = x2
+ y2

− 1 rovna 0.
Ukážeme, že existuje okolı́ bodu (

√
2/2,
√

2/2), na kterém rovnice f (x, y) = 0 implicitně definuje y jako
funkci x a určeme derivaci jejı́ho vyjádřenı́. (Vı́me, že toto vyjádřenı́ je y =

√
1− x2 a derivace je −1, ale

použijeme právě uvedené věty o implicitnı́ funkci.)
Derivace ∂y f (x, y) = 2y, to je různé od nuly v bodě (

√
2/2,
√

2/2), proto můžeme použı́t větu 3.2.
Dostáváme, že existuje okolı́ bodu (

√
2/2,
√

2/2) na němž lze y vyjádřit jako funkci x , jestliže si tuto
funkci označı́me g je derivace g′(

√
2/2) rovna

g′(
√

2/2) = −
∂x f (
√

2/2,
√

2/2)

∂y f (
√

2/2,
√

2/2)
=

2x
2y

∣∣∣∣
(x,y)=(

√
2/2,
√

2/2)
= −1.

Druhá derivace g!!!!!
Pokud vı́me, že existuje implicitně definovaná funkce g, jako tomu je v předchozı́m přı́kladě, na jistém

okolı́ x0 platı́ rovnice

f (x, g(x)) = 0.

Derivacı́ této konstantnı́ funkce (jde o složenou funkci, vnitřnı́ funkce je x 7→ (x, g(x))), dostáváme
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0 = ( f (x, g(x)))′ =
∂ f
∂x
(x, g(x)) · 1+

∂ f
∂y
(x, g(x)) · g′(x).

Odtud lze mimochodem obdržet vzorec (3.2.1). My však může zderivovat funkci podruhé a zı́skáme vzorec
pro g′′(x).

0 = ( f (x, g(x)))′′ =!!!!

x − y3
= 0

Věta 3.2 v žádném přı́padě neřı́ká, že v bodech, kde je ∂y f (x, y) rovno nule, vyjádřenı́ y
jako funkce x neexistuje. V předchozı́m přı́kladě tomu tak sice
bylo, ovšem obecně tomu tak být nemusı́. Může existovat rovnice
f (x, y) = 0 a na okolı́ bodu s ∂y f (0, 0) = 0 na kterém lze vyjádřit
y jako funkci x . Viz obrázek.

Z rovnice

x − y3
= 0

lze vyjádřit y, vždyt’

y = 3√x .

Ačkoliv bylo ∂y f (0, 0) = 3y2
∣∣
y=0 = 0.

Věta 3.3 (věta o implicitnı́ funkci R3
→ R). Necht’ f : U ⊂ R3

→ R je spojitá, spojitě
diferencovatelná v (x0, y0, z0). Uvažujme množinu M = {(x, y, z) ∈ U | f (x, y, z) = 0}.
Jestliže ∂z f (x0, y0, z0) 6= 0, potom existujı́ okolı́ V bodu (x0, y0), W bodu z0 a zobrazenı́ g: V →
W tak, že M∩(V×W ) je rovno grafu zobrazenı́ g. Navı́c zobrazenı́ g je v (x0, y0) diferencovatelné
a platı́

∂g
∂x
(x0, y0) = −

∂ f
∂x
(x0, y0, z0)

∂ f
∂z
(x0, y0, z0)

, (3.2.2)

∂g
∂y
(x0, y0) = −

∂ f
∂y
(x0, y0, z0)

∂ f
∂z
(x0, y0, z0)

. (3.2.3)

Přı́klad!!!!

DOPLŇKY

3.3. Obecná věta o inverznı́m zobrazenı́.
Věta 3.4 (o inverznı́m zobrazenı́). Necht’ f : U ⊂ Rn

→ Rn je spojité zobrazenı́, spojitě di-
ferencovatelné v bodě x0 ∈ U. Jestliže lineárnı́ zobrazenı́ d f (x0) je izomorfismus, pak existuje
okolı́ V bodu x0 tak, že množina W = f (V ) je okolı́ bodu y0 = f (x0) a zúženı́ f : V → W je
homeomorfismus. Inverznı́ zobrazenı́ f −1: W → V je diferencovatelné v bodě y0. Platı́

d f −1(y0) = (d f (x0))
−1. (3.3.1)
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Lemma 3.5. Necht’ f : U ⊂ Rn
→ Rn je spojité zobrazenı́, spojitě diferencovatelné v bodě

x0 ∈ U a takové, že d f (x0) = idRn . Pak existuje okolı́ V bodu x0 tak, že množina W = f (V ) je
okolı́ bodu y0 = f (x0) a zúženı́ f : V → W je homeomorfismus.

D ů k a z. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že zobrazenı́ f má Gâteauxovu derivaci
v každém bodě množiny U . Položme g = f − idRn (čili g(x) = f (x) − x pro každé xinU ).
Máme

dg(x0) = d f (x0)− d idRn (x0) = 0

(viz věty 2.10 a 2.7). Máme tedy

‖dg(x0)‖ = 0

Podle předpokladu je zobrazenı́ f spojitě diferencovatelné v bodě x0. Zobrazenı́ g je tedy rovněž
spojitě diferencovatelné v bodě x0, což znamená, že zobrazenı́ dG g: U → L(Rn

;Rn) je spojité
v bodě x0. Existuje tedy uzavřená koule B se středem v bodě x0 taková, že pro všechny jejı́ prvky
x platı́

‖dG g(x)‖ ≤
1
2
, det f ′(x) 6= 0. (3.3.2)

Zvolme nynı́ dva libovolné body x1, x2 ∈ B. Podle důsledku 2.19 věty o střednı́ hodnotě 2.18 je

‖g(x2)− g(x1)‖ ≤ sup
y∈[x1,x2]

‖dG g(y)‖ · ‖x2 − x1‖

což společně s (3.3.2) dává

‖g(x2)− g(x1)‖ ≤
1
2
‖x2 − x1‖

Máme tedy

1
2
‖x2 − x1‖ ≥ ‖g(x2)− g(x1)‖ = ‖ f (x2)− x2 − f (x1)+ x1‖ =

= ‖(x1 − x2)− ( f (x2)− f (x1))‖ ≥ ‖x2 − x1‖ − ‖( f (x2)− f (x1))‖,

neboli

2‖ f (x2)− f (x1)‖ ≥ ‖x2 − x1‖, (3.3.3)

což dokazuje, že zobrazenı́ f je na množině B injektivnı́.

Uvažme nynı́ množinu f (fr B). Tato množina je kompaktnı́ (množina fr B je kompaktnı́ a zob-
razenı́ f spojité) a neobsahuje bod y0 (zobrazenı́ f je na kouli B prosté a x0 /∈ fr B). Existuje
tedy čı́slo d > 0 takové, že pro každý prvek y ∈ f (fr B) platı́

‖y − y0‖ ≥ d. (3.3.4)

Položme

W = Bd/2(y0) (3.3.5)

a dokažme, že W ⊂ f (int B).

Necht’ y1 ∈ W je libovolný bod. Definujme funkci h: B → R předpisem
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h(x) = ‖ f (x)− y1‖
2
=

n∑
i=1

( f i (x)− (y1)i )
2

Tato funkce je spojitá a v každém bodě uvnitř množiny B má Gâteauxovu derivaci. Ze spoji-
tosti této funkce a z kompaktnosti množiny B plyne, že existuje bod x1, ve kterém funkce h
má minimum. Bod x1 ležı́ určitě uvnitř množiny B: kdyby totiž ležel na jejı́ hranici, bylo by
‖ f (x1 − y1)‖ ≥ d (to plyne z (3.3.4)) a ‖ f (x0) − y1‖ < d/2 (viz (3.3.5)), což by znamenalo,
že h(x0) < h(x1) a v x1 funkce h nemá minimum. A jelikož x1 ∈ int B a funkce h má v x1
minimum, musı́ v tomto bodě mı́t všechny parciálnı́ derivace nulové:1) ∂i h(x1) = 0 pro každé
i ∈ {1, . . . , n}. Jelikož

∂ j h(x1) =

n∑
i=1

2( f i (x1)− (y1)i )∂ j f i (x1) = 0

a det f ′(x1) 6= 0 (3.3.2), dostáváme, že f (x1) = y1.
Položme V = f −1(W ) ∩ int B. Právě jsme ukázali, že zúženı́ f : V → W je bijekce. Zbývá

tedy dokázat, že zobrazenı́ f −1: W → V je spojité. To ovšem snadno plyne ze vztahu

‖ f −1(y2)− f −1(y1)‖ ≤ 2‖y2 − y1‖,

který pro libovolné y1, y2 plyne z (3.3.3).
Tı́m je lemma dokázáno. �

Lemma 3.6. Necht’ f : V → W je bijekce mezi otevřenými množinami v Rn , diferencovatelná
v bodě x0 ∈ V a taková, že d f (x0) = idRn . Dále předpokládejme, že zobrazenı́ f −1 je spojité
v bodě y0 = f (x0). Pak zobrazenı́ f −1 je diferencovatelné v bodě y0 a platı́

d f −1(y0) = idRn .

D ů k a z. Pro libovolný bod y ∈ W , y = f (x), máme

‖ f −1(y)− f −1(y0)− idRn (y − y0)‖ = ‖x − x0 − f (x)+ f (x0)‖ =
= ‖ f (x)− f (x0)− idRn (x − x0)‖ = ‖x − x0‖ · ε(x − x0),

kde limx→x0 ε(x − x0) = 0 (viz větu 2.2 (o diferenciálu)). Dále,

‖x − x0‖ · ε(x − x0) = ‖ f −1(y)− f −1(y0)‖ · ε( f −1(y)− f −1(y0)) =

= ‖y − y0‖ ·
‖ f −1(y)− f −1(y0)‖

‖y − y0‖
· ε( f −1(y)− f −1(y0)).

Jelikož limy→y0 ε( f −1(y)− f −1(y0)) = 0 (zobrazenı́ f −1 je spojité v y0), stačı́ ukázat, že výraz
‖ f −1(y)− f −1(y0)‖/‖y−y0‖ je na nějakém okolı́ bodu y0 ohraničený. Tvrzenı́ pak bude vyplývat
z věty 2.2 (o diferenciálu).

Necht’ V0 je okolı́ bodu x0 takové, že pro každé x ∈ V0 platı́

‖ f (x)− f (x0)− x + x0‖

‖x − x0‖
<

1
2

(diferencovatelnost f s d f (x0) = id)

Pak

1)Toto tvrzenı́ je vcelku zřejmé; dokážeme je však až v kapitole 5
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1
2
>
‖ f (x)− f (x0)− x + x0‖

‖x − x0‖
≥
‖x − x0‖

‖x − x0‖
−
‖ f (x)− f (x0‖

‖x − x0‖
= 1−

‖ f (x)− f (x0‖

‖x − x0‖

neboli

‖ f (x)− f (x0‖

‖x − x0‖
>

1
2
.

Označme W0 okolı́ bodu y0, pro jehož všechny prvky y platı́ f −1(y) ∈ V0. Pro libovolný prvek
y ∈ W a x = f −1(y) pak máme

‖ f −1(y)− f −1(y0)‖

‖y − y0‖
=

‖x − x0‖

‖ f (x)− f (x0‖
< 2.

Tı́m je lemma dokázáno. �

Nynı́ dokážeme dvě lemmata podobná lemmatům 3.5 a 3.6, avšak s oslabeným předpokladem
o derivaci zobrazenı́ f .

Lemma 3.7. Necht’ f : U ⊂ Rn
→ Rn je spojité zobrazenı́, spojitě diferencovatelné v bodě

x0 ∈ U. Jestliže lineárnı́ zobrazenı́ d f (x0) je izomorfismus, pak existuje okolı́ V bodu x0 tak, že
množina W = f (V ) je okolı́m bodu y0 = f (x0) a zúženı́ f : V → W je homeomorfismus.
D ů k a z. Označme l = d f (x0), y0 = f (x0) a položme f̄ = l−1

◦ f . Máme

d f̄ (x0) = d(l−1
◦ f )(x0) = dl−1(y0) ◦ d f (x0) = l−1

◦ l = idRn .

Na zobrazenı́ f̄ tedy lze aplikovat lemma 3.5. Platı́ f −1
= l ◦ f . �

Lemma 3.8. Necht’ f : V → W je bijekce mezi otevřenými množinami v Rn , diferencovatelná
v bodě x0 ∈ V a taková, že d f (x0) je izomorfismus. Dále předpokládejme, že zobrazenı́ f −1 je
spojité v bodě y0 = f (x0). Pak zobrazenı́ f −1 je diferencovatelné v bodě y0 a platı́

d f −1(y0) = (d f (x0))
−1.

D ů k a z. Stejně jako v důkazu předchozı́ho lemmatu označme l = d f (x0) a položme f̄ = l−1
◦ f .

Máme d f̄ (x0) a podle lemmatu 3.7 d f̄ −1(y0) = idRn . Nynı́ f −1
= f̄ −1

◦ l−1 a

d f −1(y0) = d( f̄ −1
◦ l−1)(y0) = d f̄ −1(x0) ◦ dl−1(y0) = idRn ◦l−1

= l−1.

Tı́m je lemma dokázáno. �

D ů k a z. (věty 3.4) Plyne z předchozı́ch lemmat. �

Tvrzenı́ o derivaci inverznı́ho zobrazenı́ (vztah (3.3.1)) lze také dokázat přı́mo, pomocı́ věty 2.5 o deri-
vaci složeného zobrazenı́. Platı́ totiž

idRn = d idRn (x0) = d( f −1
◦ f )(x0) = d f −1(y0) ◦ d f (x0).

Odtud už vztah (3.3.1) plyne.
Za poznámku jistě také stojı́, že dimenze definičnı́ho oboru a oboru hodnot zobrazenı́ f ve větě 3.4

musı́ být stejné; jinak by totiž nemohl platit vztah (3.3.1) (to vı́me z lineárnı́ algebry). Tento závěr lze
dalekosáhle zobecnit: snadno lze napřı́klad ukázat, že žádná spojitě diferencovatelná funkce f : R2

→ R
nenı́ bijekce (pokud je ∂1 f (x, y) 6= 0 pro každé (x, y) z nějaké otevřené množiny V , pak stačı́ uvážit
zobrazenı́ g(x, y) = ( f (x, y), y)).

Předpokládáme-li ve větě o inverznı́m zobrazenı́ navı́c, že zobrazenı́ f je na množině U diferencova-
telné, lze okolı́ V a W nalézt tak, aby inverznı́ zobrazenı́ f −1 bylo diferencovatelné na okolı́ W a spojitě
diferencovatelné v bodě y0. Pokuste se to dokázat.
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3.4. Obecná věta o implicitnı́m zobrazenı́. Mějme zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
× Rm

→ Rm , dife-
rencovatelné v bodě (x0, y0) ∈ U a označme l1: Rn

→ Rm a l2: Rm
→ Rm lineárnı́ zobrazenı́,

definovaná předpisy

l1(h1) = d f (x0, y0)(h1, 0),
l2(h2) = d f (x0, y0)(0, h2).

(3.4.1)

Evidentně platı́

d f (x0, y0) = l1 + l2.

Zobrazenı́m l1 a l2 se někdy řı́ká parciálnı́ derivace zobrazenı́ f v bodě (x0, y0) (zobecněného
typu). Přestože my jsme si tento termı́n vyhradili pro jiný objekt, vidı́me, že s nı́m velmi úzce
souvisı́.

Věta 3.9 (o implicitnı́m zobrazenı́). Necht’ f : U ⊂ Rn
×Rm

→ Rm je spojité zobrazenı́, spojitě
diferencovatelné v bodě (x0, y0) ∈ U takovém, že f (x0, y0) = 0. Uvažme lineárnı́ zobrazenı́ l1
a l2 z (3.4.1) a množinu M = {(x, y) ∈ U | f (x, y) = 0}. Jestliže zobrazenı́ l2 je izomorfismus,
pak existujı́ okolı́ V1 bodu x0, okolı́ V2 bodu y0 a zobrazenı́ g: V1 → V2 tak, že množina M ∩
(V1 × V2) je rovna grafu zobrazenı́ g.

Zobrazenı́ g je v bodě x0 diferencovatelné a platı́

dg(x0) = −l−1
2 ◦ l1. (3.4.2)

D ů k a z. Uvažme zobrazenı́ F : U → Rn
×Rm , F(x, y) = (x, f (x, y)). Toto zobrazenı́ je spojité

na U a spojitě diferencovatelné v bodě (x0, y0). Pro lineárnı́ zobrazenı́ dF(x0, y0) a libovolný
vektor (h1, h2) platı́

dF(x0, y0)(h1, h2) = (h1, d f (x0, y0)(h1, h2)) = (h1, l1(h1)+ l2(h2)),

Toto zobrazenı́ je tedy izomorfismus: inverznı́ zobrazenı́ je totiž dáno předpisem

(dF(x0, y0))
−1(u1, u2) = (u1, l−1

2 (u2 − l1(u1))) (3.4.3)

Podle věty 3.4 tedy existujı́ okolı́ V bodu (x0, y0), okolı́ W bodu (x0, 0) ∈ Rn
×Rm a inverznı́

zobrazenı́ F−1: W → V . Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že množina V je rovna
součinu dvou otevřených množin: V = V1 × V2.

Nynı́ pro x ∈ V1 položme

g(x) = pr2(F
−1(x, 0)). (3.4.4)

Nynı́ dokážeme, že zobrazenı́ g má požadované vlastnosti. Necht’ (x0, y0) ∈ M ∩ (V1 × V2).
Máme f (x, y) = 0, neboli F(x, y) = (x, 0), což znamená, že

g(x) = pr2(F
−1(x, 0)) = pr2(x, y) = y.

Naopak, pro libovolné x ∈ V máme

(x, f (x, g(x)) = F(x, g(x)) = F(x, pr2(x, 0)).

Přitom pr1(F
−1(x, 0)) = x , což znamená

(x, f (x, g(x))) = F(F−1(x, 0)) = (x, 0)

a celkově
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f (x, g(x)) = 0.

Zbývá tedy dokázat vztah (3.4.2). Podle (3.4.3) a (3.4.4) máme

dg(x0)(u1) = pr2(dF−1(x0, 0)(u1, 0)) = pr2(u1,−l−1
2 ◦ l1(u1)) = −l−1

2 ◦ l1(u1).

Tı́m je celé tvrzenı́ dokázáno. �

O zobrazenı́ g z předchozı́ věty se někdy řı́ká, že je implicitně definováno zobrazenı́m f .
Podobně jako u věty o inverznı́m zobrazenı́, vztah (3.4.2) můžeme dokázat přı́mo, pomocı́ vztahu

(3.4.1): Vı́me, že pro každé x ∈ V1 platı́

f (x, g(x)) = 0

Derivacı́ této rovnice v bodě x0 dostaneme

0 = d f (x0),y0 ◦ d(id(x), g(x))|x0 = l1 + l2 ◦ dg(x0) = 0

což je ekvivalentnı́ s (3.4.2). Tento způsob odvozovánı́ derivace implicitnı́ho zobrazenı́ se často použı́vá při
praktických výpočtech.

Větu o implicitnı́m zobrazenı́ jsme vlastně dokázali jako poměrně jednoduchý důsledek věty o inverznı́m
zobrazenı́. Kdybychom ji dokázali bez použitı́ této věty, mohli bychom pak naopak větu o inverznı́m zob-
razenı́ dokázat pomocı́ věty o implicitnı́m zobrazenı́, a to pomocı́ vztahu

f
(

f −1(x)
)
− x = 0.

Můžete se o to pokusit.



4. Derivace vyššı́ch řádů

4.1. Bilineárnı́ a kvadratická zobrazenı́. Připomeňme si, že zobrazenı́ l: X1 × X2 → Y , kde
X1, X2 a Y jsou vektorové prostory, se nazývá bilineárnı́, jsou-li pro každé x1 ∈ X1, x2 ∈ X2
zobrazenı́

X1 → Y, x 7→ l(x, x2),
X2 → Y, x 7→ l(x2, x),

lineárnı́. Vektorový prostor všech bilineárnı́ch zobrazenı́ l: X1 × X2 → Y označujeme symbolem
L(X1 × X2;Y ).

Libovolnému lineárnı́mu zobrazenı́ l ∈ L(X1;L(X2;Y )) lze předpisem

l̄(x1, x2) = l(x1)(x2)

přiřadit bilineárnı́ zobrazenı́ l̄ ∈ L(X1 × X2;Y ). Přiřazenı́ l → l̄ je evidentně bijektivnı́.
Dokažte to.
Přesvědčte se o tom, že zobrazenı́ l̄ je skutečně bilineárnı́!

Přı́klad Pro libovolné čı́slo x1 definujme lineárnı́ zobrazenı́ l(x1) předpisem

l(x1)(x) = 2x1x .

Zobrazenı́ l je zjevně lineárnı́. Přı́slušné zobrazenı́ l̄: R× R→ R je dáno předpisem

l̄(x1, x2) = 2x1x2. (4.1.1)

Bilineárnı́ zobrazenı́ l ∈ L(X × X;Y ) se nazývá symetrické, jestliže pro libovolné dva vektory
x1, x2 ∈ X platı́

l(x1, x2) = l(x2, x1).

Bilineárnı́ zobrazenı́ l z (4.1.1) je symetrické.
Každé bilineárnı́ zobrazenı́ z R × R do R je symetrické (lze dokázat pomocı́ vyjádřenı́ vektorů z R

v bázi).

Symetrická a antisymetrická část bilineárnı́ho zobrazenı́ l ∈ L(X × X;Y ) jsou bilineárnı́ zob-
razenı́ sym l a alt l, definovaná předpisy

sym l(x1, x2) =
1
2(l(x1, x2)+ l(x2, x1)),

alt l(x1, x2) =
1
2(l(x1, x2)− l(x2, x1)).

(4.1.2)

Pro každé bilineárnı́ zobrazenı́ l platı́

sym l + alt l = l.

Zobrazenı́ l je symetrické, právě když sym l = l, což je ekvivalentnı́ podmı́nce alt = 0.

Zobrazenı́ l: X → Y se nazývá kvadratické, existuje-li bilineárnı́ zobrazenı́ p: X × X → Y
takové, že pro každé x ∈ X platı́
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l(x) = p(x, x). (4.1.3)

Vektorový prostor všech kvadratických zobrazenı́ l: X → Y označujeme L2(X;Y ).
Zobrazenı́ p, která splňujı́ vztah (4.1.3) je vı́ce; pokud platı́ sym p1 = sym p2, pak samozřejmě pro

každé x p1(x, x) = p2(x, x). Důležité je, že platı́ také opačné tvrzenı́:

Lemma 4.1. Jestliže pro bilineárnı́ zobrazenı́ p1, p2: X×X → Y a každé x ∈ X platı́ p1(x, x) =
p2(x, x), pak sym p1 = sym p2.
D ů k a z. Pro libovolné x1, x2 ∈ X máme

sym p1(x1, x2) =
1
2(p1(x1, x2)+ p1(x2, x1)) =

=
1
2(p1(x1, x2)+ p1(x1, x1)+ p1(x2, x1)+ p1(x2, x2)− p1(x1, x1)− p1(x2, x2)) =

=
1
2(p1(x1 + x2, x1 + x2)− p1(x1, x1)− p1(x2, x2)) =

=
1
2(p2(x1 + x2, x1 + x2)− p1(x1, x1)− p1(x2, x2)) =

= sym p2(x1, x2). �

Z uvedeného vyplývá

Věta 4.2. K libovolnému kvadratickému zobrazenı́ l ∈ L2(X;Y ) existuje právě jedno symetrické
bilineárnı́ zobrazenı́ p ∈ X × X → Y , splňujı́cı́ (4.1.3).

Zobrazenı́ l a p z uvedené věty se nazývajı́ asociovaná.
Symetrické bilineárnı́ zobrazenı́, asociované s daným kvadratickým zobrazenı́m l lze vypočı́tat podle

vztahu

p(x1, x2) =
1
2 (l(x1 + x2)− l(x1)l(x2)).

Na prostoru L(X;L(X;Y )) je dána norma pomocı́ předpisu (1.7.1). Pro zobrazenı́ p a l
z (4.1.3) můžeme položit

‖l‖ = ‖p‖.

Dostaneme tak normu na vektorovém prostoru L2(X;Y ).
Uvedená definice patřı́ k oněm poněkud abstraktnı́m a napoprvé těžko pochopitelným. Pro začátek jistě

postačı́, když si z nı́ odneseme poznatek, že jsme na prostoru L2(X;Y ) definovali normu. Beztak jsou podle
věty 1.17 všechny ekvivalentnı́ a my se budeme zajı́mat pouze o topologii touto normou indukovanou. To
také znamená, že jsme normu na L2(X;Y ) mohli definovat jinak—indukovaná topologie vyjde stejně.

4.2. Derivace a diferenciál druhého řádu. Než přistoupı́me k definici derivace druhého řádu,
uvědomme si, že v definici Fréchetovy derivace v kapitole 2 jsme ze všech vlastnostı́ prostoru Rn

(a Rm) využili pouze jeho strukturu normovaného prostoru. Téměř celý odstavec 2.1 tedy zůstane
v platnosti, pokud v něm všude mı́sto o Rn a Rm budeme hovořit o libovolných normovaných
prostorech. Výjimku tvořı́ jen věta 2.8, která pojednává o složkách zobrazenı́.

Mějme zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm , diferencovatelné v každém bodě nějakého okolı́ V bodu

x ∈ U . Zobrazenı́ d f je tedy definováno v každém bodě množiny V a jeho oborem hodnot je
normovaný prostor L(Rn

;Rm). Fréchetova derivace d(d f )(x) tohoto zobrazenı́ v bodě x (pokud
existuje) je tedy lineárnı́ zobrazenı́ z Rn do prostoru L(Rn

;Rm). Přı́slušné bilineárnı́ zobrazenı́
z Rn

× Rn do Rm označujeme symbolem d2 f (x) a nazýváme druhou (Fréchetovou) derivacı́
zobrazenı́ f v bodě x.

Zobrazenı́, které má v bodě x druhou derivaci, se nazývá dvakrát diferencovatelné v bodě x .
Pro derivace podle vektoru a parciálnı́ derivace zavádı́me tato označenı́:

dh(dk f )(x) = dh,k f (x), ∂i (∂ j f )(x) = ∂i, j f (x).
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Lemma 4.3. Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm má v bodě x ∈ U druhou derivaci. Pak

pro libovolný vektor h ∈ Rn je derivace zobrazenı́ dh f v bodě x rovna lineárnı́mu zobrazenı́
h̄ 7→ d2 f (x)(h̄, h).
D ů k a z. Uvažme zobrazenı́ evh : L(Rn

;Rm)→ Rm , enh(l) = l(h). Platı́

dh f (x) = d f (x)(h) = evh(d f (x)),

neboli

dh f = ev ◦ d f.

Zobrazenı́ ev je lineárnı́, je tedy diferencovatelné v libovolném bodě l ∈ L(Rn
;Rm) a platı́

devh(l) = evh . Zobrazenı́ dh f je tedy (jako kompozice diferencovatelných zobrazenı́) diferenco-
vatelné v bodě x . Dostáváme

d(dh f (x)(h̄) = d(evh ◦ d f )(x)(h̄) =
= (evh ◦ d(d f )(x))(h̄) = (devh = evh a derivace kompozice)
= evh(d(d f )(x)(h̄)) = (d(d f )(x)(h̄))(h) =
= d2 f (x)(h̄, h)

�

Podı́vejme se podrobněji na zobrazenı́ ev, použité v minulém důkazu. Tak napřı́klad pro n = 2 a m = 1
je každé lineárnı́ zobrazenı́ l ∈ L(R2

;R) dáno maticı́ typu 1× 2 (l1, l2) tak, že pro každé h ∈ R2 platı́

l(h) = l1(h1)+ l2(h2).

Pokud tedy napřı́klad h = (2, 3), pak zobrazenı́ evh je určeno předpisem

evh(l) = 2l1 + 3l2.

Nynı́ tedy snad již nenı́ divu, že se jedná o lineárnı́ (a tedy spojité a diferencovatelné) zobrazenı́.
Jiný důkaz lemmatu 4.3 pomocı́ definice derivace lze provést takto:

lim
h̄→0

dh f (x + h̄)− dh f (x)− d2 f (x)(h̄, h)
‖h‖

= lim
h̄→0

d f (x + h̄)(h)− dh f (x)(h)− d(d f )(x)(h̄)(h)
‖h‖

=

= lim
h̄→0

(d f (x + h̄)− dh f (x)− d(d f )(x)(h̄))(h)
‖h‖

=

= lim
h̄→0

evh(d f (x + h̄)− dh f (x)− d(d f )(x)(h̄))
‖h‖

=

= ev
(

lim
h̄→0

d f (x + h̄)− dh f (x)− d(d f )(x)(h̄)
‖h‖

)
= evh(0) = 0.

Lemma 4.4. Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm má v bodě x ∈ U druhou derivaci. Pak pro

libovolné dva vektory h, k ∈ Rn platı́

dh,k f (x) = d2 f (x)(k, h). (4.2.1)

D ů k a z. Plyne přı́mo z lemmatu 4.3 �

Věnujme se nynı́ chvı́li pojmu spojité diferencovatelnosti druhého řádu. Budeme postupovat
podobně, jako v kapitole2. Uvažme zobrazenı́ f : U ⊂ Rn

→ Rm a předpokládejme, že v okolı́ V
bodu x ∈ U existujı́ derivace d f a dG(d f ). Druhá ze zmı́něných derivacı́ je zobrazenı́m z V do
prostoru L(Rn

;L(Rn
;Rm)), na kterém je podle (1.7.1) definovaná norma. Můžeme tedy uvažovat

spojitost zobrazenı́ dG f v bodě x : Je-li zobrazenı́ dG(d f ) v bodě x spojité, pak se o zobrazenı́ f
řı́ká, že je v bodě x dvakrát spojitě diferencovatelné. O spojité diferencovatelnosti druhého řádu
platı́ následujı́cı́ věty, které jsou (včetně důkazů!) velmi podobné větám 2.20 a 2.23.
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Věta 4.5. Zobrazenı́ dvakrát spojitě diferencovatelné v bodě x je v tomto bodě dvakrát diferen-
covatelné.

Věta 4.6. Necht’ pro zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm existujı́ všechny funkce ∂ j fi : U → R

a ∂ j,k fi : U → R, kde i ∈ {1, . . . ,m}, j, k ∈ {1, . . . , n}, a jsou na množině U spojité. Pak
zobrazenı́ f je dvakrát spojitě diferencovatelné v každém bodě množiny U.

Jestliže zobrazenı́ je dvakrát spojitě diferencovatelné v každém bodě množiny U , řı́káme také,
že je třı́dy C2.

Poslednı́m úkolem tohoto odstavce je ukázat Schwartzovu větu o symetrii druhé derivace.
Důkaz této věty je v obecném přı́padě poměrně složitý, vybereme si proto pouze speciálnı́ (ale
základnı́ a nejobvyklejšı́) přı́pad pro dvakrát spojitě diferencovatelná zobrazenı́.

Lemma 4.7. Mějme zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm a vektory h, k takové, že zobrazenı́ dh,k f je

definováno na množině U a spojité v bodě x ∈ U. Pak platı́

dh,k f (x) =
f (x + sh + sk)− f (x + sh)− f (x + sk)+ f (x)

s2 .

D ů k a z. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že n = 1 a pro pevné s ∈ R definujme
zobrazenı́ g předpisem

g(x) = f (x + sk)− f (x).

Podle věty o střednı́ hodnotě pro funkce nynı́ platı́

f (x + sh + sk)− f (x + sh)− f (x + sk)+ f (x) = g(x + sh)− g(x) =
= dshg(y) = dsh f (y + sk)− dsh f (y) = dskdsh f (z) = s2dh,k f (z),

kde bod y ležı́ na úsečce [x, x + sh] a bod z na úsečce [y, y + sk]. Určitě tedy

‖y − x‖ ≤ ‖sh + sk‖ = |s|‖h + k‖,

což znamená, že lims→0 z = x a lims→0 dh,k f (z) = dh,k f (x).1) Tı́m je lemma dokázáno. �

Věta 4.8 (Schwartzova o symetrii druhé derivace). Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm je

dvakrát spojitě diferencovatelné v bodě x ∈ U. Pak bilineárnı́ zobrazenı́ d2 f (x) je symetrické.
D ů k a z. Důkaz speciálnı́ho přı́padu. Je-li zobrazenı́ f v bodě x dvakrát spojitě diferencovatelné,
pak můžeme použı́t předchozı́ lemma, z něhož plyne

dh,k f (x) = dk,h f (x).

Tvrzenı́ tedy plyne z (4.2.1). �

4.3. Multilineárnı́ a homogennı́ zobrazenı́. Pojmy bilineárnı́ a kvadratické zobrazenı́ v tomto
odstavci zobecnı́me pro přı́pad vyššı́ho než druhého řádu. Zobrazenı́ l: X1× X2×· · ·× Xn → Y ,
kde X1, X2, . . . , Xn, Y jsou vektorové prostory nazýváme multilineárnı́ zobrazenı́, je-li zobrazenı́

X i → Y, x 7→ l(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn)

lineárnı́ pro každou volbu x1 ∈ X1, . . . , xi−1 ∈ X i−1, xi+1 ∈ X i+1, . . . , xn ∈ Xn .
K libovolnému lineárnı́mu zobrazenı́ l ∈ L(X1;L(X2; . . . ;L(Xn;Y ) . . .)) předpisem

l̄(x1, . . . , xn) = l(x1)(x2) . . . (xn)

1)V těchto limitách jsme poněkud nepřesnı́; necháme na čtenáři, aby si v nich udělal jasno sám (je třeba mı́sto z psát
jinou funkci proměnné s).
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kanonicky přiřadit multilineárnı́ zobrazenı́ l̄ ∈ L(X1 × . . .× Xn;Y ).
Stejně jako v přı́padě bilineárnı́ho zobrazenı́ definujeme symetrickou a antisymetrickou část

multilineárnı́ho zobrazenı́

sym l(x1, . . . , xn) =
1
n!

∑
σ

l(xσ(1), . . . , xσ(n)),

alt l(x1, . . . , xn) =
1
n!

∑
σ

sgn σ · l(xσ(1), . . . , xσ(n)),
(4.3.1)

kde σ probı́há permutace množiny {1, . . . , n} a sgn σ je znaménko permutace. Zobrazenı́ je sy-
metrické.

Přı́klady. 1) Skalárnı́ součin g: X × X → R je symetrické multilineárnı́m zobrazenı́m Nebot’, jak vı́me
z algebry, g(ax, y) = ag(x, y), g(x + y, z) = g(x, z) + g(y, z) a g(x, y) = g(y, x). alt g(x, y) =
1
2 (g(x, y)− g(y, x)) = 1

2 (g(x, y)− g(x, y)) = 0.

2) Vektorový součin na R3,

(u, v)→ u × v

je antisymetrické multilineárnı́ zobrazenı́ R3
× R3

→ R3.
3) Determinant n-tice vektorů z Rn

(x1, . . . , xn) 7→ det(x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣
x1,1 . . . x1,n
...

...
xn,1 . . . xn,n

∣∣∣∣∣∣∣
je antisymetrické multilineárnı́ zobrazenı́ Rn

× Rn
→ R.

Zobrazenı́ l: X → Y se nazývá homogennı́ řádu n jestliže existuje multilineárnı́ zobrazenı́
p: Xn

→ Y takové, že pro každé x ∈ X platı́

l(x) = p(x, . . . , x). (4.3.2)

Stejně jako v přı́padě kvadratického zobrazenı́, ke každému homogennı́mu zobrazenı́ l existuje je-
diné symetrické multilineárnı́ zobrazenı́ p splňujı́cı́ (4.3.2). Tato zobrazenı́ opět nazýváme asoci-
ovaná. Vektorový prostor homogennı́ch zobrazenı́ řádu n označı́me Ln(X;Y ) a definujeme normu
na jeho prvcı́ch pomocı́ normy s nı́m asociovaným zobrazenı́m, tedy

‖l‖ = ‖p‖.

4.4. Derivace vyššı́ho řádu.
Uvažujme f : U ⊂ Rn

→ Rm , pro p ∈ N definujeme p-tou Fréchetovu derivaci v bodě x ∈ U
obdobně jako jsme definovali druhou derivaci, tedy jako d(dp−1 f )(x) pokud existuje. Jedná se
zobrazenı́ L(Rn

;L(Rn . . . ;L(Rn
;Rm) . . .)), což ovšem ztotožňujeme s L(Rn

× · · · × Rn
;Rm)

O takovém zobrazenı́ řı́káme, že je p-krát diferencovatelné v bodě x
Podobně zavádı́me derivace podle vektorů (parciálnı́ derivace) vyššı́ho řádu, jako derivace

podle vektorů (parciálnı́ derivace) o řád nižšı́. Tedy pro funkci f , bod x ∈ U a k-tici vektorů
h1, . . . , hk−1, hk ∈ Rn máme

dh1,...,hk−1,hk f (x) = dhk (dh1,...,hk−1 f )(x),
∂ f

∂h1, . . . , hk−1, hk
(x) =

∂

∂hk

(
∂ f

∂h1, . . . , hk−1

)
(x),

a parciálnı́ derivaci pro k-tici indexů i1, . . . , ik−1, ik ∈ {1, . . . , n}
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∂i1,...,ik−1,ik f (x) = ∂ik (∂i1,...,ik−1 f )(x),
∂ f

∂xi1, . . . , xik−1, xik

(x) =
∂

∂xik

(
∂ f

∂xi1, . . . , xik−1

)
(x).

Vrat’me se nynı́ k prvnı́ derivaci funkce (pro jednoduchost Rn
→ R) má-li f derivaci v x pak

má, jako lineárnı́ zobrazenı́ matici v kanonických souřadnicı́ch složenou z parciálnı́ch derivacı́.
Tedy

d f (x)(h) =
(
∂ f
∂x1

(x), . . . ,
∂ f
∂xn

(x)
) h1

...
hn

 = ∂ f
∂x1

(x)h1 + . . .+
∂ f
∂xn

(x)hn. (4.4.1)

Pokud si uvědomı́me, že hi = pri (h) (pri je i-tá kartézská projekce), lze (4.4.1) přepsat:

d f (x)(h) =
∂ f
∂x1

(x) pr1(h)+ . . .+
∂ f
∂xn

(x) prn(h). (4.4.2)

Tradičně ovšem pr1 značı́me dx , přı́padně dx1, podobně s pr2 je označováno dy či dx2, tedy pro
lineárnı́ operátory máme

d f (x) =
∂ f
∂x1

(x)dx1 + . . .+
∂ f
∂xn

(x)dxn. (4.4.3)

Nynı́ pokud uvažujeme druhou derivaci, pak druhá derivace jako bilineárnı́ zobrazenı́ lze po-
psat pomocı́ druhých parciálnı́ch derivacı́ následovně:

d2 f (x)(h, k) =
n∑

j=1

n∑
i=1

∂2 f
∂xi x j

(x)hi k j

To lze maticově popsat zápisem

d2 f (x)(h, k) = (h1, . . . , hn)


∂2 f
∂x1x1

(x) . . .
∂2 f
∂x1xn

(x)

...
...

∂2 f
∂xnx1

(x) . . .
∂2 f
∂xnxn

(x)


 k1
...

kn

 .

Toto lze zobecnit pro derivaci p-tého řádu.

Věta 4.9 (o reprezentaci). Necht’ f : U ⊂ Rn
→ R je p-krát diferencovatelná v bodě x ∈ U.

Potom pro každé h1, . . . , h p
∈ Rn platı́

dp f (x)(h1, . . . , h p) =

n∑
i1=1

· · ·

n∑
i p=1

∂ p f
∂xi1 · · · xi p

(x)h1
i1
· · · , h p

i p
,

zde hk
= (hk

1, . . . , hk
n).

Věta 4.10 (symetrie parciálnı́ch derivacı́). Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm je p-krát spojitě

diferencovatelné v bodě x ∈ U. Pak multilineárnı́ zobrazenı́ dp f (x) je symetrické.

Důsledek 4.11. Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm je p-krát spojitě diferencovatelné v bodě

x ∈ U a h1, . . . , hk ∈ Rn . Pak pro libovolnou permutaci σ množiny {1, . . . , k} platı́
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dh1,...,hk f (x) = dhσ(1),...,hσ(k) f (x),

speciálně

∂ f
∂xi1, . . . , xik

(x) =
∂ f

∂xiσ(1), . . . , xiσ(k)
(x)

D ů k a z. Plyne z definice derivace podle vektoru (parciálnı́) vyššı́ho řádu a faktu, že každou per-
mutaci lze realizovat jako výměnu dvou sousednı́ch indexů. Tento částečný výsledek byl dokázáno
ve větě 4.8. �

4.5. Diferenciál a Taylorův polynom. Necht’ zobrazenı́ f :⊂ Rn
→ Rm má v bodě x ∈ U

derivaci řádu k, definujeme diferenciál k-tého řádu funkce f v bodě a a označı́me jej dk f (a) jako
homogennı́ zobrazenı́ z Lp(Rn

;Rm) asociované s dk f (x). Tedy pro každé h ∈ Rn platı́

dp f (x)(h) = dp f (x)(h, . . . , h). (4.5.1)

Lemma 4.12. Necht’ l ∈ Lr (Rn
;Rm). Pak

a) pro libovolné p < r platı́ dpl(0) = 0,
b) dr l(0) = r ! · l,
c) pro libovolné p > r , x ∈ Rn platı́ dpl(x) = 0.

D ů k a z.

dr l(0)(h) = ‖h‖r dr l(0)
(

h
‖h‖

)
�

Lemma 4.13. Necht’ pro zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm a bod x ∈ U platı́

d f (x) = 0
d2 f (x) = 0

...
dk f (x) = 0.

Pak

lim
h→0

‖ f (x + h)− f (x)‖
‖h‖k

= 0.

D ů k a z. Pro k = 1 tvrzenı́ plyne přı́mo z definice derivace. Předpokládejme nynı́ platnost tvrzenı́
pro k = r − 1 a položme g = d f . Máme g(x) = 0 a

lim
h→0

‖g(x + h)− g(x)‖
‖h‖r−1 = lim

r→0

‖g(x + h)‖
‖h‖r−1 = 0,

což znamená, že k libovolnému ε > 0 existuje otevřená koule B ⊂ Rn se středem v nule taková,
že pro každé h ∈ B platı́

‖g(x + h)‖ = ‖g(x + h)− g(x)‖ < ε‖h‖r−1.
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Pro libovolný vektor h ∈ B nynı́ podle důsledku 2.19 věty o střednı́ hodnotě platı́

‖ f (x + h)− f (x)‖ ≤ sup
y∈[x,x+h]

‖d f (y)‖ · ‖h‖ = sup
y∈[x,x+h]

‖g(y)‖ · ‖h‖ < ε‖h‖r−1
‖h‖ = ε‖h‖r .

Tı́m je tvrzenı́ dokázáno i pro k = r . �

Věta 4.14 (o diferenciálu vyššı́ho řádu). Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ Rm má derivaci řádu

k v bodě x ∈ U. Pak

f (x + h)− f (x) = d f (x)(h)+
1
2!

d2 f (x)(h)+ · · · +
1
k!

dk f (x)(h)+ ε(h)‖h‖k,

kde

lim
h→0

ε(h) = 0. (4.5.2)

D ů k a z. Položme

g(h) = f (x + h)− f (x)− d f (x)(h)−
1
2!

d2 f (x)(h)− · · · −
1
k!

dk f (x)(h).

Podle lemmatu 4.12 máme pro r ∈ {1, . . . , k} dr g(0) = 0 a podle lemmatu 4.13 pro

ε(h) =
g(h)
‖h‖k

platı́ (4.5.2). �

Věta 4.15 (Taylova pro funkce vı́ce proměnných). Necht’ zobrazenı́ f : U ⊂ Rn
→ R spojitě

diferencovatelné řádu k + 1 na U a úsečka [x, x + h] ležı́ v U. Potom existuje bod ξ ∈ [x, x + h]
takový, že

f (x + h) = f (x)+ d f (x)(h)+
1
2!

d2 f (x)(h)+ · · · +
1
k!

dk f (x)(h)+

+
1

(k + 1)!
dk+1 f (ξ)(h) (4.5.3)

D ů k a z. Položme g(h) = f (x)+ d f (x)(h)+ 1
2!d2 f (x)(h)+ · · · + 1

k!dk f (x)(h)+ 1
(k+1)! . �
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5.1. Extremálnı́ úlohy bez vazby. V této sekci se budeme věnovat problému. . .

Lokálnı́ maximum.

Necht’ f : U ⊂ Rn
→ R je funkce, řekneme, že funkce f nabývá v bodě x ∈ U lokálnı́ho minima

jestliže existuje okolı́ V bodu x takové, že pro každé y ∈ V , y 6= x
platı́

f (x) ≤ f (y). (5.1.1)

Pokud lze ve výrazu (5.1.1) nahradit nerovnost ≤ ostrou nerovnostı́
<, řı́káme, že f nabývá v x ostrého lokálnı́ho minima. Zcela obdobně
definujeme také pojmy lokálnı́ maximum funkce a ostré lokálnı́ ma-
ximum funkce. Lokálnı́ extrém je potom souhrnný název pro lokálnı́
minimum a maximum.

Následujı́cı́ věta uvádı́ nutnou (nikoliv však postačujı́cı́) podmı́nku
lokálnı́ho extrému pro funkce, jistého stupně diferencovatelnosti.

Věta 5.1 (zobecněná Fermatova). Necht’ funkce f : U ⊂ Rn
→ R má v bodě x ∈ U lokálnı́

minimum. Pokud pro nějaké h ∈ Rn existuje dh f (x) pak dh f (x) = 0.
D ů k a z. Uvažujme funkci gx,h z definice derivace podle vektoru (viz (2.2.2)). Ukážeme, že
( f ◦gx,h)

′(0) = 0, to spolu s větou 2.11 dává tvrzenı́ věty. Je jasné, že f ◦gx,h má v 0 ∈ R lokálnı́
minimum. Podle nutné podmı́nky existence extrému z prvnı́ho ročnı́ku máme ( f ◦ gx,h)

′(0) = 0.
�

Důsledek 5.2. Necht’ funkce f : U ⊂ Rn
→ R má v bodě x ∈ U lokálnı́ minimum.

1. Pokud dG f (x) existuje, je dG f (x) = 0.
2. Pokud existujı́ parciálnı́ derivace f v bodě x, potom

∂ f
∂x1

(x) = 0, . . . ,
∂ f
∂xn

(x) = 0.

Samozřejmě, pokud existuje d f (x) v bodě lokálnı́ho extrému, je nulová.
Obdobné tvrzenı́ lze dokázat také pro lokálnı́ maximum.

y = x3
Věta 5.1 nedává postačujı́cı́ podmı́nku existence lokálnı́ho extrému. To ukazuje

následujı́cı́ přı́klad.
Přı́klad. Funkce f : R→ R, f (x) = x3 má derivaci v bodě nula rovnu nule. Ovšem
neexistuje okolı́ bodu nula takové, aby hodnota v nule byla menšı́ než hodnoty
funkce z toho okolı́.

Věta 5.1 dává jen nutnou podmı́nku pro lokálnı́ extrém, to znamená, že pokud hledáme lokálnı́
extrémy, stačı́ se omezit na body, ve kterých je nutná podmı́nka splněna. Takové body nazýváme
stacionárnı́ body.

Necht’ l je kvadratické zobrazenı́, řekneme, že l je:
pozitivně definitnı́ jestliže pro libovolný h ∈ Rn , h 6= 0 je l(h) > 0;
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negativně definitnı́ jestliže pro libovolný h ∈ Rn , h 6= 0 je l(h) < 0;
indefinitnı́ jestliže existujı́ h, k ∈ Rn takové, že l(h) > 0 a l(k) < 0.

Pokud nahradı́me ostrou nerovnost v definici pozitivnı́ definitnosti neostrou, dostaneme pozi-
tivně semidefinitnı́, obdobně negativně semidefinitnı́.

Lemma 5.3. Pokud je kvadratické zobrazenı́ l: Rn
→ R pozitivně definitnı́, potom existuje K > 0

takové, že pro každé h ∈ Rn je l(h) ≥ K‖h‖.
D ů k a z. Označme S = {h ∈ Rn

| ‖h‖ = 1} jednotkovou sféru v Rn . Množina S je kompaktnı́
(evidentně je ohraničená a je uzavřená, jelikož je vzorem množiny {0} při spojitém zobrazenı́ ‖·‖).
l tedy na S nabývá svého minima, označme jej K . Určitě K 6= 0, protože l je pozitivně definitnı́.
Nynı́ pokud je h 6= 0, máme

l(h) = l
(
‖h‖

h
‖h‖

)
= ‖h‖2l

(
h
‖h‖

)
≥ K‖h‖2.

Pro h = 0 je nerovnice l(h) ≥ K‖h‖2 splněna taktéž. �

Následujı́cı́ věta dává postačujı́cı́ podmı́nku existence lokálnı́ho extrému.

Věta 5.4. Necht’ f : U ⊂ Rn
→ R je spojitě diferencovatelná na okolı́ bodu x ∈ U, který je

stacionárnı́m bodem f .

1. Je-li d2 f (x) pozitivně definitnı́, pak má f v bodě lokálnı́ minimum.
2. Je-li d2 f (x) negativně definitnı́, pak má f v bodě lokálnı́ maximum.
3. Je-li d2 f (x) indefinitnı́, pak f v bodě x nemá lokálnı́ extrém.

D ů k a z. 1. Jelikož je x stacionárnı́m bodem, pak podle věty 4.14 o diferenciálu vyššı́ho řádu pro
k = 2, máme

f (x + h)− f (x) = 1
2d2 f (x)(h)+ ε(h)‖h‖2,

kde limh→0 ε(h) = 0. Podle lemmatu 5.3 existuje K > 0 takové, že d2 f (x)(h) ≥ K‖h‖2. Tedy

f (x + h)− f (x) ≥ 1
2 K‖h‖2 + ε(h)‖h‖2 =

(
1
2 K + ε(h)

)
‖h‖2

Limita závorky pro h → 0 je rovna 1
2 K , proto existuje koule B0(r), že pro všechna h ∈ B0(r) je

1
2 K + ε(h) > 0. Pro taková h 6= 0 je

f (x + h)− f (x) ≥ 1
2 K‖h‖2 > 0.

Hledaným okolı́m, na němž je f (x) nejmenšı́ hodnotou, je tedy Bx (r).
2. Převede se na předchozı́ přı́pad uvažovánı́m zobrazenı́ − f .
3. Existujı́ h, k ∈ Rn takové, že d f (x)(h) > 0 a d f (x)(k) < 0. Pro t 6= 0 máme

f (x + th)− f (x) = 1
2d2 f (x)(th)+ ε(th)‖th‖2 = t2

(
1
2d2 f (x)(h)+ ε(t)‖h‖2

)
.

Jelikož limt→0 ε(t)‖h‖2 = 0, pro dostatečně malá t je 1
2d2 f (x)(h) + ε(t)‖h‖2 > 0. Proto libo-

volně blı́zko x existuje bod x + th takový, že f (x + t)− f (x) > 0.
Na druhou stranu pokud v předchozı́ úvaze mı́sto h použijeme k, dostáváme, že existujı́ libo-

volně malá t , pro které 1
2d2 f (x)(k)+ ε(t)‖k‖2 < 0 a následně t2(1

2d2 f (x)(k)+ ε(t)‖k‖2) < 0.
Odtud f (x + tk)− f (x) < 0. �

Zopakujme z algebry známé Sylvestrovo pravidlo pro kvadratickou formy l: Necht’ p je symetrická
bilineárnı́ forma asociovaná s l a A je matice p v libovolné bázi. Uvažujme det A1, det A2, . . . , det An jejı́
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hlavnı́ minory.
1. Pokud det A1 > 0, det A2 > 0, . . . , det An > 0, potom je l pozitivně definitnı́.
2. Pokud det A1 < 0, det A2 > 0, det A3 < 0, det A4 > 0 . . ., potom je l negativně definitnı́.
Přı́klad. Nalezněte lokálnı́ extrémy funkce f : R2

→ R,

f (x, y) = x3
− 3xy + 3y2.

Nejprve nalezneme stacionárnı́ body f , tı́m že parciálnı́ derivace f položı́me rovny nule:

∂ f
∂x
(x, y) = 3x2

− 3y = 0,
∂ f
∂y
(x, y) = −3x + 6y = 0.

Stacionárnı́mi body — tedy body podezřelými z lokálnı́ho extrému jsou (0, 0) a ( 1
2 ,

1
4 ). Abychom zjis-

tili je-li extrém v některém z nich vyřešı́me definitnost d2 f (x, y) v těchto bodech. Matice přı́slušného
kvadratického zobrazenı́ se skládá z druhých parciálnı́ch derivacı́.

f ′′(x, y) =

(
∂2

x2 f (x, y) ∂2
xy f (x, y)

∂2
xy f (x, y) ∂2

y2 f (x, y)

)
=

(
6x −3
−3 6

)

Pro (x, y) = (0, 0) jsou jeho hlavnı́ minory: det A1 = 0, det A2 =

∣∣∣∣ 0 −3
−3 6

∣∣∣∣ = −9. Nynı́, pro (x, y) =

( 1
2 ,

1
4 ) jsou jeho hlavnı́ minory: det A1 = 3, det A2 = 9.
To znamená, že v bodě (0, 0) nemá f lokálnı́ extrém ale v bodě ( 1

2 ,
1
4 ) má lokálnı́ minimum.

Čtenáři jistě neuniklo, že věta 5.4 nic neřı́ká v přı́padě, že je d2 f (x) semidefinitnı́. Tak tomu
bylo již v přı́padě funkce na R a k vyšetřenı́ extrému, kdy f ′(x) = 0, f ′′(x) = 0, bylo nutné
použı́t jiného postupu.

x

y

z

M

f

5.2. Vázané extrémy. Necht’ f : U ⊂ Rn
→ R, a M ⊂

U , řekneme, že f nabývá lokálnı́ho extrému v x ∈ M na
M jestliže x je extrémem (stejného druhu) funkce f |M .

Ačkoliv funkce f (x, y) = x + y + 1 lokálnı́ extrém
nemá pokud ji vyšetřujeme na množině M dané rovnicı́
x2
+ y2

− 1 = 0 extrému nabývat musı́ (jako spojitá
funkce na kompaktnı́ množině).

Jednı́m ze způsobů, jak zjednodušit problém hledánı́
extrému na množině, je parametrizacı́ množiny M . Tı́m
se může snı́žit i počet neznámých v rovnicı́ch, které je
třeba potom vyřešit.

Věta 5.5 (o parametrizaci M). Necht’ f : U ⊂ Rn
→ R je funkce a M ⊂ U množina. Pokud

pro nějaký bod x ∈ M existuje homeomorfismus ϕ: W ⊂ Rr
→ V ⊂ M takový že V je otevřená

množina1) v M, x ∈ V a f ◦ ϕ má lokálnı́ minimum v t = f −1(x), potom f má v x lokálnı́
minimum na množině M.
D ů k a z. Tvrzenı́ je zřejmé. �

Obdobně lze tvrzenı́ formulovat pro lokálnı́ maximum
Přı́klad. Najděme lokálnı́ minimum funkce f (x, y) = x + y + 1 na množině M dané rovnicı́ g(x, y) =
x2
+ y2

− 1 = 0. Použijeme větu 5.5. Položme ϕ(t) = (cos t, sin t) to jistě nenı́ injektivnı́, ale až budeme
znát bod podezřelý z minima, můžeme ϕ definovat jen na otevřeném intervalu kolem tohoto bodu na němž
u prostá bude.

Hledáme lokálnı́ minimum složenı́ ( f ◦ ϕ)(t) = cos t + sin t + 1. Proto jej zderivujeme a položı́me
rovno nule:

1)otevřená množina v M je zde myšleno jako otevřená množina v indukované topologii na M , tedy V = M ∩ O pro
nějakou otevřenou množinu O ⊂ Rn .
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( f ◦ ϕ)′(t) = − sin t + cos t = 0

Rovnice je splněna, je-li t = π/4 nebo t = 5π/4 ostatnı́ řešenı́ rovnice se po aplikaci ϕ nezobrazujı́ již
na nic nového. Body podezřelé z extrému jsou tedy t = π/4, 5π/4 potažmo ϕ(π/4) = (

√
2/2,
√

2/2) a
ϕ(−
√

2/2,−
√

2/2). Druhou derivacı́ (čeho?) zjistı́me, že bod (
√

2/2,
√

2/2) je bodem lokálnı́ho maxima
f na M a (−

√
2/2,−

√
2/2) bodem lokálnı́ho minima.

Dalšı́ metodou hledánı́ lokálnı́ho extrému na množině jsou tzv. Lagrangeovy multiplikátory.
Ta zahrnuje funkci, která popisuje množinu, do nové funkce a hledáme jejı́ extrémy. Tı́mto postu-
pem se převádı́ problém hledánı́ extrémů na množině na problém hledánı́ lokálnı́ho extrému bez
podmı́nek.

Množina M ⊂ Rn je zadaná pomocı́ funkce g: Rn
→ Rk následovně

M = {x ∈ U | g(x) = 0}. (5.2.1)

Jelikož má g oborem hodnot Rk je M zadána k rovnicemi

M = {x ∈ U | g1(x) = 0, . . . , gk(x) = 0}. (5.2.2)

Rovnicı́m v (5.2.2) se někdy řı́ká vazbové podmı́nky.
Pro λ ∈ Rk položme

Lλ(x) = f (x)+ λ1g1(x)+ · · · + λk gk . (5.2.3)

Funkci Lλ řı́káme Lagrangeova funkce.

Věta 5.6 (o Lagrangevých multiplikátorech, postačujı́cı́ podmı́nka). Necht’ f : U ⊂ Rn
→ R,

M ⊂ U definovaná (5.2.1), uvažujeme Lagrangeovu funkci definovanou (5.2.3).
Jestliže pro nějaké λ ∈ Rk má Langrangeova funkce Lλ lokálnı́ minimum v bodě x ∈ M,

potom má f v x lokálnı́ minimum na množině M.
D ů k a z. Necht’ x je lokálnı́m minimem Lλ. Evidentně je x také lokálnı́m minimem Lλ na
množině M . Jelikož Lλ|M = f |M +

∑k
i=1 λi · gi

|M a g|M = 0, musı́ být x lokálnı́m minimem
f |M . �

Větu lze samozřejmě zformulovat i pro přı́pad lokálnı́ho maxima.

Poznamenejme pro zajı́mavost, že na funkci f nejsou ve větě 5.6 kladeny žádné předpoklady.

Následujı́cı́ věta nám usnadnı́ hledánı́ lokálnı́ch extrémů. Je opět zformulována pro lokálnı́
minimum, ale platı́ samozřejmě i pro lokálnı́ maximum.

Věta 5.7 (o Lagrangevých multiplikátorech, nutná podmı́nka). Necht’ f : U ⊂ Rn
→ R, M ⊂

U je definovaná (5.2.1), x ∈ M, f a g jsou spojitě diferencovatelné v x a dg(x) je surjektivnı́.
Jestliže x je lokálnı́m minimem f na množině M potom existuje λ ∈ Rk takové, že funkce Lλ
definovaná (5.2.3) má v x stacionárnı́ bod, tedy dLλ(x) = 0.

Podmı́nka dg(x) je surjektivnı́ v předchozı́ větě znamená, že matice parciálnı́ch derivacı́

g′(x) =


∂g1

∂x1
(x) · · ·

∂g1

∂xn
(x)

...
. . .

...
∂gk

∂x1
(x) · · ·

∂gk

∂xn
(x)


má maximálnı́ hodnost.

Kombinace vět 5.6 a 5.7 dává silný nástroj. Nejprve nalezneme stacionárnı́ body funkcı́ Lλ,
pro všechny volby λ. Věta 5.7 nám zaručuje, že lokálnı́ extrémy jsou tı́mto pokryty. Vyšetřı́me
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tyto stacionárnı́ body Lagrangeovy funkce a věta 5.6 nám zaručuje, že lokálnı́ extrémy, které jsme
našli, jsou lokálnı́mi extrémy f na množině M .

Podrobný postup při hledánı́ lokálnı́ch extrémů pomocı́ Lagrangeových multiplikátorů bez velkých
skoků v postupu ilustruje následujı́cı́ přı́klad.
Přı́klad. Vrat’me se k přı́kladu funkce f s vazbovou podmı́nkou g, kde

f (x, y) = x + y + 1, g(x, y) = x2
+ y2

− 1 = 0.

Nejprve ověřı́me podmı́nku surjektivity derivace g. Máme

∂x g(x, y) = 2x, a ∂y g(x, y) = 2y.

Tedy dg(x, y) má matici

g′(x, y) = (2x, 2y).

Ta má nulovou hodnost jen v počátku, ten ovšem bodem množiny M nenı́. Proto všechny body M by mohly
být bodem x z věty 5.7. Spojitá diferencovatelnost f i g je ve všech bodech M zřejmá. Lagrangeova funkce
pro λ ∈ R má tvar

Lλ(x, y) = x + y + 1+ λ(x2
+ y2

− 1)

Pokud je nějaké (x, y) stacionárnı́m bodem některé Lλ (tedy pro nějaké λ) splňuje

∂x Lλ = 1+ λ2x = 0
∂y Lλ = 1+ λ2y = 0

Tuto soustavu dvou rovnic o třech neznámých doplňuje podmı́nka, že (x, y) ∈ M tedy g(x, y) = 0,
konkrétně

x2
+ y2

− 1 = 0.

Vyřešenı́m této soustavy dostáváme jednak x =
√

2/2, y =
√

2/2, λ = −
√

2/2 a jednak x = −
√

2/2,
y = −

√
2/2, λ =

√
2/2. Nynı́ ověřı́me, že zda je (

√
2/2,
√

2/2) lokálnı́m extrémem L
−
√

2/2 a zda je

(−
√

2/2,−
√

2/2) lokálnı́m extrémem L√2/2.
Kvadratická forma dL

−
√

2/2(x, y) má matici

L ′′λ(x, y) =
(

2λ 0
0 2λ

)
, L ′′

−
√

2/2
(
√

2/2,
√

2/2) =
(
−
√

2/2 0
0 −

√
2/2

)
.

Ta je negativně definitnı́, to znamená, že (
√

2/2,
√

2/2) je lokálnı́ maximem L
−
√

2/2 a věta 5.7 řı́ká, že

(
√

2/2,
√

2/2) lokálnı́m maximem f na M .

vrstevnice f

M

Ena

a

Princip metody Lagrangeových multiplikátorů spočı́vá v na-
lezenı́ bodu a množiny M , ve kterém bude normálový vektor
Ena k množině M v bodě a kolmý na vrstevnice funkce f . Na
obrázku je znázorněna situace tato situace z přı́kladu.
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6. Riemannův integrál na Rn

6.1. Integrál na obdélnı́ku v Rn . V prvnı́m paragrafu této kapitoly zavedeme pojem integrálu
funkce na obdélnı́ku v Rn . Postupujeme analogicky k přı́padu Riemannova integrálu na R.

Uspořádanou k-tici P = (t0, t1, . . . , tk), pro kterou je a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk = b, nazýváme
dělenı́ intervalu [a, b]. Necht’ Q = [a1, b1] × · · · × [an, bn] je obdélnı́k v Rn . Pokud pro každé
i ∈ {1, 2, . . . , n} je Pn dělenı́m intervalu [ai , bi ], potom uspořádaná n-tice P = (P1, . . . , Pn) je
dělenı́m obdélnı́ku Q. Množinu všech dělenı́ obdélnı́ku Q označujeme P(Q).

Rozklad obdélnı́ku Q definovaný dělenı́m P je konečná množina obdélnı́ků Rect P = {Qi }

takových, že jejich sjednocenı́ je Q, průnik vnitřků libovolné různé dvojice je prázdný a pr j (Qi ) =
[Pj , Pj+1]

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Q6

[0, 2]

[0, 3]

Dělenı́ P obdélnı́ku Q.

Přı́klad Mějme Q = [0, 3] × [0, 2]. Uvažujeme dělenı́
P1 = (0, 3

2 , 3) intervalu [0, 3] a P2 = (0, 1, 7
5 , 2) intervalu

[0, 2]. Dělenı́ P = (P1, P2) = ((0, 3
2 , 3), (0, 1, 7

5 , 2)) je dělenı́
obdélnı́ku Q.

{Qi } = {[0, 3
2 ]× [0, 1], [0, 3

2 ]× [1, 7
2 ], [0, 3

2 ]× [7
2 , 2],

[3
2 , 2]× [0, 1], [3

2 , 2]× [1, 7
2 ], [3

2 , 2]× [7
2 , 2]}

Dělenı́ R obdélnı́ku Q je zjemněnı́m dělenı́ P, pokud pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} je Ri
zjemněnı́m dělenı́ Pi tedy pro každé t j = Pi, j = Ri,l pro nějaké l. Jinými slovy, R je zjemněnı́m
P v každé souřadnici. Dělenı́ S obdélnı́ku Q je společným zjemněnı́m dělenı́ P a Q, pokud S je
zjemněnı́m P i Q.

A

B

A1 A2

A3 A4 B1

B2

B3

Dělenı́ P obdélnı́ku Q. Dělenı́ R Společné zjemněnı́ P a R.

Evidentně, ke každým dvěma dělenı́m existuje jejich společné zjemněnı́.
Je-li A obdélnı́k dělenı́ P a S je jeho zjemněnı́, potom existujı́ obdélnı́ky A1, . . . , Al dělenı́ S takové,

že A = A1 ∪ · · · ∪ Al .

M( f,Ai )

Ai

Necht’ f : Q → R je funkce na obdélnı́ku Q. V celé této kapitole budeme předpokládat, že
je f omezená. Pro takovou funkci v následujı́cı́ch
odstavcı́ch definujeme integrál. V přı́padě Rie-
mannova integrálu v prvnı́m ročnı́ku jsme defi-
novali hornı́ a dolnı́ součty přı́slušné určitému
dělenı́ intervalu. Pomocı́ délky těchto intervalů
dělenı́ vynásobené supremem a infimem. Proto nynı́
potřebujeme definovat n-rozměrný objem. Necht’
A = [a1, b1]×· · ·×[an, bn] ⊂ Rn je obdélnı́k, defi-
nujeme n-rozměrný objem obdélnı́ku A (nebo pouze
objem), jako vol A = (b1 − a1) · . . . · (bn − an).
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Pro funkci f a dělenı́ P obdélnı́ku Q definujeme hornı́ součet

S( f, P) =
∑
Ai

sup
Ai

f (x) · vol Ai =
∑
Ai

M( f, Ai ) vol Ai (6.1.1)

a dolnı́ součet

s( f, P) =
∑
Ai

inf
Ai

f (x) · vol Ai =
∑
Ai

m( f, Ai ) vol Ai . (6.1.2)

Poznamenejme, že supremum a infimum v rovnicı́ch (6.1.1),(6.1.2) vždy existuje, jelikož je f
ohraničená, a součet je konečný, nebot’ Q je ohraničený.

Označme

H( f ) = {S( f, P) | P ∈P(Q)}, (množina hornı́ch součtů)

D( f ) = {S( f, P) | P ∈P(Q)}. (množina dolnı́ch součtů)

Následujı́cı́ dvě lemmata jsou analogickými tvrzenı́mi k těm z prvnı́ho ročnı́ku.

Lemma 6.1. Necht’ R je zjemněnı́m dělenı́ P na Q, potom

S( f, P) ≥ S( f, R),
s( f, P) ≤ s( f, R).

D ů k a z. Ke každému obdélnı́ku Ai dělenı́ P existuje l(i) ∈ N a obdélnı́ky Ai,1, . . . , Ai,l(i)
přı́slušné k dělenı́ R takové, že Ai = Ai,1 ∪ · · · ∪ Ai,l(i) (viz poznámka za definicı́ zjemněnı́).
Navı́c máme Q =

⋃k(P)
i=1

⋃l(i)
j=1 Ai, j .

M( f, Ai ) ≥ M( f, Ai, j )

S( f, P) =
k(P)∑
i=1

M( f, Ai ) vol Ai

=

k(P)∑
i=1

M( f, Ai ) vol(Ai,1 ∪ · · · ∪ Ai,l(i))

=

k(P)∑
i=1

M( f, Ai )

l(i)∑
j=1

vol Ai, j

≥

k(P)∑
i=1

l(i)∑
j=1

M( f, Ai, j ) vol Ai, j

=

k(R)∑
i=1

M( f, Ai ) vol Ai = S( f, R).

Výsledek pro dolnı́ součty plyne stejným způsobem za pomoci nerovnosti m( f, Ai ) ≤
m( f, Ai, j ). �

Lemma 6.2. Necht’ P a R jsou dvě dělenı́ Q, potom
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s( f, P) ≤ S( f, R).

D ů k a z. Necht’ T je společné zjemněnı́ P a R potom podle lemmatu 6.1 máme

s( f, P) ≤ s( f, T ) ≤ S( f, T ) ≤ S( f, R).

�

Předchozı́ tvrzenı́ nás opravňuje k následujı́cı́mu.

Důsledek 6.3. Pro každou omezenou funkci f : Q ⊂ Rn
→ R je

D( f ) ≤ H( f ).

Množiny D( f ) a H( f ) jsou evidentně neprázdné a podle předchozı́ho důsledku je D( f ) shora
ohraničená libovolným hornı́m součtem; stejně tak je H( f ) zdola ohraničená. Proto můžeme
definovat dolnı́ integrál f na Q jako∫

Q
f = sup D( f ) (6.1.3)

a hornı́ integrál f na Q jako∫
Q

f = inf H( f ). (6.1.4)

Nynı́ pokud pro omezenou f : Q ⊂ Rn
→ R je

∫
Q f =

∫
Q f , pak tuto hodnotu označı́me

∫
Q f

a řı́káme ji integrál funkce f na obdélnı́ku Q. Funkci f pak nazveme integrovatelnou na Q
V přı́padě konstantnı́ funkce f ≡ c jsou množiny H( f ) a D( f ) jednoprvkové obsahujı́cı́ čı́slo c vol Q,

což je tı́m pádem jejı́ integrál. Přirozené, že? Ověřte!
Spojitá funkce je také integrovatelná, jak uvidı́me z pozdějšı́ho tvrzenı́.

Věta 6.4. Necht’ f, g: Q ⊂ Rn
→ R jsou omezené integrovatelné funkce na Q a c ∈ R. Potom

1. f + g je integrovatelná na Q a∫
Q

f + g =
∫

Q
f +

∫
Q

g.

2. c f je integrovatelná na Q a∫
Q

c f = c
∫

Q
f.

D ů k a z. !!!!
�

Věta 6.5. Necht’ A, B ⊂ Rn jsou obdélnı́ky s disjunktnı́mi vnitřky takové, že A ∪ B je obdélnı́k.
Dále f : A ∪ B → R je omezená integrovatelná funkce. Potom f je integrovatelná na A i B a∫

A∪B
f =

∫
A

f +
∫

B
f. (6.1.5)

D ů k a z. Z kritéria integrovatelnosti (věta 6.6) existuje dělenı́ P obdélnı́ku A ∪ B takové,
že S( f, P) − s( f, P) < ε. Necht’ R je zjemněnı́m dělenı́ P vzniklé přidánı́m bodů tak, aby
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Ri = (s0, . . . , sk−1, sk = t0, t1, . . . , tl). Potom S, kde Si = (s0, . . . , sk−1, sk), a T , kde
Ti = (t0, t1, . . . , tl), jsou dělenı́mi A a B. Platı́

S( f, P) > S( f, R) = S( f, S)+ S( f, T ) (R zjemněnı́ P , konstrukce S a T ) (6.1.6)
s( f, P) < s( f, R) = s( f, S)+ s( f, T ). (R zjemněnı́ P , konstrukce S a T ) (6.1.7)

Což dává S( f, S)− s( f, S)+ S( f, T )− s( f, T ) = S( f, R)− s( f, R) < ε. Oba rozdı́ly jsou tedy
menšı́ než ε a věta 6.6 zaručuje integrovatelnost f na A a B. Rovnice (6.1.5) plyne z (6.1.6) a
6.1.7. �

Věta 6.6 (kritérium integrovatelnosti). Necht’ f : Q ⊂ Rn
→ R je omezená. Funkce f je

integrovatelná, právě když ke každému ε > 0 existuje dělenı́ P obdélnı́ku Q takové, že S( f, P)−
s( f, P) < ε.

Stejně jako v přı́padě integrálu na R lze vyvodit, že každá spojitá funkce na obdélnı́ku je
integrovatelná. Pokud má funkce konečně či spočetně mnoho bodů nespojitosti je rovněž inte-
grovatelná. Nynı́ se zaměřı́me na zjištěnı́ ,,jak velká“ může být množina bodů nespojitosti, aby
funkce byla integrovatelná.

Množina A ⊂ Rn má (Lebesguovu) mı́ru nula jestliže ke každému ε > 0 existuje spočetný
systém (Qi )i obdélnı́ků v Rn takový, že

⋃
i Qi ⊃ A a

∑
i vol Qi < ε.

Konečná i spočetná množina má mı́ru nula.
Úsečka v R2 má mı́ru nula.
Obdélnı́k v Rn s neprázdným vnitřkem nemá mı́ru nula. Hranice obdélnı́ku má mı́ru nula.
Přı́klad. Kantorova množina C ⊂ R má mı́ru nula. Skutečně, Kantorovu množinu lze psát ve tvaru

C =
⋂
∞

n=1 Qn , kde Qn je sjednocenı́ 2n intervalů délky 3−n . Objem vol Qn = (2/3)n , pro vhodné n může
tento výraz být menšı́ než libovolné předem dané ε.

Pro ohraničenou funkci f : Q → R a bod z jejı́ho definičnı́ho bodu x definujeme oscilaci
funkce f v bodě x

� f (x) = lim
ε→0

sup
x∈Bε(x)

f (x)− inf
x∈Bε(x)

f (x).

Pro A ⊂ Q definujeme oscilaci funkce f na množině A jako

� f (A) = sup
x∈A

f (x)− inf
x∈A

f (x).

Je-li P dělenı́ obdélnı́ku Q, potom

S( f, P)− s( f, P) =
∑

A∈Rect P

� f (A) vol A.

Lemma 6.7. Funkce f je spojitá v bodě x, právě když je � f (x) = 0.
D ů k a z.

�

Přı́klady. Funkce sin x má v každém bodě x oscilaci �sin(x) = 0, jako každá spojitá funkce. Oscilace na
intervalu [0, π] je �sin([0, π]) = 1 a �sin([0, 2π ]) = 2.

Funkce signum má v bodě 0 oscilaci�sgn(0) = 2. Na každém intervalu obsahujı́cı́m nulu, tedy napřı́klad
[−1, 1] má �sgn([−1, 1]) = 2, na druhou stranu �sgn([0, 1]) = 1 a �sgn([1, 2]) = 0.

Lemma 6.8. Necht’ f : Q ⊂ Rn
→ R je ohraničená. Potom pro každé ε > 0 je

Aε = {x ∈ Q | � f (x) < ε}

je otevřená množina.
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Věta 6.9 (Lebesguova). Necht’ f : Q ⊂ Rn
→ R je ohraničená funkce. Označme N ⊂ Q

množinu bodů nespojitosti f . Funkce f je integrovatelná na Q, právě když N má mı́ru nula.
D ů k a z.

�

6.2. Integrál na množině v Rn . Necht’ f : Q ⊂ Rn
→ R je omezená a A ⊂ Q definujeme

integrál funkce f na množině A jako∫
A

f =
∫
χA · f. (6.2.1)

Je jasné, že definice
∫

A f nezávisı́ na volbě Q, pokud je A ⊂ Q

Následujı́cı́ věta nám dává nástroj pro počı́tánı́ integrálu na obdélnı́ku převodem na jedno-
rozměrné integrály.

Věta 6.10 (Fubiniho). Necht’ A je obdélnı́k v Rk , B je obdélnı́k v Rl a f : A × B ⊂ Rk+l
→ R

je omezená integrovatelná funkce. Předpokládejme, že pro každé t je f |x=t integrovatelná na B a
pro každé t ∈ A položme u(t) =

∫
B f |x=t . Potom u je integrovatelná na A a platı́∫

A×B
f =

∫
A

u. (6.2.2)

Rovnici (6.2.2) lze přepsat jako∫
A×B

f =
∫

A

(∫
B

f
)
. (6.2.3)

D ů k a z.
�

Označenı́. Pro integrál funkce f na obdélnı́ku Q = [a1, b1]×· · ·× [an, bn] budeme v souladu
s klasikou použı́vat taktéž označenı́∫

Q
f =

∫
Q

f (x) dx1dx2 . . . dxn =

∫ b1

a1

∫ b2

a2

· · ·

∫ bn

an

f (x) dx1dx2 . . . dxn.

Důsledek 6.11 (Fubiniho věta pro R2).∫
[a,b]×[c,d]

f (x, y) dxdy =
∫ b

a

(∫ d

c
f (x, y)dy

)
dx .

Q
ϕ

ψ

A

Důsledek věty 6.10 a definice integrálu na množině je následujı́cı́ tvrzenı́.
Množina A ⊂ [a, b]× [c, d] je ve tvaru

A = {(x, y) | x ∈ [a, b], ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)},

kde ϕ,ψ jsou spojité funkce na intervalu [a, b], c ≤ ϕ ≤ ψ ≤ ψ

Důsledek 6.12. Necht’ A ⊂ [a, b] × [c, d] ⊂ R2 je množina popsaná v předchozı́m odstavci,
f : Q → R omezená integrovatelná, potom
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∫
A

f =
∫ b

a

(∫ ψ(x)

ϕ(x)
f (x, y)dy

)
dx (6.2.4)

Řekneme, že ohraničená množina A ⊂ Rn je Jordanovsky měřitelná jestliže konstantnı́ funkce
f = 1 je na A integrovatelná (

∫
A 1 existuje). Neboli

∫
Q χA existuje pro A ⊂ Q, Q obdélnı́k.

Pro obdélnı́ky = vol Q.
Množina má Lebesguovu mı́ru nula, právě když je Jordanova mı́ra této množiny nula.

Tyto poznámky nás opravňujı́ Jordanovskou mı́ru množiny A označit stejným symbolem jako
objem v přı́padě obdélnı́ků, tedy vol A.

Lemma 6.13. Ohraničená množina A ⊂ Rn je Jordanovsky měřitelná, právě když fr A má mı́ru
nula.
D ů k a z. Plyne z faktu, že množina bodů nespojitosti χA je právě fr A a samozřejmě věty 6.9. �

Lemma 6.14. Jsou-li A, B Jordanovsky měřitelné množiny, potom jsou Jordanovsky měřitelné
i množiny A ∪ B, A ∩ B, A \ B.

Věta 6.15. Necht’ A, B ⊂ Rn jsou ohraničené Jordanovsky měřitelné množiny a f je integrova-
telná na A i B. Potom∫

A∪B
f =

∫
A

f +
∫

B
f −

∫
A∩B

f.

D ů k a z. Necht’ Q A (respektive Q B) je obdélnı́k obsahujı́cı́ A (respektive B). Bez újmy na
obecnosti, můžeme předpokládat, že Q A ∪ Q B je obdélnı́k. Z definice integrálu na množině je∫

A f =
∫

Q A
f (stejně tak

∫
B f =

∫
Q B

).
...
�

Lemma 6.16. Necht’ A ⊂ Rn je ohraničená Jordanovsky měřitelná množina, potom pro každé
ε > 0 existujı́ množiny Mε, Nε takové, že:
1) Mε,Mε jsou sjednocenı́m obdélnı́ků;
2) Mε ⊂ A ⊂ Nε;
3) vol Nε − vol Mε < ε.
D ů k a z. jelikož je A ⊂ Q Jordanovsky měřitelná, je χA integrovatelná na Q a tedy existuje dělenı́
P obdélnı́ku Q, že M(χA, P) − m(χA, P) < ε. Množina Mε je pak sjednocenı́ těch obdélnı́ků
z Rect P , které jsou podmnožinou A, a proto vol Mε = m(χA, P). Obdobně Nε je sjednocenı́ těch
obdélnı́ků z Rect P , které majı́ neprázdný průnik s A, a tedy vol Nε = M(χA, P). �

Následnujı́cı́ věta je hlavnı́m výsledkem

Věta 6.17 (o substitutci). Necht’ G, H jsou otevřené množiny v Rn , g: G → H bijektivnı́ spojitě
diferencovatelné zobrazenı́. Potom pro každou integrovatelnou funkci f : H → R platı́∫

g(A)
f =

∫
A

f ◦ g · | det g′|. (6.2.5)

Přı́klad Vypočı́tejte integrál∫
A

x2
+ y2dxdy,

kde A je mezikružı́ se středem v (0, 0), poloměry R1 = 1 a R2 = 2.
Použijeme větu o substituci, množina A je obrazem obdélnı́ka [1, 2] × [0, 2π ] při zobrazenı́ g(r, ϕ) =

(r cosϕ, r sinϕ). Věta 6.17 je formulována pro otevřené množiny G, H ...



7. Integrovánı́ diferenciálnı́ch forem

7.1. Formy na Rn . V této kapitole si zopakujeme některé pojmy týkajı́cı́ se forem na vekto-
rovém prostoru. Předpokládejme, že V je vektorový prostor nad polem reálných čı́sel. Symbolem
L(V ) budeme označovat jeho duálnı́ prostor, tedy prostor všech forem, nebo-li všech lineárnı́ch
zobrazenı́ l: V → R.

Algebraická struktura na L(V ), sčı́tánı́ a násobenı́ skalárem.
Přı́klad. Uvažujme vektorový prostor R nad R. Pak L(V ) tvořı́ všechna lineárnı́ zobrazenı́ l: R → R.
Jsou-li l1, l2 ∈ L(R), pak l1 + l2 je definováno, jako zobrazenı́ l1 + l2: R → R splňujı́cı́

(l1 + l2)(x) = l1(x)+ l2(x). (sčı́tánı́ bod po bodu)

Speciálně je-li l1(x) = ax a l2(x) = bx (pro nějaká a, b ∈ R), potom l1 + l2 je lineárnı́ zobrazenı́ dané
předpisem (l1 + l2)(x) = (a + b)x .

Obdobně s násobenı́m skalárem c ∈ R.

Pro p ∈ N definujeme p-formu, jako p-lineárnı́ zobrazenı́ z V do R. Prostor těchto p-forem
značı́me L p(V ). A zavádı́me na něm algebraické operace (bod po bodu), jako v přı́padě L(V ).
Nad

Pro p = 2 pojem 2-formy splývá s pojmem bilineárnı́ho zobrazenı́, viz 4.1.
I o p-formách jsme již mluvili, to bylo v kapitole 4.3.

Operace, kterou z jednoduššı́ch forem dostáváme složitějšı́, se nazývá tenzorový součin a de-
finujeme ji následovně. Necht’ u ∈ L p(V ), v ∈ Lq(V ) jsou formy, potom p + q-forma, kterou
značı́me u ⊗ v ∈ L p+q(V ), je tenzorovým součinem u a v jestliže

(u ⊗ v)(x1, . . . , x p+q) = u(x1, . . . , x p) · v(x p+1, . . . , x p+q). (7.1.1)

Přı́klad. Uvažujme R2 a na něm formy prX : (x, y) 7→ x a prY : (x, y) 7→ y. Potom je prX ⊗ prY bilineárnı́
zobrazenı́, které prX ⊗ prY ((x, y), (u, v)) = prX (x, y) · prY (u, v) = xv.
Záměnou vektorů (x, y) a (u, v) lze snadno ověřit, že zobrazenı́ prX ⊗ prY nenı́ symetrické.

Je symetrické zobrazenı́ prX ⊗ prX ?

Věta 7.1 (o bázi v L p(Rn)). Uvažujme L p(Rn) pro n, p ∈ N, potom {pri1
⊗ · · · ⊗ pri p

, kde
i p ∈ {1, . . . , n}}, je báze L p(Rn) a jeho dimenze je tedy n p.
Přı́klad. 1) Uvažujme R2, podle předchozı́ věty je báze L1(R2) množina {prX , prY }. Nenı́ divu, nebot’ je-li
l: R2

→ R lineárnı́ zobrazenı́, pak jej lze psát ve tvaru l(x, y) = ax + by. Proto l = a · prX +b · prY a
uspořádaná dvojice (a, b) jsou složky l v bázi {prX , prY }. Tato je asociovaná s bázı́ {(1, 0), (0, 1)} v R2,
proto složky (a, b) lze obdržet jako l(1, 0) = a · 1+ b · 0 = a, l(0, 1) = b.

u

v
vol(u, v)

2) L2(R2)
3) Orientovaná plocha rovnoběžnı́ku0) v R2 určeného vektory u, v je 2-forma na R2.

Ověřte! Lze ji vypočı́tat pomocı́ determinantu

vol(u, v) = det
(

u1 v1
u2 v2

)
= u1v2 − v1u2.

Proto vol(u, v) = pr1⊗ pr2(u, v)− pr2⊗ pr1(u, v).

0)Jak orientovaná? Proč orientovaná?
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Antisymetrické p-formy tvořı́ vektorový podprostor (značı́me jej 3p(V )) prostoru L p(V ).

Ověřte, že se skutečně jedná o podprostor.

Pro u ∈ 3p(V ), v ∈ 3q(V ) definujeme vnějšı́ součin u a v jako p + q-formu

u ∧ v =
(p + q)!

p!q!
alt(u ⊗ v). (7.1.2)

Zopakujme, že alt u je definováno v (4.3.1).
Přı́klad. Na 31(R2) uvažujme pr1, pr2.

pr1 ∧ pr2 =
2!

1!1!
alt(pr1⊗ pr2) =

2
1

1
2
(pr1⊗ pr2− pr2⊗ pr1)

tedy

pr1 ∧ pr2(u, v) = pr1⊗ pr2(u, v)− pr2⊗ pr1(u, v) = u1v2 − u2v1.

To znamená pr1 ∧ pr2 = detR2 .
Obdobně lze odvodit na Rn je pr1 ∧ . . . ∧ prn = detRn .

Věta 7.2 (o bázi v 3p(Rn)). Necht’ k ∈ N, k ≤ n, potom {pri1
∧ . . . ∧ prik

| i1 < · · · < ik} je

báze 3k(Rn), to znamená dim3k(Rn) =

(
n
k

)
.

Pro k > n, je dim3k(Rn) = 0, 3k(Rn) obsahuje pouze nulovou formu. Na druhou stranu
L p(Rn) má dimenzi n p.

Věta 7.3 (vlastnosti ∧). Necht’ u, u1, u2 ∈ 3
p(V ), v ∈ 3q(V ) a w ∈ 3s(V ), potom

1. (u1 + u2) ∧ v = u1 ∧ v + u2 ∧ v.
2. u ∧ v = (−1)pqv ∧ u.
3. (u ∧ v) ∧ w = u ∧ (v ∧ w).

Pokud máme prk ∧ prk ∧w je tato forma nulová nebot’ záměnou prvnı́ch dvou forem dostáváme tentýž
výraz ale ten musı́ mı́t podle předchozı́ věty opačné znaménko.

Jsou-li tedy ve výrazu pri1
∧ . . . ∧ prik

dva indexy stejné, je tato forma nulová.

7.2. Diferenciálnı́ formy. Množina G ⊂ Rn je otevřená a p ∈ N, diferenciálnı́ formou řádu p
(p-formou) na G rozumı́me hladké zobrazenı́

ω: G → 3p(Rn).

Jedná se tedy o pole p-forem na G. V každému bodu x ∈ G je přiřazena ω(x) antisymetrická
p-forma, navı́c toto přiřazenı́ je hladké.

V prostoru 3p(Rn) máme bázi {pri1
∧ . . . ∧ prik

| 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}, v každém bodě má ω(x)
složky v této bázi. Zadat p-formu tedy stačı́ pomocı́ funkcı́ daných těmito složkami. Tedy

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

fi1,···,ik pri1
∧ . . . ∧ prik

. (7.2.1)

K ověřenı́ hladkosti stačı́ ověřit hladkost těchto souřadnicových funkcı́.

Tradičně se prvky báze pri značı́ symbolem dxi . Proto

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

fi1,···,ik dxi1 ∧ . . . ∧ dxik . (7.2.2)
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Přı́klad. 1. Každá hladká funkce na G je 0-forma.
2. Jsou-li f a g hladké funkce na R2, potom ω = f dx + gdy je hladká 1-forma na R2. Konkrétněji,
napřı́klad ω(x) = xydx − x2 ydy je 1-formou na R2. (Vı́me, že f (x, y) = xy a g(x, y) = x2 y jsou hladké
funkce.)

Množinu p-forem na G značı́me �p(G). Na této množině zavádı́me operace +, skalárnı́
násobenı́ hladkou funkcı́ a ∧ bod po bodu.

(ω + η)(x) = ω(x)+ η(x),
( f ω)(x) = f (x)ω(x),
(ω ∧ η)(x) = ω(x) ∧ η(x).

Mějme na G ⊂ Rn danou 0-formu, tedy hladkou funkci f . Definujeme vnějšı́ derivaci f , jako
1-formu, která je v každém bodě rovna derivaci f . Proto si dovolı́me ji označit stejným symbolem,
tedy d f . Pomocı́ složek v bázi 31(Rn) má d f následujı́cı́ vyjádřenı́

d f (x) =
n∑

k=1

∂ f
∂xk

dxk . (7.2.3)

Pro obecnou p-formu ω, která má vyjádřenı́ (7.2.2), je vnějšı́ derivacı́ ω k + 1-forma dω, pro
kterou

dω(x) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

d fi1,···,ik ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik (7.2.4)

což s využitı́m (7.2.3) dává

dω(x) =
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∂ fi1,···,ik

∂xk dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik . (7.2.5)

Přı́klad. 1. Hladká funkce f (x, y) = xy2 na R2. Vnějšı́ derivace této 0-formy je dle (7.2.3):

d f (x, y) = y2dx + 2xydy.

2. Mějme 1-formu ω(x, y) = xydx − x2 ydy, jejı́ vnějšı́ derivacı́ bude 2-forma dω. Podle (7.2.5) máme

dω(x, y) = ydx ∧ dx + xdy ∧ dx − (2xydx ∧ dy + x2dy ∧ dy).

Podle poznámky za větou 7.3 je dx ∧ dx = 0 a dy ∧ dy = 0. Pokračujeme

dω(x, y) = xdy ∧ dx − 2xydx ∧ dy = −(x + 2xy)dx ∧ dy.

3. 2-forma

Věta 7.4 (vlastnosti d). Necht’ ω1 ∈ �
p(G) a ω2 ∈ �

q(G), potom
1.d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2;
2.d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ dω2
3.d(dω1) = 0.
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7.3. Integrál z diferenciálnı́ formy na krychli. Označme symbolem I n
⊂ Rn (n-násob-

ný) kartézský součin intervalu [0, 1] a řı́kejme mu jednotková krychle v Rn . Necht’ ω =
f (x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn je diferenciálnı́ n-forma na otevřené množině G obsahujı́cı́ krychli I n ,
definujeme integrál z diferenciálnı́ formy ω na I n jako∫

I n
ω =

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
f (x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn.

Diferencovatelné zobrazenı́ c: I m
→ Rn (taktéž obraz Im c = c(I m)) nazýváme (m-rozměrná)

krychle v Rn .
Je-li ϕ: G ⊂ Rm

→ H ⊂ Rn diferencovatelné zobrazenı́ mezi otevřenými množinami, defi-
nujeme pull back diferenciálnı́ formy ω ∈ �(H) při zobrazenı́ ϕ jako ϕ∗ω ∈ �(G) pro kterou

(ϕ∗ω)(x) = ω( f (x)) ◦ dϕ(x).

Přı́klad. 1. Pro zobrazenı́ f : Rn
→ Rm , f = ( f1, . . . , fm) a diferenciálnı́ formu ω = dyi platı́

f ∗ω = f ∗dyi =

n∑
j=1

∂ fi

∂x j
dx j ,

kde (x1, . . . , xn) ∈ Rn a (y1, . . . , ym) ∈ Rm . Je-li f : R2
→ R3 definováno předpisem

(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = (cos u cos v, cos u sin v, sin u), potom je

f ∗dy =
∂

∂u
(cos u sin v)du +

∂

∂v
(cos u sin v)dv = − sin u sin vdu + cos u cos vdv.

2. Uvažujme zobrazenı́ ϕ: R→ (cos t, sin t) a diferenciálnı́ formu ω ∈ �1(R2) zadanou

ω(x, y) = xdx − ydy.

Platı́ ϕ′(t) = (− sin t, cos t), tedy ϕ∗dx = − sin tdt a ϕ∗dy = cos tdt . Proto

ϕ∗ω(t) = cos t (− sin t)dt − sin t cos tdt = −2 sin 2tdt.

Definujeme integrál z diferenciálnı́ k-formy přes m-rozměrnou krychli c jako integrál z pull
backu ω při zobrazenı́ c. Tedy∫

c
ω =

∫
I m

c∗ω

Přı́klad. Vypočteme integrál∫
S

zdxdy + xdydz + ydzdx,

kde S je severnı́ polovina (z ≥ 0) jednotkové sféry.
...

Uzavřená forma!!!
Exaktnı́ forma!!!
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7.4. Stokesova věta. Diferencovatelný řetězec je lineárnı́ kombinace reálných čı́sel λ1, . . . , λp a
krychlı́ c1, . . . , cp. Tedy c = λ1c1+· · ·+ cpλp. Jako lineárnı́ kombinaci definujeme integrál přes
diferencovatelný řetězec∫

c
ω = λ1

∫
c1

ω + · · · + λp

∫
cp

ω.

Pro jednotkovou krychli I k definujeme jejı́ stěny jako k − 1 rozměrné krychle, pro každou
volbu i ∈ {1, . . . , k} a α ∈ {0, 1} danou

I k
i,α: [0, 1]k−1

→ Rk, (x1, . . . , xk−1) 7→ (x1, . . . , xi−1, α, xi+1 . . . , xk−1)

Je-li zobrazenı́ c(I k) krychle, potom jejı́ stěna ci, j je c(I k
i,α).

Necht’ c je k-rozměrná krychle definujeme jejı́ (orientovanou) hranici ∂c, jako diferencova-
telný řetězec krychlı́

∂c =
k∑

i=1

∑
α = 0, 1(−1)α+i ci, j (7.4.1)

I 1
1,0 I 1

1,1
x1

x2

I 2
2,0
−→

+

I 2
1,1 ↑ +

I 2
2,1

−

−→

I 2
1,0− ↑

x1

x3

I 3
2,0

I 3
3,1

I 3
2,1

Přı́klad. 1. Interval [0, 1] je jednotkovou krychlı́ I 1. Body I 1
1,0 = {0} a I 1

1,1 = {1} jsou jejı́ stěny.
2. Čtverec I 2

= [0, 1]2 má následujı́cı́ stěny I 2
1,0 = {0} × [0, 1], I 2

1,1 = {1} × [0, 1], I 2
2,0 = [0, 1]× {0},

I 2
2,1 = [0, 1]× {1}.

∂ I 2
= −I 2

1,0 + I 2
1,1 + I 2

2,0 − I 2
2,1.

3. Krychle I 3.

∂ I 3
= −I 3

1,0 + I 3
1,1 + I 3

2,0 − I 3
2,1 − I 3

3,0 + I 3
3,1.

Řekneme, že diferencovatelný řetězec je uzavřený, pokud jejı́ hranice je nulový řetězec (nulová
krychle).

Snadno ověřı́te, že kružnice je přı́kladem jednorozměrného řetězce (jednorozměrné krychle), který je
uzavřený.

Taktéž lze odvodit, že pro libovolný řetězec c je ∂(∂c)) = 0, tedy ∂2
= 0. Podobnost operátoru ∂ na

řetězcı́ch s vnějšı́ derivacı́ d diferenciálnı́ch forem nenı́ náhodná, jak uvidı́me později.

Řekneme, že diferencovatelný řetězec c je exaktnı́, pokud je hranicı́ nějakého řetězce. Tedy
pokud existuje h takové, že ∂d = c.

Lemma 7.5. Necht’ c ⊂ G je k-rozměrná krychle a ω je k-forma na otevřené množině G. Potom∫
∂c
ω =

∫
∂[0,1]k

c∗ω (7.4.2)
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Nynı́ se dostáváme k důležitému výsledku diferenciálnı́ geometrie, který dává do souvislosti
integrovánı́ forem na řetězcı́ch a na jejich hranicı́ch.

Věta 7.6 (Stokesova). Necht’ ω je k − 1 forma na otevřené množině G v Rn a c je k-rozměrný
řetězec v G. Potom∫

∂c
ω =

∫
c

dω. (7.4.3)

7.5. Integrovánı́ diferenciálnı́ch forem. V tomto odstavci se podı́váme integrovánı́ dife-
renciálnı́ch forem v R2 a R3. Postupujeme od jednoduššı́ch přı́padů ke složitějšı́m a ilustrujeme
na nich obecné principy z předchozı́ch odstavců.

Křivkový integrál v R2 a R3. Křivka C v R2 (přı́padně v R3) je spojitý obraz uzavřeného
intervalu [a, b], tedy existuje spojité zobrazenı́ 0: [a, b]→ R2 (přı́padně v R3) — parametrizace
křivky C = 0([a, b]). Křivka je jednoduchá, jestliže existuje jejı́ bijektivnı́ parametrizace. Křivka
C je uzavřená, jestliže pro jejı́ parametrizaci platı́ 0(a) = 0(b) a 0 je na (a, b) injektivnı́. Křivka
je (po částech) hladká, jestliže je (po částech) hladká jejı́ parametrizace.

Pi−1
Pi

ξi

a b

Pokud chceme definovat nějakou veličinu křivky C odvozenou od hodnot f v jejich bodech in-
tegracı́ (napřı́klad hmotnost křivky integrovánı́m délkové hustoty). Pak
na křivce a tı́m pádem i na definičnı́m oboru uvažujeme dělenı́ pomocı́
integrálnı́ho součtu

s(P, f ) =
k∑

i=1

f (ξi )‖Pi − Pi−1‖2,

kde Pi jsou body dělenı́ C a ξi ležı́ na části křivky mezi Pi−1 a Pi .
Limitnı́m přechodem zı́skáváme křivkový integrál 1. druhu∫

C
f (x, y)dC, (7.5.1)

kde dC je diferenciálnı́ 1-forma, které řı́káme element délky křivky C , a platı́

dC = c1dx + c2dy. (7.5.2)

V předchozı́m vzorci je (c1, c2) tečný jednotkový vektor ke křivce C v souhlasném směru s ori-
entacı́ C . Obdobně, je-li C v R3, potom jejı́ element délky bude

dC = c1dx + c2dy + c3dz (7.5.3)

Délka křivky C je rovna integrálu elementu délky přes C :
∫

C dC .

En = (x, y)

Et = (−y, x)

Přı́klad. Uvažujme kružnici C středem v počátku a poloměrem jedna orientovanou ve směru ho-
dinových ručiček. Necht’ (x, y) je prvkem C pak vektor En = (x, y)
je normálovým vektorem k C . Je jednotkový, nebot’ x2

+ y2
= 1.

Potom Et = (−y, x) je tečný jednotkový vektor, navı́c je souhlasně
orientován.

Délkový element dC jednotkové kružnice je tedy

dC = −ydx + xdy.

Pokud tedy chceme spočı́tat délku jednotkové kružnice integrujeme objemový element:
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L =
∫

C
−ydC =

∫
C
−ydx + xdy.

Zvolı́me parametrizaci 0: [0, 2π ]→ C, ϕ(t) = (cos t, sin t), máme∫
C
−ydx + xdy =

∫
[0,2π ]

ϕ∗(−ydx + xdy) =
∫ 2π

0
− sin td(cos t)+ cos td(sin t)dt =

=

∫ 2π

0
sin2 t + cos2 tdt =

∫ 2π

0
dt = 2π.

Věta 7.7 (Greenova). Necht’ C ⊂ G je po částech hladká, kladně orientovaná, uzavřená
křivka, ležı́cı́ v otevřené množině G. Dále D je jednoduše souvislá oblast ohraničená C, funkce
P, Q: G → R majı́ spojité parciálnı́ derivace. Potom∫

C
P(x, y)dx + Q(x, y)dy =

∫
D

∂Q(x, y)
∂x

−
∂P(x, y)
∂y

dxdy.

D ů k a z. Důsledek věty 7.6. �

Důsledek 7.8.

vol D =
1
2

∫
C

xdy − ydx

Důsledek 7.9 (nezávislost integrálu na integračnı́ cestě). Necht’ Pdx + Qdy je diferenciálem
nějaké funkce F : G ⊂ R2

→ R, A, B ∈ G, potom integrál∫
C

Pdx + Qdy = F(B)− F(A)

je stejný pro každou křivku C v oteřené oblasti G s počátkem v A a koncem v B.

C

f (x, y) = (x, y)

Uvažujme vektorové pole na nějaké otevřené množině G v R2 (přı́padně R3) tedy zobrazenı́
f : G → R2. Toto pole může reprezentovat magnetické, gravitačnı́ či
jiné pole sı́ly. V množině G ležı́ křivka C s orientacı́ z bodu A do bodu
B. Integrál ze skalárnı́ho součinu přes křivku C∫

C
Ef (x, y) · Eτ ,

kde τ je tečný vektor ke křivce C , nazýváme křivkový integrál 2. druhu.
Vyjadřuje nám kolik práce je třeba vynaložit, či zı́skáme, přesuneme-li
se po křivce C .Pokud má f složky ( f1, f2) a tečný vektor má složky
(τ1, τ2), pak tento integrál má tvar∫

C
f1(x, y)τ1(x, y)dx + f2(x, y)τ2(x, y)dy.

Toto je ovšem integrál 1-formy, o kterém jsme se již zmı́nili v odstavci 7.5.

Přı́klad Uvažujeme vektorové pole f (x, y) = (x, y) na R2 a úsečku C z bodu A = (−1, 0) do bodu
B = (3, 3). Vypočı́tejme
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∫
C

f (x, y) · dτ.

Nejprve B− A = (4, 3), velikost ‖B− A‖ = 5. Jednotkový tečný vektor v každém bodě C je tedy 1
5 (4, 3).∫

C
f (x, y) · dτ =

∫
C

4
5

xdx +
3
5

ydy

Dopočı́táme ....

Plošný integrál v R3

Plošný element

Věta 7.10 (Gauss-Ostrogradski). Necht’ S je uzavřená plocha ohraničujı́cı́ krychli D oriento-
vaná normálou ven, necht’ f je hladké vektorové pole na R3. Potom∫

S
f1(x, y, z)dydz + f2(x, y, z)dzdx + f3(x, y, z)dxdy =

=

∫
D

∂ f1(x, y, z)
∂x

+
∂ f2(x, y, z)

∂y
+
∂ f3(x, y, z)

∂z
dxdydz.

D ů k a z. Plyne z věty 7.6. �

Interpretace předchozı́ věty je následujı́cı́: Tok vektorového pole f přes uzavřenou plochu S
(směrem ven) je roven množstvı́ vznikajı́cı́ho vektorového pole (divergence f ) uvnitř krychle
ohraničené S. Zapisujeme∫

S
Ef · dS =

∫
D

div f,

kde symbolem dS označujeme pole normálového vektoru.
Speciálnı́ Stokesova věta.

Věta 7.11. Necht’ C je křivka ohraničujı́cı́ plochu S ⊂ G, G otevřená v R3, necht’ f je hladké
vektorové pole na G. Potom∫

S

(
∂ f3

∂y
−
∂ f2

∂z

)
dydz +

(
∂ f1

∂z
−
∂ f3

∂x

)
dzdx +

(
∂ f2

∂x
−
∂ f1

∂y

)
dxdy =

∫
C

f1dx + f2dy + f3dz

D ů k a z. Plyne z věty 7.6. �∫
S

rot f dS =
∫

C
Ef dτ.

Přı́klady.

Přı́klady.

A zase
Přı́klady.



8. Obyčejné diferenciálnı́ rovnice
8.1. Obecné. Diferencı́álnı́ rovnice jsou rovnice, kde neznámou je funkce y a vyskytuje se v nı́
derivace neznámé funkce. Tedy napřı́klad

F(y′(x), y(x), x) = 0. (8.1.1)

Přı́klad. Do nádoby, ve ve které je roztok o koncentraci K , přitéká čistá voda rychlostı́ v, stejnou rychlostı́
odtéká i roztok (v nábobě se roztok dokonale ředı́ přitékajı́cı́ vodou).

.

.
Pod pojmem řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (8.1.1) na intervalu I (může být i neohraničený)

rozumı́me libovolnou diferencovatelnou funkci y: I ⊂ R → R, pro kterou je splněna rovnice
(8.1.1).

Uvažujeme jednoduchou diferenciálnı́ rovnici na R

y′(x) = x . (8.1.2)

Řešenı́ této rovnice dostanme integracı́, tedy hledáme primitivnı́ funkci k identitě. Jak vı́me na
každém intervalu má taková primitivnı́ funkce tvar y(x) = x2/2 + c, kde c je libovolné reálné
čı́slo. Vidı́me, že řešenı́ rovnice (8.1.2) nenı́ jednoznačné. Toto je pro řešenı́ obyčejné diferenciálnı́
rovnice typické, proto se v nich vyskytuje konstanta. Jejı́ volbou zı́skáme funkci vyhovujı́cı́
(8.1.1).

Tato situace nám umožňuje předepsat hodnotu neznámé funkce v jednom bodě definičnı́ho
oboru. Tedy pro x0 požadujeme, aby hledaná funkce měla hodnotu y0 ∈ R. Máme soustavu dvou
rovnic

F(y′(x), y(x), x) = 0, (8.1.3)
y(x0) = y0. (8.1.4)

Takovému problému řı́káme Cauchyho počátečnı́ problém (přı́padně Cauchyho okrajová úloha).
Samozřejmě, že pod pojmem řešenı́ Cauchyho úlohy se rozumı́ diferencovatelná funkce splňujı́cı́
rovnice (8.1.3) a (8.1.4).

Následujı́cı́ věta odpovı́dá na základnı́ otázku — řešitelnost diferenciálnı́ch rovnic.

Věta 8.1 (Peano). Necht’ G, H ⊂ R jsou otevřené množiny. Jestliže F : G × H → R je spojitá
funkce. Potom pro každé x0 ∈ G a y0 ∈ H existuje řešenı́ počátečnı́ úlohy (8.1.3, 8.1.4) na
nějakém intervalu v G.

3y2/3

Jistě hned čtenáře napadne, zda takové řešenı́ existuje jen jedno. Negativnı́ odpověd’ dává:
Přı́klad. Uvažujme rovnici y′ = 3y2/3 na R. Pro počátečnı́ podmı́nku y(0) =
0 dostaneme dvě řešenı́ y1(x) = 0 a y2(x) = x3. Ověřte!
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Důkaz existenčnı́ věty je založen na následujı́cı́ myšlence takzvaných Pikardových aproximacı́.
Uvažujme Cauchyho počátečnı́ úlohu (8.1.3, 8.1.4). Řešenı́ této úlohy lze obdržet jako pevný
bod jistého operátoru. Přesněji ȳ(x) bude řešenı́m Cauchyho problému pokud pro operátor ϕ je
ϕ(ȳ) = ȳ (ȳ je pevným bodem ϕ), kde ϕ je definováno

ϕ(y) = y0 +

∫ x

x0

F(y(t), t)dt. (8.1.5)

D ů k a z.
�

Řešenı́ potom hledáme, jako limitu posloupnosti funkcı́ y0, y1, y2, . . ., kde y0 je konstantnı́
funkce rovna y0 (počátečnı́ podmı́nce) a každá následujı́cı́ je obrazem při operátoru ϕ.
Přı́klad.

y′(x) = y, y(0) = 1.

Zmı́něný operátor ϕ je pro tuto rovnici

ϕ(y)(x) = 1+
∫ x

0
y(t)dt

Proto y0 = 1,

y1(x) = 1+
∫ x

0
1dt = 1+ x .

y2(x) = 1+
∫ x

0
1+ tdt = 1+ x +

1
2

x2.

y3(x) = 1+
∫ x

0
1+ t +

1
2

t2dt = 1+ x +
1
2

x2
+

1
6

t3.

Řešenı́ počátečnı́ úlohy je limita částečných součtů

yn(x) = 1+
∫ x

0
1+ t +

1
2

t2dt = 1+ x +
1
2

x2
+

1
6

t3
+ · · · +

1
n!

xn,

tedy funkce y(x) = ex , jak bylo jistě jasné od začátku.

Pokud je tedy zajištěna konvergence zmı́něné posloupnost, pak je zajištěna existence a jedno-
značnost (dı́ky jednoznačnosti limity) řešenı́ počátečnı́ úlohy. Kontraktivnost operátoru a následně
konvergenci alespoň na nějakém intervalu obdržı́me, pokud je funkce F spojitě diferencovatelné.
To nám dává následujı́ základnı́ větu.

Věta 8.2 (Existence a jednoznačnost). Necht’ G, H ⊂ R jsou otevřené množiny. Jestliže F : G×
H → R je spojitě diferencovatelná funkce. Uvažujeme rovnici (8.1.1), potom existujı́ intervaly
I ⊂ G a J ⊂ H, že pro každé y0 ∈ I existuje jedinné řešenı́ y(x) na intervalu J

Navı́c na každém uzavřeném podintevalu I je závislost řešenı́ na počátečnı́ podmı́nce spojitá.
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8.2. Řešenı́ speciálnı́ch typů diferenciálnı́ch rovnic.
Separace proměnných.
Pokud lze rovnici (8.1.1) psát ve tvaru

y′(x) = f (x)g(y(x)), (8.2.1)

pak řı́káme, že jsou v nı́ proměnné separované. Tuto rovnici bychom mohli přepsat do tvaru

dy
dx
= f (x)g(y).

Formálnı́m vynásobenı́m předchozı́ rovnice výrazem dx a podělenı́m f (x) dostaneme rovnici, kde
nlevá strana závisı́ pouze na y a prává pouze na x . Pokud nalezneme primitivnı́ funkce k oběma
stranám (obě strany zintegrujeme podle ,,svých“ proměnných), dostanme řešenı́ v implicitnı́m
tvaru.

Věta 8.3. Necht’ f, g jsou spojitě diferencovatelné na okolı́ch bodů x0, y0 ∈ R a g(y0) 6= 0. Dále
necht’ y(x) je řešenı́m počátečnı́ úlohy (8.1.3, 8.1.4), které nám dává věta 8.2. Potom y(x) je dáno
implicitně rovnicı́∫ y

y0

1
g(z)

dz
∫ x

x0

f (t)dt.

Přı́klad. Nalezněte řešenı́ rovnice

y′(x) = 2xy(x).

Rovnici přepı́šeme do tvaru se separovanými proměnnými

dy
dx
= 2xy,

dy
y
= 2x .dx

Nynı́ nalezneme primitivnı́ funkce na obou stranách.

ln |y| = x2
+ c,

kde c ∈ R je libovolné. Obdrželi jsme řešenı́ rovnice v implicitnı́m tvaru. Pokud rovnici ještě upravı́me,
dostáváme řešenı́ v explicitnı́m tvaru

y(x) = kex2
,

kde k ∈ R je libovolné. Pokud by byla navı́c přidána počátečnı́ podmı́nka x0 = 0, y0 = 2, tedy y(0) = 2,
dopočı́tali bychom konstantu k.

2 = y(0) = ke0
= k.

Speciálnı́ přı́pady.
Nezávislost na y. Pokud rovnice (8.2.1) neobsahuje výraz závislý na y(x), tedy g(y) = 1,

dostáváme řešenı́ přı́mo a v explicitnı́m tvaru

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f (t)dt.

Nezávislost na x . Obdobně, pokud (8.2.1) neobsahuje výraz závislý na x , tedy f (x) = 1,
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dostáváme řešenı́ v implicitnı́m tvaru

x − x0 =

∫ y

y0

1
g(z)

dz = G(y(x))− G(y0).

G je primitivnı́ funkcı́ k 1/g.

8.3. Lineárnı́ direfenciálnı́ rovnice. Diferenciálnı́ rovnice je lineárnı́ pokud je ve tvaru

y′(x)+ p(x)y(x) = q(x). (8.3.1)

Pokud je v (8.3.1) funkce g rovna nule jedná se o homogennı́ (lineárnı́) diferenciálnı́ rovnici. Tedy

y′(x)+ p(x)y(x) = 0. (8.3.2)

Velkou výhodou lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice je fakt, že má řešenı́ na celý interval. Přesněji
řečeno, každé řešenı́ (8.3.1) lze rozšı́řit na nějaký interval.

Dalšı́ užitečnou vlastnostı́ je následujı́cı́:

Věta 8.4. Necht’ yH : I → R je řešenı́ (8.3.2) a yP : I → R je řešenı́ (8.3.1) na témže intervalu.
Potom funkce yH + yP je řešenı́ (8.3.1).
D ů k a z. Máme y′H + pyH = 0 a y′H + pyP = q. Nynı́ ověřı́me, že yH + yP je řešenı́ (8.3.1).
Počı́táme levou stranu rovnice

(yH + yP)
′
+ p · (yH + yP) = y′H + pyH + y′P + pyP = 0+ q.

Tı́m je věta dokázána. �

Z předchozı́ věty plyne, že máme-li jediné řešenı́ (8.3.1) a všechna řešenı́ homogenizované
rovnice (8.3.2), pak všechna řešenı́ na danném intervalu zı́skáme tak, že ke všem řešenı́m homo-
genizové rovnice přičteme jedno určité (paritulárnı́) řešenı́ (8.3.1).

Věta 8.5 (o prostotu řešenı́). Množina řešenı́ (8.3.2) na intervalu I tvořı́ vektorový prostor.
Přesněji, řešenı́ má tvar

y(x) = c · e−
∫ x

x0
p(t)dt

kde x0 ∈ I a c ∈ R je libovolné.
D ů k a z. Přı́mým dosazenı́m. �

Přı́klad.

Homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici lze vždy řešit separacı́ proměnných, nalezenı́ parti-
kulárnı́ho řešenı́ lze naleznout pomocı́ takzvané variace konstant.

8.4. Soustavy diferenciálnı́ch rovnic. Uvažujeme soustavu n diferenciálnı́ch rovnic pro n
neznámých funkcı́:

y′1(x) = a1,1(x)y1(x)+ · · · + a1,n(x)yn(x)+ b1(x),
...

y′n(x) = an,1(x)y1(x)+ · · · + an,n(x)yn(x)+ bn(x).
(8.4.1)

Vektorově lze tuto soustavu psát ve tvaru(
y(x)

)′
= A(x)

(
y(x)

)
+

(
b(x)

)
. (8.4.2)
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Analogicky jako jako v přı́padě jedné rovnice (viz 8.3) lze ukázat, že řešenı́ soustavy (8.4.2)
můžeme psát ve tvaru součtu řešenı́ homogennı́ soustavy a partikulárnı́ho řešenı́. Proto se nej-
prve budeme věnovat řešenı́ homogenizované soustavy, tedy kdy je vektor funkcı́ b(x) nulový.
Omezı́me se na přı́pad, pouze čı́selné matice A. Tedy(

y(x)
)′
= A

(
y(x)

)
, (8.4.3)

kde A = (ai, j ) a ai, j ∈ R. Uvědomme si, že pokud máme pouze jednu rovnici, tedy y′(x) =
a · y(x), je jasné, že obecným řešenı́m je yH (x) = keax , pro k ∈ R. Pokud bychom použili
tuto analogii na soustavu rovnic, je nutné definovat výraz eA, pro čı́selnou matici A. Tento výraz
definujeme stejně jako u čı́selné exponenciálnı́ funkce jako nekonečnou řadu

eA
= E + A +

1
2

A2
+ · · · +

1
n!

An
+ · · · ,

kde E je jednotková matice přı́slušného řádu a An
= A · . . . · A je n-tá mocnina A. V přı́padě, že

A je diagonálnı́ matice. lze snadno odvodit, že

eA
=

 ea1,1 0 . . . 0
0 ea2,2 . . . 0
0 0 . . . ean,n


Proto se nám nynı́ hodı́ tvrzenı́ lineárnı́ algebry, že každou matici lze psát ve tvaru A = P−1 J P ,
kde P je regulárnı́ matice z vlastnı́ch vektorů a J je matice v Jordanově tvaru (nejjednoduššı́m
přı́padem je ten, kdy je J diagonálnı́).

Definice eA s faktem, že An
= (P−1 J P) · (P−1 J P) · . . . · (P−1 J P) = P−1 J n P dává

eA
= P−1eJ P.

Obecné řešenı́ (8.4.3) je potom

yH (x) = k P−1eJ P,

kde k ∈ Rn je libovolné. Tyto úvahy nám dávajı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 8.6. Množina řešenı́ systému (8.4.3) na intervalu I tvořı́ n-rozměrný vektorový prostor.
D ů k a z. Obdobně jako v přı́padě jedné rovnice. �

Lineárně nezávislé funkce ϕ1, . . . , ϕn , které jsou bázı́ v prostoru řešenı́ (8.4.3) nazveme fun-
damentálnı́ systém řešenı́ (8.4.3). Libovolné řešenı́ tohoto systému lze tedy vyjádřit jako lineárnı́
kombinaci prvků fundamentálnı́ho systému.

Pro systému lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic lze taktéž obdržet obdobu věty 8.4, proto
dostáváme následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 8.7. Každé řešenı́ y(x) systému (8.4.2) lze vyjádřit ve tvaru y(x) =
∑n

i=1 ciϕi + yP , kde
ci ∈ R jsou libovolná, {ϕ1, . . . , ϕi } tvořı́ fundamentálnı́ systém řešenı́ (8.4.3) a yP(x) je řešenı́
(8.4.2).

Vrat’me se nynı́ k explicitnı́mu vyjádřenı́ řešenı́ homogennı́ soustavy.
1. Matice J je diagonálnı́. Tedy existujı́ vlastnı́ čı́sla λ1, . . . , λn , potom majı́ matice J a eJ tvar

J =

(
λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
0 0 . . . λn

)
, eJ

=

 eλ1 0 . . . 0
0 eλ2 . . . 0
0 0 . . . eλn

 .
Řešenı́ homogennı́ho systému je potom ve tvaru yH (x) = k P−1eJ x P , a jelikož jsou matice P, P−1
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vyjádřeny pomocı́ vlastnı́ch vektorů, dostaneme

yH = c1u1eλ1t
+ · · · + cnuneλn t ,

kde c1, . . . , cn ∈ R jsou libovolné a ui ∈ Rn je vlastnı́ vektor přı́slušný λi .
Přı́klad.

y′1(x) = 5y1(x)+ 2y2(x)
y′2(x) = −4y1(x)− y2(x).

Matice
(

5 2
−4 −1

)
má vlastnı́ čı́sla λ1 = 1 a λ2 = 3 k min přı́slušné vlastnı́ vektory jsou u1 = (1,−2)> a

u2 = (1,−1)>. Ověřte!
Fundamentálnı́ systém řešenı́ je potom ϕ1(x) = (1,−2)>ex a ϕ2(x) = (1,−1)>e3x . Obecné řešenı́ je

potom

y(x) = c1

(
1
−2

)
ex
+ c1

(
1
−1

)
e3x .

Nebo-li

y′1(x) = c1ex
+ c2e3x

y′2(x) = −2c1ex
− c2e3x

2. Přı́pad, kdy máme vı́cenásobnou vlastnı́ hodnotu, si ukážeme na přı́padě, kdy n = 3 a máme λ1 = λ2 = λ
a od nı́ různou vlastnı́ hodnotu λ3. Potom

J =

(
λ 1 0
0 λ 0
0 0 λ3

)

a

eJ x
=

( 1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
+

(
λx 1 0
0 λx 0
0 0 λ3x

)
+

1
2

 λ2x2 2xλ 0
0 λ2x2 0
0 0 λ2

3x2

+ · · · + 1
n!

 λn xn nλn−1xn 0
0 λn xn 0
0 0 λn

3 xn

+ · · · =
=


∑
∞

n=0 λ
n xn/n!

∑
∞

n=1 λ
n−1xn/(n − 1)! 0

0
∑
∞

n=0 λ
n xn/n! 0

0 0
∑
∞

n=0 λ
n
3 xn/n!

 =
 eλx xeλx 0

0 eλx 0
0 0 eλ3x


Je-li u vlastnı́ vektor přı́slušný k λ, u3 vlastnı́ vektor přı́slušný λ3 a v je vektor, který se zobrazı́ na u
(zobecněný vlastnı́ vektor), potom je řešenı́ ve tvaru

y(x) = c1ueλx
+ c2(v + ux)eλx

+ c3u3eλ3x

Přı́klad.

y′1(x) = 3y1(x)+ y2(x)
y′2(x) = −y1(x)+ y2

Matice A =
(

3 1
−1 1

)
má jediné vlastnı́ čı́slo λ = 2, vlastnı́ vektor je u = (1,−1)>, zobecněný vlastnı́

vektor v, který se zobrazı́ na u, je řešenı́m Av = u. Dostáváme v = (1/2,−1/2)>. Proto

y(x) = c1

(
1
−1

)
e2x
+ c2

(
1/2+ 1x
−1/2− 1x

)
e2x .
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3. Přı́pad komplexnı́ vlastnı́ čı́sla. Pokud bychom se spokojili s řešenı́m v komplexnı́m oboru, pak lze
postupovat jako v předchozı́ch přı́padech. Má-li reálnı́ matice komplexnı́ vlastnı́ čı́slo, pak i čı́slo komplexně
sdružené je vlastnı́m čı́slem a vlastnı́ vektory k těmto čı́slům jsou také komplexně sdružené. Jsou-li ϕ a
ϕ komplexně sdružené prvky fundamentálnı́ho systému, pak vhodnou lineárnı́ kombinacı́ zı́skáme reálné
lineárně nezávislé funkce, které nahradı́ ϕ, ϕ. Napřı́kad můžeme zvlolit 1

2 (ϕ + ϕ) a 1
2i (ϕ − ϕ).

Přı́klad.

y′1(x) = y2(x)
y′2(x) = −y1(x)

Matice systému je A =
( 0 1
−1 0

)
. Tato matice má vlastnı́ hodnoty i,−i . k nim dostáváme vlastnı́ vektory

u1 = (−i, 1)>, u2 = (i, 1)>.
Fundamentálnı́ systém řešenı́ je {ϕ1, ϕ2} = {u1ei x , u2e−i x

} = {u1(cos x + i sin x), u2(cos x − i sin x)}.
V prostoru řešenı́ si zvolı́me jinou lineárně nezávislou dvojic tı́m, že položı́me ψ1 =

1
2 (ϕ1 + ϕ2) a ψ2 =

1
2i (ϕ1 − ϕ2). Máme

ψ1 =
1
2
(u1 cos x + iu1 sin x + u2 cos x − iu2 sin x) =

1
2
(u1 + u2) cos x +

1
2
(iu1 − iu2) sin x =

=
1
2
((−i, 1)> + (i, 1)>) cos x +

1
2
((1, i)> − (−1, i)>) sin x = (1, 0)> sin x + (0, 1)> cos x,

a

ψ2 =
1
2i
(u1 cos x + iu1 sin x − u2 cos x + iu2 sin x) =

1
2i
(iu1 + iu2) sin x +

1
2i
(u1 − u2) cos x =

= (0,−1)> sin x + (1, 0)> cos x .

Obecné řešenı́ je potom

y(x) = c1ψ1 + c2ψ2 = c1(sin x, cos x)> + c2(cos x,− sin x)>.

y′1(x) = c1 sin x + c2 cos x,
y′2(x) = c1 cos x − c2 sin x .

Jak jsme již řekli obecné řešenı́ soustavy (8.4.1) lze vyjádřit ve tvaru součtu obecného řešenı́
systému homogenizované soustavy (8.4.3) a jednoho řešenı́ s nenulovým vektorem b(x). Toto
partikulárnı́ řešenı́ lze obdržet stejně jako v kapitole 8.3 variacı́ konstant.

Věta 8.8 (variace konstant). Uvažujme lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici

y′(x) = a(x)y(x)+ b(x). (8.4.4)

podle věty 8.5 je yH (x) = ceA(x)x je pro každé c ∈ R řešenı́m homogenizované rovnice y′(x) =
a(x)y(x) na intervalu I ⊂ R. Potom existuje řešenı́ yP rovnice (8.4.4) na I ve tvaru

yP(x) = C(x)eA(x),

kde C(x) je primitivnı́ funkcı́ k b(x)e−A(x).
D ů k a z. Předpokládejme, že yP(x) = C(x)eA(p), pro nějakou primitivnı́ funkci k b(x)e−A(x).
Platı́ tedy

y′P(x) = C ′(x)eA(x)
+ C(x)eA(x)A′(x)

= C ′(x)eA(x)
+ a(x)C(x)eA(x) (A je primitivnı́ k a )

= b(x)e−A(x)eA(x)
+ a(x)C(x)eA(x) (C je primitivnı́ k b(x)eA)

= a(x)yP(x)+ b(x). (definice yP )
�
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8.5. Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice vyššı́ho řádu. Direfencı́álnı́m rovnicı́m, které obsahujı́ deri-
vaci vyššı́ho než prvnı́ho řádu, se budeme věnovat pouze v přı́padě lineárnı́ch rovnic vyššı́ho řádu
a to jen s konstantı́ntnı́mi koeficienty.

Předpokládejme, že máme rovnici ve tvaru

y(n)(x)+ a1y(n−1)(x) · · · + an−1y′(x)+ an y(x) = b(x) (8.5.1)

kde ai ∈ R. Substitucı́ y′1 = y2, y′2 = y3, . . . , y(n−1)
= yn je rovnice (8.5.1) ekvivalentnı́ se

systémem lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic

y′1(x) = y2(x)
...

y′n−1(x) = yn(x)
y′n(x) = −a1yn(x) · · · − an−1y2(x)− an y1(x)− b(x)

(8.5.2)

Pokud uvažujeme homogenizovanou soustavu k předchozı́mu, pak matice systému je
0 1 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
...

...
0 0 · · · 0 1
−an −an−1 · · · −a2 −a1

 , (8.5.3)

jejı́ž charakteristický polynom má tvar

χ(λ) = λn
+ a1λ

n−1
+ · · · + an−1λ+ an. (8.5.4)

Podle počtu a násobnosti se situace rozpadá na následujı́cı́ přı́pady:
n různých (jednonásobných) vlastnı́ch hodnot λ1, . . . , λn . V tomto přı́padě každé vlastnı́

čı́slo přispı́vá do lineárnı́ kombinace obecného řešenı́ jednı́m sčı́tancem. Celkové je

yH (x) = c1eλ1x
+ · · · + cneλn x ,

kde ci ∈ R jesiu libovolné. Vlastnı́ vektory znát nemusı́me, protože ze soustavy (8.5.2) nás zajı́má
pouze y1 a prvnı́ složka vlastnı́ho vektoru, kterým by se při řešenı́ vynásobila eλx , se ,,započı́tá“
do parametru c. Jinak řečeno, je-li u vlastnı́ vektor k λ pak množina funkcı́ cu1eλx je obsažena
v ceλx , probı́há-li c celé R.

Některé λk je p-násobné. Potom sčı́tance v lineárnı́ kombinaci od tohoto vlastnı́ho čı́sla, bu-
dou kromě eλk x obsahovat ještě xeλk x , . . . , x p−1eλk x . Napřı́klad, pokud λ1 je p-násobné a ostatnı́
vlastnı́ čı́sla λ2, . . . , λn−p−1 jsou jednonásobná, je

yH (x) = c1eλ1x
+ c2xeλ1x

+ · · · + cpx p−1eλ1x
+ cp+1eλ2x

+ · · · + cneλn−p−1x

Vlastnı́m čı́slem je λ = α + βi . Potom je vlastnı́m čı́slem i λ = α − βi , polynom (8.5.4) má
reálné koeficienty. Funkce e(α+βi)x přı́padně i xe(α+βi)x (v přı́padě že je α + βi vı́cenásobné) by
v libovolné lineárnı́ kombinaci tvořily část obecného řešenı́.

Přı́klad.

y′′′(x)− 13y′′(x)+ 12y′(x) = 0.

Ačkoliv vı́me z (8.5.4), jak bude vypadat charakteristický polynom, provedeme detailně celý postup. Sub-
stituujeme y1 = y, y2 = y′1, y3 = y′2. Dostáváme soustavu
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y′1(x) = y2(x)
y′2(x) = y3(x)
y′3(x) = −12y2(x)+ 13y3,

A − λE =

(
−λ 1 0
0 −λ 1
0 −12 13− λ

)
.

Potom

det A − λE = −λ(−λ(13− λ)+ 12) = −λ3
+ 13λ2

− 12λ

Což odpovı́dá (8.5.4) (Znaménko zde roli nehraje). Kořeny charakteristického polynomu jsou λ1 = 0,
λ2 = 1, λ3 = 12. Jelikož nás zajı́má pouze y1, nemusı́me počı́tat vlastnı́ vektory, které určujı́ ,,poměry“
mezi jednotlivými yi . A protože jsou všechna vlastnı́ čı́sla jednonásobná, budeme od každého z nich mı́t
jeden prvek z nich se sestavı́ obecné řešenı́ zadané rovnice. Tedy

y(x) = c1e0x
+ c2e1x

+ c3e12x
= c1 + c2ex

+ c3e12x .

Přı́klad.

y′′ − 4y′ + 13y = 0.

Již se nebudeme zdržovat soustavou a sestavı́me charakteristický polynom.

χ(λ) = λ2
− 4λ+ 13

Kořeny jsou λ1 = 2+ 3i a λ2 = 2− 3i . Obecné řešenı́ v komplexnı́m tvaru je tedy

y(x) = c1e(2+3i)x
+ c2e(2−3i)x .

Fundamentálnı́ systém řešenı́ {ϕ1, ϕ2} je ϕ1 = e(2+3i)x
= e2x (cos(3x) + i sin(3x)) a ϕ2 = e(2−3i)x

=

e2x (cos(3x) − i sin(3x)). V tomto prostoru si může zvolit bázi {ψ1, ψ2} z reálných funkcı́ tak, že
položı́meψ1 =

1
2 (ϕ1 + ϕ2),

1
2
(ϕ1 + ϕ2) =

1
2

e2x (cos(3x)+ i sin(3x)+ cos(3x)− i sin(3x)) = e2x cos(3x),

což odpovı́dá reálné části ϕ1 nebo ϕ2. A

1
2i
(ϕ1 − ϕ2) =

1
2

e2x (cos(3x)+ i sin(3x)− cos(3x)+ i sin(3x)) = e2x sin(3x),

to zase odpovı́dá imaginárnı́ části ϕ1. Obecné řešenı́ je tedy

y(x) = c1e2x cos(3x)+ c2e2x sin(3x).

Obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (8.5.1), pokud známe řešenı́ homogenizové rovnice pro
b(x) = 0, je samozřejmě ve tvaru součtu yH + yP . Partikulárnı́ řešenı́ lze opět nalézt metodou
variace konstant.
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Rejstřı́k

bod stacionárnı́: 37
derivace druhá Fréchetova: 30
— Fréchetova p-tá: 33
— Gâteauxova: 13
— parciálnı́: 15
— — zobecněného typu: 27
— podle vektoru: 13
extrém lokálnı́: 37
Funkce definovaná implicitně: 22
— integrovatelná: 45
funkce Lagrangeova: 40
integrál na množině: 47
Integrál na obdélnı́ku: 45
Koule otevřená v normovaném

prostoru: 1
— uzavřená v normovaném

prostoru: 1
limita funkce: 3
matice Jakobiho: 16
— parciálnı́ch derivacı́: 16
maximum lokálnı́ funkce: 37
— — na množině: 39
— ostré lokálnı́: 37
minimum lokálnı́ funkce: 37
— — na množině: 39
— ostré lokálnı́: 37
množina Jordanovsky

měřitelná: 48
— mı́ry nula: 46
Množina ohraničená

v normovaném prostoru: 1
Norma: 1
normy ekvivalentnı́: 3
Obdélnı́k v Rn : 43
Objem obdélnı́ku n-rozměrný: 43
oscilace funkce na množině: 46
— — v bodě: 46
problém Cauchyho

(počátečnı́): 57
proměnné separované: 59
Prostor normovaný: 1
rovnice diferenciálnı́: 57
— — lineárnı́ homogennı́: 60
— — lineárnı́ vyššı́ho řádu: 63
— — lineárnı́: 60
— se separovanými

proměnnými: 59
řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 57
— partikulárnı́: 60
Složky funkce: 5
Součet dolnı́: 44
— hornı́: 44
systém fundamentálnı́: 61
Topologie eukleidovská na Rn : 4

— generovaná normou: 1
— přirozená na Rn : 4
— součinová na Rn : 4
úloha Cauchyho (počátečnı́): 57
zjemněnı́ dělenı́: 43
— — společné: 43
zobrazenı́ asociované: 30, 33
— definované implicitně: 28
— diferencovatelné p-krát: 33
— — dvakrát spojitě: 31
— — spojitě: 18
— dvakrát diferencovatelné: 30
— Fréchet diferencovatelné: 9
— homogennı́ řádu n: 33
— kvadratické: 29
— — indefinitnı́: 38
— — negativně definitnı́: 38
— — pozitivně definitnı́: 37
— multilineárnı́: 32
— parciálnı́: 15
— spojité v normovaných

prostorech: 2
— symetrické: 29
— — multilineárnı́: 33

— třı́dy C2: 32
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