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Predmluva

STUDIINI OPORY S PREVAZUJICIMI DISTANCNIMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA je nézev projektu, ktery usp&l v rdamci prvni
vyzvy Operacniho programu Rozvoj lidskych zdroji. Projekt je spolufinancovan stat-
nim rozpo&tem CR a Evropskym socidlnim fondem. Partnery projektu jsou Regiondlni
stiedisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Mosté, Univerzita obrany, Brno a Technickd
univerzita v Liberci. Projekt byl zahdjen 5. 1. 2006 a bude ukoncen 4. 1. 2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materidli z matematiky, deskriptivni geome-
trie, fyziky a chemie tak, aby umoZznily pfedevSim samostatné studium a tim minima-
lizovaly pocet kontaktnich hodin s ucitelem. Je ziejmé, Ze vytvorené texty jsou uréeny
studentim vSech forem studia. Studenti kombinované a distan¢ni formy studia je vyuZiji
k samostudiu, studenti v prezenéni formé si mohou doplnit ziskané védomosti. VSem stu-
dentlim texty pomohou pfi procviceni a ovéfeni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym
cilem projektu je umoznit zvySeni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve
studiu na vysoké skole z riznych divodu (socialnich, rodinnych, politickych) pokracovat
bezprostfedné po maturité.

V rédmci projektu jsou vytvoreny jednak standardni ucebni texty v tiSténé podobé,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, piistupné
prostiednictvim Internetu. Soucasti vystupti je rovnéz banka testovych tdloh pro jednotlivé
predméty, na niz si studenti ovéfi, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

Pfejeme vam mnoho dspéchii pri studiu a budeme mit radost, pokud vam ptedloZeny
text pomiZe pfi studiu a bude se vam libit. ProtoZe nikdo neni neomylny, mohou se i
v tomto textu objevit nejasnosti a chyby. Pfedem se za né omlouvdme a budeme vam
vdécni, pokud nds na né upozornite.
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Kapitola 1
Uvod

1.1 Co je to diferencialni pocet a ¢cim se zabyva

Ve chvili, kdy jste otevfeli tento studijni materidl, si jisté kladete otdzku: ,,Co budu po
prostudovani tohoto textu umét? K ¢emu dale pouziji vSechny ty matematické vzorce?*

Pokusime se spolu s vami na tyto otdzky odpovédét. Nejdiive se vSak sami zamyslete
nad otdzkou: ,,Jaky ma matematika vyznam pro pfirodni a technické védy? Jak postupu-
jeme, kdyZ chceme poznat a popsat néjaky ptirodni jev?*

Pfi poznavani néjakého prirodniho jevu zpocatku vySetfujeme, za jakych podminek se
jev vyskytuje, tj. které vlivy jej zptsobuji nebo rusi, zesiluji nebo zeslabuji. V dal$im stupni
se snazime jev popsat, méfit, vyjadiovat velikosti a souvislosti pomoci ¢isel. V té chvili
vstupuje na scénu matematika. Uvédomte si, Ze 1 z historického pohledu byly pokroky
v ptirodnich védach provdzeny objevenim a vyuzitim novych matematickych metod. Jak
fekl Galileo Galilei:

Filosofie svéta je obsaZena v grandiozni knize stdle oteviené vSem a kaZdému —
myslim tim knihu pfirody. Porozumét ji vsak muZe jen ten, kdo se nauci jejimu
Jjazyku a pismu, jimZ byla napsdna. Napsdna je jazykem matematiky a jejim pismem
Jjsou matematické vzorce.

Které matematické ivahy jsou pro zkoumani jeva nejdileZzitéjsi? Z kaZzdodenni zku-
Senosti vime, Ze se v piirodé neustale d¢ji zmény. Nasim cilem je nalézt pfi¢iny zmén a
jejich vzajemnou souvislost. Z tohoto pohledu jsou nejdulezitéjsi tvahy o proménnych
veli¢indch a studium zavislosti proménnych veli¢in.

Pfi zkoumani uréitého jevu chceme bud ziskat celkovy pohled na dany jev, tj. celkovy
prubéh, nebo okamzity stav jevu. Mnohem castéji dovedeme matematicky vyjadfit jenom
okamzity stav ikazu a jeho celkovy priibéh teprve hleddme. Dospéli jsme tedy ke dvéma
zakladnim problémutim: Jak z celkového pribéhu jevi odvodit okamZity stav a naopak, jak
z okamzitého stavu odvodit celkovy obraz. Oba uvedené problémy se matematicky fesi
metodami infinitezimdlniho poctu: Odpovéd na prvni problém déava diferencidlni pocet a
druhy problém fesi integrdlni pocet. Obsahem studijniho materidlu, ktery jste pravé zacali
Cist, je pocet diferencidlni.

o



Uvod

Infinitezimdlni pocet vytvorili nezavisle na sobé v 17. stoleti I. Newton (v Anglii) a
G. W. Leibniz (v Némecku). Matematika pfed Newtonem a Leibnizem se omezovala na
statické formy pocitdni, méfeni a popisovani tvarti. Diky vytvofenému diferencidlnimu
a integrdlnimu poctu, ktery umoznil zkouméni pohybu a zmény, bylo mozno studovat
proudéni kapalin, rozpinani plynt, popisovat fyzikalni jevy jako elektfinu a magnetismus
nebo také odhalit zakonitosti 1étani, ristu rostlin a Zivocichii, popsat priibéh Sifeni nemoci
nebo kolisani ekonomického zisku.

Uvédomte si, Ze vétSina prvotnich praci, které pouZzivaly diferencidlni a integralni
pocet, byla zaméfena na studium fyziky. Mnoho velkych matematikd té doby bylo i
velkymi fyziky. Teprve pozdéji se matematika oddélila od fyziky a stala se samostatnou
védou, jak ji zndme dnes.

Diferencialni pocet a pojem funkce

Veli¢ina, kterd nabyva riznych hodnot, se nazyva proménnd. Je to napiiklad délka tsecky,
velikost uhlu, ¢as, teplota, cena zboZi, atd. Veli¢ina, kterd se neméni, je stdld, se nazyva
konstanta. Proménné vétSinou oznacujeme pismeny z konce abecedy (x, y, z, ...) a kon-
stanty pismeny ze zacdtku abecedy (a, b, c, . ..). Maji-li v§ak proménné nebo konstanty
své ustdlené odborné znacky (napf. ¢as ¢, tlak p), pak je vétSinou zachovavame.

JestliZe pfi zkoumdni jevu vénujeme pozornost dvéma proménnym veli¢indm, zjistime
velmi Casto, Ze mezi nimi existuje souvislost. Zméni-li se jedna proménnd, zméni se
v zdvislosti na ni také druhd proménnd. Proto také prvni veli¢inu nazyvame nezdvisle
proménnou neboli argumentem, druhou zdvisle proménnou nebo funkci prvni veli¢iny.

Funkce obvykle oznacujeme pismeny f, g, h, .... Pokud chceme specifikovat pfimo
zavislost mezi y a x, piSeme f: y = f(x), kde x je nezdvisle proménnd a y je zavisle
proménna.

Napf. obsah kruhu je funkci jeho poloméru, draha télesa pifi volném padu je funkci
doby pohybu atd. V tomto piipadé mluvime o funkci jedné (nezavisle) proménné.

JestliZe mame proménnou, kterd z4visi na dvou a vice dalSich proménnych veli¢inich,
mluvime o funkci dvou a vice proménnych. Napft. obsah obdélniku je funkci dvou promén-
nych (velikosti stran), objem kvadru je funkci tff proménnych (velikosti hran) atd. V tomto
studijnim materidlu se budeme vénovat pouze funkcim jedné proménné. S funkcemi dvou
a vice proménnych se sezndmite v dal§sim kurzu.

Zavislost dvou proménnych, ziskand jako vysledek experimentu, byvd vyjidiena ta-
bulkou, v niZ jsou uvedeny jednotlivé hodnoty nezdvisle proménné a k nim piislusné
hodnoty funkce. Tabulkové vyjadieni v§ak udav4 zavislost veli¢in jen pro omezeny pocet
pripadd, neni dosti prehledné a nedovoluje snadno vyvozovat disledky. Proto se ¢asto pfi-
stupuje ke grafickému vyjadreni zavislosti. Zakreslime body, jejichZ prvni soufadnice je
nezdvisle proménnd a druhd soutradnice je piislusna funkcni hodnota (zavisle proménnd).
Pak 1ze sousedni body spojit useCkami, ¢imZ vznikne lomena Cara jakoZto grafické vy-
jadreni zavislosti. Protoze vSak ve véts$iné piipadl predpokldddme, Ze se zmény velicin
v piirodnich jevech déji spojité, miZzeme nalezené body spojit kiivkou, kterd ndm dava
dobrou pfedstavu o vlastnostech vySetfované zavislosti.



1.2 Co budete po prostudovdni tohoto textu umet

Nejlepsi vyjadieni zdvislosti je vSak pomoci rovnice neboli analytického vyrazu. Ten
je mnohem obsaZznéjsi nez tabulka, presnéjs$i nez grafické vyjadreni a samoziejmée obec-
néj$i. Také lze vyuzit mnozZstvi matematickych metod ke zkoumani funkcéni zdvislosti.
Vyhody analytického vyjadieni funkce jsou tak velké, ze lze prohlasit, Ze prvotnim iiko-
lem matematiky v prirodnich véddch je popsat zdvislosti velicin (jeZ vystupuji v néjakém
prirodnim jevu) analytickym vyrazem.

1.2 Co budete po prostudovani tohoto textu umét

Jak jiz bylo feceno, v ndsledujicim textu se budete vénovat diferencidlnimu poctu funkci
jedné proménné. Postupné se naucite vySetfovat zakladni vlastnosti dané funkce jedné pro-
ménné, na jejichz zdkladé budete schopni zakreslit pritbéh (graf) této funkce. Konkrétnéji
to znamena, Ze budete umet

1) urovat mnoZzinu hodnot, pro néZ je funkce definovéna,

2) rozpoznat, kde je funkce spojitd, ptip. nespojitd,

3) urcit, kde dana funkce roste, ptip. klesa (monotonie),

4) vypocitat, ve kterych bodech funkce nabyva maximalnich a minimdlnich hodnot
(extrémy),

5) urdit, zda je graf funkce na urcitém intervalu ,,prohnuty doli“ nebo ,nahoru*
(konvexnost, konkavnost),

6) urcit asymptoty, atd.

Kromeé téchto tiloh zaméfenych na vysetfovani pribéhu funkce se dle seznamite s tim,
jak danou funkci v okoli né¢jakého bodu aproximovat (nahradit) polynomem, jak spolu
souvisi drdha a rychlost hmotného bodu atd. K tomu vSemu bude tfeba si osvojit mnohé
nové pojmy, a to predevSim limitu, spojitost a derivaci.

UkdaZeme si také mnohé praktické tlohy, které jsou fesitelné metodami diferencidlniho
poctu. Tyto dlohy, zadané vétSinou slovné, je tfeba nejdiive matematicky modelovat, tedy

prevést do ,,matematické fe¢i a pak je feSit uvedenymi metodami. Uvedeme si zde zadani
tif dloh, které budete po prostudovéni skript schopni vyfesit.

Uloha 1.1. Z bfevna kruhového prifezu s polomérem r = 20 cm mame vytesat tram,
ktery bude mit prifez ve tvaru obdélniku se stranami z a v (,,zdkladnou* a ,,vySkou®).
Jak mame volit z a v, aby mél trdm maximalni nosnost, vime-li, Ze jeho nosnost je pfimo
umérnd prvni mocnin€ z a druhé mocniné v?

Uloha 1.2. Svételny zdroj B (napf. pouli¢ni svitilna) ma vzdalenost 36 m od svételného
zdroje A. Zdroj B ma osmkrat vétsi intenzitu nez zdroj A. Ktery bod na spojnici obou
zdroji bude nejméné osvétleny? Pfitom intenzita osvétleni svételnym zdrojem je piimo
umérnd intenzité zdroje a klesa s druhou mocninou vzdalenosti od uvaZzovaného zdroje.

Uloha 1.3. Z kanilu §itky ¢ = 6 m vychdzi pod pravym thlem kandl $itky b = 4 m.
Najdéte nejvétsi délku tyce, kterou je mozno splavit z jednoho kandlu do druhého.

Uvedené ulohy si spolecné vyfesime v kapitole 10.

5%



Uvod

1.3 Orientace v textu

Cely studijni materidl je tvofen jedenécti kapitolami. Prvni kapitola, kterou pravé ctete, je
pouze tvodem ke studiu. Dalsi tii kapitoly Zdkladni pojmy, Redlné funkce jedné redlné
proménné a Elementdrni funkce jsou z velké ¢asti uCivem stfedni Skoly. Jsme si védomi
toho, Ze v zavislosti na typu stiedni Skoly (a vasi pili) se mize velmi liSit Groven vasich
vstupnich matematickych znalosti. Pro nékteré z vas budou proto tyto kapitoly jen piipo-
menutim toho, co jiZ znéte. ProtoZe je vSak mnoho téch, ktefi danou latku jiz zapomnéli,
nebo dokonce nikdy neslysSeli, snaZili jsme se tyto kapitoly zpracovat pomérné podrobné.

vvvvvv

Dalsi kapitoly jsou jiz vénovény diferencidlnimu poctu funkei jedné proménné. Jedna
se o ndsledujici kapitoly: Posloupnosti, Limita a spojitost, Derivace, Zdkladni véty di-
ferencidlniho poctu, Pribéh funkce, Globdlni extrémy a Aproximace funkce polynomem.
Nebudeme se nyni zmiiflovat o tom, co je obsahem jednotlivych kapitol — to se dozvite
na zacatku kazdé kapitoly v tzv. Priivodci studiem a piehledné v ¢asti nazvané Cile.

Cely text si klade dva zdkladni cile — jednak seznamit Ctendre se zdklady diferen-
cidlntho poctu funkci jedné redlné proménné a jednak pomoci Ctenafi, aby se naucil
matematickému zpisobu mysleni a presnému formulovani myslenek.

Nové a diilezité pojmy jsou uvedeny v definicich, vlastnosti a souvislosti ve vétach.
Velkou pozornost jsme vénovali motivaci zavadénych pojmt a spravnému pochopeni
jejich vyznamu. Radi bychom, abyste méli s kazdym pojmem (definici) spojen jednoduchy
geometricky nebo fyzikalni model. Pfitom dikazy vét uvadime jen tehdy, jsou-li pro
béZného Ctendre pochopitelné.

Ke ¢ctivosti a srozumitelnosti slouZi ¢lenéni textu na menSi logické Casti, zarazeni
velkého mnozstvi obrazkd, grafii, kontrolnich otdzek a feSenych piikladl. Za jednotli-
vymi tematickymi celky jsou déle zafazena cviCeni. Samostatné feSeni v nich obsazenych
piikladt tvoii nedilnou soucast studia. Jen tak mohou studenti ziskat potfebné pocetni
navyky a hloubéji si osvojit nové pojmy. Pro usnadnéni kontroly jsou vSechna cviceni
opatiena vysledky. Pro lepsi orientaci v textu jsou konce diikazli oznaceny symbolem []
a konce fesenych piikladi symbolem A.

Existuji stovky ucebnic riizné obecnosti a obtiznosti vénovanych diferencidlnimu po-
¢tu funkci jedné proménné. Seznam literatury uvedeny na konci téchto skript je jen malou
ukazkou. V textech [7, 13] lze nalézt vSechny diikazy neuvedené v té€chto skriptech.
Naro¢néjsim zdjemciim lze doporudit klasickou ¢eskou ucebnici [9] a rovnéz [23]. Popou-
larnéj$i formou se o mnoha zajimavostech z matematiky 1ze poudit v knihdch [1, 6, 22, 24].
Zajemci o dalsi priklady k procvi¢eni mohou pouZit [8].

Kazda kapitola ma svou pevnou strukturu, kterd by vdm méla pomoci k rychlejsi
orientaci v textu. K tomu vyuZivame ikony, jejichZ vyznam si nyni vysvétlime.

Pruvodce studiem

Prostfednictvim privodce studiem vas chceme sezndmit s tim, co vds v dané kapitole
¢eka, které Casti by mély byt pro vas opakovanim, na co je tfeba se obzvlasté zaméfit atd.



1.3 Orientace v textu

Cile

V casti cile se dozvite, co vSechno zvladnete a budete umét po prostudovani dané kapitoly.

Priklad

Touto ikonou jsou oznaceny vSechny fesené priklady. Konec fesenych piikladi je oznacen
plnym trojihelnickem.

Pojmy k zapamatovani

Pojmy zde uvedené jsou vétSinou nové a zcela zasadni pojmy, které je tieba umét presné
definovat. To znamena pojem nejen pochopit a umét ilustrovat na prikladech, ale také
umét vyslovit jeho pfesnou definici.

Kontrolni otazky

YV 2

Témito otdzkami si ovéfite, zda jste danym pojmim porozuméli, zda si uvédomujete
rozdily mezi zd4nlivé podobnymi pojmy, zda dovedete uvést piiklad ilustrujici danou
situaci atd.

Priklady k procviceni

Tyto piiklady slouzi k tomu, abyste si dikladné procvicili probranou latku. Vysledky
uvedenych piikladi jsou zafazeny na konci studijniho materialu.

Autotest

Pomoci autotestu si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z ur¢itého objemu uciva.

Pro zajemce

Tato Cast obsahuje komentafe, historické pozndmky, pfip. rozsifeni uciva. Je nepovinnd a
je od ostatniho textu odliSena mensSim typem pisma.

Kli¢ k prikladiam k procviceni

Na konci studijniho materiélu je uveden kli¢ ke cvicenim, ktery obsahuje vysledky nefe-
Senych priklada.

o
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Literatura

Jedna se o literaturu pouZitou autory pii vytvéareni tohoto studijniho materidlu, nikoliv
o literaturu doporucenou k dal§imu studiu. Pokud nékterou z uvedenych publikaci dopo-
ruujeme zdjemcim, pak je to v textu spolu s odkazem na dany titul jasné uvedeno.

Rejstik

Rejstiik, uvedeny na konci skript, poslouZzi ke snadné orientaci v textu.

1.4 Vstupni test

JiZ jsme se zminili o tom, Ze kazdy z vés prfichdzi z jiného typu stfedni Skoly a s jinymi
matematickymi znalostmi. I kdyZ je v dal$im textu vénovdna pomérné znacnd ¢ast pravé
pfipomenuti zdkladnich znalosti, je jasné, Ze se nelze vénovat v§emu. Nyni si tedy uvedme
seznam toho, co je nutno znat:

e Upravy algebraickych vyrazii:

— pocitani se zlomky,
— poditani s mocninami a odmocninami,

— rozklad mnohoclenu na soudin.
e Reseni nésledujicich rovnic a nerovnic:

— linearni,

— kvadratické,

— s absolutni hodnotou,

— exponencidlni,

— logaritmické,

— goniometrické.

To, zda danou latku opravdu zvladate, si miiZzete nyni ovéfit. VyfeSenim nasledujiciho

testu a naslednou kontrolou vysledk, které jsou uvedeny na konci v Klici k prikladim
k procviceni, si nejlépe ovéfite, jak na tom jste. JestliZe si s nékterym piikladem vibec

neporadite, prostudujte si piislu$nou partii v nékteré stfedoskolské ucebnici — napftiklad
v [14], [15], [16], [17] nebo [18].



Autotest

Autotest
1. Upravte
a) Ba’b~*c™?) - Ba3b'c?), b) (V4)3,
3_2
©) V16v2, d +3x
6 2

2. Upravte a stanovte podminky, za kterych maji provedené tpravy smysl:

20 =2 a+b a
a’+ab 1—a ad+1
3. Reste v R rovnici 5+ +/x2 — 5 = x.
4. Reste v R rovnici /6 + /x = /15 — 2/x.
x2—7x+10

—_ <
x2 —10x +21
6. Reste v R nerovnici [2x + 1] < |x — 3|.

5. Reste v R nerovnici

7. Reste v R exponencidlni rovnici 2%+! 4 2*+2 = 16.

>0

v .. . . X
8. Reste v R logaritmickou nerovnici log 1 3
X

9. Reste v R goniometrickou rovnici cos x 4+ cotgx = 1 + sinx.

10. 10 ru¢nikd se ususi na slunci za 28 minut. Za jak dlouho se ususi 20 ruénika?

1.5 Na zavér

Cely text vychdazi z koncepce vyuky matematické analyzy pro prvni ro¢nik na Fakulté
elektrotechniky a informatiky VSB-TU v Ostravé a na Fakult& vojenskych technologif
Univerzity obrany. Vznikl na zdkladé dlouholetych zkuSenosti obou autorti s vyukou této
latky.

Jako podklad k vytvofeni tohoto textu poslouZzila zejména skripta [10, 11] prvniho
z autoril. Jejich upravou vznikl studijni materidl pro studenty kombinovaného studia
pfipraveny na VSB-TU v roce 2003. Na jeho vzniku se kromé& obou autorli &dstednd
podilela Mgr. Lenka Simonova.

Nynégjsi text vznikl podstatnym pfepracovdnim a rozsifenim zminéného materiélu.
Zcela nove byla zpracovana kapitola o posloupnostech.

Soucasny text existuje ve dvou verzich — tiSténé a obrazovkové. U obrazovkové verze
se jednd o multimedialni vyukovy text s velkym mnoZstvim animaci, interaktivnich pro-
gramd a testd. Vytvoreni téchto studijnich materialti bylo umoZnéno grantem Evropského
socidlniho fondu v rdmci projektu OP RLZ CZ.04.1.03/3.2.15.1/0016 s nazvem Studijni
opory s prevaZujicimi distancnimi prvky pro predméty teoretického zdkladu studia.

Chtéli bychom podékovat recenzentiim prof. RNDr. Zuzané Doslé, DSc. z Pfirodo-
védecké fakulty MU v Brné a RNDr. Jifimu Hermanovi, Ph.D. z Gymnézia Brno, tfida
Kapitdna JaroSe 14 za peclivé precteni textu a fadu cennych pfipominek.

o
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Rovn&Z bychom chtéli podékovat svym kolegynim RNDr. Sarce Hoskové, Ph.D. a
PhDr. Pavliné Rackové z katedry matematiky a fyziky Fakulty vojenskych technologii
Univerzity obrany za pomoc s kontrolou celého textu.

Text byl vysdzen sdzecim systémem pdf TeX ve formdtu IATEX2c. Obrazky byly
vytvofeny programem METAPOST s pouZzitim baliku TgXovskych maker mfpic.

kokskoksk

Zdk neni nddoba, jez se md naplnit, ale pochoderi, kterd se md zapdlit.

(Starorecka moudrost)

ke skeoskosk



Kapitola 2

Zakladni pojmy

Pruvodce studiem

V této kapitole si strucne pfipomeneme zakladni pojmy, bez jejichZ znalosti
bychom se v dalsim studiu neobesli.

Nejprve to budou poznatky z teorie mnoZin a logiky (mnoZina, operace s mno-
Zinami, vyroky, operace s vyroky, kvantifikatory).

Daéle se budeme vénovat, uz o néco podrobnéji, realnym cislim. Pfedevsim
ukazeme, v cem se lisi mnoZina realnych cisel od mnoZiny Cisel racionalnich.
Predstava, kterou si o realnych a predevsim iracionalnich cislech pfinasime ze
stfedni skoly, je velmi intuitivni. Se stfredoskolskymi znalostmi jsme schopni doka-
zat, Ze v/2 (UhlopFicka &tverce o strané délky 1) neni &islo raciondini, ale viastné
vubec nevime, co to znamena. Proto tomuto tématu vénujeme o trochu vice ¢asu.

Nakonec pripomeneme pojmy matematicka indukce, kartézsky soucin a zob-
razeni, ¢imz se jiZ pfipravime na dalsi kapitolu vénovanou funkcim.

ProtoZe je tato kapitola z vétsi ¢asti opakovanim ze stredni skoly, zavisi pouze
na vasich znalostech, kolik ¢asu vam zabere jeji prostudovani.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni

objasnit pojem mnozina a definovat zdkladni operace s mnoZinami,

vysvétlit rozdil mezi vyrokem a vyrokovou formou,

vytvaret vyroky pomoci logickych spojek a kvantifikatord,

vysvétlit, v ¢em se 1iS§{ mnozina redlnych Cisel od mnozZiny raciondlnich ¢isel,

objasnit pojem roz$ifend mnoZina redlnych cisel,
e definovat supremum a infimum mnozZiny,

e vysvétlit princip matematické indukce a vyuZzit ho k dikazu jednoduchych
tvrzeni,
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e definovat pojmy kartézsky soucin a zobrazent,

e v konkrétnich piipadech urcit, zda se jednd o zobrazeni, ¢i nikoliv.

2.1 Mnoziny

Pojem mnoziny je jednim ze zdkladnim pojmi moderni matematiky. MnoZinou rozu-
mime soubor (souhrn) navzajem riznych (rozlisitelnych) matematickych ¢i jinych ob-
jekti. O kazdém objektu musi byt mozné rozhodnout, zda do dané mnoZiny patii, ¢i
nikoliv. Jednotlivé objekty, které patii do dané mnoZiny, se nazyvaji prvky mnoziny.

Také napiiklad samy mnoZziny mohou byt prvky néjaké mnoziny. Nepfipoustime vSak
existenci mnoziny, ktera by obsahovala viechny mnoZiny'.

Mnoziny obvykle znacime velkymi pismeny a prvky malymi pismeny. Zde je jista
nesrovnalost v tom, Ze mnoZiny mohou nékdy vystupovat jako prvky jinych mnoZin.

Zapis a € A znamena, Ze a je prvkem mnoZiny A. Budeme také fikat, Ze prvek a patii
do mnoZiny A. Zapis a ¢ A znamend, Ze a neni prvkem mnoZiny A. Budeme také tikat,
Ze prvek a nepatfi do mnoZiny A.

Prvky mnoZiny davdme do sloZenych zavorek; obsahuje-li mnozina A pravé prvky a,
b, c, piSeme A = {a, b, c}.

Poznamka 2.1. Je tieba si uvédomit, Ze prvek X neni totéZ jako jednoprvkovd mnoZina
obsahujici prvek X, tj. {X}. MiZeme jit jesté ddle a uvazovat novou jednoprvkovou
mnoZinu, jejimz jedinym prvkem bude jednoprvkovd mnoZina obsahujici prvek X, tj.
{{X}}. Jeste jednou zdliraznéme, Ze tyto jednoprvkové mnoziny maji rizné prvky.

Nejcastéji byva mnozina zaddna vy¢tem prvkii nebo pomoci charakteristické vlastnosti
prvki. Zapis B = {x € E : V(x)} iikd, Zze mnoZina B je tvofena prvky z mnoZiny E a to
pouze témi, které maji vlastnost V (x).

UvaZujme naptiklad mnoziny A = {a,b,c}, B = {(1,0),(2,1), (4,5} a C =
={x € N:3 < x < 7}, kde N zna¢i mnozinu vSech pfirozenych ¢&isel. MnozZiny A
a B jsou zadany vyctem prvkd, pfi¢emz prvky mnoziny B jsou uspoiadané dvojice Cisel.
Mnozina C je zadana pomoci vlastnosti prvkd. Je to mnozina téch pfirozenych ¢isel, kterd
jsou vétsi nebo rovna 3 a mensi nez 7, tj. C = {3, 4, 5, 6}.

Pojymy mnoZina, prvek a byti prvkem néjaké mnoZiny jsme zavedli pouze intuitivng,
nebot’se jednd o primitivni pojmy teorie mnoZin?, tj. zakladni, nejjednodussi pojmy, které

'Kdybychom piipustili, Ze 1ze sestrojit mnoZinu viech mnoZin, dostali bychom se ke sportim, které maji
podobny charakter jako tzv. Russellitv paradox, ktery 1ze popularné formulovat takto:
Vojensky holi¢ dostal rozkaz, aby holil jen ty vojéaky, ktefi se neholi sami. Chtél-li vyhovét rozkazu, mél ¢i
nem¢l se sdm holit?
JestliZe se oholi, tak neholi pravé vSechny vojaky, ktefi se sami neholi. JestliZe se neoholi, tak neholi pravé
vSechny vojaky, ktefi se sami neholi. At se rozhodne tak ¢i onak, rozkaz nemuze splnit.

Teorie mnoZin je matematickd disciplina, kterd studuje obecné vlastnosti mnoZin, tj. takové vlast-
nosti mnozin, které nezavisi na vlastnostech objekti patficich do mnoZzin. Zakladatelem teorie mnoZin byl
némecky matematik Georg Cantor (1843-1918).
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se nedefinuji, ale pomoci nichz se definuji ostatni pojmy. Nyni tedy miZeme definovat
dal$i pojmy, napf. rovnost mnoZin nebo pojem podmnoZina.

Necht’ A, B jsou mnoziny. Rikdme, Ze mnoziny A, B jsou si rovny a piseme A = B,
jestlize kazdy prvek mnoZiny A je zdroven prvkem mnoZiny B a kazdy prvek mnoZiny
B je zéroven prvkem mnoZiny A.

Napftiklad pro mnoziny A = {1,2} a B = {2, 1} plati A = B.
Z4pis A # B znamend, Ze mnoZina A neni rovna mnoZiné B.

Necht A a B jsou mnoZiny. Rikdme, 7e mnoZina B je podmnozinou mnoZiny A a piSeme
B C A, pravé kdyz kazdy prvek mnoZiny B je zdroven prvkem mnoZiny A.

Zéapisem B ¢ A budeme vyjadfovat skutecnost, Ze mnoZina B neni podmnoZinou
mnoziny A, tj. existuje takovy prvek a, Ze plati a € B a zdroveia ¢ A.

Poznamka 2.2.

1. Pro kazdou mnoZinu A plati A C A.

2. Necht' A, B jsou mnoZiny. Pak A = B, pravé kdyZ plati: A C B a zéroveil B C A.
3. Necht' A, B, C jsou mnoziny, A C BaB C C.Pak A C C.

Pro dal$i budovani teorie mnoZin i1 celé matematiky je vyhodné pfipustit existenci
mnoziny, kterd neobsahuje Zadny prvek. Takovd mnoZina se nazyva prdzdnd a oznaluje
se ¥ nebo {}.

Zépis A = () tedy znamend, Ze mnoZina A je prazdnd, a zdpis A # (} znali, Ze
mnoZina A neni rovna prazdné mnoZiné, tj. Ze obsahuje alespoii jeden prvek. Pak fikdme,
Ze mnoZina A je neprdzdnd. Uvédomte si, prosim, ze ¢} # {#}. Prvni symbol znaci
prazdnou mnoZinu a druhy jednoprvkovou mnoZzinu obsahujici prdzdnou mnoZinu.

Jednoduchou tivahou lze ukézat, Ze prdzdnd mnoZina je podmnoZinou kazdé mnoZiny,
§j. ¥ C A.

Priklad 2.3. Najdéte vSechny podmnoZiny mnoziny A = {1, 2, 3}. @

Reseni. Mnozina A = {1, 2, 3} md nasledujici podmnoziny: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},
{2, 3}, {1, 2, 3}. Pfipomenime, Ze ¢islo 1 je prvek mnoZiny A a {1} je podmnoZina mno-
Ziny A obsahujici prvek 1. A

Pripomenime zdkladni mnozinové operace sjednoceni, prunik, rozdil a doplnék.
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1. Sjednoceni mnoZin A a B (zna¢ime A U B) je mnozina takovych prvki, které patii
do mnoZziny A nebo do mnoZiny B.

2. Priinik mnoZin A a B (zna¢ime A N B) je mnoZina takovych prvkd, které patii do
mnoZziny A a zdroven do mnoZiny B.

3. Rozdil mnoZin A a B (znaCime A . B) je mnoZina takovych prvkd, které patii do
mnoZiny A a soucasné nepatii do mnoZiny B.

4. Predpokladejme nyni, Ze celd mnoZina A je podmnoZinou n&jaké zdkladni mnoZiny Z.
Pak dopinék (komplement) mnoZiny A vzhledem k mnoziné Z (znaime A’, pip. A/Z)
je mnozina takovych prvki ze Z, které nepatii do mnozZiny A.

Mnoziny zobrazujeme pomoci Vennovych' diagramii:

Z A Z A Z

AUB ANB AN B A

Analogicky zavadime prinik a sjednoceni vice mnoZin. Pro operace s mnoZinami
1ze odvodit fadu pocetnich pravidel. Uvedeme pouze nékolik piikladi. Zkuste si pomoci
Vennovych diagrami zndzornit levé a pravé strany jednotlivych rovnosti. Rovnost plati,
pokud leva i prava strana rovnosti dava stejné grafické zndzornéni.

AUB=BUA, AhNB=BNA komutativni zdkony
(AUB)UC=AU(BUCQC) asociativni zakon
(ANB)NC=ANBNC) asociativni zdkon
(AUB)NC=(ANC)UBNCOC) distributivni zakon
(ANB)UC=(AUC)N(BUC) distributivni zakon
(ANBY =A"UB’, (AUB) =A'NB’ de Morganovy? zdkony

(AY =A, ANB=ANB

@ Piiklad 2.4. Necht A = {1,2,3,4}, B = {2,4,5}. Uréete AU B, AN B, A < B.

Reseni. Je AUB ={1,2,3,4,5), ANB ={2,4}, A~ B = {1, 3}. A

! John Venn (1834-1923) — anglicky matematik a logik.
2Augustus de Morgan (1806—1871) — skotsky matematik a logik.
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Specidlnimi pfipady mnoZin jsou tzv. ¢iselné mnoZiny. To jsou mnoZiny, jejichZ prvky
jsou ¢isla. ProtoZe budeme v matematické analyze pracovat téméf vyhradné s ¢iselnymi

mnoZinami, pfipomeneme nyni nékterd standardni oznaceni ¢iselnych mnoZin, zndm4 jiz
ze stfedni skoly.

N={1,2,3,...} mnoZina prirozenych ¢isel,
Z=4{..,-2,—-1,0,1,2,3,...} mnoZina celych Cisel,

Q= {g :p€Z,qeN } mnoZina racionalnich &isel,
R mnoZzina redlnych Cisel,
I=R\Q mnoZina iraciondlnich ¢isel,
C mnozina komplexnich ¢isel.

Dale znacime

Rt ={x e R: x >0} mnozina kladnych redlnych &isel,
RSL ={xeR: x>0} mnozina kladnych redlnych ¢&isel véetné nuly

a pOdObné NO’ R_, Ra’ Q+a Qa—’ Q_’ Qa’ Z+’ Z(—)’_, Z_a Za

Poznamka 2.5.
I.PlatiNCZ c Q C R.

s w7z

2. Raciondlni ¢isla maji bud’ ukonceny desetinny rozvoj (napf.% = 0,75) nebo neukonceny
periodicky desetinny rozvoj (napt. 33 = 2,09 = 2,090909... nebo 3} = 1,23 =
= 1,23333...).

3. Cisla iracionalni maji neukonceny neperiodicky desetinny rozvoj (napt. 1, v/2, /5).

Mnozinou reédlnych ¢isel se budeme podrobnéji zabyvat v dals$im textu. Jesté predtim
si vSak pripomeneme zdkladni pojmy z vyrokové logiky.

2.2 Vyroky a operace s vyroky

Matematicka logika je disciplina, kterd se vénuje jazyku matematiky, logické vystavbé ma-
tematickych teorii, dokazovani matematickych vét atd. Zakladnim pojmem matematické
logiky je vyrok.

Vyrokem nazyvame jakékoliv tvrzeni, o némzZ lze rozhodnout, zda je pravdivé nebo
nepravdivé (nastdva pravé jedna z téchto moZnosti). Vyroky, o nichZ dosud neni zndmo,
zda jsou pravdivé nebo nepravdivé, avSak jedna z téchto moznosti musi nastat, se nazyvaji
hypotézy.

Piiklad 2.6. Uvedte piiklady tvrzeni, kterd jsou a kterd nejsou vyroky. @

ReSeni. Tvrzeni, kterd jsou vyroky: Cislo 3 je liché. Dnes je stieda. Sudd &isla jsou
délitelna péti. Ve vesmiru Ziji dalsi vyspélé civilizace.

Véty, které nejsou vyroky: Kdo tam zajde? Podej mi ten sesit! Cislo x je sudé. Matematickd
analyza. A

o
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U kazdého vyroku nés bude zajimat, zda je pravdivy nebo nepravdivy. Na libovolné
mnoZiné vyroki proto definujeme tzv. pravdivostni funkci p, kterou zavedeme takto: Je-li
vyrok A pravdivy, pak p(A) = 1; je-li vyrok A nepravdivy, pak p(A) = 0. Hodnoty 1, 0
pravdivostni funkce p se nazyvaji pravdivostni hodnoty.

Jsou-li A, B vyroky, miZzeme z nich pomoci logickych spojek negace, konjunkce,
disjunkce, implikace a ekvivalence tvofit nové vyroky.

Necht’ A, B jsou vyroky.

1. Negacivyroku A (znatime —A nebo non A) rozumime vyrok, ktery je pravdivy, pravé
kdyZ je vyrok A nepravdivy.

2. Konjunkci vyrokii A, B (zna¢ime A A B) rozumime vyrok, ktery je pravdivy, pravé
kdyZ jsou pravdivé oba vyroky A, B (ij. plati A i B).

3. Disjunkci vyrokit A, B (zna¢ime A Vv B) rozumime vyrok, ktery je pravdivy, pravé
kdyz je pravdivy alespoii jeden z vyrokt A, B (tj. plati A nebo B).

4. Implikaci vyrokit A, B (znatime A = B) rozumime vyrok, ktery je pravdivy ve
vSech pfipadech s vyjimkou pfipadu, Ze vyrok A je pravdivy a vyrok B je nepravdivy.
Rikdme, Ze ,,vyrok A implikuje vyrok B* nebo ,,z A plyne B“ nebo ,,plati-li A, pak
plati B*.

5. Ekvivalenct vyrokit A, B (znatime A < B) rozumime vyrok, ktery je pravdivy,
pravé kdyZz jsou oba vyroky zdroven pravdivé nebo zaroven nepravdivé. Rikame, Ze
,vyrok A je ekvivalentni s vyrokem B* nebo ,,A plati pravé tehdy, kdyz plati B*.

U implikace je tfeba dat pozor pfedevSim na piipad, kdy vyjdeme od nepravdivého
vyroku A. Pak at’ tvrdime cokoliv (B miiZe byt pravdivy nebo nepravdivy), je vysledna
implikace pravdiva. Napftiklad vyrok ,,jestlize ¢islo 5 je sudé, pak Cislo 2 je zaporné* je
pravdivy.

Pro piehled si uvedme tabulku pravdivostnich hodnot pro vyroky ziskané z ptivodnich
vyroku negaci, konjunkci, disjunkci, implikaci a ekvivalenci.

A|B|—-A|AANB|AVvVB|A=B|A%B
1|1 0 1 1 1 1
110] 0 0 1 0 0
01 1 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1

UkaZme si nyni, jak 1ze negovat vyroky vytvofené pomoci logickych spojek negace,
konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence:

o
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—(mA) & A,

—(AANB) & (—A)V (—B),

—(AV B) & (—A)A(—B),

—(A= B) & AA(—B),

(A& B) & a[(A=B)AB=A)] & [(AA=B)V(BA—-A)]

Priklad 2.7. Necht' A a B jsou vyroky. Zapiste symbolicky:
1. Bud plati A i B, nebo neplati ani A ani B.
2. Plati nejvyse jeden z vyroki A, B.
3. Plati pravé jeden z vyrokd A, B.
4. Neplati ani jeden z vyrokl A, B.
Reseni.
I.(AANB)V (—mAA—-B),tj. A& B.
2.(AN=B)V(—-AAB)V(—AA—-B),tj. ~(AAB),tj. "AV —B.
3. (AAN—=B)V (—A A B).
4. =AAN—B. A

Priklad 2.8. Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot dokaZte:
(A = B) & (—B = —A) (vztah pro nepiimy dikaz);
(A = B) & —(A A —B) (vztah pro dikaz sporem).

Reseni. O ekvivalenci jednotlivych vyrokd svédéi shodnost pravdivostnich hodnot v od-
povidajicich sloupcich tabulky:

A|B[A=>B|—-A|-B|-B= —A| AA—B | (A A—B)

11 1 0 | 0 1 0 1

1]0 0 0 | 1 0 1 0

011 1 110 1 0 1

0o 1 1|1 1 0 1 A

Doposud jsme mluvili o vyrocich, tj. o tvrzenich, o nichz Ize rozhodnout, zda jsou prav-
diva nebo nepravdiva. V piiklad€ 2.6 jsme uvedli, Ze tvrzeni ,.Cislo x je sudé* neni vyrok.
Dosadime-li za x konkrétni hodnoty (konstanty), pak uz dostaneme vyrok. Obecné, jestlize
se néjaké tvrzeni (obsahujici jednu nebo vice proménnych) stane vyrokem, dosadime-li
za proménné konkrétni hodnoty, nazyvame takové tvrzeni vyrokovou formou. Vyrokova
forma o jedné proménné x se znaci V (x), vyrokova forma o n proménnych xp, x2, ..., x,
se znaCi V(x1, x2, ..., Xn).

Napriklad vyrokova forma ,,Cislo x je sudé“ se stane vyrokem, dosadime-li za x
konkrétni hodnotu: ,.islo 5 je sudé®, ,Cislo 28 je sudé”. V prvnim piipadé se jednd
o nepravdivy vyrok, v druhém piipadé o pravdivy vyrok.

o
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Dosazeni konstant za proménné do vyrokové formy neni jedinym zptisobem, jak z ni
vytvorit vyroky. Dal§i moznosti je vazat proménné pomoci slovnich vazeb, které nazyvame
kvantifikétory.

i) Kvantifikdtor obecny (znaéime symbolem V)! je vazba ,pro viechna“ nebo ,,pro
kazdé*.
ii) Kvantifikdtor existencni (zna¢ime symbolem 3)? je vazba ,.existuje* (alespoii jeden).
1) Kvantifikdator jednoznacné existence (zna¢ime symbolem 3!) je vazba ,existuje
pravé jeden®.

Necht' V (x) je vyrokova forma proménné x. Pak pomoci zminénych kvantifikatora
lze vytvorit nasledujici typy kvantifikovanych vyrokd.

Vx € A:V(x) cteme: pro kazdé x z mnozZiny A plati V (x). Nékdy také
zapisujeme ve tvaru x € A = V(x) a ¢teme: je-li x z mno-
Ziny A, pak plati V (x).

dx € A:V(x) Ccteme: existuje (alespofi jeden) prvek x z mnoZiny A takovy,
ze plati V (x).

dlx € A: V(x) Ccteme: existuje pravé jeden prvek x z mnoZiny A takovy, Ze
plati V(x).

V prvnim pfipadé mluvime o obecném vyroku, v druhém o existencnim vyroku a po-
sledni ptipad se nazyva vyrok o existenci a jednoznacnosti.

@ Priklad 2.9. Vytvoite pomoci kvantifikdtord vyrok z vyrokové formy x < 1.

Reseni. Z vyrokové formy x < 1 Ize naptiklad vytvofit nasledujici vyroky:

VxeZ:x <1 je nepravdivy vyrok;
dxeZ:x <1 je pravdivy vyrok;
AxeN:x =1 je pravdivy vyrok. A

Piiklad 2.10. Urcete, zda jsou ndsledujici vyroky pravdivé nebo nepravdivé:
@ l.Vx e R:x%2 >0,

2.Vx e RT :x2—x >0,

3.3neN:n <2,

4. Ix eR:x2 =16,

5.3'n € N:n? = 16.

Resent.
1. Vyrok je pravdivy, nebot’ druhd mocnina libovolného redlného cisla je kladnd nebo
rovna nule.

'Symbol V je obracené pismeno A a je odvozeno z anglického ,,All“= viechna, kazdy.
2Symbol 3 je obricené pismeno E a je odvozeno z anglického ,,Exists“= existuje.
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2. Vyrok neni pravdivy, nebot’ feSenim uvedené nerovnice v oboru redlnych cisel je
sjednocent intervall (—oo, 0) U (1, 00), napf. pro x = % tedy nerovnost neni splnéna.

3. Vyrok je pravdivy, nebot’ dané podmince vyhovuje prirozené Cislo jedna.

4. Vyrok neni pravdivy, nebot existuji dvé redlna cisla, pro kterd je splnéna podminka
x?=16,ato&slada—4.

5. Vyrok je pravdivy, nebot’ zde jiz pfipada v uvahu pouze ¢islo 4. A

Chceme-li tvofit vyroky pomoci kvantifikatori z vyrokové formy vice proménnych,
musime prifadit kvantifikator kazdé proménné.

Piiklad 2.11. Vytvoite pomoci kvantifikdtord vyroky z vyrokové formy x = y.
Reseni. Z vyrokové formy x > y lze napiiklad vytvofit:

Vx e NVyeN:x =y je nepravdivy vyrok, napf. pro x = 3ay = 5
neplati;

VxeN3IyeN:x =2y jepravdivy vyrok;

Jx e NVy e N:x =2y jenepravdivy vyrok, protoZe neexistuje Zddné uni-
verzalni x € N takové, ze by pro vSechna y € N
platilo, Ze y < x, tj. mnozina N nema nejvétsi pr-

s v

vek. At'zvolime jakkoli velké ptfirozené ¢islo, vzdy

k nému lze najit ptirozené ¢islo o jednicku vétsi;
Jx e NIyeN:x =2y jepravdivy vyrok. A

JiZ jsme mluvili o tom, jak negujeme vyrok, ktery vznikl pomoci logickych spojek
negace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence. Nyni si ukdZeme, jak negujeme
vyroky, v nichz se vyskytuji kvantifikatory.

UvaZzujme vyrok Vx € A : V(x), tj. pro kazdé x z mnoZiny A plati V (x). Negovanim
dostavame: Neni pravda, Ze pro vSechny prvky x € A je spln€na V (x), tj. existuje alespon
jeden prvek x € A, pro ktery neplati V (x). Tedy

“VxeA:V(x) & 3IxeA:=V(x).
Uvazujme vyrok 3x € A : V(x), (. existuje x z mnozZiny A, pro ktery plati V (x).

Negovanim dostdvame: Neni pravda, Ze existuje x € A, pro ktery plati V (x), tj. pro Zadny
prvek x € A neplati V (x). Tedy

—JxeA:Vkx) & VxeA:=V(x).
Vidime tedy, Ze negaci kvantifikovanych vyrokl provadime zaménou kvantifikdtori a

negaci vyrokové formy. A to i u kvantifikovanych vyroki vytvofenych z vyrokové formy
o vice proménnych.

o
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Priklad 2.12. Negujte kvantifikované vyroky z prikladu 2.10 a rozhodnéte o jejich prav-
divosti.

AW N = X

eSent.

.dx € R : x? < 0 je nepravdivy vyrok;
.dx € RT : x? — x < 0 je pravdivy vyrok;
.V¥n € N:n 2 2 je nepravdivy vyrok;

. .Nenf pravda, Ze existuje pravé jedno redlné &islo x, pro které plati x> = 16%, je

pravdivy vyrok, nebot’ existuji dvé redlna Cisla 4 a —4, jejichZ druhé mocniny jsou
rovny Sestnacti.

. ,,Neni pravda, Ze existuje pravé jedno pfirozené ¢islo n, jehoz druhd mocnina je rovna

Sestnacti®, je nepravdivy vyrok. A

Priklad 2.13. Negujte nasledujici kvantifikované vyroky a rozhodnéte, zda je pravdivy
puvodni vyrok nebo jeho negace:

I.Vxe RIyeR:x+y=>5.
2.3x e RVy e R:y? > x.
3.Vx eRVYyeR: (x —y)> 20.
4.3x eRIyeR:x2+y2=0.

Reseni. Negace:

I.3xeRVyeR:x+y#5.
2.VxeR3IyeR:y? < x.
3.3xeR3IyeR: (x —y)? <O0.
4. VxeRVyeR:x2+y>#£0.

Ve vsech pripadech jsou pravdivé ptivodni vyroky, nebot”

1. Klibovolnému ¢islu x 1ze vzdy nalézt odpovidajici y, tak aby byla splnéna dand rovnice.

. Méame najit alespoti jedno univerzalni x takové, Ze nerovnost y> > x bude splnéna pro

vSechna y; v nasem piipadé miZeme vzit x = 0 (protoZe pro libovolné y € R plati
2>
y° 2 0).

. MiZeme dosadit libovolné x a libovolné y a vzdy bude uvedena nerovnost platit.

. Existuje néjaké x a néjaké y (alespon jedno x a alesporii jedno y), pro kterd tento vztah

plati. V nasem piipadé vezmeme x = O a y = 0, jind moznost volby zde neexistuje. A

Vyjéadfeni s kvantifikdtory a logickymi spojkami se nepouziva pouze v matematice. Na-

priklad v rela¢nich databdzovych systémech je takové vyjadieni potiebné pro formulovani
dotazli v dotazovacich jazycich, jako jsou napiiklad SQL nebo PROLOG.
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2.3 Realna c¢isla

V matematické analyze budeme nejcastéji pracovat s mnozinou redlnych ¢isel a jejimi
podmnoZinami. Pokusme se proto nyni upfesnit pojem redlného cisla. Na stfedni Skole
se vychazi z geometrické interpretace redlného ¢isla. To znamend, Ze reédlna Cisla ztotoz-
nujeme s body na piimce (¢iselné realné ose). Pfi presném budovani pojmt matematické
analyzy vSak s timto pojetim redlnych Cisel nevystacime.

Existuji dvé moznosti, jak redlnd ¢isla vybudovat. Prvni moZnost je zaloZena na
postupném vybudovani pfirozenych &isel, pak celych Cisel, ddle raciondlnich a z nich pak
¢isel redlnych. Tato cesta je vSak dosti zdlouhava a technicky zna¢né€ naro¢na.

Druh4 moZnost je zavést realnd &isla axiomaticky! a ostatni ¢fselné mnoZiny specifiko-
vat jako jisté podmnoZiny mnoZiny redlnych ¢isel. Tuto cestu si nyni naznac¢ime. Uvedeme
tiindct axiomu, které popisuji mnozinu redlnych ¢isel. Na zdkladé€ téchto tfinicti axiomi
pak miZeme odvodit v§echny vlastnosti realnych Cisel, se kterymi bézné pracujeme.

Je tfeba si uvédomit, Ze mluvime-li o mnoZiné vSech redlnych ¢isel, mdme na mysli
sloZitou strukturu. Jde nejen o mnoZinu, ale také o operace s¢itani a ndsobent, které jsou na
ni definovany, o relaci uspofddani na této mnozin€ a o cely systém axiomil. Tuto strukturu
oznacujeme (R, 4, -, <) nebo strucnéji R. Poznamenejme, Ze axiomaticky popisovany

objekt, tj. R, existuje a je uréen jednoznacné?.

Pro operaci s¢itani (4) plati:

(A1) scitani je komutativni, tj. pro kazdé a, b € R plati

at+b=>b+a;

(A2) scitani je asociativni, tj. pro kazdé a, b, ¢ € R plati

at+b+c)=(@+Db)+c;

(A3) existuje nulovy prvek 0 € R takovy, Ze pro kazdé a € R plati

a+0=a;

(A4) ke kazdému a € R existuje opacny prvek (znac¢ime ho —a) tak, Ze

a+(—a)=0.

Pro operaci ndsobeni (-) plati:

'Pii axiomatickém zavadéni daného objektu nepopisujeme zpiisob, jak je dany objekt vytvofen, nybrz
uvadime (co nejkratsi) vycet jeho zdkladnich vlastnosti (axiomt), které jiz dany objekt jednoznac¢né urcuji.

2Jednoznaénosti rozumime fakt, Ze pokud existuji dvé struktury spliiujici viech tiinict axiomt, pak jsou
tzv. izomorfni, tj. z hlediska algebry jde o zcela rovnocenné nerozlisitelné kopie.

5%



20

Zdkladni pojmy

(AS) nasobeni je komutativni, tj. pro kazdé a, b € R plati
a-b=>b-a;

(A6) ndsobeni je asociativni, tj. pro kazdé a, b, ¢ € R plati

a-(b-c)y=(@@-b)-c;

(A7) existuje jednotkovy prvek 1 € R takovy, Ze pro kazdé a € R plati

a-1=a;

(A8) ke kazdému a € R \ {0} existuje inverzni prvek (zna¢ime ho a~ ) tak, ze
a-(@H=1.

Operace sCitani a ndsobeni vzajemné svazuje distributivni zdkon, tj.
(A9) pro kazdé a, b, c € R plati
a-b+c)=a-b+a-c.
Déle musime svazat operace sCitdni a ndsobeni s usporaddnim. PopiSeme nejprve vlastnosti
relace mensi nez (<):
(A10) pro kazdé a, b € R nastava pravé jeden z pripadu

a < b, a=>o, b<a;

(A11) pro kazdé a, b, c € R plati
(a<b)Ab<c) = a<c,;

(A12) pro kazdé a, b, c € R plati
a<b =a+c<b+c, (a<b)ANO<c) =>a-c<b-c.

Pro dplnost nadefinujme je$t€ relaci mensi nebo rovno (): Prokazdé a, b € Rplatia < b
pravé tehdy, kdyZ a < b nebo a = b.

A koneéné relaci vérsi nebo rovno (2): Pro kazdé a, b € R plati a = b pravé tehdy, kdyz
b<a.

Zbyvéa ndm uvést posledni, tfinicty, axiom, ktery odlisi redlnd ¢isla od Cisel racio-
nalnich. Tento axiom je moZno naformulovat vice zptsoby. My jsme zvolili, z hlediska
dalstho vyuziti, formulaci tohoto axiomu pomoci pojmi supremum a ohrani¢end mno-
Zina. Tyto pojmy jsme vSak zatim nedefinovali. I pfesto nyni uvedeme tfindcty axiom a
po objasnéni novych pojmil se k nému znovu vritime.

(A13) Kazda neprazdnd shora ohrani¢end mnozina M C R mé v R supremum.

Kvili vysvétleni tohoto axiomu by ndm stacilo definovat pojmy supremum a ohra-
ni¢enost pro libovolné podmnoziny redlnych ¢&isel. Vzhledem k dalS§imu vyuZiti je vSak
vhodné definovat tyto pojmy pro Sir§i mnozinu, tzv. rozsifenou mnozinu redlnych c¢isel.
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2.4 RozSirena mnozina realnych éisel

Pfidame-li k mnoZiné R dva nové prvky, a to +00 a —oo, mluvime o rozsirené mnoZiné
redlnych Cisel a znacime ji R*, tj.

R* =R U {—o0, +00}.

S 400 a —oo pracujeme do jisté miry podobné jako s ostatnimi redlnymi Cisly. Pro
usporadani plati:
Pro kazdé x € R: —00 < X < +00, —00 < +00.

Dile definujeme v mnoZiné R* ndsledujici operace s +00 a —oo:

Prox > —o0: x4+ (+00) = +00 + x = 400,
pro x < +00: X+ (—0) = —00 +x = —00,
prox € RT U {+o00}: x - (+00) = 400 - x = +00,
X -(—00) = —00-x = —00,
prox € R™ U {—o0}: X - (400) =400 x = —00,
X (=00) =—00:x =+00,
prox € R: +%.O:%:O,
|—o00| = |+00| = +o0.

Uvédomte si, které operace nejsou definovany (nelze je provést):

+oo

400+ (—00), —oo+ (+00), 0-(£00), (£00)-0, _—
+oo

%,XER*

Misto symbolu 400 miizeme uZivat zkraceny symbol co (znaménko ,,+* 1ze vynechat).

Podmnoziny mnoziny R*

Vsechny znamé c¢iselné mnoziny jako jsou N, Z, Q, I a R jsou podmnoZiny R*. Pfipo-
menme nyni definici dal§ich dilezitych podmnoZin R* — intervald.

o



22

Zdkladni pojmy

Definice 2.14. Necht'a, b € R*, a < b. Pak

1) uzavienym intervalem s krajnimi body a a b rozumime mnoZinu
(a,b) ={x e R*:a < x < b},

11) otevienym intervalem s krajnimi body a a b rozumime mnoZinu
(a,b) ={x e R*:a < x < b},

1) zleva uzavienym a zprava otevienym intervalem s kKrajnimi body a a b rozumime
mnozinu
(a,b) ={x eR*:a < x < b},
iv) zleva otevienym a zprava uzavienym intervalem s krajnimi body a a b rozumime
mnozinu

(a,b) ={x e R*:a < x S b}.

Protoze a,b € R*, maji smysl intervaly (a, +00), (—00, a), (a, +00), (—o0, a),
(a, +oo) atd. Pritom (—o0, +00) = R a (—o0, +00) = R*.
2.5 Maximum, minimum, supremum, infimum

Pojmy supremum a infimum budeme definovat pomoci pojmt horni a dolni zdvora mno-
Ziny.

Definice 2.15. Necht M C R* a necht k, [ € R*. Rekneme, Ze
i) k je horni zdvora mnoZiny M, jestlize pro kazdé x € M plati x < k.
ii) [ je dolni zdvora mnoZiny M, jestlize pro kazdé x € M plati x = .
iii) k je maximum mnoZiny M, jestlize k je horni zdvora mnoziny M ak € M.
PiSeme k = max M.
iv) [ je minimum mnoZiny M, jestlize [ je dolni zdvora mnoZiny M al € M.
PiSeme [ = min M.

Poznamka 2.16.

1. Je-li k (resp. I) horni (resp. dolni) zdvora mnoziny M, pak také kazdé &islo k” > k (resp.
" < 1) je horni (resp. dolni) zavorou mnoziny M.

2. Je-li k = max M, je k nejvétsim prvkem mnoZiny M, tedy pro kazdy prvek x € M
plati x < k.

3. Je-li | = min M, je [ nejmenSim prvkem mnoZiny M, tedy pro kazdy prvek x € M
plati x = [.
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Definice 2.17. Necht M C R* a necht’ U(M) znac¢i mnoZzinu vSech hornich zavor a

L (M) mnoZinu vSech dolnich zdvor mnoZiny M. Necht's, i € R*. Rekneme, Ze

1) s je supremum mnoZiny M (piSeme s = sup M), jestliZze s je minimum mnoZiny vSech
hornich zavor mnoziny M, tj.

s =minU(M).
i1) i je infimum mnoZiny M (piSeme i = inf M), jestliZze i je maximum mnoZiny vSech

dolnich zdvor mnoZiny M, tj.
i =max L(M).

Jinymi slovy, supremum je nejmensi horni zdvora a infimum je nejvétsi dolni zavora.
Z predchozi definice se snadno ovéfi, Ze pokud supremum resp. infimum existuje, je
uréeno jednoznacné.

Priklad 2.18. Urcete minimum, maximum, infimum a supremum nésledujicich podmno-
Zin mnoziny R* : A = (2,7), B=1{1,2,3},C =N, D =0, E =R, F = (3, 400),
G =R"

Reseni. Plati:

min A neexistuje, maxA =7, infA =2, supA =7,

min B =1, max B = 3, inf B=1, sup B = 3,

minC =1, max C neexistuje, infC =1, supC = 400,

min D neexistuje, max D neexistuje, inf D = +oo, supD = —o0,

min E neexistuje, max E neexistuje, inf E = —o0, supFE = +o0,

min F = 3, max F neexistuje, inf F = 3, sup ' = 400,

min G = —o0, max G = 400, infG = —o0, supG = +o0. A

Poznamka 2.19.

1. Na uvedenych ptikladech jste si jisté vSimli, Ze pro kazdou z uvaZovanych mnoZin
M C R* existovalo sup M a inf M, zatimco max M a min M nékdy existovalo a
nékdy ne. Dale, pokud existovalo max M, resp. min M, pak platilo sup M = max M a
inf M = min M.

2. Je-li M # @, pak plati inf M < sup M. Rovnost nastane pravé tehdy, je-li mnozina M
jednoprvkova.

3. Je-li M = ¢, pak plati inf M > sup M. (ProtoZe libovolné ¢islo x € R* je jak horni
tak dolni zdvorou prazdné mnoZziny, dostdvdme inf () = maxR* = +o00 a sup¥ =
= min R* = —o0.)

2.6 Existence suprema

Jak jsme vidéli v pfedchozim ptikladé, kazda z uvaZovanych podmnoZin mnoZiny R*
méla supremum, dokonce i mnoZina prazdnd. Skute¢né plati ndsledujici tvrzeni:

o
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Véta 2.20. Kazdd mnoZina M C R* md v R* supremum.

Toto supremum muZe byt bud kone¢né nebo nekone¢né +o0o resp. —oco. Vime jiz,
7e supremum prazdné mnoZiny je —oo. Cim se vyzna¢uji mnoZiny, které maji koneéné
supremum, tj. sup M € R? Cim se vyznacuji mnoZiny, jejichZ supremum je rovno +00?
Z ptedchoziho ptikladu 1ze usuzovat, Ze kone¢nost suprema bude souviset s tim, zda je dana
mnoZina shora ohrani¢end, ¢i nikoliv. Uvedme proto definici shora a zdola ohrani¢enych
mnoZin, abychom mohli déle diskutovat pfedeslé otdzky.

Definice 2.21. Necht M C R*.

1) Existuje-1i kone¢nd horni zdvora mnoZiny M, pak se mnoZina M nazyva shora
ohranicend.
i1) Existuje-1i kone¢na dolni zdvora mnoziny M, pak se mnoZina M nazyva zdola
ohranicend.
iii) MnozZina M se nazyva ohranicend, jestlize je souasné ohranic¢end shora i zdola.

Bod 1) predchozi definice lze ekvivalentné vyjadfit takto: Mnozina M je shora ohra-
nicend, praveé kdyz je sup M < 400, tedy supremum je konecné ¢islo nebo —oo. Pfitom
supM = —oo pouze tehdy, je-li M = (. Z toho vyplyva, Ze kazda neprdzdnd shora
ohrani¢end mnoZina M C R* ma kone¢né supremum, tj. sup M € R. A mnoZina M, kterd
je neprazdnd a neni shora ohrani¢end, ma supremum sup M = +oo.

Z predchozich dvah je zfejmé, Ze sup M € R pravé tehdy, kdyZ je M neprazdna
shora ohrani¢end mnoZina. A to je pravé axiom (A13) redlnych cisel. Jesté jednou ho
pfipomenme:

(A13) Kazda neprdzdnd shora ohranicend mnozina M C R ma v R supremum.

Analogicky pro zdola ohrani¢ené mnoziny. Bod i) pfedchozi definice 1ze ekvivalentné
vyjadrit takto: MnoZina M je zdola ohranicend, pravé kdyz je inf M > —oo. Tudiz kazda
neprazdnda zdola ohrani¢end mnozina M C R* m4 kone¢né infimum, tj. inf M € R, a
kazda neprdzdnd mnozZina, kterd neni zdola ohranic¢end, ma infimum inf M = —oo.

Axiom (A13)jejediny axiom, ktery odliSuje realnd ¢isla od Cisel raciondlnich. MnoZina
vsech raciondlnich ¢isel QQ spliiuje také axiomy (A1) — (A12) (v axiomech sta¢i zaménit Q
za R). Posledni axiom, ktery plati jiZ pouze pro R, obdafuje R vlastnosti, kterd se nazyva
tiplnost. Populdrné feceno, tento axiom tikd, Ze v R nejsou zadné ,,diry* ani ,,mezery*.

Lze ukdzat, Ze raciondlni i iraciondlni ¢isla jsou na Ciselné ose rozlozend velmi husté,
tj. mezi kazdymi dvéma, jakkoliv blizkymi, riznymi redlnymi &isly lezi jak nekonecné
mnoho raciondlnich, tak nekone¢né mnoho iracionalnich ¢&isel.

Axiom (A13) bude pro nds mit v dal§im vykladu mimofddnou dileZitost. Z néj na-
priklad dokdzeme existenci libovolnych odmocnin z kladnych ¢&isel. Abychom napfiklad
definovali &islo +/2, tj. kladné feSeni rovnice x2 =2, poloZime

«/Ezsup{xe(@:x2<2}.
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Diky tomu, e mnoZinu {x € Q : x> < 2} bereme jako podmnoZinu R (ktera je navic
neprazdnd a shora ohranic¢end), pak podle axiomu (A13) je zaruena existence suprema.
Stac{ tedy ukdzat, 7e toto supremum spliiuje rovnici x> = 2, j. (v/2)% = 2.

Uv&domte si, e mnozina {x € Q : x? < 2} m4 supremum v R, ale nemd supremum
v Q. To je také dGivodem toho, pro¢ pracujeme pravé s redlnymi ¢isly a ne napiiklad s Cisly
raciondlnimi.

Obecna mocnina

Ukazme si ddle, jak vyuZijeme axiomu (A13) k definici mocniny a”, kde a € R*, r € R.

1. Pron € Nje symbol a” je zkrdcenym zapisem pro soucin a.-a Podobné symbol a™"
n-krlz’lt

znadi podil 1/a". Déle vime, Ze pron € N, n = 2, symbol a” znadi n-tou odmocninu

z ¢&isla a, tj. %/a. Kombinaci t€chto oznadeni se na stiedni $kole zavadi tzv. mocnina

m

s raciondlnim exponentem: prom € Zan € N,n = 2,je a” = /a™. Mame tedy

definovan symbol a” pro libovolné raciondlni &islo r = m/n (pfipometime, Ze a® = 1).
S pouzitim zndmych vzorcl pro Gpravy odmocnin napiiklad mame

2 _s /1 1
3 3/h72 _ 2 _ J4-5 — -
27° =274 =09, 4 =47 = YY) atd.

Pro mocniny s raciondlnim exponentem se odvozuje fada pocetnich pravidel. Zejména
plati: a” -a® = a"*%,a" Ja® = a"~%, (a")® = a"* pro libovolna racionalni r, s. Déle pro
r<saa>1ljea <a’*apro0<a<ljea > a’.

2. Nyni s pomoci axiomu (A13) rozsifime definici symbolu a” pro libovolné redlné, tedy
i iraciondlni r.
Necht'r € I, a > 1. Vezmeme mnozinu A C Q vSech raciondlnich ¢isel s mensich nez
dané Cislo r. Snadno se ovéii, Ze mnoZina ¢isel a®, s € A, s raciondlnimi exponenty
je shora ohranicend (je-li ¢ > r,  raciondlni, je a’ horn{ zdvora). Supremum mnoZiny
vSech téchto Cisel (podle zminéné véty existuje) oznacime a”. Tedy

a" =supla’ :s <r,s €Q}.

Pror € I, 0 < a < 1 se postupuje obdobné, jen se pouZzije infimum (jestlize se
s zvétSuje, pak se a® zmensuje).

Cim je raciondlni &islo s blizs{ iraciondlnimu &islu 7, tim je hodnota a® lepsi aproximaci
hodnoty a”. Napf. proa = 3 ar = /2 = 1,414213 ... mizeme zvolits = 1,4 = 7/5.
Je tedy 32 = 37/5 = /37, Zvolime-li s = 1,41 = 141/100, dostaneme lepsi aproximaci
3VZ = 31417100 _ "%/314T Tak mizeme mocninu s iraciondlnim mocnitelem aproximovat
s libovolnou presnosti mocninou s raciondlnim mocnitelem.

Dilezité:
Pro takto definované mocniny a” s libovolnym redlnym mocnitelem r 1ze dokézat, Ze plati

stejnd pocetni pravidla a nerovnosti, kterd byla vySe uvedena pro raciondlni mocnitele.

Od této chvile pro nds maji tudiz smysl vyrazy jako 27, V2, (v2) 3 aud.

5%
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2.7 Matematicka indukce

V predchozim textu jsme axiomaticky zavedli mnozinu redlnych ¢isel R. Podivejme se
nyni, jak 1ze definovat dal$i znamé ¢iselné mnoziny — N, Z a Q.

Na otdzku, co je mnoZina pfirozenych ¢isel N, zfejmé vSichni odpovi, Ze je to mnoZina
obsahujici prvky 1, 2,3,4,5, ..., .

N={1,2,3,4,5,...}.

Zamyslime-li se o néco déle, fekneme, Ze N je mnoZina, pro kterou plati: 1 € Nas kazdym
n € Ntakén+1 € N. Tato podminka vSak sama o sobé nestaci, nebot’ji spliiuji i mnohem
Sir${ mnoziny, napiiklad i mnoZina raciondlnich ¢isel Q nebo mnozina redlnych ¢isel R.
Snadno se ovéfi, ze prinik libovolného systému mnoZin spliiujicich tuto podminku je opét
mnoZina spliiujici uvedenou podminku. Zfejmé mnoZina prirozenych ¢isel N je nejmensi
mnoZina s touto vlastnosti.

Definice 2.22. MnoZina A C R, pro kterou plati
i)l eA,
ii) prokazdén € Aplatin 4+ 1 € A.

se nazyva induktivni.

Prinik vSech induktivnich podmnoZin R nazyvame mnoZinou prirozenych c¢isel a zna-
¢ime N.

Nyni, mdme-li zavedené mnoziny N a R, l1ze jednoduSe definovat zbyvajici ¢iselné
mnoZziny takto:

Z={xeR: xeN)vx=0V(—x e N)},
Q={xeR: x=%,meZ,neN}.

Vénujme se déle pouze mnoZiné pfirozenych ¢isel. MnozZinu N jsme definovali jako
nejmensi mnoZinu spliujici podminky i) a ii). To znamend, Ze pokud néjakd mnoZina
M C N spliluje podminky 1) a ii), pak musi nutné platit M = N. Tohoto faktu se vyuZziva
pti dikazech vztaht (vzorci, rovnosti) platicich pro vSechna pfirozena ¢isla.

Predpokldadejme naptiklad, Ze zkoumame soucty lichych pfirozenych Cisel a vSimli
jsme si urcité zakonitosti:

14+3=4=2?
1+3+5=9=3%
1+3+5+7=16=4%
1+3+5+7+9=25=5"

atd. Zda se, Ze by obecné mohla platit ndsledujici rovnost (oznac¢me ji P (n)):

1434544+ Q2n—1)=n
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Podafi se ndm dokdazat platnost hypotézy, Ze rovnost P(n) plati pro kazdé prirozené
Cislo n? MZeme nyni vzit pocitac a ovéfit platnost rovnosti P (n) pro vSechna n od jedné
az do miliardy. OvSem tyto numerické vypocty, které platnosti hypotézy nasvédcuji, samy
o sobé zZadnym dikazem nejsou. Ve skuteCnosti se jiZ mnohokrat stalo, Ze se platnost
radové miliardy dil¢ich piipadd ukdzala jako nespolehlivda informace. Problém spociva
v tom, Ze dokazovand vlastnost musi platit pro nekone¢né mnoho pfirozenych &isel. Tuto
vlastnost nelze ovéfit vyctem jednotlivych pripadi.

A zde se dostava ke slovu matematickd indukce, kterd je jednim z nejmocnéjSich
matematickych nastroji. Dovoluje ndm totiZ odvodit obecnou platnost urcitého tvrzeni
pro vSechna pfirozend Cisla, pokud dokdZzeme platnost pouze dvou stanovenych krokd.
Shriime tyto poznatky do nasledujici véty.

Véta 2.23 (princip matematické indukce). Necht je ddna mnozina M C N takovd, Ze
plati:

i)leM,

11) pro kazdé n € M platin +1 € M.
Pak M = N.

Priklad 2.24. Pomoci matematické indukce dokazte, Ze pro kazdé n € N plati
1+3+45+-+@Qn—1)=n?

ReSeni, Oznatme M = {k e N: 1 +3+5+---+ 2k — 1) = k?}. Pak:

i) 1 € M, nebot plati 1 = 12,
1) Predpokladejme, Zen € M, tj.plati 1 +3+5+---+2n —-3)+ 2n - 1) = n?, a
ukazme, Ze potom n + 1 € M. Chceme tedy ukdzat platnost vztahu

143454+ 4+Qn+D=3)+Qun+1)—1)=m+ 12

Pri dikazu vyjdeme z levé strany rovnosti, kterou za pomoci predpokladu, Ze n € M,
postupné upravime na poZadovany tvar:

L=143+4+54+ - +Q2n+D=3)+Qn+1)—1) =
=14+3+54+---+C2n—-1D+2n+1) =
=n’+2n+1=m+1>=P.

To znamend, Zein + 1 € M, atudiZz M = N. Tedy zminéna rovnost plati pro vSechna
pfirozena c¢isla. A

V predchozim piikladu jsme na zdkladé dikazi dvou dil¢ich tvrzeni dokdzali platnost
rovnosti 1 +3 + 54 --- 4+ (2n — 1) = n? pro nekonen& mnoho pfirozenych &isel a
muiZeme s absolutni jistotou fici, Ze kazda takova rovnost plati.

o
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Priklad 2.25. Uzitim matematické indukce dokazte, Ze pro kazdé n € N plati

1
13—|—23+33—I—---—|—n3=Zn2(n+l)2.

Reseni. Oznaéme M = {k e N: 13+ 23+ 3%+ ... 413 = 2% (k + 1)?}.
i) 1 € M, nebot'plati 13 = 1. 12 (1 + )2

i) Pfedpoklddejme, ze n € M, tj. plati 1% + 2% + 3% + ... +n3 = 1n*(n + 1)?, a ukaZme,
ze pak n 4+ 1 € M. Chceme tedy ukazat platnost vztahu

1
13+23+33+----|—n3+(n+1)3=Z(n+1)2(n+2)2.

Pti dikazu vyjdeme z levé strany rovnosti, kterou za pomoci predpokladu, Ze n € M,
postupné upravime na poZzadovany tvar

1
L=13+23+33+---+n3+(n+1)3=an(n+1)2+(n+1)3=
1 2r.2 1 2,2 1 2 2
:Z(n—i—l) [n +4(n+1)]:1(n+1) (n +4n+4):1(n+1) n+2)=P.

To znamend, zein + 1 € M, a tudiz M = N. Tedy zminénd rovnost plati pro vSechna
pfirozend Cisla, coZ jsme chtéli dokdzat. A

2.8 Kartézsky soucin a zobrazeni

V matematice, stejné jako v béZném Zivoté, je nékdy tieba sdruzovat objekty do dvojic.

Predstavme si mnozinu hraci néjakého turnaje. Vylosujeme dvojici hraci, ktefi se
utkaji spolu. V nékterych sportech (napt. béhu) nezédlezi na tom, kdo byl vylosovan
jako prvni a kdo druhy. Naopak, u nékterych her (napf. Sachu), miZe rozlosovani hraci
hrat znacnou roli. Losujeme totiZ nejen kdo hraje s kym, ale i kdo ma bilé figurky, a
tedy zahajuje hru. V prvnim ptipadé€ se jedna o neuspordadané dvojice, v druhém piipadé
o uspofadané dvojice.

Uspotadana dvojice prvki (x, y) je tedy dvojice prvki x, y, pfi¢emZ prvek x je prvni
a y druhy (zélezi na potadi prvki) a zfejmé (x, y) # (y, x) pro x # y. Tim se usporadana
dvojice 1isi od dvouprvkové mnoziny {x, y}, nebot'u mnoZin nezalezi na potadi prvkd, tj.
{x, v} ={y. x}.

Piisn€ matematicky definujeme uspofddanou dvojici (x, y) jako mnoZinu, jejimiz
prvky jsou jednoprvkovd mnoZina {x} a dvouprvkova mnoZina {x, y}, tj.

(x,y) = {{x}, {x, y}},

pficemZ jednoprvkova mnoZina obsahuje prvni prvek usporadané dvojice. Pak ma smysl
pojem rovnosti usporddané dvojice, nebot’ zapis (x, y) = (z, u) je vlastné rovnosti dvou
mnozin.
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Na zédkladé pojmu usporddané dvojice budeme nyni definovat tzv. kartézsky soucin
mnozin, jenZ je jednim ze zdkladnich pojmi v celé matematice. Uvidime, Ze na pojmu
kartézského soucinu jsou zaloZeny dulezité pojmy zobrazeni a funkce.

Definice 2.26. Necht' A, B jsou mnoziny. Kartézskym soucinem mnoZin A a B nazyvame
mnozinu vSech uspofddanych dvojic (x, y) takovych, Ze x € A a y € B. Znacime jej
A x B. Tedy

AxXxB={x,y):x€ ANy € B}.

Uvazujme napiiklad mnoziny A = {1, 2,3} a B = {—1, 0}. Pak

Ax B={1,-1),1,0),2,-1),(2,0), (3, 1), (3,0)}

B xA={-1,1),(-1,2), (-1, 3), (0, 1), (0, 2), (0, 3)},

tedy obecné A x B a B x A jsourizné mnoziny. Lze ukdzat, Ze A x B = B x A pravé tehdy,
kdyZ A = Bnebo A =  nebo B = (. Pro iplnost poznamenejme, Ze A x ) = I x A = 0.

Uvedeme nyni nékolik zptsobt zndzornéni kartézského soucinu.

a) Jsou-li A a B kone¢né a malé, mliizeme A x B zndzornit pomoci tabulky. Napf. pro
A ={1,2,3}, B ={—1, 0} — viz pfedchozi piiklad — je podoba tabulky nasledujici:

B
A -1 0

(1,-1) (1,0)
2 2,-1) (2,0)
3, -1 (3,0)

b) Vyhodné (pfedevsim pro zavedeni pojmu zobrazeni) je zndzornéni pomoci Sipek, kdy
dvojici (x, y) zndzornime jako Sipku z x do y. Pro pfedchozi priklad dostaneme:
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IS Iy

c) Jsou-li A a B ¢iselné mnoziny, miZeme uspotradanou dvojici (x, y) zobrazit jako bod
v roviné. Cisla x a y pak maji vyznam soufadnic. Tento zplisob budeme pouzivat
nejcastéji. Pro predchozi piiklad dostaneme:

y

Tim vlastné zavadime kartézskou' soustavu soufadnic v roviné. Kazdému bodu roviny
odpovida usporddana dvojice redlnych c¢isel, které udavaji souradnice tohoto bodu.

Dalsim velmi dilezitym pojmem je zobrazeni. Na stfedni $kole se vétSinou definuje
zobrazeni takto: Necht jsou dany mnoziny A a B. Pfedpoklddejme, Ze je ddno pravidlo,
podle kterého je kaZdému prvku x z mnoZiny A pfifazen pravé jeden prvek y z mnoZiny B.
Potom fekneme, Ze je definovano zobrazeni f mnoZiny A do mnoZiny B.

Potiz je vSak v pouZiti nedefinovaného pojmu ,,pravidlo®. Nové pojmy lze definovat
pouze na zédklad€ jiz diive definovanych pojmil. Proto je nésledujici definice zobrazeni
postavena na mnoZzinovych pojmech.

Definice 2.27. Zobrazenim f mnoZiny A do mnoZiny B nazyvame takovou podmnoZinu
kartézského souCinu A x B (f C A x B), ze plati: ke kazdému prvku x mnoZiny A
existuje prave jeden prvek y z mnoZiny B takovy, Ze (x, y) € f, .

Vxe Adlye B:(x,y) € f.

Priklad 2.28. Necht A = {a,b,c}, B = {1,2,3}a f,g C A x B jsou zndzornény na
obrazku 2.1. Ovéite, Ze jde o zobrazeni.

Priklad 2.29. Necht A = {0, 1,2}, B = {3, 4}. Urcete, zda jsou nasledujici mnoZiny
zobrazenimi mnozZiny A do mnoZiny B.

L f=1{0,3),(1,3), (2, 3)}, 3. h=1{@0,3), (1, H},
2. g=1{(0,3),(1,3),(1,4), (2,4}, 4. u=1{(0,3),(1,4), (3,4}

'Kartézské soustava soufadnic se nazyva podle svého objevitele, slavného francouzského filosofa a
matematika Reného Descarta (1596-1650). Latinsky piepis jeho jména totiz zni Cartesius. Zavedenim
soufadnic zalozil analytickou geometrii, kterd umoziuje fesit geometrické problémy vypoctem, nikoliv jen
konstrukef.
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Obr. 2.1

Resent.
1. f je zobrazeni A do B, protoze f C A x B a k prvku 0O existuje pravé jeden prvek
mnoZiny B (a to prvek 3) tak, Ze (0, 3) € f. Obdobné pro prvky 1 a 2 mnoZiny A.

2. g neni zobrazeni A do B, protoZe k prvku 1 mnoZiny A existuji prvky 3 a4 z mnoZiny B
takové, Ze (1, 3) € g a zéroven (1,4) € g.

3. h neni zobrazeni A do B, protoZe k prvku 2 mnoZiny A neni pfifazen Zadny prvek
mnoZiny B.
4. u neni zobrazeni A do B, protoze (3,4) ¢ A x B. A

V pfipadé, Ze f C A x B je zobrazeni a mnoziny A, B jsou ¢iselné mnoZiny (nebo
asponi mnoZina B), pouZividme Casto misto pojmu zobrazeni pojem funkce. Naptiklad
zobrazeni mnoZiny A do mnoziny B, kde

e A C R, B = R nazyvame redlnou funkci jedné redlné proménné,

e A CR xR, B=Rnazyvame redlnou funkci dvou redlnych proménnych,

e A C R, B = C nazyvame komplexni funkci redlné promeénné,

e A =N, B = R nazyvame posloupnosti redlnych cisel.

Tim jsme matematicky upfesnili pojem funkce, ktery byl intuitivné popséan v tvodu
na str. 2.

o
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2.9 O logické vystavbé matematiky

Vratme se nyni na chvili k definici uspofddané dvojice. Jsou-li x, y dva prvky, pak
usporadanou dvojici (x, y) rozumime mnoZzinu {{x}, {x, y}}. Uvédomte si, Ze tato mnoZina
jeprix # ydvouprvkovd a pii x = y jednoprvkova. Tedy pojem usporddané dvojice jsme
prevedli na pojmy jednoprvkova a dvouprvkovd mnoZina. Pfitom jednoprvkova mnozina
{x} je mnoZina, do niZ patii prvek x a nepatfi Zadny jiny prvek, a dvouprvkova mnoZina
{x, y} je mnoZina, do niZ patii prvek x a prvek y a nepatii Zaddny jiny prvek. Tim jsme
prevedli pojem uspofddané dvojice na tfi zdkladni pojmy: ,,mnoZina‘“, ,,prvek* a pojem
byt prvkem néjaké mnoZiny*.

To, co jsme nyni uvedli, je spole¢nym znakem vSech definic. Novy pojem je definovan
pomoci jednoho nebo nékolika jednodusSich (jiz difive definovanych) pojmu. Z faktu,
Ze kazda definice prevadi definovany pojem na jednodussi pojmy, plyne ta nepiijemna
skutec¢nost, Ze mezi vS§emi pojmy vySetfovanymi v dané teorii existuje jeden nebo nékolik
pojmi, které definovany nejsou. Kdyby totiz mél kazdy pojem definici, pak by byl systém
definic nekone¢ny nebo by se vyskytovala definice kruhem, tj. pojem R by byl definovan
pomoci pojmu 7" a naopak pojem 7 pomoci pojmu R. Snaha je, aby takovych nedefino-
vanych (primitivnich) pojmi bylo co nejméné, byly co nejjednodussi a aby pomoci nich
bylo moZno definovat kazdy jiny pojem dané teorie.

Ukd4zali jsme, Ze pojem uspotrddané dvojice lze prevést na tii zdkladni pojmy: ,,mno-
Zina“, ,,prvek* a pojem ,,byt prvkem néjaké mnoziny“. JiZ jsme se zminili o tom, Ze tyto
pojmy jsou primitivnimi pojmy teorie mnozin a pomoci nich lze definovat ostatni pojmy.
Vidéli jsme napfiiklad, Ze funkce je specidlni pripad zobrazeni, zobrazeni je podmnoZinou
kartézského soucinu, kartézsky soucin je mnoZinou usporddanych dvojic a usporddana
dvojice je definovana pomoci primitivnich pojmu.

JiZ Aristoteles vyslovil mysSlenku, jak budovat néjakou védeckou teorii.

1. Napocatku uvedeme axiomy, tj. vyroky, jejichZ pravdivost se pfedpokldda. V axiomech
se vyskytuji tzv. primitivni pojmy, které nedefinujeme. Axiomy vypovidaji o primitiv-
nich pojmech vSe, co je mozno fici.

2. Pak nasleduji véty, tj. pravdivé vyroky, které 1ze odvodit pomoci pravidel logiky z axi-
omtu nebo z vét predchazejicich. Nedilnou soucasti kazdé véty je jeji ditkaz.

3. Dalsi pojmy zavadime pomoci definic, pti¢emz definice je vymezenim obsahu a rozsahu
nového pojmu.

Poznamenejme, Ze z hlediska vybudovani néjaké matematické teorie je stanoveni
(odvozovani a dokazovani dalSich tvrzeni). Jeden nevhodny axiom zptisobi nepouZitelnost
celého systému. Jakmile mdme stanoveny axiomy, vse se dale odviji na zakladé logickych
dikazu, které se provadi v Cisté abstraktnim prostiedi.

Definice maji z logického hlediska vZdy tvar ekvivalence. Je-li « < B definice, pak
o predstavuje novy pojem a 8 vymezeni obsahu a rozsahu tohoto nového pojmu. Pfitom
B musi obsahovat pouze ,,zndmé‘* pojmy.

Véty maji z pohledu logiky tvar implikace nebo ekvivalence. ProtoZe vSak lze kazdou
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ekvivalenci prevést na implikaci, sta¢i se omezit na véty ve tvaru implikace. Jestlize
a = B je véta, potom « jsou predpoklady véty a B tvrzeni véty. Slovné takovou vétu
vyjadiime nékterym z nésledujicich zpisobt:

Necht plati «. Potom plati S.
Jestlize plati o, potom plati S.
Kdy?z plati «, pak plati .

Jiz jsme uvedli, Ze nedilnou soucdasti kazdé véty je jeji dikaz. Dikazem rozumime
logické deduktivni odvozeni vyroku z jinych pravdivych vyrokt. Pouzivame nasledujici
typy dukazi: Piimy dikaz, nepiimy dikaz, dikaz sporem a diikkaz matematickou indukci.
Ukazme si postupné princip té€chto diikazi.

Uvazujme vétu o = .

1. Primy duikaz vychazi z pravdivosti predpokladi « a ma tvar fetézce na sebe navazujicich
implikaci, tj.
A=y ===V =>48
2. Nepfimy dukaz vyuziva vztahu
(@ =p) & (== —a).
Vyjdeme z — 8 a pfimym dikazem dokdZzeme —a, tj.
“B=0=>0=- = =
3. Duikaz sporem vyuziva vztahu
(@ = B) & —(aA—p).

Chceme tedy ukdzat, Ze neni pravda, Ze plati o a zdaroven neplati 8. Pfedpokladame
tedy soucasnou platnost « a = a postupné dojdeme k tzv. sporu. Spor je stav, kdy pro
néjakou formuli y ukdZeme, Ze soucasné plati y a =y

4. Ditkaz matematickou indukci jsme dostate¢né popsali v oddilu 2.7.

Pro zajemce:

O logické vystavbé matematiky a piedevSim teorie mnoZin by bylo moZzno hovorit velmi dlouho.

Zajimavé jsou pfedevsim otdzky bezespornosti a Uplnosti teorie mnoZin. Bezespornost znamend,
7e nelze dospét ke sporu, tj. nelze dokazat zdroveii néjaky vyrok i jeho negaci. Uplnost znamen4,
Ze libovolny vyrok této teorie 1ze bud’ dokdzat nebo vyvratit. Snahou tedy bylo najit takovy systém
axiomu teorie mnoZin, ktery by byl bezpodmine¢né bezesporny a pokud mozno tplny. Mnoho
matematikt se snazilo dokdzat bezespornost systému axiomu teorie mnoZzin.

Velmi vyznamné vysledky v této oblasti pfinesl rakousky matematik (roddk z Brna) Kurt Godel
(1906-1978). Dokazal dvé tzv. véty o netiplnosti. Z prvni vyplyv4, Ze systém axiomd libovolné tzv.
rekursivné axiomatizovatelné matematické teorie, v niZ se dd vybudovat aritmetika pfirozenych
Cisel (takova je napf. teorie mnoZin), je bud sporny, nebo netdplny. Predpokldddame-li tedy, Ze je

o
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dany systém bezesporny, pak je nedplny, tj. existuje tvrzeni, které nelze logickou dedukci vyvodit
z axiomu (nelze ho dokézat ani vyvratit).

Z druhé véty vyplyva, Ze postuldt bezespornosti axiomi teorie mnoZzin je nedokazatelné tvrzeni
v rdmci teorie mnoZin. Tedy diikaz bezespornosti systému axiomu teorie mnozin by musel byt
proveden v rdmci néjaké jiné teorie.

Strucné feceno, nezbyva ndm nez véfit, Ze systém axiomd je bezesporny, a smifit se s tim, Ze
vzdy budou existovat tvrzeni, kterd z axiomt nedokdzeme.

Tyto nedostatky vSak nic neubiraji na vyznamu teorie mnoZin, nebot Gédelova véta o netiplnosti
zaroven 1ik4, Ze Zadna teorie nemuZe nahradit teorii mnoZin v téch smérech, kde teorie mnozin
zklamdva. Zdjemce o tuto zajimavou, ale nesmirng sloZitou a abstraktni problematiku (Gddelovy
vysledky byvaji povazovany za jeden z vrcholnych vysledki lidského rozumu) odkazujeme na
publikace [2] a [6], které nevyZaduji Zddné specidlni matematické znalosti a velmi poutavé o této
problematice hovoffi.

S jistou nadsazkou citujme z [1]:

. Kdybychom tedy méli definovat ndboZenstvi jako systém mysleni, ktery obsahuje neprokaza-
telnd tvrzeni, ¢imzZ obsahuje element viry, pak podle Gddela nejenZe je matematika ndboZenstvim,
ale je to také jediné ndboZenstvi, které to o sobé miiZe dokdzat.”

Na zavér poznamenejme, Ze matematickd logika ma velmi blizko k informatice a bude
jiproto vénovan samostatny predmét. Hodné se vyuziva napf. v oblasti umélé inteligence.
Také teorie vycislitelnosti a sloZitosti, jenZ vznikla ve 30. letech 20. stoleti, byla vyznamné
ovlivnéna Godelovymi vysledky.

Pojmy k zapamatovani

— vyrok,

— kvantifikétor,

— horni a dolni zdvora mnoZiny,
— supremum a infimum mnoZiny,
— ohrani¢ena mnozina,

— axiom (A13) o supremu,

— princip matematické indukce,
— kartézsky soucin,

— zobrazeni.

Pruvodce studiem

Pravé jste docetli kapitolu 2, v niZ byly shrnuty a pfipomenuty zakladni pojmy,
S nimiZ budeme dale pracovat. Mezi nejobtiZnéjsi casti jisté patfily partie tykajici
se suprema a infima podmnoZin rozsifené mnoZziny realnych cisel. Tyto pojmy je
tfeba poradné promyslet.

Pri studiu matematiky je podstatné, abyste kazdé definici dobre porozuméli.
Neméli byste se ji jen bezmyslenkovité naucit, ale méli byste si ji ,vyzkouset” na
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zvolenych prikladech. Treba tak, Ze budete hledat pfiklady objektu, které ji splriuji,
a také priklady objektu, které ji nevyhovuji. UCit se definice zpaméti a nerozumét
Jjim nema vubec Zadny smysl. Pozor, at' se nedostanete do situace, kdy sice ctete
stranku 35, ale vubec nevite, co je na strandch predchazejicich. To si ostatné
muzZete nyni ovérit. Cekaji vds kontrolni otdzky a ptiklady k procvieni.

Kontrolni otazky

. Jak jsou definovany sjednoceni, prinik a rozdil mnoZzin A a B?

. Co se rozumi vyrokem a jeho pravdivostni hodnotou?

. Jaky vyrok nazyvame hypotézou?

. Které jsou zdkladni logické spojky?

. Jak 1ze z vyrokové formy vytvofit vyrok?

. Udejte priklad mnoziny M C R*, jejiZ supremum v R* neexistuje.
Udejte piiklad mnoZiny M takové, Ze plati sup M = max M.

<IN [~ NV S N VI R

Objasnéte rozdil mezi mnoZinou vSech raciondlnich Cisel a mnozinou vSech redl-
nych ¢isel.
9. Plati vzdy vztah inf M < sup M?
10. Udejte ptiklad mnoziny M takové, Ze plati inf M = sup M.
11. Jaké znate zdkladni druhy dikazi matematickych vét?

Priklady k procviceni

1. UrCete vyétem prvkid mnozinu M vSech pfirozenych ¢isel, kterd jsou délitelnd ¢islem 8 a zaroveri
jsou vétsi neZ 5 a mensi nez 50.

2. Ur¢ete minimum, maximum, infimum a supremum nésledujicich mnozZin:

a) A= (0,5 U{7}U(8,9),

b) B =Q,

¢) C ={n!,n e N},

d) D = (—o0, =3) U (5, 00),

e) E={xeR:x?> 4},

f) F={x eR:6x —x>—9 <0}.

3. Jsou dany mnoziny A = {1,2}, B = {x € N, x < 4}. UrCete vyétem prvki kartézské souciny
Ax BaB x A.

4. Uzitim matematické indukce dokazte, Ze pro kazdé n € N plati:
a) 17+22 437+ 4+n?=inn+ DHQ2n+ 1),
D) 1+2+43+--+n=1nn+1),
O fstmtyattom =

n(n+1) — n+l "
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5. Najdéte chybu v nésledujici dvaze:
UvaZujme rovnici
X =y.
Vyndsobime obé strany rovnice ¢islem x. Dostaneme

x? = xy.

Pak k obéma strandm rovnice pficteme x> — 2xy:
x2 4+ x2 —2xy = xy + x* — 2xy.

To lze upravit na tvar
2(x2 —Xy) = x2— xy.

2

Nakonec vydélime ob¢€ strany rovnice vyrazem x~ — xy a dostaneme

2=1.

Hefeskoskosk

Nedomnivejte se, Ze zndte fakt, vite-li jen, Ze se stal, ale nevite, jak se stal.
(J. S. Blackie)

Hefeskoskosk
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Kapitola 3

Redlné funkce jedné realné proménné

Pruvodce studiem

JiZ v uvodni kapitole jsme se zminili o tom, Ze zakladnim objektem, ktery je zkou-
man diferencialnim poctem, je funkce. Nyni tento pojem upfesnime a vsimneme si
zakladnich vlastnosti funkci a zakladnich operaci, které Ize s funkcemi provadét.
Z hlediska historie matematiky trvalo dosti dlouho, neZ se dospélo k dnes-
nimu chapani funkce. V dobé, kdy byl vytvofen diferencialni pocet, se uvaZzovaly
pouze realné nebo komplexni funkce a funkce musela byt vyjadfena néjakym
vzorcem nebo souctem nekonecné rady. Pfikladem jsou funkce dané predpisy
f(x) = x> =2, f(x) = Insinx nebo f(x) = S0 o(x™/n!). Dnes funkci chdpeme
obecnéji jako jistou podmnoZinu kartézského soucinu. Funkci tedy budeme rozu-
mét jednak funkce vyse zminéného typu, ale i mnohem obecnéjsi mnoziny bodu.
Napfiklad f = {(1,2), (-3, 8)} je funkce, ktera pfifazuje Cislu 1 Cislo 2 a cislu
—3 pfifazuje ¢islo 8 a jejimz grafem jsou dva izolované body. Tedy realna funkce
muZze pfifazovat kaZzdému realnému ¢islu néjaké zcela libovolné realné ¢islo. Po-
znamenejme vsak, Ze funkce, se kterymi budeme pracovat my, budou prevazné
pravé ony ,pékné* funkce — tak, jak je chapali matematikové 17. a 18. stoleti.
Protoze v této chvili jeSté nemame k dispozici dostatek konkrétnich funkci,

vvvvvv

klady jsou pak zafazeny do dalsi kapitoly Elementarni funkce.

Cile

Po prostudovéni této kapitoly byste méli byt schopni definovat a pomoci obrazki vysvétlit
nasledujici pojmy:

e funkce, defini¢ni obor a obor hodnot funkce, graf funkce,

e funkce zdola, shora ohrani¢ena,

e funkce rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici, monoténni,

e funkce prosta,
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e funkce sud4, licha, periodick4,

e funkce slozena a inverzni.

Pristupme nyni k definici pojmu funkce.

Definice 3.1. Necht A C R, A # (. Zobrazeni f mnoZiny A domnoZiny R (f: A — R)
nazyvame redlnou funkci jedné redlné promenné (dale jen funkci). MnoZina A se nazyva
definicni obor funkce f a znacise D(f).

Podle definice 3.1 tedy je funkce zobrazenim mnoZiny A C R do mnoZiny R. Toto
zobrazeni je podle definice 2.27 takovou podmnoZzinou kartézského soucinu A x R, Ze
plati: ke kazdému prvku x € A existuje pravé jeden prvek y € R takovy, Ze (x, y) € f.

Vv,

Umluva: Dile budeme misto zapisu (x, y) € f pouzivatpruznéjsioznaceniy = f(x).
Rikdme, Ze funkce f pFifazuje prvku x prvek y nebo ze y je hodnotou funkce f v bodé x.

Mnozinu vSech takovych y € R, k nimzZ existuje x € D(f) tak, Zze y = f(x), pak
nazyvame obor hodnot funkce f a oznaCujeme H(f). Tj.

H(f) ={y e R: 3x € D(f) takové, % y = f(x)}.

Zadani funkce

K zadéni funkce f je nutné uvést jednak defini¢ni obor D( f) a jednak pravidlo (pfedpis),
pomoci néhoz je kazdému x € D(f) pfifazen pravé jeden prvek y € H(f).

Ukazme si, s jakymi formami zapisu konkrétni funkce se mizeme setkat. Napiiklad
funkci f, kterd kazdému x € (=2, 5) pfifazuje &islo x? + 1, 1ze zapsat takto:

fry=x>+1, x €(=2,5),
fx)=x>+1, x € (=2,5),
frxx?4+1, x €(=2,5).

Casto se stava, Ze je funkce zadana pouze predpisem a defini¢ni obor neni vyslovné
uveden. Pak pokladame za defini¢ni obor mnoZzinu vSech takovych x € R, pro kterd ma
dany predpis ,,smysl*.

Poznamka 3.2. Je-li funkce zaddna jednim z piedchozich ti{ zptisobt, fikdme Ze je zadana
explicitné. Kromé toho lze funkci zadat parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = ¥ (¢) nebo
implicitné rovnici F(x,y) = 0 (podminky, za kterych je rovnici F(x, y) = 0 skute¢né
ddna néjakd funkce, budeme vySetfovat v diferencidlnim poctu funkci vice proménnych).
Nyni se budeme zabyvat pouze funkcemi zadanymi explicitné. Nakonec poznamenejme,
Ze v experimentdlnich dlohdch se Casto funkce zadava slovné, tabulkou funkénich hodnot
nebo prostiednictvim grafu.



Rovnost funkci

Z definice 3.1 plyne, Ze dvé funkce f a g jsou si rovny (piSeme f = g) pravé tehdy, kdyz
maji stejny defini¢ni obor a v kazdém bod¢ tohoto definicniho oboru plati f(x) = g(x).
Symbolicky zapsano:

(f=8 <& [D()=D@) A VxeD(f): flx)=gx)]

Priklad 3.3. Rozhodnéte, zda se ndsledujici funkce rovnaji

xz—1

—, x € (—00,0).
x—1

fry=x+1, x € (—00,0); g:y=

Reseni. Definiéni obory zadanych funkei se rovnaji a pro kazdé x € (—oo, 0) plati

x> =1
=x+1.
x—1
Tedy pro kazdé x € (—oo, 0) plati f(x) = g(x). Proto f = g. A

Priklad 3.4. Rozhodnéte, zda se nasledujici funkce rovnaji
f:y=2Inx; g: y:lnxz.

Reseni. Funkce je zaddna pouze piedpisem, defini¢ni obor je tedy mnoZina takovych
x € R, pro kterd ma dany predpis smysl.

D(f) ={x e R: 2Inx ,md smysl“} = {x € R: x > 0} = (0, 00).

D(g) = {x e R: Inx?,mdsmysl“} = {x e R: x> >0} =R~ {0}.

Defini¢ni obory D(f) = (0, 00), D(g) = R ~ {0} se nerovnaji, tedy se nerovnaji ani
zadané funkce. A

Graf funkce

U reélnych funkci jedné proménné hraje velkou roli grafické zndzornéni funkce. To
samoziejmé souvisi s geometrickou interpretaci pojmil usporddana dvojice, kartézsky
soucin atd.

Geometricky 1ze usporadanou dvojici (x, y) chapat jako bod o soufadnicich x a y.
Libovolnou mnozinu usporaddanych dvojic lze pak geometricky chapat jako mnoZinu
bodi v rovin€é. VSimnéme si s pomoci ndsledujici tabulky rozdilu mezi ,,mnoZinovym a
geometrickym chapanim* téhoZz zapisu.

o
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mnozinove geometricky

{(x,y) € R?: x> + y?> = 1} | mnoZina uspofddanych mnozina bodi (x, y)
dvojic (x, y) € R? v roviné, jejichz
takovych, Ze plati soufadnice x a y vyhovuji
x24+yr=1, rovnici x2 4+ y? = 1.

{(x,y) € R2: y = xz} mnoZina usporddanych mnozina bodi (x, y)
dvojic (x, y) € R? v roving, jejichz
takovych, Ze plati y = x2, | soufadnice x a y vyhovujf

rovnici y = x°.

Vsimnéte si, Ze prvni mnoZina neni funkci, nebot’ obsahuje uspofddané dvojice typu
(x, y1), (x, »), y1 # y2. Druhd mnoZina je funkci, nebot’ ke kazdému x € R existuje
pravé jedno y € R takové, ze y = f(x).

V piipadé funkci zavddime pro mnoZinu bodl v roviné souhrnny nézev graf funkce.

Grafem funkce f: D(f) — R rozumime mnozinu bodu

{(x,y) eR*: x e D(f) Ay = f(x)},

kde (x, y) znac¢i bod roviny o soutfadnicich x a y.

Graf funkce f je tedy mnoZina bodi, jejichZ prvni soufadnice je x € D(f) a pro
druhou soufadnici plati rovnost y = f(x). Mluvime-li o grafu funkce, pak tuto rovnici
budeme nazyvat rovnice grafu funkce f.

V mnoha piipadech byly pro mnoziny bodu jistych vlastnosti zavedeny specialni nazvy.
Pripomerime napiiklad, Ze kruznici nazyvame mnozinu vSech bodu (x, y) v roviné, které
jsou od pevného bodu — stfedu § — stejné vzdaleny, tj.

{(x,y)eRZ: (x—m)2+(y—n)2:r2}, m,n,r eR, r >0,

kde bod (m, n) je stfed kruznice a r polomér. Dale parabolou nazyvdme mnoZinu vSech
bodi (x, y) v roving, které jsou stejné€ vzdaleny od pevného bodu — ohniska F — a pevné
piimky d. Obdobné 1ze definovat elipsu, hyperbolu, primku, atd.

Pak naptiklad fikdme, Ze grafem funkce f: y = 5x4-3 je pfimkaorovniciy = 5x4-3.

V predchozi tabulce jsme si ukdzali, Ze ne kazdd mnozina uspotfddanych dvojic je
funkci. Tomu geometricky odpovida, Ze ne kazdd mnoZina bodil v roviné je grafem
funkce. Napf. mnozina bodi {(x, y) € R?: x2 4 y? = 1} (kruZnice) neni grafem funkce.

Jak pozname, Ze je néjakd mnoZina bodi v roviné grafem funkce? Aby se jednalo
o graf funkce, nesmi mnoZina obsahovat body tvaru (x, y1), (x, y2), y1 # Y2, tj. body,
které lezi nad sebou. Tedy mnoZina bodi v roviné je grafem néjaké funkce f pravé tehdy,
kdyz libovolna rovnobézka s osou y protne tuto mnoZinu nejvyse jednou (tedy jednou
nebo vibec). Situaci ilustruji nasledujici obrazky:
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Priklad 3.5. Nakreslete graf funkce

-1, x <0,
fry= 0, x=0,
1, x>0.
ResSeni. Graf:
y

y =sgnx

Tato funkce se nazyva signum a déle ji budeme znacit sgn, tj. f: y = sgnx. Pfitom
D(f)=RaH(f)={-10,1}. A

Priklad 3.6. Nakreslete graf funkce

Reseni. Graf:

Yooy =Ix|
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Tato funkce se nazyva absolutni hodnota a dile budeme pouZivat zapis f: y = |x]|.
Pritom D(f) =R a H(f) = (0, 00). A

Poznamka 3.7. S funkci f: y = |x| se budeme déle asto setkdvat. Uvedme si proto jeji

vvvvvv

Lix| =0, [x|2x, |—=x| = |xI,

2. Ix1 +x2| S |xq| + |x2l,

3. [x1x2] = [x1llx2],
X1 |x1]

4. |—| = — pro xp # 0.
X2 |x2]

Z ptedchozich piiklad by se mohlo zdat, Ze graf funkce jedné proménné lze vzdy
nakreslit. Nenf tomu ale tak. UvaZujme napiiklad funkci

f:yz{(l): *eQ,

x el

Tato funkce nabyva pouze dvou hodnot a to nuly a jedni¢ky podle toho, zda je x € Q
nebo x € [. Tedy naptiklad f (1) = f(%) = f(%) =1laf(m)= f(\/z) = 0. Vzhledem
k tomu, Ze raciondlni i iraciondlni ¢isla jsou na ¢iselné ose rozloZend velmi husté, tj. mezi
kazdymi dvéma, jakkoliv blizkymi, rGznymi redlnymi Cisly lezi jak nekone¢né mnoho
raciondlnich, tak nekone¢né mnoho iraciondlnich ¢isel, graf této funkce nelze dosti dobre
nakreslit.

Tato funkce se nazyva Dirichletova funkce a dale ji budeme znaCit x, tj. f: y = x(x).
Pritom D(f) =Ra H(f) = {0, 1}.

3.1 Neékteré vlastnosti funkci

V této kapitole si zopakujeme pojmy ohranic¢end funkce, monoténni funkce, prosta funkce,
sud4, licha a periodickd funkce.

Ohranicena funkce

V kapitole 2.6 jsme definovali pojem ohrani¢end mnoZina. Nyni si pojem ohrani¢enosti
zavedeme také pro funkce.

Definice 3.8. Rekneme, Ze funkce f je shora (resp. zdola) ohranicend na mnoZiné
M C D(f), je-li shora (resp. zdola) ohrani¢end mnozina { f (x): x € M}.

Rekneme, e funkce f je shora (resp. zdola) ohranicend, je-li shora (resp. zdola) ohra-
ni¢end na D( f). Funkce se nazyva ohranicend, je-li soucasn¢ ohrani¢end zdola i shora.
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Poznamka 3.9.

1. Definice fik4, Ze funkce f je shora ohranicend, pravé kdyz je shora ohrani¢end mnoZina
{f(x): x € D(f)}. Dale, mnoZina {f(x): x € D(f)} je shora ohranicend (podle
definice 2.21), pravé kdyz existuje konecnd horni zavora této mnoZziny. Tedy funkce f
je shora ohraniCend, jestlize 1ze najit konstantu L € R tak, ze f(x) < L pro kazdé
x € D(f). Graf shora ohranicené funkce tedy lezi cely pod pfimkou y = L — viz
obr. 3.1

Obr. 3.1: Funkce ohrani¢ena shora

2. Obdobné si rozmyslete, Ze funkce f je ohranicend zdola, jestlize 1ze najit konstantu
K € Rtak, Ze f(x) = K pro kazdé x € D(f). Graf funkce ohrani¢ené zdola leZi cely
nad pfimkou y = K — viz obr. 3.2.

Obr. 3.2: Funkce ohrani¢ena zdola

3. Funkce je ohraniCend, jestlize 1ze najit konstanty K a L tak, 7e K < f(x) < L pro
kazdé x € D(f). Graf ohranicené funkce lezi mezi dvéma rovnobéZzkami ve vySkach
K a L. Jednai se tedy o ohrani¢eni funkénich hodnot (nikoli defini¢niho oboru) — viz
obr. 3.3.

o
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Casto budeme pouZivat ekvivalentni vyjddfeni ohranienosti: Funkce je ohranitend,
jestlize existuje konstanta C € R™ takovd, Ze pro kazdé x € D(f) plati | f(x)| < C.
Muzeme napiiklad zvolit C = max{K, L}.

Obr. 3.3: Ohrani¢ena funkce

2

@ Priklad 3.10. Urcete, zda je funkce f: y = sz , X € R, ohranicena.
X

Reseni. Upravme nejprve predpis funkce. Pro kazdé x € R plati

x2—1 x?+1-2 —2
= =14+ .

x2+1 x2+1 x2+1
VyuZijeme toho, Ze pro kazdé x € R plati x> > 0 a tedy x> + 1 > 1. Dile postupné
dostdvame

0 <1 & 022> o 12> 112-1
Vidime tedy, Ze je funkce f ohranicena. A
/@ Pro zajemce:
@ Priklad 3.11. Zjistéte, zda je funkce f: y = T3 x € R, ohranicena.
X

Reseni. Pro libovolné x € R plati, Ze (|x| — 1)> = 0, tedy |x|> — 2|x| + 1 = 0. Z této nerovnosti
dostaneme (protoZe |x|> = x?2), ze x> + 1 = 2|x|. Vydélenim kladnym vyrazem 2(x> + 1), coZ
neméni znaménko nerovnosti, dostaneme

x|
X241

1\

N =
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ProtoZe podle pravidel pro pocitani s absolutnimi hodnotami (absolutni hodnota soucinu je soucin
absolutnich hodnot, absolutni hodnota podilu je podil absolutnich hodnot) je

x| x| ‘ x

x2+1=|x2+1|= x2+1'=|f(x)|,

dostdvame, Ze
1 1
|f )] = 3 neboli — 5 < fy <=,

Tedy funkce f je ohranicend. Graf této funkce si miZzete prohlédnout na strané 49. A

Monotonni funkce

Definice 3.12. Rekneme, Ze funkce f je

1) rostouct (resp. klesajici) na mnoZiné M C D(f), jestlize pro kazdé x1, xo € M
takové, Ze x1 < xo, plati f(x1) < f(x2) (resp. f(x1) > f(x2)).
11) neklesajict (resp. nerostouci) na mnoZiné M C D(f), jestlize pro kazdé x1, xo € M
takové, Ze x| < x2,je f(x1) < f(x2) (resp. f(x1) = f(x2)).
iii) rostouci (resp. klesajici, neklesajici, nerostouct), je-1i rostouci (resp. klesajici, ne-
klesajici, nerostouci) na celém svém defini¢nim oboru.

Je-li funkce rostouci, klesajici, neklesajici nebo nerostouci, fikdme, Ze je monotonni.
Specidlné, je-li rostouci nebo klesajici, fikame, Ze je ryze monotonni.

Ziejmé kazda rostouci funkce je i neklesajici a kazda klesajici funkce je i nerostouci.
Opak ovSem neplati (monoténni funkce mohou byt na néjakém intervalu konstantni).
Situace je znazorn€na na nasledujicich obrazcich.

F0) e E

Sx1) = f(x2)
S Qo) o 5

o X1 X2 0 X1 Xo
graf rostouci funkce graf neklesajici funkce
(ktera neni rostouci)
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fx) = f(x2)
f(x1)

f(x2)

o X1 X2 o X1 X2
graf klesajici funkce graf nerostouci funkce

(ktera neni klesajici)

Zatim nemdme vhodné prostfedky na ovéfovani monotonie (ty budeme mit k dis-
pozici az v kapitole tykajici se pribéhu funkce), a proto uvedeme pouze nékolik velmi
jednoduchych piikladi, kde situace bude zfejma.

Priklad 3.13. Vysetiete monotonii ndsledujicich funkci:
a) f: y:xz, x € (0,00), b) g: y:xz, x €(—00,0), ¢) h: y=x

1 1
d)k:y=;,xe(0,oo), e)l:y=)—c,xe(—oo,0), f) m:y=

z,xeR,

l , x € R~ {0}.

X

Resent. a) Necht' x1,x; € (0,00), x; < x3. Pak (vzhledem k tomu, Ze xi, xo jsou
nezédporna Cisla) je x12 < x%, t]. f(x1) < f(x2),atedy f je rostouci.

b) Necht xj,x2 € (—00,0), x; < x2. Pak je x7 > x3, tj. g(x1) > g(x2), a tedy g je
klesajici.

¢) Vzhledem k predeslym vysledkt vime, Ze funkce % je na (—o0, 0) klesajici a na (0, co)
rostouci. Z toho vyplyva, Ze na (—o00, oo) funkce 4 neni monoténni. Grafem funkce 4
je parabola — viz ndsledujici obrazek.

y y y
36- ................... [ \ 7o -36
y=rfmf: N\ =5 y = h(x)
9 ......... ......... 9
X X X
0O 3 6 -6 -3 0 0
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1 1
d) Necht x1,xy € (0,00), x1 < x3. Pak je — > —, . k(x1) > k(x2), a tedy k je
X1

X2
klesajici. 1 1
e) Necht x1,x2 € (—00,0), x1 < x2. Pak je — > —, tj. [(x1) > [(xp), a tedy [ je
X1 X2
klesajici.

f) Vzhledem k pfedchozim vysledkiim vime, Ze funkce m je na (—oo, 0) klesajici a na
(0, 00) také klesajici. Na mnoziné (—oo, 0) U (0, co) ale neni klesajici (napt. dvojice
bodli —3, 3 nespliiuje podminku v definici klesajici funkce nebot plati —3 < 3, ale

—% < % ). Grafem funkce m je rovnoosa hyperbola, viz nasledujici obrazek. A

1/3]
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Prosta funkce

Definice 3.14. Rekneme, Ze funkce f je prostd, jestlize pro kazdé xi,x» € D(f),

x1 7 x, plati f(x1) # f(x2).

Z definice plyne, Ze funkce je prosta praveé tehdy, kdyz libovolna rovnobézka s osou x
protne graf funkce f nejvySe jednou, tj. vibec neprotne nebo protne pravé jednou.
Ovéfujeme-li, zda je funkce prostd, vyuzivame Casto ekvivalentni podminku: Jestlize
pro x1, x2 € D(f) plati, Ze f(x1) = f(x2), pak musi byt x| = x».

Vsimnéme si, ze kazdd ryze monoténni funkce je prostd (nemiZe mit v riznych
bodech stejnou funkéni hodnotu), ale opak neplati, tj. ne kazda prostd funkce musi byt
nutné monoténni. To ukazuje napt. funkce m z predchoziho ptikladu. Zjistili jsme, Ze neni
monoténni, ale ocividn€ libovolnd rovnobéZzka s osou x protne jeji graf nejvyse jednou
(osa x jej viibec neprotne, kazda jind rovnobézka jej protne piesné v jednom bodé — viz
bod A v predchozim obrizku). Jde tedy o prostou funkci.

Priklad 3.15. Dokazte, Ze funkce f: y = (x — D2 +7, x € (1, 00) je prosta.
Reseni. K dikazu pouZijeme zminénou ekvivalentni podminku (tzn. nepiimy dikaz):
Jestlize pro x1, xo € D(f) plati, Ze f(x1) = f(x2), pak musi byt x| = x».
Necht' x1, x5 € (1,00), f(x1) = f(x2). Pak postupnymi tpravami dostdvame
= D*+7= (- D>+7,

(x1 — 1)? = (x2 — 1)?,

x1—1=x,—1, (protoze x; — 1 =20, x; —1 =2 0)
X1 = Xx3.
Tim jsme dokdzali, Ze funkce f je prosta. A

Pozor! Vezmeme-li funkci se stejnym predpisem a jinym definiénim oborem, tak jiz
nemusi byt prostd. Napiiklad funkce g: y = (x — 1)> + 7, x € R neni prostd, protoZe
1ze najit dvé hodnoty x; = 0, xo = 2, x| # x», takové, Ze plati f(x1) = 8 = f(x2).

Suda a licha funkce

Dalsi dvé vlastnosti se tykaji ur¢ité soumérnosti grafu. Budeme uvazovat takovou funkci f,
jejiz defini¢ni obor D( f) je soumérny vzhledem k pocatku, tj. s kazdym ¢islem x soucasné
obsahuje 1 opacné ¢islo —x. Pak mé smysl porovndvat funkéni hodnoty f(x) a f(—x).

Definice 3.16. Funkce f se nazyva sudd (resp. lichad), jestlize plati

1) je-lix € D(f), pak —x € D(f),
i1) f(—x) = f(x) (resp. f(—x) = — f(x)) pro kazdé x € D(f).
Z definice vyplyva, Ze graf sudé funkce je soumérny podle osy y a graf liché funkce

je soumérny podle pocatku. Obecné nemusi byt funkce ani sudé ani lichd. VSimnéte si, Ze
funkce f: y = 0 je zdrovei sudd i licha.
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Priklad 3.17. Zjistéte, zda jsou nasledujici funkce sudé nebo liché.

1 —x2 1+ x
1+x_2’XE]R’ C)h:y:— x € R.

X
ry=———,x€R, Dbyg:y= ,
a)fry x )8ty 522

x24+1
Reseni. Necht x € R. Pak

—X —X
a)f(_x)_(—)c)z—i-l_xz-i-l__xz-l—l_
b) g(—x) L= (2 1= (x). Tedy g je sudd funk

—X) = = = X). 1€ € Suda Tunkce.
g i e A ygi
) h(—x) I+ (—x) l—x i piedpisu pavodni funkee /i (x)
C —X) = = , COZ Neni rovno ani preapisu puvodni runkce X) =
[+ (02 1+ PIEEPEED
1+x

= T3 2 ani vyrazu —h(x) =
X

— f(x). Tedy f je lich4 funkce.

—X . P
T' Proto /4 neni ani suda ani licha funkce.
X

vvvvvv

po prostudovéni tohoto studijniho materidlu schopni sami zakreslit.) A

Y y=f(x)

y=gkx)
—1/\1

-1
y
_1/
0] X
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Periodicka funkce

Necht' f je funkce a p > 0 je redlné Cislo. Pfedpoklddejme, Ze defini¢ni obor D(f)
s kazdym c&islem x obsahuje i ¢islo x + p. Pak ovSem musi obsahovat i ¢islo (x + p) +
+p=x+2p,(x+2p)+ p=x+3patd.

X x—il-p x—l—'2p x+'3p x-l—'4p

Definice 3.18. Rekneme, Ze funkce f je periodickd s periodou p, p € Rt jestlize plati

1) je-lix € D(f), pak také x + p € D(f),
ii) f(x + p) = f(x) prokazdé x € D(f).

Jinymi slovy, v bodech majicich od sebe vzddlenost p jsou stejné funkéni hodnoty.
Tedy staciznét graf f nanéjakém intervalu délky p acely graf f dostaneme ,.kopirovanim*
této C4sti, kterou posouvdme o p vpravo nebo vlevo (vlevo jen pokud to defini¢ni obor
pripousti).

Funkce periodickd s periodou p je téZ periodicka s periodou k - p, k € N. Pokud
existuje nejmensi perioda, nazyva se zdkladni perioda.

Nejznaméjsi periodické funkce jsou funkce goniometrické. Napf. sinus a kosinus maji
zakladni periodu 27, funkce f: y = sin3x md zdkladni periodu %TIT, obecné funkce
f: y =sinax, a > 0, ma zdkladni periodu %n. Funkce f: y = ¢, ¢ € R je periodickd
funkce, kterd nemé zakladni periodu.

Priklad 3.19. Nakreslete graf periodické funkce f, jejiZz periodaje p =2 a D(f) = R,
jestlize vite, Ze
—1 pro x € (—1,0),
fx) = 0 pro x=—lax =0,
1 pro x € (0, 1).

Reseni. Jeliko? je funkce f periodickd s periodou p = 2, sta¢i nakreslit graf f naintervalu
(—1, 1) a déle jej kopirovat vpravo a vlevo vzdy po posunuti o 2. Uvédomte si, Ze f(1)
uzZ nelze zadat libovolné, protoZe musi byt f(—1) = f(1), nebot vzdilenost 1 a —1 je
pravé 2.

y
r—— ]
-3 —1 0 1 3 5 X
e >— . > — >—

A

S obdobnymi funkcemi (tzv. periodickymi signdly) se velmi Casto setkdvame pfi Cislico-
vém zpracovani signald.
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3.2 Operace s funkcemi

V této kapitole si stru¢né zopakujeme zakladni operace s funkcemi, jako je soucet, rozdil,
soucin, podil, absolutni hodnota a sklddani funkci. Podrobnéji se budeme vénovat inverzni
funkci a skladdni navzdjem inverznich funkci. Piiklady k procviceni této problematiky
jsou zatfazeny do kapitoly Elementarni funkce.

Soucet, rozdil, soucin a podil funkci

Definice 3.20. Necht' f a g jsou funkce. Souctem f + g, rozdilem f — g, soucinem f - g
a podilem f/g funkci f a g nazveme funkce definované nésledujicimi predpisy:

(f +8) &) = fx)+gk) prox e D(f)ND(g),
(f —&)x) = f(x) —gx) prox € D(f)ND(g),
(f -8 = fx)-g) prox € D(f) N D(g),

(i) (x) = fx) prox € D(f)ND(g) ~{zeR:g(z) =0}
g g(x)

Absolutni hodnotou funkce f nazyvame funkci | f| definovanou piedpisem:

|f1&x) = [f ()| prox € D(f).

Je tfeba si uvédomit, Ze napiiklad ve vztahu (f + g)(x) = f(x) + g(x) vystupuje
stejny symbol ,,+ ve dvou riznych vyznamech. Na levé strané€ rovnosti znamend operaci
mezi funkcemi (funkcim f a g je pfifazena funkce f + g) a na pravé strané m4 ,,+“
vyznam souctu dvou redlnych ¢isel f(x) a g(x). Obdobné pro ostatni operace. Daile
poznamenejme, Ze v piipadé€ soucinu dvou funkci budeme Casto misto f - g psat fg.

Specidlnim piipadem soucinu dvou funkci je soucin konstanty a funkce, tj. pro c € R
dostdvame

(c- Hx) =c- fx), x € D(f).

Skladani funkci

Vénujme se nyni dalsi operaci s funkcemi — skladéni funkci. UvaZzujme dvé funkce f a g.
Funkce f kazdému prvku x € D(f) pfifadi prvek y = f(x) € H(f). Jestlize tento
prvek y nélezi definicnimu oboru funkce g (y € D(g)), pak jej funkce g zobrazi na prvek
z = g(y) € H(g). Ptitom plati

z=g(y)=g(f(x)).

Dostavame tedy novou funkci, kterd prvku x pfifazuje prvek z = g (f(x)).
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Definice 3.21. Necht' f, g jsou funkce. SloZenou funkci g o f nazyvame funkci defino-
vanou predpisem

(go fHlx) =g (f(x)), kde x € D(f) A f(x) € D(g).

Funkci f nazyvame vnitini slozka a funkci g vnéjsi sloZka slozené funkce g o f.

Zapis g o f Cteme ,,g po f* nebo ,.g sloZzena s f* (nejprve bereme funkci f a pak
funkci g). Situace je zndzorn€na na nasledujicim obrazku.

Jsou-li slozky slozené funkce samy o sobé sloZzenymi funkcemi, dostdvdme vicena-
sobné sloZenou funkci. Napft. pro trojnasobné sloZenou funkci, jejiz slozky jsou f, g a h,
plati:

(hogo f)(x) =h(g(f(x)).

Piiur¢ovani D(g o f) (ktery je zfejmé obecné pouze ¢asti D( f) ) musime vZdy zvaZzit,

,Kterd x je mozno vzit, abychom mohli f(x) dosadit do ptedpisu pro funkci g*.

Priklad 3.22. Jsou dany funkce f: y = 3 — 2x, g: z = Iny. Urcete sloZenou funkci
g o f ajeji defini¢ni obor.

Reseni. P¥imo z definice sloZené funkce dostdvame
(go fHx) =g (f(x)) =gB—2x) =In(3 — 2x).

Hledana funkce je tedy g o f: z = In(3 — 2x).

Nyni ur¢eme defini¢ni obor funkce g o f. Vime, ze D(f) = R a D(g) = (0, o0)
(pfirozeny logaritmus je definovan jen pro kladnd ¢isla). Chceme najit takova x € D(f),
aby platilo, Ze f(x) € D(g), tj. hleddme x € R takov4, ze 3 — 2x € (0, o0). Dostdvdme
tedy jedinou podminku:

3
3—-2x>0 = 3>2x — §>x.

Tudiz D(g o f) = (—00, 3/2). A

Dalsi priklady k procviceni defini¢nich oborti sloZzenych funkci jsou zafazeny v nasle-
dujici kapitole.
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Poznamka 3.23.

1. Lze jednoduse dokdzat, Ze sloZzenim dvou prostych funkci dostaneme funkci prostou.
Specidlné, slozenim dvou rostoucich funkci dostdvame rostouci funkci, slozenim dvou
klesajicich funkci dostidvdme rostouci funkci, slozenim funkce rostouci a klesajici
(v libovolném potadi) dostdvame funkci klesajici.

2. SloZenim dvou sudych funkci dostdvame sudou funkci. SloZenim dvou lichych funkei
dostdvame lichou funkci. SloZime-li sudou a lichou funkci (v libovolném potadi),
dostdvdme sudou funkci.

Inverzni funkce

Definice 3.24. Necht' f je funkce. Funkce f~! se nazyva funkce inverzni k funkci f,
jestlize

i) D(f) = H(f)

ii) pro kazdé y € D(f~ 1) plati fly)y=x & fx)=y.

V definici inverzni funkce vystupuji funkce f a f~!. Kvili praktickym vypoc&tim
inverzni funkce oznacujeme nezavisle proménnou ve funkci f stile x a nezavisle pro-
ménnou ve funkci f~! pismenem y. To oviem samo o sobé& neni podstatné. Fakt, 7e
funkce f~! je inverzni k funkci f, zdvisf na tvaru téchto funkci a ne na pismenu, kte-
rym ozna¢ujeme nezavisle promé&nnou. Poznamenejme, 7¢ f~! je oznaleni pro inverzni
funkci. Pozor: f~! # % !

Véta 3.25. Necht f je funkce. Pak = existuje pravé tehdy, kdyz f je prostd.

Je-li f funkce, pak ke kazdému x € D(f) existuje pravé jedno y € H(f) tak, Ze
y = f(x). Je-li navic f prostd funkce, pak také ke kazdému y € H(f) existuje prave
jedno x € D(f) tak, Ze y = f(x). Jinak feCeno, je-li f prostd, pak se lze jednoznacné
dostat nejen z bodu x do bodu y (funkce f), ale také naopak z bodu y do bodu x (funkce
£~ 1); viz obrazek 3.4.

Vénujme se nyn{ sklddani funkci f a f~!. Zfejmé, slozime-li f a f~!, vratime se na
stejné misto v mnoZiné D( f). Dostaneme tudiz:

(fo ) =fTIf@I=x  prox € D(f).
Podobné miZeme slozit f~! a f a vritime se na stejné misto v D(f ). Tedy:
(fofH@ =flf"'@l=x  proxeD(.

Dile nds bude zajimat vztah mezi grafem f a grafem f~'. Graf f je tvofen body
v roviné tvaru (x, f(x)) = (x, y), kdeZto graf f! je tvoren body (y, 1)) = (v, x).
Jestlize napf. graf f obsahuje bod (2, 3), tj. f(2) = 3, bude graf ! obsahovat bod (3, 2),

o
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D(f)=H(f™ H(f)=D(f™"
~_ @O

f—l

Obr. 3.4

tj. £~ 1(3) = 2. Vyneseme-li hodnotu x funkce f a funkce f~! na osu x a hodnotu y obou
funkci na osu y, dostaneme vlastn& dvakrit totéZ. Casto ale chceme vynaset prvni slozku
ve dvojici na vodorovnou osu (obvykle osu x) a druhou slozku ve dvojici na svislou osu
(obvykle osu y). Za timto ucelem vétSinou provadime vzdjemné pfeznaceni x a y a misto
X = f_' (y) pak piSeme (v novém oznaceni) y = f_l (x). ProtoZe body (x, y) a (y, x)
jsou soumérné podle osy I. a III. kvadrantu (pfimky y = x), jsou také grafy f a f~!
soumérné podle této primky.

Obr. 3.5
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Véta 3.26. Necht f je prostd funkce a f~' funkce k ni inverzni. Potom plati:

1. 7! je prostd funkce.

2. Je-li f rostouct, resp. klesajici, potom je i = rostouci, resp. klesajict.

3. Pro kazdé x € D(f) plati (f~' o f)(x) = x.
Pro kazdé x € D(f~) plati (f o f~1)(x) = x.

4. Inverzni funkce k f~'je f, 5. (f~H~! = f.

5. Grafy funkci f a f~! jsou (v téze kartézské soustavé souiadnic) navzdjem soumérné
podle primky y = x.

Ptikladem dvojice vzdjemné inverznich funkci jsou funkce exponencidlni a logarit-
micka, mocninnd funkce a funkce n-t4 odmocnina, funkce sinus a arkussinus, kosinus a
arkuskosinus atd. Podrobnéji se t€émto funkcim budeme vénovat v nasledujici kapitole.
Nyni si uvedeme postup nalezeni inverzni funkce f~! k zadané funkci f a jeden ilustraéni
priklad.

Jak postupujeme, chceme-li k zadané funkci f nalézt funkci inverzni f~':

1. Uréime definicni obor D( f) zadané funkce.

2. Ovéfime, Ze je funkce f prostd. Pfitom bud vyuzijeme ekvivalentni podminku uvede-
nou za definici 3.14 nebo vyjdeme z pozndmky 3.23. Podle této pozndmky je napiiklad
funkce f(x) = In(x3 + 1) prostd, nebot’ vznikla sloZzenim funkci f1(x) = ¥>+1a
J2(x) = Inx, které jsou obé rostouci a tedy prosté.

3. Najdeme funkci f~!:

i) Uréime defini¢éni obor D(f~!) funkce inverzni pomoci oboru hodnot funkce pi-
vodni. Platf totiz D(f~1) = H(f).

i1) Nalezneme ptedpis funkce f —1 Pfitom vyuZijeme vztah f _l(y) =x & f(x)=
=y, ktery plati pro kazdé y € D(f~'). Vyjdeme tedy z rovnice y = f(x) a
vyjadiime x v zdvislosti na y.

Priklad 3.27. Ovéite, Ze k funkci f: y = alul

2 e s
3 existuje inverzni funkce, a najdéte ji.

Resent.
1. Ziejmé ze zadani D(f) = R ~ {3}.
2. Ovéfime, zda je funkce f prostd. Chceme tedy ukdzat, Ze jestlize pro x1, xo € D(f)
plati, Ze f(x1) = f(x2), pak musi byt x| = x;.
Necht' tedy x1, x2 € R\ {3} a f(x1) = f(x2). Pak postupnymi tpravami dostdvame
x1+2 xp+2
x1—=3 x-=3
X1x2 +2x2 —3x; — 6 = x1x2 +2x; — 3x2 — 6,

5x1 = 5x7,

X1 = X2.

Dokdzali jsme, Ze funkce f je prostd, a proto existuje funkce f~! inverzni k funkci f.

o
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3. K nalezeni funkce f~! vyuZijeme definici 3.24, kterd fikd, Ze funkce f~! je funkci
inverzni k funkci f, jestliZe plati:

i) D(f™H =H().
ii) pro kazdé y € D(f~1) plati fly)y=x & fx)=y.
Postupujme podle této definice.

1) Ur¢ime defini¢ni obor funkce inverzni, ktery je roven oboru hodnot H ( f) funkce f.
Nejprve si upravime ptedpis funkce f. Plati

x+2 x-—3+45 5
= =1+ .
x—3 x—3 x—3

Hleddme obor hodnot H(f) = {f(x): x € D(f)}. Vezmeme x € D(f) a zkou-
mame, jakych hodnot (graficky ve sméru osy y) nabyva f(x).

1
xeRN{3} & x—-3eR~{0} < 3G]R\{O} &

<

5 2
eRN(0) & I+—"SeRN() o e R

x—3 X — x—3
Tedy celkem
D(f~H=H(f) =R~ {1}

ii) K uréeni piedpisu funkce f~! vyuZijeme vztah f~'(y) = x < f(x) = y, ktery
plati pro kazdé y € D(f~!). Vyjdéme tedy z rovnice y = f(x) a vyjidieme x
v zavislosti na y.
Pro kazdé y € R ~\ {1} plati

x+2
yzx_3 & (x-3)y=x+4+2 & xy—-3y=x+2 &
& xy—x=3y+2 & x(y—-1)=3y+2 <&
3y +2
X = .
y—1
Tedy
3 2
Fla=22T2 L erq.
y—1
Po pfeznaceni proménnych
3 2
Fliy=22E2 0 era)
x—1 A
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3.3 Transformace grafu funkce

Necht je déna funkce f: y = f(x), x € D(f). Pfipomenime si, jak 1ze pomoci grafu
funkce f sestrojit grafy nésledujicich funkci:

a) firy=—-fK), b) for y=f(—x), o) f3:y=[f(x)+b,
d) fary=flx—a), e) fs:y=k- f(x), ) fe: y= f(mx),
kdea, b € R\ {0}, k € RT, m € RT jsou konstanty.

a) fi:y=—f().

Ziejmé D( f1) = D(f).Prokazdé x € D(f1) plati f1(x) = — f(x), tj. funkéni hodnotu
funkce f1 v bod€ x dostaneme tak, Ze funkéni hodnotu funkce f v bod€ x vyndsobime
¢islem —1. Tedy grafy funkci f a f; jsou symetrické podle osy x — viz obr. 3.6 a).

b) fary = f(=x).
Ziejmé D(fr) = {x e R: —x € D(f)}.Prokazdé x € D(f>) plati f>(x) = f(—x),tj.
funk¢ni hodnota funkce f, v bodé x je stejnd jako funk¢éni hodnota funkce f v bodé —x.
Tedy grafy funkci f a f7 jsou symetrické podle osy y — viz obr. 3.6 b).

c) f3:y=f(x)+b,be R~ {0}
Ziejmé D(f3) = D(f). Pro kazdé x € D(f3) plati fz(x) = f(x) + b, tj. funkéni
hodnotu funkce f3 v bodé x dostaneme tak, Ze k funkéni hodnoté funkce f v bodé x
pricteme Cislo b. Tedy graf funkce f3 je posunutim grafu funkce f o vzdélenost |b| ve
sméru osy y. Konkrétné, je-li b > 0, jde o posunuti v kladném sméru osy y (nahoru),
aje-li b < 0, v zdporném sméru osy y (dolii) — viz obr. 3.6 ¢).

d) fa:y=f(x —a),a e R~ {0}.
Ziejmé D(fs) = {x e R: x —a € D(f)}. Prokazdé x € D(f4) je fa(x) = f(x —a),
tj. funkéni hodnota funkce f4 v bodé€ x je stejnd jako funkéni hodnota funkce f v bodé
x — a. Tedy graf funkce f4 je posunutim grafu funkce f o vzddlenost |a| ve sméru
osy x. Konkrétné, je-li @ > 0, jde o posunuti v kladném sméru osy x (doprava), a je-li
a < 0, v zaporném sméru osy x (doleva) — viz obr. 3.6 d).

e) fs:y=k- f(x), ke RT.
Ziejmé D(fs) = D(f). Pro kazdé x € D(fs) plati fs5(x) = k - f(x), tj. funk¢ni
hodnotu funkce fs5 v bodé x dostaneme tak, Ze funkéni hodnotu funkce f v bodé x
vyndsobime Cislem k. Tedy graf funkce fs je deformaci grafu funkce f ve sméru osy y.
Konkrétné, je-li k > 1, jde o k-ndsobné ,,zvétSeni* ve sméru osy y,aje-li0 < k < 1,
jde o k-ndsobné ,,zmenSeni“ ve sméru osy y — viz obr. 3.6 e).

f) fo: y = f(mx),m e R
Ziejmé D(fg) = {x € R : mx € D(f)}. Prokazdé x € D(fe) plati fo(x) = f(mx),
tj. funk¢ni hodnota funkce fg v bodé€ x je stejnd jako funkéni hodnota funkce f v bodé
mx. Tedy graf funkce fg je deformaci grafu funkce f ve sméru osy x. Konkrétné, je-li
m > 1, jde o 1/m-ndsobné ,,zmenseni (ziZeni)* ve smeru osy x,aje-li0 < m < 1, jde
o 1/m-néasobné ,,zvétSeni (roztazeni)* ve sméru osy x — viz obr. 3.6 f).

o
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X
W

f&x)+b,b>0

TN
/ \
Af(x) +b,b<0

X

-~ \
. \\

y
@k'ﬂx),kn
\

/o \
' Tk f),0<k <1

X

N

e)

b)
y
f(x—a),a<0 fx) f(x—a),a=>0
TN
/-
/ -
/
/
/
/ x
I/
/
d)
y
f(x)

A reo. fow,
m > 1 0<m~<1

: / X

Obr. 3.6: Transformace grafu funkce
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1
Priklad 3.28. Nakreslete graf funkce f: y = 7 x2 —4x +5. @

Reseni. Jednd se o kvadratickou funkci, jejim? definiénim oborem je R a grafem je
parabola.

Doplnénim kvadratického troj¢lenu %xz — 4x 4+ 5 na druhou mocninu linedrniho
dvojclenu (,,doplnéni na Ctverec*) ziskdme

1 2 1 2 1 2
—x"—4x+5==-(x"-8x+10)==-(x"—8x+16—-6) =
2 2 2
—1(2 8 +16)—|—1( 6)—1( 4)? -3
—2X X > —2X .

Graf funkce f lze sestrojit postupné takto:

1. Vyjdeme ze zdkladni kvadratické funkce fi: y = x2, jejim# grafem je parabola s vr-
cholem v bod¢ (0, 0).

2. Graf funkce f>: y = (x — 4)? dostaneme posunutim grafu funkce f ve sméru osy x
0 hodnotu 4 (doprava). Vrchol paraboly je v bodé (4, 0).

3. Graf funkce f3: y = %(x — 4)? sestrojime takto: Funké&n{ hodnotu funkce f3 v kazdém
bodé x dostaneme vyndsobenim funkcéni hodnoty funkce f> v bodé x hodnotou %

Vrchol paraboly zilistava v bod¢€ (4, 0).

4. Graf funkce f: y = %(x — 4)? — 3 dostaneme posunutim grafu funkce f3 ve sméru
osy y o hodnotu —3 (dolti). Vrchol paraboly je v bodé (4, —3).

Vyslednd funkce f i pomocné funkce fi, f2, f3 jsou zndzornény na obr. 3.7 A
\ y
\ :
\ fry=Gx—47%;
\ "
\\ :
firy=x* \ !
\ . i/
\ N S/ Bry=530-4)
\\ \'k._:_.-/"'/
4 X

—3+

fry=5(x—4)7-3

Obr. 3.7: Graf funkce f: y = 3 x2 —4x +5
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Pojmy k zapamatovani

— redlnd funkce jedné redlné proménné,
— graf funkce,

— ohraniCena funkce,

— monoténni funkce,

— prosté funkce,

— suda a licha funkce,

— periodické funkce,

— slozena funkce,

— inverzni funkce.

Kontrolni otazky

. Jak pozname, Ze je dana mnoZina bodid v roviné grafem néjaké funkce?
. Nakreslete graf libovolné ohranicené funkce.

. Jaky je rozdil mezi rostouci a neklesajici funkci?

. Uvedte priklad funkce, kterd neni prosta.

. Jaké vlastnosti maji grafy sudych, resp. lichych, funkci?

. Uvedte piiklad funkce, jejiz zdkladni perioda je .

N N L W =

. Kdy existuje k dané funkci f funkce inverzni =12

Priklady k procviceni
1. Zakreslete grafy nasledujicich funkci a rozhodnéte o monotonii a sudosti, resp. lichosti, téchto
funkci.

9 fiy= 1 prox =0, x prox =0,
' —1 prox <0, —x prox <0,

b)) f:y ={

—1 prox < —1, l+x prox < —1,

c) f:y= x prox € (—1,1), d f:y= 0 prox € (—1, 1),
1 prox =1, l—x prox = 1.

2. Rozhodnéte, zda je dand funkce suda nebo licha.

x2+1

a) fiy=2, b fiy=3x% o fiy=——r & fiy=x'+x,

) f 1 fy fry= ) f L. h)y f =i+

e Ty =-— : sgn : . .
Y ’ Y= SR & Y 2x24+1° YT

3. Rozhodnéte, zda se nésledujici funkce rovnaji:

fry=x*  g:y=Ix



3.3 Transformace grafu funkce 61

4. Nakreslete grafy nésledujicich funkci.

a) fry=Ix[+1, b fry=kx+1+2, o [fry=2x-1+Ix[+2,
d fry=k-1, o f:y=2x+3[-2, O f:ry=-2x—-1]+]2x—-1]-3.

5. Nakreslete graf periodické funkce s periodou p = 1, kterd je pro x € (0, 1) definovana
nasledovné:
X
A fiy=73, b fry=x%
6. Nakreslete grafy ndsledujicich funkei:

C oy — 042 cy 1.2 11
a) f:ry=2x"+4x—1, b) fiy=3x"-3x+ 3.

7. Necht f je libovolnd nekonstantni funkce. Vyberte z nabizenych moZnosti pravé jednu tak,
aby bylo tvrzeni pravdivé.

a) Grafy funkci f: y= f(x)ag: y = f(—x) jsou { soumérné podle poCitku }

soumérné podle osy y
soumérny podle pocatku

b) Graf liché funkce je ¢ soumérny podle osy x
soumérny podle osy y

f suda funkce
c) Grafy funkcei f: y = f(x)ag: y = |f(x)] jsou totoZné, je-li D(f) = (0, 00)

H(f) = (0, 00)
cel P soumérné podle pocatku
d) Grafy funkei f: y= f(x)ag: y = —f(—x) jsou { soum&rné podle osy y

e) Je-li funkce f: y = f(x) rostouci, pak je funkce g: y = — f(x) { rostouci }

klesajici

f) Je-li funkce f ryze monotonni, pak { je vzdy prosta }

nemusi byt prostd
licha
g) Je-li funkce f: y = f(x) lich4, pak funkce g: y = — f(x) je suda
nenf lichd ani suda

8. Rozhodnéte, které z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva.

a) Kazda prostd funkce je ryze monotonni.

b) Jestlize funkce neni sud4, pak je licha.

¢) Funkce f je rostouci pravé tehdy, kdyz je funkce — f klesajici.

d) Je-li f ryze monoténni na IR, pak existuje funkce f~'.

e) Jestlize pro kazdé x € D(f) plati f(x) = | f(x)], pak je funkce f suda.

f) SloZenim dvou prostych funkci vznikne prostd funkce.

g) Jestlize plati | £ (0)| + | f(1)| = O, pak funkce f neni rostouci na intervalu (0, 1).
h) Je-li funkce f lich4, pak existuje inverzni funkce f~!.

i) Je-li funkce f sud4, pak neni periodicka.

j) Jestlize pro kazdé x € D(f) plati f(x) = —|f(x)], pak je funkce f prosta.
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9. Najdéte vSechny funkce f, jejichZ graf je soumérny vzhledem k ose x s grafem funkce
a) gx) = f(=x), b) g(x) =—f(=x), ) gl =—f(x).

10. Dva piatelé §li na vylet a kazdy z nich vzal svého syna. Cestou museli prekonat feku na pfenosné

lodce, kterd unese jen 100 kg. Kazdy z pratel vazi i s batohem 100 kg, kazdy z chlapct pravé
polovinu. Jak se dostali vSichni pres feku?

skeskeskosk
Vedomosti vasi dcery se rovnaji nule; pro postup do vysstho rocniku je tieba,
aby je minimdlné zdvojndsobila.
(Poznamka v Zdkovské knizce)
ksoskokosk
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Kapitola 4

Elementarni funkce

Zdkladnimi elementdrnimi funkcemi budeme nazyvat funkce exponenciélni a logaritmické,
mocninné, goniometrické a cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické.

Elementdrnimi funkcemi budeme nazyvat funkce, které lze vytvofit ze zdkladnich
elementarnich funkci pomoci konec¢ného poctu operaci s¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni
a sklddani funkci.

Pruvodce studiem

Vétsina zakladnich elementarnich funkci je probirana na stfedni skole, a proto
Ize tuto kapitolu povaZovat z velké casti za opakovani a souhrnné pripomenuti

zakladnich viastnosti téchto funkci. Rozsifenim oproti stfedni Skole budou zfejmé
pro vétsinu z vas pouze funkce cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické.

Kapitola je rozdélena na mensi oddily (podkapitoly) vénované jednotlivym
funkcim. Teorie je doplnéna o velké mnoZstvi Ffesenych i nefesenych prikladu
k procvi¢eni novych pojmu, se kterymi jsme se seznamili v minulé kapitole. Jde
predevsim o urcovani definicniho oboru, sudosti, lichosti a periodic¢nosti funkce
a nalezeni funkce inverzni. Dalsi vliastnosti, napr. monotonii, budeme vysetrovat,
az budeme mit k dispozici prostfedky diferencialniho poctu.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni

e urcit defini¢ni obor dané funkce,
e najit k dané funkci funkci inverzni,

e nacrtnout grafy zdkladnich elementarnich funkci.
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Elementdrni funkce

4.1 Funkce exponencialni a logaritmicka

Existuje nékolik zptisobt, jak zavést exponencidlni a logaritmickou funkci. Jednim z nej-
Cast&jsich zptsobi je definovat exponencialni funkci pomoci sou¢tu nekone¢né mocninné
fady a funkci logaritmickou zavést jako funkci inverzni k funkci exponencidlni. Jind moz-
nost je nejdiive definovat logaritmickou funkci pomoci primitivni funkce, a pak funkci
exponencidlni zavést jako funkci k ni inverzni. V této chvili v§ak nemtizeme pouZit ani
jednu ze zminénych moZnosti, nebot’ prvni piipad pfedpoklada znalost nekonecnych fad
a druhy pfipad znalost integrdlniho poctu.

My vyjdeme z toho, co jiZ zname. V kapitole 2.6 na str. 25 jsme definovali symbol a”
pro a kladné redlné a r libovolné redlné. Zvolime-li ¢islo a pevné a ménime r, dostaneme
funkci, kterou nazyvame exponencidlni. Pokud naopak bereme r pevné a ménime a, pak
dostavdme tzv. mocninnou funkci.

Exponencialni funkce

Necht'a € RT. Funkci f: y = a*, x € R, nazyvame exponencidlni funkci o zdkladu a.

Graf:

y=a,0<a<1 y=a",a>1

Obr. 4.1

Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: (—o0, 00).
e Obor hodnot: (0, 00).
e Funkce neni ani suda, ani licha.

e Funkce neni periodickd pro a # 1.
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e Funkce je rostouci pro a > 1, klesajici pro 0 < a < 1, konstantni proa = 1.

Pravidla pro pocitani s exponencidlni funkeci:

Necht a € RT. Pak pro kazdé x, y € R plati:

_ a
a ™ =a"-a, a’ = Y (@) =a*.

Poznamka 4.1.

1. Velmi vyznamné misto mezi exponencidlnimi funkcemi zaujima tzv. prirozend expo-
nencidlni funkce f: y = e*, kde e je tzv. Eulerovo &islo! (e = 2, 71828182845 .)).
Pozdéji, v kapitole o posloupnostech, si definujeme ¢islo e pomoci limity posloupnosti:
= im0+

2. Jiz jsme se zminili o tom, Ze funkci f: y = e* Ize definovat pomoci souctu nekone¢né
mocninné fady. Jen pro zajimavost tuto fadu uvedme:

1 x2 x3

O x" X
X __ — _ _ -
© _Z()n!_l+l!+2!+3!+ '
n—=

3. Exponencidlni funkce o zékladu 10 se nazyva dekadickd exponencidlni funkce.

4. Exponencidlni funkce je dileZitd pro modelovani prirodnich jevi, protoze vyjadiuje
,,zakon pfirozeného ristu‘. Sem patii organicky riist (napf. mnozstvi dieva v lese, pocet
obyvatelstva), vyrovnavani rozdilti (napf. ochlazovani, rozpousténi, vybijeni konden-
zatoru), nékteré chemické reakce atd. Typickym piikladem pfirozeného riistu je tzv.
nepretrzité ¢i spojité irokovani.

Logaritmicka funkce

Uvazujme funkci f: y = a*,a > 0,a # 1, x € R. Tato funkce je prostd, proto k ni
existuje funkce inverzni. Inverzni funkce ' k funkci f se nazyva logaritmickd funkce
o zdkladu a. Pfitom D(f~") = H(f) = (0, 00).

Oznacent: f~' y=log,x,a>0,a#1,x R,
Dle definice 3.24 tedy plati:

y=log,x <& x=da’, kde x eR", yeR, aeR"~{1}.

'Oznaceni e pro toto iracionalni &islo zavedl roku 1731 L. Euler. Vyznamem se Eulerovo &islo e
vyrovnava Ludolfovu Cislu m.

5%
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Elementdrni funkce

Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: (0, 00).
e Obor hodnot: (—o0, 00).
e Funkce neni ani sudé4, ani licha.

e Funkce neni periodicka.

e Funkce je rostouci pro a > 1 aklesajici pro0 < a < 1.

Pravidla pro poc¢itini s logaritmy:

1. Necht'a > 0, a # 1. Pak plati:

log, (x - y) =log, x +log, y
loga )_C = loga X = loga y
y
log, x* = slog, x
2. Nechta > 0,a # 1, b > 0, b # 1. Pak plati:

log; x

log, x = pro x

log, a

prox,y € RT,

prox,y e RT,

prox e RT, s e R.

e RT.

Graf:

y=log,x,a>1

Obr. 4.2

y=log,x,0<a <1
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Poznamka 4.2.

1. Funkéni hodnoty logaritmické funkce se nazyvaji logaritmy. Symbol log, x Cteme:
logaritmus ¢&isla x o zékladu a.

2. Logaritmickou funkci o zdkladu a = e (Eulerovo ¢islo) nazyvame prirozenou logarit-
mickou funkci a oznacujeme f: y = Inx. Jeji funkéni hodnoty se nazyvaji prirozené
logaritmy.

3. Logaritmickou funkci o zdkladu @ = 10 nazyvame dekadickou logaritmickou funkci
a oznacujeme f: y = log;yx nebo f: y = logx. Jeji funkéni hodnoty se nazyvaji
dekadické logaritmy.

4. VSimnéme si nyni sloZeni funkce exponenciélni a logaritmické. Je-li

fiy=a“.a>0.a#1,  D(f)=(—00,+00), H(f) = (0, +00),
fliy=log,x,a>0,a#1, D(f ") =0, +00), H(f ') = (o0, +00),

pak plati:

(fof Hx)=a"%" =x pro x € R,

(f o f)x) =log,a* =x pro x € R.

5. Vztah mezi exponencidlni funkci o zdkladu a a o zdkladu e je ddn rovnosti

a* = e*lna proa>0,a#1, xeR
e < oy x—3
Priklad 4.3. Urcete defini¢ni obor funkce f: y = log 1 T3 @
X

Reseni. Aby mél logaritmus smysl, musi platit % > 0. Zlomek je kladny, jestlize je
soucasné Citatel 1 jmenovatel kladny nebo soucasné Citatel i jmenovatel zdporny, tj.

x—-3>0 A x4+3>0 Vv *x-3<0 A x+3<0),
x>3 A x>-3) VvV (x<3 A x<-=3),
x>3) Vv (x<-=3).

Odtud D(f) = (=00, =3) U (3, 00). A

Priklad 4.4. Urcete defini¢ni obor funkce g: y = log 1 (x —3) —log L (x +3). @

Reseni. Rozdil funkci je definovan na priniku definiénich obort jednotlivych funkci.
Tedy dostdvame dvé podminky

x—3>0 A x+3>0.

Z toho D(f) = (3, 00). A
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Poznamka 4.5. Uvazujme funkci f: y = log 1 % z ptikladu 4.3, jejiZ defini¢ni obor je
D(f) = (—o00,—-3)U(@3,00)afunkcig: y = log%(x —3)— log%(x + 3) z ptikladu 4.4,
jejiz defini¢ni obor je D(g) = (3, 00).

Podle pravidel pro pocitani s logaritmy plati

3
log% ol 3 = log%(x —-3) —log%(x + 3).

X+

Jak je moZzné, Ze plati uvedena rovnost a funkce f a g, jeZ vystupuji na levé a pravé strané
rovnosti, se nerovnaji (maji jiny defini¢ni obor)?

Podivejme se znovu na tabulku pravidel pro pocitani s logaritmy. Vidime, Ze vztah pro
logaritmus podilu

1Oga i = loga X = loga y
y

plati pro x, y € RT.

Tedy funkce f je sice definovéana pro kazdé x € (—oo, —3) U (3, 00), ale dand rovnost
plati pouze pro x € (3, 00).

Zapamatujte si proto, upravime-li néjaky vztah uzitim pravidel pro pocitani s logaritmy,
miiZe dojit ke zméné defini¢niho oboru. Tyto podminky je tfeba hlidat napiiklad pfi feSeni
logaritmickych rovnic a nerovnic.

Priklad 4.6. Urcete defini¢ni obor funkce f: y = /In(x2 —1).

Reseni. Defini¢ni obor je mnoZina takovych x € R, pro néZ mé vyraz smysl.

D(f) = {x € R: vIn(x? — 1) ,md smysl“} =

={xeR: Inx>-1) = 0.

Najdéme nyni feSeni podminky In(x> — 1) = 0. Vzhledem k tomu, e pfirozeny
logaritmus je rostouci funkce a In 1 = 0, musi byt x> — 1 > 1. Tedy

D(fy={xeR: x>—1>1}=
={xeR: x>=220}=

= (—00, =v2) U (V2, +00). A
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Piiklad 4.7. Urcete defini¢ni obor funkce f: y = v @
In (2x — 3)

Reseni. Vime, 7e defini¢ni obor je mnoZina takovych x € R, pro néz ma vyraz smysl.

Zlomek ma smysl, jestlize je jmenovatel rizny od nuly a maji smysl funkce v Citateli a

jmenovateli, tj.

D(f)y={xeR: InRx —3) #0 A Vx2—1,mdsmysl“ A In(2x — 3) ,,ma smysl*}
={xeR:2x—3#1 Ax>—120A2x—3>0}=

3
:{XGR: X#E2 A Gx=-Dx+1)=20 A x>§}.
Podminka (x + 1)(x — 1) = 0 je splnéna, jestliZe oba Cinitelé x + 1 a x — 1 maji stejné
znaménko. Postupné dostdvame:

(x+120Ax—-120) Vv (x+1=Z20Ax—-120),
(x2-1Ax21) v (x£-1AxZ1),
(x=21) v (x<-1).

Tedy x € (—o0, —1) U (1, +00). Celkové defini¢ni obor

HA A

D(f):{xe]R:x;é2/\xe(—oo,—1)u<1,+oo) /\x>%}:

3
= (5,2> U (2, 00). N

Priklad 4.8. Je dana funkce f: y = v/ 1 + e2*. Urcete funkci f~! inverzni k funkci f. @

ReSeni.
1. Urceme nejprve defini¢ni obor funkce f.

D(f) = {x eR: Vv1+e* , m4 smysl“} =

={x eR: 1 +e* >0}

Podminka 1 4+ e** > 0 je splnéna vZdy, nebot pro kazdé x € R je e** > 0, a tedy i
1 +e* > 0. Proto D(f) =R.

2. Ovéfime, zda je funkce f prosta. Funkce f vznikla sloZzenim nasledujicich funkci

firu=2x, frrv=1+e" f3:y=Jv.

Funkce f1, f21 f3 jsou prosté (rostouci nebo klesajici). Podle pozndmky 3.23 vime, Ze
sloZenim prostych funkci dostaneme zase funkci prostou. Tedy funkce f je prostd, a
tudiZ existuje funkce f~! inverzni k funkci f.

o
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3. K nalezeni funkce f~! vyuZijeme definici 3.24:
1) Nejprve uréime defini¢ni obor funkce inverzni, ktery je roven oboru hodnot H (f)
funkce f.Ziejmé
xeR & e e(0,00) & 1+e*e(l,00).

Dile vime, Ze funkce odmocnina zobrazi interval (1, co) na interval (1, co), tedy
V1 +e2* e (1, 00). Celkem
D(f™H=H(f) = (1,00).

ii) K uréeni piedpisu funkce f~' vyuZijeme vztah f~'(y) = x < f(x) = y, ktery
plati pro kazdé y € D(f~!). Vyjdeme z rovnice y = f(x), tj. y = ~/1 +e2¥, a
vyjadiime x v zdvislosti na y.

Pro kazdé y € (1, oo) plati

y=V1+e* & y2=14¢e* & ¥y —1=e* bt

R 1
B mol-h=2x & x= E1n(y2— 1.

(*): Protoze y > 1,je y> — 1 > 0, a je tedy moZno logaritmovat (Inz = u < z =
=e“, u eR).

Inverzni funkce f~! k funkci f je

1
flix= 51n(y2 —1), ye(l,o0).

Po preznaceni proménnych

1
1 2
cy==-In(x*—-1), xe€((,o0).
f y ) ( ) ( )
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Pojmy k zapamatovani

— exponencidlni funkce,

— logaritmickd funkce.

Kontrolni otazky

. Pro které hodnoty zdkladu a je exponencidlni funkce rostouci a pro které je klesajici?
. Jakych hodnot mize nabyvat zaklad logaritmické funkce?

. Pro které hodnoty zdkladu a je logaritmicka funkce rostouci a pro které je klesajici?
. Vyslovte zdkladni pravidla pro pocitani s logaritmy.

. Co rozumime pojmy dekadicky a pfirozeny logaritmus?

AN L AW N =

. Jak se zméni logaritmus Cisla x > 0, jestlize misto zdkladu a > 0, a # 1 vezmeme
jiny zdklad b > 0,b #1?

Priklady k procvic¢eni

1. Urcete.
1 1

a) logy9, b) logs25, c) logy 10 d) log,1, e) log, 1

2. Stanovte n tak, aby platily nésledujici rovnosti:
1
a) log,n =35, b) log,n =0, c) log,n= 3
1

d) logsn = -3, e) logzn=-2, f) logzn = —7

3. Stanovte z tak, aby platily nésledujici rovnosti:
1
a) log 5= 3 b) log .4 =2, ¢) log 100 =2,
1
d) log,1=0, log, ——— =2
) log, © 1% 15000

4, Urcete defini¢ni obory funkci.

a) f:ry=In2-x), b) f:y=In(x*—4),

o fry=eV, &) fiy=In(e —e™),

e) [:y=In|yT—1Ix]+ 1 = ) f:y=log, (x —4(x -1,
9) f:y:lnexe;l, T h) f:y=Ine*+Inv3—2x — 22,
) f:y=log, (1 —-x?), D fry=log,Vx+2,

k) f:y=10gajzjr;

@ ——p
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. Zjistéte, zda je dand funkce sudé nebo licha.
2—x a*+1
a :y=1In , b ty = .
) fiy=lno— ) fry=
. K danym funkcim sestrojte inverzni funkce a uréete D(f~').
4+¢e"
a) f:y=In@2—x), b) fiy=1++3+e>, o fry=iTo
2+¢e*
d) f:y=In5-2x), e) f:y=+3—¢, H fry= o
. Pomoci grafu funkce f: y = 2" nakreslete grafy nasledujicich funkci:
a) f:y=27", b) f:y=2M, c) firy=1427%
1
e) f:y=-2% f) f:y=2"2, g fiy=2*%.
. Pomoci grafu funkce f: y = Inx nakreslete grafy nésledujicich funkci:
a) f:y=In(—x), b) f:y=—Inx, ¢) fry=lnix|,
1
d) f:y=Inx? e) f:y=In—.
X
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4.2 Funkce mocninné

A) Mocninna funkce s prirozenym exponentem
a funkce n-ta odmocnina

Necht'n € N. Funkci
f:y=x", x eR, kdex" =x - -x---x,
S —
n-krat

nazyvame mocninnou funkci s prirozenym exponentem.

Vlastnosti:

Funkce f: y = x", kde n je sudé, md defini¢ni obor D(f) = R a obor hodnot
H(f) = (0, 00). Je to suda funkce, zdola ohranicend, klesajici na intervalu (—oo, 0) a
rostouci na intervalu (0, 00).

Funkce f: y = x", kde n je liché, ma defini¢ni obor D(f) = R a obor hodnot
H(f) = R. Je to licha funkce, neni zdola ani shora ohranicena, je rostouci na D( f).

Pro n liché je funkce f: y = x”" prostd na celém R. Existuje tedy funkce f~! inverzni
k funkci f.

Pro n sudé funkce f: y = x" neni prostd. Pokud vSak funkci f budeme uvaZovat jen
na intervalu (0, 00), pak je tato nova funkce prosta a existuje k ni funkce inverzni.

Funkci n-td odmocnina (n € N, n = 2) definujeme:

1. pro n sudé jako funkci inverzni k funkci f: y = x", x € (0, 00),

2. pro n liché jako funkci inverzni k funkei f: y = x", x ¢ R.
Funkci n-td odmocnina oznalujeme f: y = 4/x.

Vlastnosti:
Funkce f: y = %/x, kde n je sudé, md defini¢ni obor D(f) = (0, 00) a obor hodnot
H(f) = (0, o0). Funkce neni suda ani lich4, je rostouci na D(f) a je zdola ohranicena.
Funkce f: y = 4/x, kde n je liché (n = 3), m4 defini¢ni obor D(f) = R a obor
hodnot H(f) = R. Je to lichad funkce, neni zdola ani shora ohranicend, je rostouci na

D(f).

Na nésledujicim obriazku vlevo jsou uvedeny grafy funkci f: y = x> a f: y = x
(obdobné vypadaji grafy vSech funkci f: y = x" pro n sudé€). Na obrazku vpravo jsou
pak grafy funkei f: y =x%a f: y = /x.

4
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y y
y=2x
7/
/
e
/ y=4x
/
/
1oy /
7%
: v
o 1 X o 1 x

Na dal§fm obrazku vlevo jsou uvedeny grafy funkei f: y=x, f: y=x3a f: y=x>
(obdobné vypadaji grafy vSech funkci f: y = x" pro n liché). Na obrdzku vpravo jsou
pak grafy funkef f: y=x%a f: y = 3/x.

y y
y=x’
//
e
y=x yd y=23x
|/
1 ......... 1. ........ ¢
77
)
o 1 x o 1 x
/
77
/
/
/
/
s
/
7

@ Priklad 4.9. Rozhodnéte, zda maji smysl nésledujici vyrazy, a je-li mozno, urcete jejich

hodnotu: 3/8, 3/—8, /16, {/—16, /0.
Reseni. /8 =2,3/—8=—2,3/16=2,3/0=0.

Vyraz 3/—16 nem4 smysl, protoZe sudé odmocniny jsou definovany jen z kladnych &isel
a nuly. A
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Zapamatujte si:

1. Sudé odmocniny jsou definovany jen pro x € (0, c0).
(! Neni pravda, ze /—4 = —2.)
2. Liché odmocniny jsou definovany pro vSechna x € R.

3. Odmocnina je funkce, proto je ddna jednoznacné.

(! Nenf pravda, 7e +/4 = 42. Spravné je pouze /4 = 2.)
Uvédomte si, Ze pracujeme v mnoziné redlnych cisel. Jinak bychom s t€émito vyrazy
zachdzeli v mnoziné komplexnich ¢&isel.

B) Mocninna funkce se zipornym celym exponentem

Necht'n € N. Funkci

1 1
fry=x" xeR~{0}, kdex"=—=——,
xn X XX

nazyvame mocninnou funkci se zdapornym celym exponentem.

Vlastnosti:

Funkce f: y = x™", kde n je sudé, m4 defini¢ni obor D(f) = R ~\ {0} a obor hodnot
H(f) = (0,00). Je to sudad funkce, zdola ohranicend, klesajici na intervalu (0, c0) a
rostouci na intervalu (—oo, 0).

Funkce f: y = x7", kde n je liché, ma defini¢ni obor D(f) = R . {0} a obor hodnot
H(f) = R ~ {0}. Je to lichd funkce, neni zdola ani shora ohranicend, je klesajici na
intervalu (—o0, 0) a klesajici na intervalu (0, 00).

Pro ilustraci uvadime graf funkce f: y = x~! (obdobné vypada kazd4 funkce f: y =
= x", kde n je liché) a graf funkce g: y = x~2 (obdobn& vypadaji vSechny funkce
g: y=x"" kden je sudé).
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C) Mocninna funkce s racionalnim exponentem

Nechtr e QN Z,r =% (m € Z, n € N, n 2 2) anecht’ g je zlomek v zakladnim tvaru
(t. p€Z, qg €N, g =2acisla p, q jsou nesoudélnd) takovy, ze r = p = " Pak funkci

S

m

f:y=x", kde x"=x"=x?={xP,
nazyvame mocninnou funkci s raciondlnim exponentem r € QQ \ 7Z.
Pfitom defini¢ni obor takto definované funkce zavisi na Cislech p a g. Celkem mohou

nastat tyto Ctyfi pripady:

Je-li p > 0 agq liché, pak je D(f) =

je-li p < 0agq liché, pak je D(f) = R~ {0},

je-li p > 0 aq sudé, pak je D(f) = (0, 00),

je-li p < 0agq sudé, pak je D(f) = (0, 00).
Poznamka 4.10.

1. Pokud neni raciondlni exponent (zlomek) v zdkladnim tvaru, musime ho nejdiive
upravit na zdkladni tvar.

2. Pfedpoklad nesoudélnosti ¢isel p, g (ktery je podstatny), ndm umozni pracovat s g-tymi
odmocninami (pro g liché) ze zdpornych ¢isel. Napiiklad

2 1
(—8)° = (=8)° =/-8 = -2.
Kdybychom vynechali pfedpoklad nesoudelnostl Cisel p a g, pak by definice nebyla
korektm nebot’ bychom dostali (— 8)6 = {/(—8)2 = {64 = 2 a zédroveii (— 8)3 =

—8=-2.
Priklad 4. 11 Rozhodnéte, zda maji smysl nasledujlm Vyrazy, a je-li mozno, urcete jejich
hodnotu: 44 (— 8)4 86 (— 8)6 (— 64)6 0 (—64) 6
Resen.

2 1
a) 4* =42 = /4 =2,
6
b) (—8)* nemd dle definice smysl, nebot’ 7 = % a mocninnd funkce s takovymto expo-
nentem je definovdna pouze pro nezdporné hodnoty,

c) 86 — 8% = Y87 — Yod = 4,
8 (=8)% = (=8)F = 1/(—8) = VeI = 4

e) (—64)° = (—64)° = /—64 = —4,

6@ 3 _3i/g2_3/L _3/1 _1
f)8 ° = =V8 = 2=\ e~ 1
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D) Mocninna funkce s realnym exponentem

Znovu pfipomenime, Ze v kapitole 2.6 na str. 25 jsme definovali symbol a” pro a kladné
redlné a r libovolné redlné. Nase definice mocninné funkce f: y = x" s pfirozenym
exponentem, se zdpornym celym exponentem a s raciondlnim exponentem (odstavce A),
B) a ©)) jsou v souladu s dfive zavedenym symbolem a”. Pouze jsme ponékud rozsitili
defini¢ni obory téchto funkci. Zbyva ndm mocninnd funkce s iraciondlnim exponentem.
Pfitom symbol a@” pro a > 0, r € I byl definovan pomoci suprema na str. 25.

Necht'r € R\ Q. Funkci f: y = x", x € R, nazyvdme mocninnou funkci s redlnym
exponentemr € R ~. Q.

Na nésledujicich obrazcich jsou priklady funkce f: y = x”, kde r jsou iraciondlni
éisla ﬁ, 7, e2.

0 1 X 0 1 X 0 1 X

Obr. 4.3: Grafy funkei f: y = xﬁ, fry=x"f:y= X

E) Mocninna funkce s nulovym exponentem

Jestli jste pozorné studovali odstavce A), B), C) a D), jisté vdm neuniklo, Ze jsme doposud
nedefinovali funkci f: y = x" pro r = 0. To nyni napravime:

Pro kazdé x € R definujeme x° = 1.

Je-li tedy r = 0, pak je mocninnd funkce f: y = x", x € R, rovna konstantn{ funkci
fry=1.

Tim mame funkci f: y = x" definovanu pro vSechna riznd r € R.

Z jednotlivych definic mocninnych funkci pro rizné exponenty vidime, Ze funkce
f: y = x"jeve vSech ptipadech definovédna na intervalu (0, +00) (v nékterych pfipadech
i na SirSich intervalech). Na tomto intervalu plati ndsledujici vztah

x" =X xeRT, reR.

Vsimnéme si nyni monotonie funkce f: y = x", x € (0,400) pro rizné hodnoty
exponentu r. Je-li r < 0, je f klesajici funkce, je-li r = 0, dostdvame konstantni funkci

o
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f:y=1,pro0 <r < 1je f rostouci funkce, pro r = 1 dostdvdme linedrni rostouci
funkeci f: y = x a kone¢né pro r > 1 je f rostouci funkce. Pfehledné jsou vSechny
moznosti ilustrovany na nasledujicim obrdzku.

y r>1 r=1
O0<r <l

1 r=0

r<0

0 i X

Z ptedchozi tvahy o monotonii funkce f: y = x" vyplyvaji pravidla pro dpravy
nerovnosti.

Necht' x, y € RT, a, b € R. Pak plati
1. x4 > 0;
2. jelix < y,a > 0, pak x¢ < y%; (napt. 2° < 7%, (1) < (4)%
3. jelix < y,a <0, pak x¢ > y4; (napt. 274 > 774, (1) > (4) 7
4.je-lix > 1,a < b, pak x* < x?; (napf. 3% < 3°, (77)7 < (1797)8);
5.je-lix < 1,a < b, pak x* > xb: (napf. (%)2 > (% 5, (%)_3 > (%)_2)-

Zavérem jeSté pripomenme zdkladni pravidla pro pocitdni s mocninami a odmocni-
nami.

Necht' x,y € RT, a, b € R. Pak plati

a “ 1 1\
y x4 X

y_a

a

b _ x_ a—b. —a
xb

2. x%xb = xatb, =x47" x 4= —; (x4)b = x,
xa

Nechtx,y € RT, m,n € N, m,n = 2. Pak plati
x Ax
lo/x-y="4/x-1/y, nl— = ;
vy y Ay
2.xk =k kez, Vix="Yxs G0 =Vx"=x
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Vsimnéte si, Ze viechny uvedené vzorce plati pro x > 0, y > 0. Napifklad vx2 = x
plati pouze pro kladn4 x! Obecné pro x € R plati v/x2 = |x]|.

Priklad 4.12. Je déna funkce f: y = 4x? —4x + 2, x € (—00, 5). Urcete funkci f~!

inverzni k funkci f.

Resent.

1. Defini¢ni obor je zadan: D(f) = (—oo, %>

2. Ovéfime, zda je funkce f prostd. Jedna se o kvadratickou funkci, jejimz grafem je
parabola. Pomoci ,,upravy na ¢tverec* zjistime vrchol paraboly:

412 4x+2—4<x2 . 1) +2—4<x 1)2 l+2—4<x 1>2+1

B 4 4 B 2 B 2 ‘
Parabola md tedy vrchol v bodé (1,1). Funkce f je proto na zadaném intervalu
(—oo, %> klesajici, a tudiz prosta.

3. K nalezeni funkce f~! vyuZijeme definici 3.24:

1) Nejprve uréime defini¢ni obor funkce inverzni, ktery je roven oboru hodnot H (f)
funkce f. Vime, Ze funkce f je na intervalu (—oo, 1) klesajici a bod (3, 1) je
vrchol paraboly. Tedy obor hodnot je interval (1, co).

D(f h=H(f)=(1,00).

ii) K uréeni piedpisu funkce ! vyuZijeme vztah f~!(y) = x < f(x) = y, ktery
plati prokazdé y € D(f~"). Vyjdéme tedy zrovnice y = f(x),tj. y = 4x>—4x+2,
a vyjadfeme x v zdvislosti na y.
Pro kazdé y € (1, oo) plati

2 12 y—1 N2
y=4x"—4x +2 <& y=4(x——> +1 < —:(x——) &
2 4 2
@ y—l_‘_l R y-t__ 1
= —4 X > 1 x+2 =
1 y—1
A
(x): Zde bylo podstatné, ze y € (1, 00).
(»x): Protoze x € (—oo, 2>,]e ‘x — %‘ = —x 4+ %

flix=-(1-yy—=1), ye(l,oo.

Vi y:%(l— x—1), xe(l,00).
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@ ——

Pro zajemce:

Zkusme se zamyslet nad funkei f:y = x'° Je £(0) = 0, £(0,8) = 0,107, f(1) = 1, ale
£(10) = 10'° = 10000 000 000 je deset miliard! Pfedstavme si, Ze bychom chtéli nakreslit graf
této funkce pro x z intervalu (0, 10) a chtéli volit na obou osach stejnd méfitka s jednotkou délky
1 cm. Jak bychom odpovédéli na otdzku, zda jsme ochotni zaplatit potfebny papir? Pocitejme:
Potfebujeme obdélnik o zdkladné 10 cm a vysce 10'® cm. Jeho plocha je tudiz 10 - 10" =
= 10" em? = 107 m? = 10 km?. Balik 500 listi b&Zného kancelaiského papiru A4 o rozmérech
210 mm x 297 mm stoji 110 K&. Jeho plocha je 0,210 - 0,297 - 500 = 31,185 m?. Potiebovali
bychom tedy 107/31,185 = 320 667 balikd, jejichZ cena by byla 320667 - 110 = 35273370 K&.
Unesla by to nase kapsa?

Pfitom graf by byl pomérné nezajimavy, naSemu oku by se jevil skoro jako otocené velké L. Az
skoro po jedni¢ku by to byla zdanlivé téméf vodorovna dsecka a kousek za jednickou by vypadal
skoro jako svisla dsecka. (Srovnejte graf funkce f: y = x¢* na obr. 4.3)

Je tedy vidét, Ze obycCejnd mocninnd funkce f: y = x" s ne prili§ velikym r velmi rychle
seznamili v pfedchozim odstavci.

Tato dvaha ukazuje, Ze je uZiteCné zamySlet se nad v€cmi, s nimiZ ¢asto pracujeme zcela
formdlné a bez jakékoli predstavy, a kriticky je hodnotit. Na druhé strané ukazuje, jak obrovskou
silu pfedstavuje matematika, kterd ndm tak snadno umozZiuje zvladat véci zcela se vymykajici
bézné lidské predstavé. (Co si naptiklad predstavite pod &slem 1010 = 1010000000000 paigeim
deset miliard nul? Pro vasi pfedstavu — pocet elementarnich ¢éstic ve zndmém vesmiru se odhaduje
na pouhych 10%2.)

Pojmy k zapamatovani

— mocninnd funkce f: y=x",kder e Z,r e QN Z,r e R\ Q,
— funkce n-td odmocnina f: y = %/x,kden € N,n = 2.

Kontrolni otazky

1. Nacrtnéte grafy funkei f: y =x"pron =1,2,3,4,5.

2. Nalrtnéte grafy funkei f: y =+ /xa f: y=3/x.

3. Nacrtnéte grafy funkei f: y = x" pron = —1, -2, -3, —4, 5.

4. Pro které hodnoty x je funkce f: y = x", kde r € R, vZdy definovédna?

5. Uvedte zédkladni pravidla pro pocitdni s mocninami a odmocninami.

Priklady k procviceni

1. Urcete defini¢ni obory funkcf.

1 -1
a) fry=-— b fiy=-— o fry=«x-—1,

’
X




4.2 Funkce mocninné

1 1
d fry=v2_3x+2, e fry=1i/""", f) fiy=—+YxF3,
x—1 x+1
g fiy=+x+4+xT-5x+6, h)y f:y=x>+3x.

. Urcete defini¢ni obory funkce f: y = x* pros = 2, —1, %, —%.

. Nakreslete grafy danych funkci a stanovte jejich zakladni vlastnosti.

a) f:y=2x, b) f:y=x2—|-1, c) f:y:l

x’
1
d f:y=-3x, e) fiy=—-x>-2, f) f:yz—;.

. Rozhodnéte, zda maji smysl nasledujici vyrazy, a je-li moZno, urcete jejich hodnotu.

ISP

a) (—5)%, b) (—27)_%, c) (—32)_%, d) 32

. K danym funkcim sestrojte inverzni funkce a uréete D(f~").

a) f:ry=x>+1, x €(0,00), b) fiy=+1-2x2 xe(-1,0),
o fiy=1+14 d) f:y=3—5x, xe(=55).

. Najdéte chybu v nésledujicim vypoctu:

x+D*=x>4+2x+1,
x4+ 1D>=Q2x+1)=x2
+D>=Cx+ D) —xCx+ 1) =x2—x2x+1),
G+ = x4+ Dx+1) =x* —x2x + 1),

x+D>=—C2x+Dx+ 1D+ i(Zx + 12 =x2—xQ2x+ 1)+ i(zx +1)2,
1 2 1 2
(x+1)—2(2x+1)} = [x—2(2x+1)} )

1 1
(x+l)—§(2x+l)=x—§(2x+l),

x+1=x,
1=0.
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4.3 Funkce goniometrické a cyklometrické

Funkce goniometrické

Goniometrickymi funkcemi nazyvame funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens. Stejné
jako u funkce exponencidlni, tak i u funkci goniometrickych existuje nékolik moznosti
jejich zavedeni. Jednim z nejcastéjSich zptsobu je definovat funkce sinus a kosinus po-
moci souctu nekonecné fady. Jinou moZzZnosti je vyuZiti funkciondlnich rovnic. BohuZzel,
vzhledem k nasim znalostem, nemtizeme Zadnou z téchto moznosti vyuzit. Vyjdeme proto
ze stfedoskolskych poznatkii a pouze ptipomeneme zavedeni téchto funkci pomoci jednot-
kové kruznice. Budeme pritom pfedpokladat znalost pojmu orientovany uhel. Podrobné
je tento piistup uveden napiiklad v [15]. Uhly budeme nadile méfit v mife obloukové,
nikoliv stupiiové. Pfipometime, Ze tihel 1° v mife stupniové je roven thlu 7/180 v mife
obloukové. Obecné thel n stuprit ma obloukovou miru n%.

Sinus a kosinus

v Necht' A = (m, n) je prusecik jednotkové kruz-
nice s koncovym ramenem orientovaného thlu
o velikosti x v soustavé pravouhlych souradnic

A= (m,n) u, v. (Vrchol uhlu je v pocatku soustavy sou-

: fadnic O a pocédte¢ni rameno orientovaného uhlu

sin x : splyva s kladnou casti osy u.)

: Funkce f, jejiz hodnota je v kazdém bodé

O cosx 1 “ x € R rovna soufadnici n bodu A, se nazyva
sinus a funkce f, jejiz hodnota je v kazdém bodé
x € R rovna soufadnici m bodu A, se nazyva
kosinus.
Sinus
Oznaceni: f: y=sinx, x e R.
Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: (—o0, 00).
e Obor hodnot: (—1, 1).
e Funkce je lich4, tj. sin (—x) = — sinx.

e Funkce je periodicka se zdkladni periodou 2, tj. sin (x 4+ 2k7) = sinx, k € Z.

e Funkce je rostouci na intervalech <—% + 2km, 3 + 2kn>, k € Z a klesajici na
intervalech (2 + 2km, 3 + 2kn), k € Z.
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Graf:

Tabulka hodnot funkce sinus ve vyznacnych bodech:

BEEEEENEEENENE:
sinx | 0 1 2| o 1 0o | -1
Kosinus
Oznacenti: f: y=cosx, x e R.
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: (—o0, 00).

e Obor hodnot: (—1, 1).

e Funkce je suda, tj. cos (—x) = cos x.

e Funkce je periodicka se zdkladni periodou 2, tj. cos (x 4+ 2km) =cos x, k € Z.

e Funkce je rostouci na intervalech (—m + 2km, 0 4+ 2k7), k € Z a klesajici na
intervalech (0 + 2km, w + 2km), k € Z.

Graf:

Tabulka hodnot funkce kosinus ve vyzna¢nych bodech:

T bl T b 3
X 0 6 4 3 2 T Q:E
V3 V2 1 _
COS x 1 3 ) 7 0 1 0
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Zakladni vztahy a vzorce

Uvedme si nyni pfehledné zakladni vztahy a vzorce pro pocitani s funkcemi sinus a kosi-
nus. Poznamenejme jesté, Ze vSechny dale uvedené rovnosti plati vSude, kde je souasné
definovana levéa i prava strana rovnosti.

(1) sin (x + y) = sinx cos y 4+ cos x sin y,
) cos(x +y) =cosxcosy —sinxsiny,
3) sin (x — y) = sinx cosy — cosx siny,
4) cos (x —y) = cosxcosy + sinx sin y.

Témto vztahum fikdme souctové vzorce pro funkce sinus a kosinus. Pfitom souctové
vzorce (1) a (2) je uziteCné si zapamatovat, nebot’ se Casto pouZzivaji a jak si ukdzeme dale,
1ze z nich odvodit fadu dalSich vzorcti. Vzorce (3) a (4) dostaneme tak, Ze ve vzorcich (1)
a (2) nahradime symbol y symbolem —y:

sin (x — y) = sinx cos (—y) + cosx sin (—y) = sinx cosy — cosx siny,

cos (x —y) = cosx cos (—y) —sinx sin(—y) = cosx cosy + sinx sin y.

(5 sin® x + cos’ x = 1,
(6) sin x = cos (g — x),
. /T
(7) COosx = sin (— — x).
2
Vzorec (5) dostaneme tak, Ze ve vzorci (2) poloZime y = —x:

cos (x + (—x)) = cosx cos (—x) — sinx sin (—x),

cos 0 = cos® x + sin? X,

1 = cos® x + sin? x.

Vzorec (6) dostaneme ihned pomoci souctového vzorce (4):

T Pl LA . .
CcoS (5 —x> :coszcosx—ksmasmx =0-cosx+1-sinx =sinx.

Obdobn¢ vzorec (7).
(8) sin2x = 2sinx cos x,
9) cos 2x = cos” x — sin® X,

1_
(10) ‘sm)—c‘ =
2 2
(11) jcos > oo
21 2
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Vzorce (8) a (9) dostaneme tak, Ze v souctovych vzorcich (1) a (2) poloZime y = x:

sin2x = sin(x + x) = sinx cosx + cosx sinx = 2sinx cos x,

2 2

cos2x = cos(x + x) = cosx cosx — sinx sinx = cos“ x — sin“ x.

Vzorec (10) odvodime pomoci vzorct (9) a (5) takto:

X ) X .9 X .2 X
CoOSX =cos2— =cos”"— —sin“— =1 —2sin” —.
2 2 2 2
Z toho plyne
,nzx 1 —cosx N .nx‘ 1 —cosx
sin“ — = ——— sin—| =4/ ———.
2 2 2 2
Analogicky vzorec (11).
(12) sinx+siny:2sinx—;ycosx;y,
(13) sinx—siny:Zcosx+ysinx_y,
2 2
(14) cosx+cosy:2cosx;ycosx;y,
Xty . ox—
(15) cosx—cosy:—ZsmxZysmxzy.

Vzorec (12) v proménnych « a f dostaneme, secteme-li rovnice (1) a (3) a poloZime-li

x+y=a,x—y:,8,tj.x=#,y=#:

sin(x + y) + sin(x — y) = 2sinx cos x,
o+ p oa—pB

sin sin 8 = 2 sin cos
o +sin B 5 7

Analogicky odvodime vzorce (13), (14) a (15).



86

Elementdrni funkce

Tangens

. sin x
Funkci f: y =
cos x

Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: R\ {§ + k=, k € Z}.
e Obor hodnot: (—o0, 00).

e Funkce je lichd, tj. tg (—x) = —tg x.

nazyvame fangens a zna¢ime f: y = tgx. Plati tedy

e Funkce je periodicka se zdkladni periodou m, tj. tg (x + kn) =tgx, k € Z.

e Funkce je rostouci na intervalech (—% + kT, % + krc), k e Z.

Graf:
y y=1gx
| | | | |
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
| | | | |
3n T T 3n S5nt X
~2) T 03 2 S
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
[ [ [ [ [
Tabulka hodnot funkce tangens ve vyzna¢nych bodech:
X 0 n n n bt 3n
6 4 3 2 2
V3
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Kotangens
) COSs X
Funkci f: y = — nazyvame kotangens a znaCime f: y = cotg x. Plati tedy
sin x
cos X
cotgx = ——.
sin x
Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: R \ {kmt, k € Z}.
e Obor hodnot: (—o0, 00).
e Funkce je lich4, tj. cotg (—x) = — cotg x.

e Funkce je periodicka se zdkladni periodou m, tj. cotg (x + k7t) = cotgx, k € Z.
e Funkce je klesajici na intervalech (0 + k7, T + k), k € Z.
Graf:

y
y = cotgx
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
I I I I
|—27 |—T 0 | |21 X
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
Tabulka hodnot funkce kotangens ve vyznacnych bodech:

T T i T 371

X 0 6 3 3 2 T ¥

cotg x — V3 1 ¢T§ 0 — 0
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Funkce cyklometrické

Cyklometrickymi funkcemi nazyvame funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a
arkuskotangens. Budeme je definovat jako inverzni funkce k odpovidajicim funkcim
goniometrickym. To je vSak velmi nepfesné feceno, nebot’ ani jedna z funkci sinus,
kosinus, tangens a kotangens neni prostd. Nelze tedy mluvit o funkcich inverznich k t€émto
funkcim.

Podivejme se nejprve na funkci sinus. Funkce f: y = sinx, x € R, neni prosta. Ale
funkce f1:y = sinx, x € (—7w/2,n/2), fr: y = sinx, x € (n/2,37n/2), fz:y =
= sinx, x € (m,37n/2) uz prosté jsou. Lze tedy mluvit o funkcich inverznich k témto
funkcim. Pfitom jedna z téchto funkci, konkrétné funkce f1, je standardné€ povazovana za
,»zakladni* a funkce k ni inverzni se nazyva arkussinus. Obdobnou tivahu lze provést i pro
ostatni goniometrické funkce.

Arkussinus

Uvazujme funkci f: y = sinx, x € (—n/2, t/2). Tato funkce je rostouci, a tedy prosta.
Inverzni funkce f !k funkci f se nazyva arkussinus. Pfitom D(f~1) = H(f) = (-1, 1).

Oznacent: f~': y =arcsinx, x € (—1,1).
Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: (—1, 1).
e Obor hodnot: <—%, %>
e Funkce je lichd, tj. arcsin (—x) = — arcsin x.
e Funkce neni periodicka.

e Funkce je rostouci.

Graf:
y
a2k y= ;}rcsig f
§ 7 y =sinx
I /4/"\\
. / / \\
N L N
AN T2 N x
N : o 1 =/2 N
\\ : \\
\\_/7 ............ _1
e
VAR U —7/2
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Arkuskosinus

Uvazujme funkci f: y = cosx, x € (0, w). Tato funkce je klesajici, a tedy prosta.
Inverzni funkce f~! k funkci f se nazyvé arkuskosinus. Pitom D(f~!) = H(f) =
= (—1,1).

Oznaceni: f_l: y = arccosx, x € (—1,1).
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: (—1, 1).

e Obor hodnot: (0, 7).

e Funkce nenfi ani licha, ani suda.

e Funkce neni periodicka.

e Funkce je klesajici.
Graf:

Yy = arccos x

Pfi vycisleni nékterych hodnot funkci arkussinus a arkuskosinus vyuZijeme znalosti odpo-
vidajicich hodnot funkci sinus a kosinus, pfipadné lichosti funkce arkussinus. Napiiklad

arcsin% = % , protoze sin% = % ,

arcsin(—%) = — arcsin 4 =—3, protoZe sin 3 = ‘/75 a arkussinus je
licha funkce,

arccos 4 = % , protoZze cos % = ‘/T§ ,

arccos (—1) = m, protoZe cos T = —1.
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Arkustangens

Uvazujme funkci f: y = tgx, x € (—xn/2, w/2). Tato funkce je rostouci, a tedy prosta.
Inverzni funkce f~! k funkci f se nazyva arkustangens. Pfitom D(f~") = H(f) =
= (—00, +00).

Oznaceni: 1 y=arctgx, x € (—o0, +00).
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: (—oo0, +00).

e Obor hodnot: (-7, 7).

e Funkce je lich4, tj. arctg (—x) = — arctg x.

e Funkce neni periodicka.

e Funkce je rostouci.

Graf:
Y y=tgx
| [
I ||
I | |
I | | e
| |1 7
| | |7
| /2 |/
““““ =
. y = arctg x
I |
| | .
—7/2] 0 |7t/2
| 7 I
)4 |
Y Vol A I S
1 =2 |
7 |
/'/ | , |
|| I
| | I
(N |

Pti vycisleni hodnot funkce arkustangens vyuZijeme znalosti hodnot funkce tangens a
lichosti funkce arkustangens. Naptiklad

arctg /3 = 3 protoZe tg 3 = V3,
arctg (—1) = —arctgl = —7, protoZe tgF = 1 a arkustangens je lichd
funkce.



4.3 Funkce goniometrické a cyklometrické 91

Arkuskotangens

Uvazujme funkci f: y = cotgx, x € (0, ). Tato funkce je klesajici, a tedy prosta.
Inverzni funkce f~! k funkci f se nazyva arkuskotangens. Pfitom D(f~!) = H(f) =
= (—00, +00).

Oznaceni: f~1: y = arccotgx, x € (—o0, +00).
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: (—o0, +00).

e Obor hodnot: (0, ).

e Funkce nenf ani licha, ani suda.

e Funkce neni periodicka.

e Funkce je klesajici.

Graf:
y

y =cotgx
| |
| I

N 14 I L

]
\ . |
\ I
/ |
I

e | y = arccotgx

Pti vycisleni hodnot funkce arkuskotangens vyuZijeme znalosti hodnot funkce kotan-
gens. Napiiklad

arccotgv/3 = %, protoZe cotg 2 = /3,

arccotg (—1) = 37” , protoze cotg % = —1; arkuskotangens neni ani suda
ani licha funkce a neni tedy mozné postupovat jako u
funkce arkustangens.
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@ Piiklad 4.13. Nakreslete graf funkce f: y = 2 —sin(% + ) a urCete jeji periodu.

Reseni. Nejprve uréime periodu funkce f. Vime, Ze funkce sinus je periodickd se zdkladni
periodou 21t. Obecné funkce g: y = sin kx md periodu 27“ Tedy naSe funkce f ma periodu

p= =47,

o—|

V Kkapitole 3.3 na str. 57 jsme si pfipomenuli transformace grafu funkce. Nakreslime
postupné nésledujici funkce:

fl:y:Siﬂ%, fzzy:sin<§—l—n>, f3:y:—sin<%+n)

a nakonec funkci f: y =2 —sin (%‘ + Tc). Vyslednd funkce f je zndzornéna na obrazku.

y y=2—sin(3 + )

t + t t X
—27 —T (0] T 27
A

Poznamka 4.14.
1. Dle definice 3.24 plati:

y = arcsin x & x =siny, kde x e (—1,1), y € (—m/2, t/2),

Yy = arccos x & x =cosy, kde x e (—1,1), y € (0, ),

y = arctg x & x=tgy, kde x eR, ye (—n/2,/2),

y = arccotgx <& x =cotgy, kde x eR, y e (0, ).

2. ProtoZe pro vzdjemné inverzni funkce plati

(o)) =f N fx)=x  prox e D(f),
(fofMHw)=f(fx)=x proxeD(,

dostdvame ihned vztahy:

arcsin (sinx) = x prox € (—m/2, w/2),
sin(arcsinx) = x prox € (—1, 1),
arctg(tgx) = x prox € (—n/2, m/2),
tg(arctgx) = x pro x € (—o0, +00).
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Pozor! Napf. sloZena funkce arcsin(sin x) je definovana pro vSechna x € R, ale pfed-
chozi rovnost plati jen na vySe uvedeném intervalu. Proto naptiklad

. . T . .
arcsin (sm Z> = 7 ale arcsin(sin ) = 0.

Priklad 4.15. Nakreslete graf funkce f: y = arcsin(sinx).

Reseni. Ziejmé D(f) = (—00, +00). Déle je tfeba si uvédomit, Ze funkce f je periodicka
s periodou 27t (f (x +2m) = arcsin(sin(x +27)) = arcsin(sinx) = f(x)). Funkci f tedy
stalf vySetfovat na intervalu délky 27. My si vybereme interval (—3 3

22/
Na intervalu (—7, 3 ), vzhledem k inverznosti funkef sinus a arkussinus, plati

arcsin(sinx) = x.

Na intervalu (%, 3%) nenf moZné vyuZit stejného vztahu, nebot ten plati pouze pro

X € <—% %> Abychom mohli tohoto vztahu vyuZzit, musime nejprve upravit funkci f
tak, aby jeji argument lezel v intervalu <—%, %> Postupné dostdvame:

*) (%)

arcsin(sinx) = arcsin(sin((x — 1) + Tc)) = arcsin(— sin(x — JT)) =

) _ arcsin(sin(x — 1)) () —(x —m) =7 —x,

kde rovnost (x) plyne ze souctového vzorce sin((x — ) + 1) = sin(x — ) cos T +
+ cos(x — m)sint = —sin(x — 1), rovnost (xx) plyne z lichosti funkce arkussinus a
rovnost (xxx) plyne z inverznosti funkci sinus a arkussinus na <—%, %>, nebot’ plati, Ze
x — 7 € (—7%,%). Nyni jiZ miZeme zakreslit graf funkce f. Nejprve zakreslime &dst
grafu na intervalu (—Z, 3%, pro dal¥f intervaly vyuZijeme periodi¢nosti. A

1Y _ o

3 y = arcsin(sin x)

Priklad 4.16. Urcete defini¢ni obor funkce f: y = 1/log (cos x).
Resent. Plati
D(f) ={x e R: y/log(cosx) ,,md smysl“} =
= {x e R: log(cosx) = 0} =
={x eR: cosx =1} =

={xeR: Ik eZ tak Zex =2kn}= | (2kn}.
keZ A
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@ Priklad 4.17. Urcete defini¢ni obor funkce

f: y =arcsin +1n (x* — x).

Reseni. Oznacme funkci fi;: y = arcsin % a urceme D( f1). Vime, Ze defini¢ni obor

funkce arkussinus je interval (—1, 1). Proto

D(fl):{xeR: x—3 e(—l,l)}:

Dile oznaéme f>: y = In (x> — x) auréeme D( f>). Vime, Ze defini¢ni obor logaritmické
funkce je interval (0, co). Proto

D(f))={x eR: x*—x >0} =
={xeR: x(x—1Dx+1) >0}

Uvedend nerovnice je splnéna, nastane-li néktery z nasledujicich piipad:
Dx>0OAx—-1>0Ax+1>0 < x>0Ax>DAKx>-1)

Resenim je mnoZina M| = (1, 00).

NHx>0OAx—-1<0OAx+1<0 & x>0O0Ax<DHAKXx<-=-1)
Resenim je prazdnd mnoZina, tj. M, = ¢.

) x <OAx-1<0O)Ax+1>0 & X<OAXx<DAKE>-1)
Reéem’mje mnozina M3z = (—1, 0).

V) x<OAXx—-1>0AUx+1<0) & G<OAXx>DHAKX<-1)
ReSenim je prazdna mnoZina, tj. My = ¢.

Nyni D(f2) = M1 UMy U M3 U My, tedy D(f2) = (—1,0) U (1, 00).

Celkem D(f) = D(f1) N D(f2). Tedy D(f) = (1, 5).
Poznamenejme, Ze uvedeny vypocet by bylo moZzno zkratit, nebot’ D(f) je zfejmé
podmnoZzinou D( f1) = (1, 5). Nemusime tedy provéfovat mozZnosti (iii) a (iv). A

@ Priklad 4.18. Urcete defini¢ni obor funkce

5x — x2 3
+ arcsin —.
4 X

fry=4/In
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Reseni. Definujme funkci fi: y = 4/In 5x4x aureme D(f1).

2
D(fl):{xeR: ln5x4x ;0}:

2
:{xeR: X gl}:
4
={xeR: x*—5x+4<0} =
={xeR: (x—Dx—4) 0.

Resme nerovnici:

x—Dx—-4H=<0 x—120Ax—450)Vvix—-—1Z50Ax—-420)
&S xZ21IAxSdHVvxS1Ax24).

Tedy D(f1) = (1, 4).
Déle definujme funkci fr: y = arcsin% aurceme D( f2).

D(f2)={xeR: —1§;§1}:

1/\—§1}=
X

e
x50 25200

W

>< = | W
||\/
=

X
VyfeSme prvni nerovnici:

x+3

20 & x+3Z20Ax>0VEx+350Ax<0)
& xZ2-3Ax>0VxS-3Ax<D0).

ReSenim je tedy mnozina M| = (—oo, —3) U (0, +00).

VyteSme druhou nerovnici:

3—x
X

S0 B—x20Ax<0)VvB—-—x=Z0Ax>0)

&S xS3Ax<0)VvEx=3Ax>0).

Resenim je M, = (—o00, 0) U (3, +-00).
Defini¢ni obor D(f>) = M| N My = (—00, —3) U (3, +00).
Konecné

D(f) = D(f))ND(f2) = (3,4). A

2 — 1 3n 1 3
Piiklad 4.19. Je déna funkce f: y = sin ———, x € < T T

1
2 2 2 L 2N Urtet
3 4 T2 4+2> feete

funkci ! inverzni k funkci f.

o
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Resent.

1. Defini¢ni obor je zadan: D(f) = (— 34? —|— 2>

2. Ovéfime, zda je funkce f prostd. Nejdiive se podlvame, v jakém intervalu leZ{ hodnoty
argumentu funkce sinus. Postupnymi tpravami dostdvame:

3n 1 3n 1
+

T
2 3

>. Funkce f je tedy prostd (vznikla sloZzenim dvou prostych
funk<:1), a tudlz ex1stuJe funkce £~V inverzni k funkci f.

3. K nalezeni funkce f~! vyuZijeme definici 3.24.

1) Nejprve urc¢ime defini¢ni obor funkce inverzni, ktery je roven oboru hodnot H ( f)
funkce f.

Vime, 7e x € (—3F + 1,32 41 >prave tehdy, kdyz 251 € (—%, I). Déle vime,
Ze funkce sinus zobrazi interval < > na interval (— 1 1). Celkem tedy

D(f hY=H(f)=(-1,1).

ii) K uréeni piedpisu funkce ! vyuZijeme vztah f~1(y) = x < f(x) = y, ktery
plati pro kazdé y € D(f~1). Vyjdéme tedy z rovnice y = f(x), tj. y = sin

2x—1 ,a
3
vyjadieme x v zdvislosti na y.
Pro kazdé y € (—1, 1) plati
o 2x—1 (%) . 2x — 1
y = sin < arcsiny = <
3 3
& 2x = 3arcsiny + 1 &
& > Jresi + :
X = — arcsin =

2 )
(%): vyuzili jsme definice funkce arkussinus (arcsinz = u < z = sinu, pokud
u e <—% %>) To, Ze argument funkce sinus lezi v intervalu <—% %> jsme ovéFili

na zacdtku prikladu.
Funkce f~! inverzni k funkci f je tedy
! > arcsiny + - e (—1,1)
: X = — arcsin =, —1,1).
p Y Y
Po preznaceni proménnych:
f_l' —3arcsinx+1 xe(—1,1)
. y - 2 2 ’ 9 .
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Priklad 4.20. Je déana funkce g: y = 3 — 2arccos (2x — 3), x € (1, 2). Urcete funkci
—1

g~ inverzni k funkci g.

Reseni.

1. Defini¢ni obor je zadan: D(f) = (1, 2).

2. Ovétime, zda je funkce g prostd. Funkce g vznikla slozenim funkci g;: u = 2x — 3,

g2y = 3 — 2arccosu. Obé tyto funkce jsou prosté, proto dle pozndmky 3.23 je
funkce g prost4, a tudiZ existuje funkce g~! inverzni k funkci g.

3. Pii hleddni funkce g~! budeme postupovat podle definice 3.24.

1) Ur¢ime defini¢ni obor funkce inverzni, ktery je roven oboru hodnot H (g) funkce g.
Nejprve se podivejme jakych hodnot nabyva argument funkce arkuskosinus. Plati

1<x <2,
2<2x <4,
—-1<2x-3=51.

Tedy 2x — 3 € (—1, 1). Funkce arkuskosinus zobrazi interval (—1, 1) na interval
(0, 7). Pii pouziti zdpisu pomoci nerovnosti dostdvame:

1< —3<1,
0 < arccos 2x — 3) <,
0 < 2arccos (2x — 3) < 27,
—21t < —2arccos 2x — 3) <0,
3 —2n <3 —2arccos (2x —3) < 3.

Celkem jsme tedy dostali, Ze pro x € (1, 2) je 3 — 2 arccos (2x — 3) € (3 —2m, 3).
Tedy
D(g™") = H(g) = (3 —2m,3).

ii) K ur&eni predpisu funkce g~! vyuZijeme vztah g~'(y) = x < g(x) = y, ktery

plati pro kazdé y € D(g™!). Vyjdéme tedy z rovnice y = g(x) a vyjadfeme x
v zavislosti na y.
Pro kazdé y € (3 — 2m, 3) plati

y = 3—2arccos (2x — 3) & y —3 = —2arccos (2x — 3) &

3— *
& arccos (2x — 3) = Ty 2:)2
3— 3 1 3 —
Y < x=§+§cos 2y'

g 2x — 3 =cos

(x) Protoze y € (3 —2m, 3), je 3_Ty € (0, ), aje tedy mozno vyuZit definice funkce
arkuskosinus (arccosz = u < z =cosu, u € (0, ).

o
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Inverzni funkce g~ ! k funkci g je tedy

3 1 3 -
g_11x=§+§cos 2y’ y € (3 —2m, 3).
Po preznaceni proménnych:
oy 2y L2 e (3-2m3)
:y ==+ =cos , X —2m, 3).
8 YT N

Priklad 4.21. Je ddna funkce h: y = 3 — 2cotg(x +2), x € (=2, — 2). Urcete
@ funkci 2 ~! inverzni k funkci A.

Resenti.
1. Defini¢ni obor je zaddn: D(f) = (=2, m — 2).

2. Ovétfme, zda je funkce h prosta. Podivejme se nejdfive, v jakém intervalu leZi hodnoty
argumentu funkce kotangens. Plati

2<x<n—-2 = 0<x+2<m,

tedy x + 2 € (0, 7). Z toho plyne, 7e funkce / je prosté, a tudiZ existuje funkce 4~
inverzni k funkeci A.
3. P¥i hledéni funkce 2~ budeme opét postupovat podle definice 3.24.

1) Nejprve ur¢ime defini¢ni obor funkce inverzni, ktery je roven oboru hodnot H (h)
funkce h.
Vime, 7Ze x € (=2, — 2) pravé tehdy, kdyz x + 2 € (0, ). Déle vime, Ze
funkce kotangens zobrazi interval (0, 1) na interval (—oo, o0). Z toho plyne, Ze
také 3 — 2 cotg (x + 2) € (—o0, 00). Celkem tedy

Dh~YY=H(kh) =R.

ii) K uréenf predpisu funkce A~! vyuZijeme vztah h='(y) = x < h(x) = y, ktery
plati pro kazdé y € D(h~!). Vyjdéme tedy z rovnice y = h(x), tj. y = 3 —
— 2cotg (x + 2), a vyjadieme x v zdvislosti na y.
Pro kazdé y € R tedy plati

y=3—2cotg (x +2) & y—3=—-2cotg(x +2) &

3 —
= cotg(x+2):Ty g
* 3 -

(¢))> x+2= arccotg—y =4

< X = arccotg Ty — 2.

(%): vyuzili jsme definice funkce arkuskotangens (arccotgz = u < z = cotgu,
pokud u € (0, )). To, Ze je argument funkce kotangens, tj. x +2, z intervalu (0, 1),
jsme ovéfili na zacatku prikladu.
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Inverzni funkce 7! je tedy

3 —
hl y :arccothx -2, y € R.

A
U
Priklad 4.22. Dokazte, Ze pro kazdé x € (—1, 1) plati arcsin x + arccos x = 5"
Reseni. Necht x € (—1, 1). Oznaéme y = arcsin x. Pak dostivame
. (%) . T T
y = arcsin x < (x:smy A y € <—5,5>) <
TU T *k
=4 (x:cos <E—y) A E—ye <(),7t>) (<:>)
(xx) T
arccosx = — — y.
2
(%): vyuZili jsme definice funkce arkussinus (arcsinz = u < z = sinu, u € <—% %>)

(*x): vyuzili jsme definice funkce arkuskosinus (arccosz = u < z = cosu, u € (0, m)).

Na zacétku jsme piedpoklddali, Ze y = arcsinx, nyni ndm vyslo arccosx = 5 — y.
Celkem tedy
U

arcsinx + arccosx =y + — —y = —.
YTy 7r=5 A

Pojmy k zapamatovani

— funkce sinus a arkussinus,
— funkce kosinus a arkuskosinus,
— funkce tangens a arkustangens,

— funkce kotangens a arkuskotangens.

Kontrolni otazky

1. Jaké jsou defini¢ni obory a obory hodnot funkci sinus, kosinus, tangens a kotangens?

2. Vyjmenujte zakladni vlastnosti téchto funkci (monoténnost, ohranicenost, sudost,
lichost, periodi¢nost).

3. Nakreslete grafy téchto funkci.

4. Urcete definicni obory a obory hodnot funkci arkussinus, arkuskosinus, arkustan-
gens a arkuskotangens.

5. Jaké jsou jejich zakladni vlastnosti?
6. Nakreslete grafy téchto funkci.
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' Priklady k procviceni
[ ]
1. Urcete defini¢ni obory funkcf.
1 1
a) firy=-—, by f:y= c) f:y=tglx,
sin x 1 —cosx
X 1 1
d f:y=1-—cotg—, e) f:ry=1+ , H fiy=——,
2 cos X sinx — 1
g) [f:y=cotg2x, h) f:y=./cosx, 1) f:y=Ilog(cosx),
D fry=eVisinx K fry= cotg(x—;), ) fiy=+/1—cogx.
2. Urcete defini¢ni obory funkcf.
. 1—2x
a) f:y=arcsin(2 — 3x), b) f:y = arccos 1
3-2
) f:y:arcsin2 T d) f:y=4/3—x+ arcsin Sx’
x —
. x+3 =
e) f:y=arcsin(l —x)+Inlnx, f) f:y=jarctg T
) In2x — 3) . x—4 ) . 2x
g) f.y_ﬁ—i—arcsm 7 h) f.y_ar051n1+x,
i) f:y=arcsinx +x+/1— x2, i) f:y=arccos(Inx?).

3. Nakreslete grafy funkci a urcete jejich nejmensi periodu.

a) f:y=sin2x,
¢) f:y=2sin2x — m),
) f =
e :y=cos—,
Y 2
g) f:y=—3sin3x,

4. Vypoctéte uvedené hodnoty.

1
a) arcsin 3 b) arcsin(—1),
e) arccosO, f) arccos(—1),
i) arctg V3, j) arctg(—1),

5. Urcete, pro kterd x plati nasledujici rovnosti.

a) arccos (cosx) = x,

c) arccotg (cotgx) = x,

b) f:y=cos<§+n),

d) f:y=1+cos2x + m),

f) f:y=sin2x — m),

h)y f: y:—3+2cos<%+g).

d) arcsin (—f) ,

¢c) arcsin —,
2

V2 1
7’ h <_7>’
g) arccos > ) arccos 21
k) arctgO, I) arccot (——)
s NIV

b) cos (arccosx) = x,

d) cotg (arccotgx) = x.
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6. Urcete funkci f~! inverzni k zadané funkci f a stanovte D(f~').

a) f:y=2cos(l—3x), x € (5%, 1),
b) fry=2+tg(5x —2), x € (%, HE),
¢c) f:y=3+4arccos(x — 1), x € (0, 1),
d) f:y=2—arccotg(x —2), x € R,
e) f:y:sin(3x—1),xe<%—%,%+%>,
f) f:y=1+4arctgBx —4), x e R,
g fry=2-cosQx+1), xe (-1, m—13).
7. Upravte.
a) f:y=sin(arccosx), x € (—1,1), b) f:y =sin(arctgx), x € R.

8. Dokazte, Ze pro kazdé redlné Cislo plati arctg x 4 arccotgx = =

5"
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4.4 Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Hyperbolickymi funkcemi nazyvame funkce: hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus,
hyperbolicky tangens a hyperbolicky kotangens. Tyto funkce se velmi Casto vyskytuji
v technické praxi. Jejich hodnoty bez problému nalezneme skoro na kazdé kalkulacce,
Casto vSak ani nevime, jak jsou tyto funkce definovany. Uvedme si proto alesporti zdkladni
vlastnosti a grafy téchto funkci.

Hyperbolicky sinus

X —X

et —e
Funkci f: y = — nazyvame hyperbolicky sinus a zna¢ime f: y = sinhx.
Tedy

. et —e
sinhx =
2
Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: (—o0, +00).
e Obor hodnot: (—o0, +00).
e Funkce je lichd, tj. sinh (—x) = — sinh x.

e Funkce neni periodicka.
e Funkce je rostouci.
e Graf viz obr. 4.4 a).

Hyperbolicky kosinus
: et +et . <
Funkci f: y = > nazyvame hyperbolicky kosinus a zna¢ime f: y = coshx.
Tedy
et +e
coshx = ete”
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: (—o0, +00).

e Obor hodnot: (1, +00).

e Funkce je sud4, tj. cosh (—x) = coshx.

e Funkce neni periodicka.

e Funkce je rostouci v intervalu (0, +00) a klesajici v intervalu (—oo, 0).
e Graf viz obr. 4.4 ¢).
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y = sinhx

a)

¢)

Yy
y = cotghx
S | .
X
0] 1
——
b)
Yy
S |
y =tghx
X
0 1
D T I—
d)

Obr. 4.4: Grafy hyperbolickych funkci
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Hyperbolicky tangens
) sinh x o L ..
Funkci f: y = o nazyvame hyperbolicky tangens a zna¢ime f: y = tghx.
cosh x
Tedy
toh sinhx e'—e™
X = = .
g coshx e‘*+4e™*
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: (—o0, +00).

e Obor hodnot: (—1, 1).

e Funkce je licha, tj. tgh (—x) = —tghx.
e Funkce neni periodicka.

e Funkce je rostouci.

e Graf viz obr. 4.4 d).

Hyperbolicky kotangens

cosh x
Funkci f: y = — 0 nazyvame hyperbolicky kotangens a znaCime f: y = cotgh x.
sinh x
Tedy
coshx e*+e™*
cotghx = — = .
sinh x er —e ™~
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: R ~\ {0}.

e Obor hodnot: (—oo, —1) U (1, 00).

e Funkce je lich4, tj. cotgh (—x) = — cotgh x.

e Funkce neni periodicka.

e Funkce je klesajici na intervalu (—oo, 0) a na intervalu (0, +00).
e Graf viz obr. 4.4 b).

Hyperbolické funkce maji fadu zajimavych vlastnosti a aplikaci. Napt. dokonale
ohebné vldkno zanedbatelné tloustky upevnéné svymi konci ve dvou bodech se proveési
do krivky (fika se ji fet€zovka), kterd je v podstaté grafem hyperbolického kosinu.
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Funkce hyperbolometrické

Hyperbolometrickymi funkcemi nazyvame funkce: argument hyperbolického sinu, argu-
ment hyperbolického kosinu, argument hyperbolického tangens a argument hyperbolic-
kého kotangens. Tyto funkce budeme definovat jako inverzni funkce k funkcim hyperbo-
lickym. To je vSak opét (stejné€ jako u cyklometrickych funkci) nepfesné fec¢eno, nebot’
ne vSechny hyperbolické funkce jsou prosté. Konkrétné, prosta neni funkce hyperbolicky
kosinus. Zbyvajici tfi hyperbolické funkce prosté jsou.

Argument hyperbolického sinu

Uvazujme funkci f: y = sinhx, x € R. Tato funkce je rostouci, a tedy prosta. Inverzni
funkce f~! k funkci f se nazyva argument hyperbolického sinu. Pfitom D(f~!) =
= H(f) = (—00, 400).
Oznadeni: f‘lz y = argsinh x, X € (—00, +00).
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: (—o0, +00).

e Obor hodnot: (—o0, +00).

e Funkce je lich4, tj. argsinh (—x) = — argsinh x.

e Funkce neni periodicka.

e Funkce je rostouci.

e Graf viz obr. 4.5 a).

Argument hyperbolického kosinu

Uvazujme funkci f: y = coshx, x € (0, 00). Tato funkce je rostouci, a tedy prosta.
Inverzni funkce f~!' k funkci f se nazyva argument hyperbolického kosinu. Pfitom
D(f™Y) = H(f) = (1, 400).
Oznaceni: f‘lz y = argcosh x, x € (1, 00).
Vlastnosti:

e Defini¢ni obor: (1, +00).

e Obor hodnot: (0, +00).

e Funkce nenf ani licha, ani suda.

e Funkce neni periodicka.

e Funkce je rostouci.

e Graf viz obr. 4.5 b).
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y
Tl y = argsinh x
X
0] 1
a)
y
| |
I I
I I
| I
y | 17 y = argtghx
I I
=1 1«
I I
i oot | o |
y = argcosh x | |
I I
: [
0 1 | |
| |
b) c)
y
| [
I I
I I y = argcotgh x
L .
I I
S :
|—1 O 1]
I I
I I
I I
I I
I I
| [
d)

Obr. 4.5: Grafy hyperbolometrickych funkei
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Argument hyperbolického tangens

Uvazujme funkci f: y = tghx, x € R. Tato funkce je rostouci, a tedy prostd. Inverzni
funkce f~! k funkci f se nazyva argument hyperbolického tangens. Pfitom D(f~!) =

=H(f)=(-1,1).
Oznacenti: f~1: y = argtghx, x e (—1,1).
Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: (—1, 1).
e Obor hodnot: (—o0, +00).
e Funkce je lich4, tj. argtgh (—x) = — argtgh x.
e Funkce neni periodicka.
e Funkce je rostouci.

e Graf viz obr. 4.5 ¢).

Argument hyperbolického kotangens

Uvazujme funkci f: y = cotghx, x € R \ {0}. Tato funkce je prostd. Inverzni funkce
f~ 1k funkci f se nazyva argument hyperbolického kotangens.
Piitom D(f~ ) = H(f) = (=00, —1) U (1, 00).
Oznacent: f~!: y = argcotgh x, x € (—oo, —1) U (1, 00).
Vlastnosti:
e Defini¢ni obor: (—oo, —1) U (1, 00).
e Obor hodnot: R ~ {0}.
e Funkce je lich4, tj. argcotgh (—x) = — argcotgh x.
e Funkce neni periodicka.
e Funkce je klesajici na intervalu (—oo, —1) a na intervalu (1, co).
e Graf viz obr. 4.5 d).

Poznamka 4.23. Jak jiz napovidaji nazvy funkci, existuje analogie mezi goniometrickymi
a hyperbolickymi funkcemi. Ve skuteCnosti lze vSechny tyto funkce vyjadfit pomoci
exponencidly. Hyperbolické funkce jsou tak definované. Aby tak bylo mozné vyjadrit 1
goniometrické funkce, je nutné rozsitit exponencidlu do komplexniho oboru. Zakladem
je tzv. Euler@v vzorec e¥ = cosx +isinx, x € R.!

'Dosadime-li do Eulerova vzorce za proménnou x hodnotu 7, pak uZitim vztahti cos 1 = —1 asin t = 0
dostdvame rovnost e = —1. Tu lze dale upravit na jednoduchou rovnici ¢™ + 1 = 0 obsahujici p&t
nejznaméjSich matematickych konstant: e, 7,1, 0 a 1.

Také si v§imnéte zajimavého faktu, Ze vysledkem mocniny s iraciondlnim zdkladem a s iraciondlnim
imagindrnim exponentem je celé ¢islo.

o
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Podobné je tomu i s cyklometrickymi a hyperbolometrickymi funkcemi. Hyperbolo-
metrické funkce 1ze vyjadrit pomoci logaritmu (a zdanlivé by nebylo nutné pro né zavadét
nové symboly). S pouZitim logaritmu v komplexnim oboru je mozZné analogicky vyjadfit
i cyklometrické funkce. To vSe je ale jiZ mimo rdmec tohoto kurzu.

Piiklad 4.24. DokaZte platnost vztahu cosh? x — sinh?x = 1.

Reseni. Pri tpravé levé strany rovnice vyjdéme z definice funkci cosh x a sinh x.

X —x\ 2 X a—x\ 2
cosh?x — sinh? x = i (= =
2 2

_ i [(ex Fe )2 —(ef — e—x)2:| _

[(CX)Z + zexe—x + (e—X)2 _ (e)C)Z + zexe—x _ (e—X)Z] —

—_ |-

= Z4exe_x —e'=1,

coZ je pravd strana rovnosti. Tim je vztah dokdzan. A

Poznamka 4.25. Vime, Ze bod M = (x, y), kde x = cos ¢, y = sin ¢ leZi na jednotkové
kruZnici x? + y% = 1.

Zamysleme se nad tim, na jaké kiivce lezi bod M = (x,y), kdyZ x = coshg,
y = sinh ¢. VyuZijeme vztah, ktery jsme dokdzali v pfedchozim piikladé, ;.

cosh? ©— sinh? =1 a odtud X< — y2 = 1.
Tedy bod M = (x, y) leZi na rovnoosé hyperbole o rovnici x> — y? = 1.
Priklad 4.26. Dokazte, Ze pro x € R plati: argsinh x = In (x +/x2 + 1).

Reseni. Necht x € R. Vyjdéme z levé strany rovnosti a oznaéme argsinh x = y. ProtoZe
funkce hyperbolicky sinus a argument hyperbolického sinu jsou navzdjem inverzni, plati
x =sinhy,kde x € Ray € R. Odtud

ey — e_y
2

X =

Tuto rovnost chdpejme jako rovnici pro nezndmou y a feSme substituci e¥ = z (e¥ # 0).
Postupné dostdvame:
1

2x =z7— — = xz=272-1 = 22—2xz—1=0.
Z

Vypocteme koreny této kvadratické rovnice a dostaneme

2x +A/4x2 + 4
212 = > =x+VxZ+1.
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Vratime se k pivodni proménné, tj. ¢ = z. Funkce e” je vzdy kladnda, proto vyraz
x — ~/x% + 1, ktery nabyvé vzdy zdpornych hodnot, ddle neuvazujeme. Tedy

e =x+VxZ+1.
S vyuzitim inverznosti exponencidlni a logaritmické funkce pak dostdvame
y=In(x+vVx2+1).

Celkem argsinhx = y a zdroveii y = In(x + +/x% + 1)). Tim je vztah dokdzén. A

Pojmy k zapamatovani >

— hyperbolicky sinus a argument hyperbolického sinu,

— hyperbolicky kosinus a argument hyperbolického kosinu,

— hyperbolicky tangens a argument hyperbolického tangens,

— hyperbolicky kotangens a argument hyperbolického kotangens.

Kontrolni otazky <

1. Nakreslete grafy hyperbolickych funkci.

2. Vyjmenujte zakladni vlastnosti té€chto funkci (defini¢ni obory, obory hodnot, mo-
noténnost, ohrani¢enost, sudost, lichost, periodi¢nost).

3. Nakreslete grafy hyperbolometrickych funkci.
4. Jaké jsou zakladni vlastnosti hyperbolometrickych funkci?

Priklady k procviceni

@ ——p

1. Dokazte, Ze pro x € (1, +00) plati:
argcoshx = In(x + v/x2 —1).
2. Dokazte, Ze pro x € (—1, 1) plati:

1. 1+x
tchx = =1 .
argtgh x 2n1_x

3. Dokazte, Ze pro x € (—oo, —1) U (1, oo) plati:

x+1
x—1"

1
argcotghx = > In
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4.5 Polynomy a racionilni lomené funkce

V této kapitole se seznamime s polynomy a raciondlnimi lomenymi funkcemi, které jsou
jedny z nejjednodussich a nejcastéji se vyskytujicich elementéarnich funkci.

Necht'n € Ny, ag, ai, ...,a,—1,a, € R, a, # 0. Funkci
P:y=aux" +an_1x"""+ - +aix + ao, x eR, 4.1)
nazyvame redlny polynom (mnohoclen), ¢isla ag, ay, . . ., a,—1, a, nazyvame koeficienty

polynomu, a &islo n stuperi polynomu (piSeme st P = n).

Poznamka 4.27.
1. Stupeni polynomu je tedy nejvyssi mocnina nezndmé s nenulovym koeficientem.

2. Mezi polynomy pocitdme i tzv. nulovy polynom P: y = 0 nemajici Zadné nenulové
koeficienty. Nulovy polynom nemd pfifazen zadny stupeni nebo se mu jako stupen
pfifadi symbol —oo0. Je nutné diisledné rozliSovat mezi polynomem stupné nula, coz
je vlastné nenulova konstantni funkce, jejimz grafem je rovnobézka s osou x rGizna
od této osy, a nulovym polynomem, coZ je nulova konstantni funkce, jejimz grafem je
pravé osa x.

3. Pro fadu dvah je vyhodné uvazovat obecnéji i polynomy s komplexnimi koeficienty.

Uvedeme nékolik piikladi polynomii.

. Polynom R: y = x°

ma stupeni 3. Pfitom a3 = 1, a = a; =ap = 0.
. Polynom P: y = 3x2 — 4x 4 2 mé stupei 2. Pfitom ay = 3, a; = —4, ag = 2.

. Polynom §: y = 2x — 3 md stupen 1. Pfitom a; = 2, ap = —3.

A W N =

. Polynom 7': y = 3 m4 stupeni 0. Pfitom ag = 3.

Polynomy jsou funkce, lze je tedy scitat (seCteme koeficienty u stejnych mocnin),
odcitat (odecteme koeficienty u stejnych mocnin) a ndsobit (ndsobime kazdy ¢len jednoho
polynomu s kazdym ¢lenem druhého polynomu a slou¢ime Cleny se stejnymi mocninami)
a vysledkem je opét polynom. Délenim dvou polynomid nemusime dostat polynom, ale
obecnéjsi funkci, kterou nyni zavedeme.

Funkce R dand predpisem
. P(x)

Ox)’
kde P, Q jsou polynomy a Q je nenulovy polynom, se nazyva raciondlni lomend funkce.
Rikdme, Ze funkce R je ryze lomend jestlize st P < st Q, a neryze lomend, jestlize
stP > stQ.

Napfiklad

3x2 42
1.R1:y= s

R(x)

je neryze lomena raciondlni funkce,
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2x
5034+ T7x2+x -2
Je-1i R neryze lomena raciondlni funkce, pak Ize provést déleni (pfisluSny algoritmus
je znédm ze stfedni Skoly). Pfi déleni P(x) : Q(x) dostaneme podil S(x) a zbytek T (x).
Pfitom plati, Zze st T < st Q (délime tak dlouho, dokud to jde), tj.
B P(x) T (x)

- = S() + —2 42
00 "W 55 (%2

2. Ry: y= je ryze lomena raciondlni funkce.

R(x)

Priklad 4.28. Vyjadrete raciondlni neryze lomenou funkci f jako soucet polynomu a
raciondlni ryze lomené funkce: @

240 —9x* +4x3 +8x2 —Tx + 4

fiy= x4 —3x242x -1

Reseni. Pomoci zndmého algoritmu na déleni dostavame:
2x® —ox* +4x3 +8x2 = Tx +4) : (x* —3x% +2x — 1) = 2x% — 3,
—2x6 4+ 6x* — 4x3 + 2x?
—3x* 4 10x%2 = Tx + 4
+3x* —9x2 + 6x — 3

—|—x2—x+1

Tedy

T(x)_ x2—x+1

O(x) x*—=3x242x—1
a

240 —9x* +4x3 +8x2 —Tx + 4 2 xZ—x+1
= 2x“ -3+ .
x4 —=3x242x -1 x4 —=3x242x -1 A

4.5.1 Rozklad polynomu na soucin

Uvazujme libovolny redlny polynom P. Vénujme se otdzce nalezeni feSeni rovnice
P(x) = 0. Pfitom misto ,,najit feSeni rovnice* budeme Casto fikat ,,najit kofeny rov-
nice*. Problém nalezen{ kofenti rovnice P(x) = 0 je obecné velmi slozity. Napiiklad jiz
kvadratickd rovnice ax?4bx +c = 0, a # 0, nemusi mit mezi realnymi &isly Z4adny kofen
(kdy# diskriminant D = b? — 4ac < 0). Avsak v oboru komplexnich &isel mé pravé dva
koteny. To je jeden z divodi, pro¢ budeme hledat nejen redlné, ale obecné komplexni
kofeny dané rovnice. (I kdyZ komplexni kofen na grafu v redlné roviné R? nijak nevidime.)

’Kofenem polynomu rozumime libovolné komplexni ¢islo a takové, ze P(a) = 0. ‘

Uvédomte si, Ze za kofen polynomu povazujeme obecné komplexni ¢islo, 1 kdyz jde
o polynom s redlnymi koeficienty. Napiiklad polynom P(x) = x? + 1 ma pravé dva
kofeny =+i.

o
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Zajima nas, zda kazdy polynom stupné alespon jedna (tj. takovy, ktery viibec obsahuje
nezndmou) m4 n&jaky kofen. Na pocitku 19. stoleti Gauss' poprvé presné dokézal vétu,
kterd byla vzhledem k velkému vyznamu pro tehdejs$i matematiku nazyvéna zdkladni vétou
algebry. Tato véta tika, Ze libovolny polynom (s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty)
stupné alespori jedna md v mnoZziné komplexnich cisel alespori jeden koren.

Vezmeme nyni néjaky polynom P,(x) tvaru (4.1) stupné n = 1. Podle zdkladni véty

algebry existuje kofen tohoto polynomu. Oznacme jej ;. Vypocteme (déleni bude beze
zbytku)

Py (x) .
= Qn-1(x), 4. Py(x) = (x —o1) Qp—1(x),
X — (]

kde Q,_1(x) je polynom stupnén — 1. Pokudn — 1 = 1, ma Q,_;(x) opét kofen x = ay

a
Qn—l(x) _

= Sp—2(x), tj. On-1(x) = (x — a2)Sp—2(x).
X — U

Po dosazeni dostavame

Py(x) = (x —ap)(x —az)S—2(x).

Takto miizeme pokracovat, azZ dostaneme pii déleni konstantu a # 0. Postupné tedy
najdeme n kofend «i, ..., ®, (obecné komplexnich) a polynom P,(x) rozloZzime na
soudin linedrnich polynomi tvaru x —«;,i = 1, ..., n, které nazyvame korfenové cinitele
(kofenovy Cinitel x — «; prislusi kofenu «;). Vyjde

Py(x) =alx —a))(x —a2) -+ - (x —ay).

V tomto rozkladu pékné vidime vSechny kofeny polynomu P, (x). Konstanta a je pravé
koeficient a,, u nejvyssi mocniny x” polynomu P, (x).
Nékteré kofenové Cinitele v rozkladu mohou byt totozné. Slouc¢ime-li stejné kofenové

Cinitele, pak dostavame:

Py(x) = an(x — B (x — )+ (x — B, (4.3)
kde By, B2, ..., Bs jsou navzdjem ruzné kofeny polynomu P,. Cislam &y, k, . .., kg se
pak iika ndsobnosti kofenu By, B, ..., Bs. Pfitoms < nak; +ky +---+ kg = n. Tvaru

(4.3) fikame rozklad polynomu na soucin korenovych Cinitelii v komplexnim oboru.
Z predchoziho vykladu vyplyva nasledujici dilezité tvrzeni.

Véta 4.29. KaZdy polynom stupné n md v komplexnim oboru prdvé n korenii, pocitdme-li
kaZdy koren tolikrdt, kolik ¢ini jeho ndsobnost.

Dle predchozi véty polynom stupné nula nemd kofen, linearni polynom ma pravé
jeden kofen atd. Dale plati, Ze m4a-li polynom s redlnymi koeficienty imagindrni kofen

ICarl Friedrich Gauss (1777-1855) — n&mecky matematik, astronom a kartograf. Je povaZzovin za
jednoho z nejvétsich matematiki vSech dob. Svymi pracemi vyznamné ovlivnil mnoho matematickych
disciplin.
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x=oa+pi,a, B € R, B # 0, potom mé i komplexné sdruzeny kofen x = o — fi,
pficemz jejich ndsobnosti jsou stejné. Pokud rozndsobime kofenové Cinitele odpovidajici
komplexné sdruzenym kofentim « & fi, dostdvame

(x —a — Bi)(x —a + Bi) = x% — 2ax + o + B2

To je kvadraticky trojélen, ktery si oznaéme x2 + px +g.

Tento obrat v rozkladu polynomu miZeme udélat se vS§emi kofenovymi Ciniteli odpovi-
dajicimi komplexné sdruZenym dvojicim kofend. Ztratime tim sice jednoduchost Cinitelt
v rozkladu (nebudou jiz linearni ale kvadratické), ale jejich koeficienty budou vZdy redlna
Cisla.

Je-li tedy P, (x) polynom stupné n, n = 1, tvaru (4.1), oznaéme Sy, ..., By vSechny
jeho riizné redlné kofeny s nasobnostmi &y, . . . , kg a ddle ozna¢me x2 +pi1x+qi, ..., xZ+
+ prx +q, vSechny kvadratické troj¢leny odpovidajici v§em riiznym dvojicim komplexné
sdruzenych kofenti s ndsobnostmi /1, .. ., /.. Pak dostaneme

Py(x) = an(x — )M - (x = B)R P+ prix + @)t (P 4 prx g (44)

Ziejmé je ky + - - -+ ks + 211 + - - - + 21, = n. Tento tvar nazyvame rozklad polynomu na
soucin ireducibilnich' &initelii v redlném oboru.

Piiklad 4.30. Rozlozte polynom Ps(x) = 2x° + x* + 4x3 + 2x? + 2x + 1 na soucin
ireducibilnich Ciniteld v redlném oboru, vite-li, Ze jeden kofen je x = —1/2.

Reseni. Zname jeden kofen B = —%. Vydélme Ps(x) kofenovym Cinitelem x — B =
=x— (—%) =x+ % Vydélenim dostaneme polynom 2x* + 4x? + 2. Tedy

Ps(x) = (x + 3)@x* +4x* +2) =2(x + 1) x* +2x* + 1) = 2(x + ) (x* + D*.

Polynom x2+1 jiZ nemé redlné kofeny (mé komplexni kofeny =i). Tedy rozklad polynomu
P5(x) na soucin ireducibilnich Ciniteld ma tvar

Ps(x) =2(x — (1)) x* + D2

Poznamka 4.31.

1. Lze ukazat, Ze jak rozklad (4.3) na soucin kofenovych ¢initelti v komplexnim oboru
tak rozklad (4.4) na soucin ireducibilnich Ciniteld v redlném oboru je jednoznacny az
na poradi Ciniteld. JestliZe ma polynom pouze realné koteny, pak pochopitelné rozklad
v komplexnim oboru bude stejny jako rozklad v redlném oboru (kvadratické troj¢leny
zde nebudou).

2. Protoze u polynomu s redlnymi koeficienty se imaginarni kofeny vyskytuji vzdy po
dvojicich (komplexné sdruZené kofeny) se stejnymi ndsobnostmi, musi mit polynomy
lichého stupné lichy pocet redlnych kofend, tedy aspoinl jeden. Napt. kazdy polynom
ax’ + bx? + cx +d, a # 0, ma bud jeden nebo tii redlné kofeny.

Tnerozlozitelnych

o
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Naproti tomu polynomy sudého stupné nemusi mit zadny redlny koten. Napf. polynom
x> 4+ px + g, kde p> — 4g < 0, m4 pouze dva komplexni kofeny. Podobné jsme
vid&li v piikladu 4.30, Ze polynom &tvrtého stupné x* 4 2x% + 1 m4 jen dvojndsobné
komplexni kofeny =i.

3. Smyslem rozkladi je napsat dany polynom jako soucin co nejjednodussich polynomii.
Jest€ jednou pfipomenme, Ze v redlném oboru jsou Cinitele v rozkladu polynomu
bud’ linedrni tvaru x — o nebo kvadratické tvaru x> + px + g (kde p> — 4g < 0).
V komplexnim oboru jsou ¢initele jen linedrni tvaru x — o, kde o je redlné nebo

s v

komplexni ¢islo.

Zopakujte si ndsledujici vzorce (zndmé ze stiedni Skoly), které vyuZzivame pti rozkladu
polynomu na soucin.

(a + b)? = a? + 2ab + b?, (a — b)? = a? —2ab + b?,
(a + b)? = a3 + 3a%b + 3ab* + b3, (a — b)? = a> — 3a®b + 3ab?* — b3,
a’> —b*=(a —b)a+Db),

a’ + b3 = (a +b)(a® —ab + b?), a’ — b3 = (a — b)(a* + ab + b?).

4.5.2 Nalezeni koienti polynomu

Uloha najit rozklad polynomu na sou¢in kofenovych ¢initeli (at’ v redlném nebo komplex-
nim oboru) je rovnocennd dloze najit vSechny kofeny polynomu. Zndme-li totizZ v§echny
koteny, obdrZzime postupnym délenim piisluSnymi kofenovymi €initeli hledany rozklad.
Naopak méame-li rozklad typu (4.3), jsou v ném piimo vidét kofeny. V piipadé rozkladu
typu (4.4) staci vyresit prislusné kvadratické rovnice.

Nalézt kofeny polynomu P ve tvaru (4.1), kde n = 1, znamena vyfesit algebraickou
rovnici P(x) = 0, j.

X" + ay_ 1 X"V aix 4+ a9 = 0. 4.5)

Hledani kofent polynomu pievadime na hledani korenii rovnice (FeSeni rovnice) (4.5).
Vsimnéme si, jak 1ze pro malé n algebraické rovnice fesit.

Linearni rovnice
Pro n =1 jde o linedrni rovnici ax + b = 0, a # 0, jejiZ jediny kofen je

b
X1 =—.
a
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Kvadratické rovnice

Pro n = 2 jde o kvadratickou rovnici ax? 4+ bx + ¢ = 0, a # 0, pro jejiZ kofeny se na
sttedni Skole odvozuje (doplnénim na Ctverec) vzorec

—b + V/b? — dac
2a )

X1,2 =

O povaze kofeni rozhoduje diskriminant kvadratické rovnice D = b> — 4ac. Je-li
D > 0, ma rovnice dva rizné redlné kofeny, je-li D = 0, ma jeden dvojnasobny redlny
kofen, a je-li D < 0, ma dvojici komplexné sdruzenych kofen.

Rovnice tiretiho a ¢tvrtého stupné

Pro n = 3 je nalezeni kofenil podstatné obtiznéjsi. Na vypocet kofent existuji tzv. Car-
danovy vzorce,! které viak vyjadiuji redlné kofeny pies tieti odmocniny z komplexnich
¢isel. Bohuzel ani v pfipadé, Ze kubickd rovnice ma tfi redlné kofeny, neni mozné najit
vzorec, ktery by obsahoval jen koeficienty dané rovnice, konecny pocet aritmetickych
operaci (s¢itdni, od¢itdni, ndsobeni a déleni) a odmocniny pouze z redlnych Cisel.

Pro rovnice ¢tvrtého stupné existuji také obecné vztahy k vypoctu korent. Jejich feseni
je vSak jesSté obtiZnéjsi nez feSeni rovnic tfetiho stupné.

Rovnice patého stupné a vysSich stupnu

Vzorce pro kofeny rovnice tfettho a ¢tvrtého stupné byly nalezeny v prvni poloviné
16. stoleti. Pokusy najit obdobné vzorce pro kofeny rovnice patého stupné vSak byly
po vice neZ 200 nasledujicich let netsp&iné. Nakonec norsky matematik Abel® dokézal,
Ze pro Kkofeny rovnic patého stupné (a tudizZ ani vys$$ich stupiii) neexistuje univerzalni
vzorec, ktery by obsahoval jen koeficienty dané rovnice, konecny pocet aritmetickych
operaci a kone¢ny pocet odmocnin. To vSak v Zadném piipadé neznamend, Ze rovnice
vys$ich stupiii nemaji kofeny — z predchoziho oddila totiz vime, Ze maji presné tolik
(komplexnich) korent, jaky je jejich stupen. Tento vysledek pouze iikd, Ze tyto kofeny
nelze vyjadrit jistym vzorcem piesné popsaného typu.

Existuje vSak celd fada tzv. numerickych metod, kterymi Ize jak redlné tak komplexni
kofeny priblizné vyjadfit. Déle je mozZné efektivné k dané rovnici sestavit novou rovnici,
kterda ma tytéz koreny jako zadana rovnice, ale vSechny jsou jednoduché (maji ndsobnost
jedna). Konecné existuje efektivni metoda (i kdyZ znacné pracnd), kterd pro rovnici
s redlnymi koeficienty umoziuje stanovit, kolik ma dand rovnice v libovolném intervalu
presné redlnych kofenid. To pak dovoluje urcit, kolik m4 tato rovnice celkem redlnych

IGirolamo Cardano (1501-1576) (&ti kardano) — italsky matematik, mechanik a 1ékaf. Zabyval se
algebrou.

Niels Henrik Abel (1802-1829) — norsky matematik. Pies sviij kratky Zivot vyznamné ovlivnil
fadu matematickych disciplin. Kromé praci v algebre, kde zavedl grupy, coz je kli¢ovy pojem moderni
matematiky, je rovnéZ zakladatelem teorie eliptickych funkci.

5%
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kofend. Je to tzv. Sturmova' véta. Zajemciim o problematiku algebraickych rovnic lze
doporucit napt. publikace [3], [12] nebo [21].

Z ptedchoziho textu je jasné, Ze neexistuje Zadny univerzalni postup, kterym bychom
byli schopni zjistit v§echny kofeny daného polynomu. Déle si v ¢4sti pro zdjemce uvedeme
jeden prakticky vysledek, ktery ndm v piipad€ polynomu s celoCiselnymi koeficienty
umozni vytipovat v§echny celociselné a racionélni koreny.

Pro zajemce:
Celociselné a racionalni koreny polynomu s celo¢iselnymi koeficienty

Budeme uvaZovat polynom (4.1), avSak budeme predpoklddat, Ze koeficienty jsou celd cisla.
Zabyvejme se hleddanim raciondlnich kofenti. JestliZze je nula k-ndsobnym kofenem polynomu P,
pak se tento polynom da vyjadfit ve tvaru

P:y=xMax"+a,_1x"'+ - +ax +ay), kdeay#D0.

Pfitom polynom v zdvorce ma zfejmé stejné nenulové racionalni kofeny jako pivodni polynom P.
Sta¢i nam tedy, abychom se zabyvali hleddanim (nenulovych) racionalnich kofend polynomd s ce-
lo¢iselnymi koeficienty, pro néz plati ay # 0.

Véta 4.32. UvaZujme polynom R s celociselnymi koeficienty:
R:y=ax"+a,.1x" '+ +ax +a, xeR, (4.6)

kden e N, ay, a1, ...,a,_1,a, €Z, a, #0, ay # 0.
Necht a = r (P, q € Z jsou nesoudélnd cisla) je korenem polynomu R. Pak p déli beze zbytku

koeficient ay a q déli beze zbytku koeficient a, (piSeme p | ao, q | a,).

Prakticky vypocet raciondlnich kofenti polynomu (4.6) podle pfedchozi véty spociva v tom, Ze
vypiSeme vSechna moZnd raciondlni ¢isla g (p, g nesoudélnd), spliiujici podminku p | ag, q | a,
a dosazenim do polynomu zjistime, zda se jednd, Ci nejedna o kofeny. Pokud mezi t€mito Cisly
kofen nenf, pak polynom vibec raciondlni kofen nema4.

Vzhledem k tomu, Ze ay # 0, a, # 0, je Cisel 5 kone¢né mnoho, tzn. po konecném poctu

krokt takto nalezneme vSechny raciondlni kofeny daného polynomu.

Poznamka 4.33. Uvédomte si, Ze pfedchozi vétu 1ze pouzit i pro polynomy s raciondlnimi koefi-
cienty. Stacf totiz vytknout spolecny ndsobek jmenovatelil koeficientd ay, . . . , a,.

Chceme-li najit pouze celoéiselné kofeny, pak vyuZijeme nésledujiciho tvrzeni, které je di-
sledkem piedchozi véty.

Dusledek 4.34. Je-li a celociselny korfen polynomu (4.6), pak o déli beze zbytku koeficient ag
(piseme o | ap).

! Jean Charles Francois Sturm (1803—1855) (¢ti §turm) — $vycarsky matematik. Zabyval se mimo jiné
okrajovymi tlohami pro obycejné diferencialni rovnice. Dosahl téZ vyznamnych vysledkl v geometrické
optice.
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Priklad 4.35. Najdéte kofeny polynomu P: y = 3x3 — 5x% 4 8x — 4. @

Reseni.

Koeficienty polynomu jsou celociselné, takze 1ze pouZit pfedchozi véty. Nejprve zkusime

najit celociselné kofeny (to je méné pracné). V tvahu pfichazeji ¢isla &1, 2 a +4. Dosazenim
téchto Cisel do zadaného polynomu zjistime, Ze ani jedno neni kofenem. Tedy dany polynom nema
celociselny kofen.

Zkusime najit raciondlni kofen ve tvaru p/q. Cislo p musi d&lit beze zbytku koeficientag = —4,
tj. miZe to byt nékteré z &isel £1, £2, +4. Cislo ¢ musi délit beze zbytku koeficient a3 = 3, tj.
muZe to byt 1, +3. Pfedné se staci omezit na kladné hodnoty, znaménko je obsazeno jiz v Citateli.
Déle pro ¢ = 1 dostaneme vlastné celociselné kofeny. Zbyva tedy ¢ = 3. Kandidéty jsou tedy
raciondln{ &fsla +1 , £2 | 3.

Dosazenim zjistime, Ze jeden kofen je x; = % Vydélime tedy polynom P kofenovym Cinitelem
X — % a dostaneme 3x% — 3x + 6 = 3(x? — x +2). Odpovidajici kvadratick rovnice ddva zbyvajici
dva kotfeny

Kofeny polynomu P tedy jsou x; = %, Xy =

Pojmy k zapamatovani

1+£J/T-8 1+iV7
2 2

VT = 1VT A

X2,3 =

polynom,

racionalni lomena funkce,

kofen polynomu,

rozklad polynomu na soucin kofenovych Ciniteli v komplexnim oboru,

rozklad polynomu na soucin ireducibilnich ¢initel v redlném oboru.

Kontrolni otazky o

1. Jaky je rozdil mezi nulovym polynomem a polynomem stupné nula?

2. Jaky je vztah mezi po¢tem kofend daného polynomu a stupném tohoto polynomu?

3. MuiZze mit polynom tfetiho stupné pravé dva realné koreny?

4. Popiste rozklad polynomu s redlnymi koeficienty na soucin ireducibilnich Cinitelti

Priklady k procviceni '

1. Urcete kofeny polynomu:

v realném oboru.

a) f:y=x>—23x?+43x — 1, vite-li, Ze m4 koten 1.

b) f:y=x>—x?—8x + 12, vite-li, Ze m4 koten 2.

c) f:y=2x>—Tx*+ 8x3 — 3x2, vite-li, Ze jeden jeho koien je 1.

d) f:y=x*+4x>—16x — 16, vite-li, Ze ma kofeny x| = 2 a x, = —2.
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e) f:y=x>—=3x*—x34+ 11x% — 12x + 4, vite-li, Ze md koteny x; =2 ax; = 1.

f) f:y=x>42x*—9x3 — 4x?2 4 30x — 36, vite-li, Ze ma kofeny x; = 1 +iax3 = —3.
g) f:y=x*—4x>—10x2 + 28x — 15, vite-li, ¢ m4 koten 1.

h) f:y= x> = 3x* 4+ x3 + x% + 4, vite-li, e m4 kofen i.

2. Napiste polynom nejnizsiho stupné, ktery ma koreny:

a) x; =2,x=1,x3 =—1avisle xp = —2 nabyvéa hodnoty 1.
b) x; =1, x; =1, x3 =2 av &isle xp = —1 nabyva hodnoty 2.

c) xjp=2,x3=1+1,x4 =3 av isle xo = 1 nabyva hodnoty 3.
d) x; =1+1,x, =2 —1iav {isle xp = —1 nabyvd hodnoty 1.

e) x1p =2,x3 = —1 avisle xp = —2 nabyva hodnoty —2.

f) x; =1, x, = 1 av isle xg = 2 nabyva hodnoty —1.

g x;=1+1,x, =1,x3 =2avisle xp = —1 nabyva hodnoty 1.

3. Vyjadfete raciondlni neryze lomenou funkci jako soucet polynomu a raciondlni ryze lomené
funkce.

—4x% +10x — 1 2x3 —2x2+5
ty = b y=—,
3 fiy x2—=3x+6 ) fry x2 —2x
' 3x7 —3x> 4 2x — 5
) firy= PEpp——

4. RozloZte polynom na soucin ireducibilnich Ciniteli v redlném oboru.

a) fiy=x>+1, b)) f:y=x*-16,

) fiy=x>=3x2—x+3, d) f:y=>5x3—-21x*=21x+5,

e) fiy=x>—1, f) fry=x*—x2-12,
fry=x*—2x2—-3x -2,

f
g f:y=>5x3—3x2+3x -5, h)
f

i) cy=x0 —x* = 10x® — 5x% — 21x + 36.

Pruvodce studiem

Pravé jste na konci kapitoly vénované elementarnim funkcim. Jiz vite, Ze mezi
elementarni funkce patfi funkce exponencialni, logaritmické, mocninné, goniome-
trické, cyklometrické, hyperbolické, hyperbolometrické a vsechny dalsi, které Ize
Z vyse jmenovanych vytvorit pomoci kone¢ného poctu operaci scitani, odcitani,
nasobeni, déleni a skladani funkci. Tedy napfiklad funkce

Fiy= x +tg(x —Inx)
SRV arctg(y/x + 1)

je elementarni.
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Nyni jiz znate vilastnosti, definicni obory a grafy zakladnich elementarnich
funkci. Tyto znalosti uplatnite nejen pfi studiu dalsich kapitol matematické analyzy,
ale také v jinych pfedmétech. Jedna se skutecné o zakladni poznatky, s nimiz
budete casto pracovat.

Na zaver jesté poznamenejme, Ze ne vSechny realné funkce jedné realné
proménné jsou elementarni. Napfiklad funkce signum (viz str. 41) nebo Dirichle-
tova funkce (viz str. 42) nejsou elementarni. S dalsimi funkcemi, které nejsou
elementarni, se setkate v integralnim poctu.

Autotest

Mate-li prostudovany predchozi kapitoly a spocteny ptiklady za jednotlivymi kapitolami, miiZete
smele pristoupit k nasledujicimu testu. Test by vam mél pomoci zhodnotit, nakolik jste zvladli a
osvojili si doposud probirané ucivo a zda miiZzete s dobrym pocitem pfistoupit ke studiu dalsich
kapitol.

V testu jsou zahrnuty jak otdzky testového charakteru (je moZno vice spravnych odpovédi), tak
pocetni priklady. Vypracovani by vdim nemélo zabrat vice nez 60 minut. OdloZte obavy a s chuti
do toho.

1. Nakreslete graf funkce f: y = 2|x — 3| 4+ 3|x + 2|.

2. Rozhodnéte, kterd z danych funkei je sudd nebo lich4.

2 . tgx
a) f:y=3x"—1, b) f:y=2sinx —3, c) fiy=—.
X
3. Urcete defini¢ni obor funkci.
3x +2 x—1
a) f:y = arccos T b) f:y=In 3-I—\/xz—4,
x [e—
[x2 —5x +4 x2+1
c Ty = 2In .
) iy x4+2 + X
4. Napiste hodnoty funkci v danych bodech.
2
a) tgm, b) sin g , c) arctgl, d) arccos -
5. Je-li funkce f klesajici, pak (mtiZe ale nemusi, nemiZze, musi) byt prosta.
6. Funkce f: y = sin2x je na intervalu (0, )
a) rostouci, b) klesajici, ¢) neni monoténni.

7. Funkce f:y =x%, x € R, je
a) ohraniCena, b) ohraniCena zdola, c) suda,
d) licha, €) prosta, f) rostouci.

8. Je-li f prostd funkce, pak (miZe ale nemusi, musi, nemize) byt ryze monoténni.

9. Ur&ete funkci f~! inverzni k funkci

1
fiy=24m@2x—1), xe (5,00).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Urcete funkci ! inverzni k funkci

4
f:y=—-3+cos

Nakreslete grafy funkei

—1 prox <0,

X rox %= 1,
P b) f:y=9 1 proxe(01),

a) firy= 0
=1
pro+ ’ —1 prox = 1.

5 — x* = 3x3 4 5x% — 2x, vite-li, 7e ma koteny

Najdéte vsechny kofeny polynomu f: y = x
x;=-—2ax,=1.

Polynom s redlnymi koeficienty stupné n = 1 ma v oboru redlnych isel (aspoii, pravé, nejvyse)
n rdznych kofend.

Necht’ polynom stupné n = 4 ma trojndsobny kofen x,. Pak tento polynom (midZe, nemuZe,
musi) byt monoténni.

KdyZ jedna a pil slepice snese jedno a pil vejce za jeden a pul dne, kolik vajec snesou tfi
slepice za tfi dny?

Vysledky autotestu najdete v KIici k fesenym prikladum. Zkontrolujte si vysledky

a pokuste se objektivné sami sebe ohodnotit. Nemate-1i Zddnou nebo jednu chybu, je
tieba vam skutecné pogratulovat. Zvladli jste to skvéle. Pokud jste se dopustili néjakych

//////

V ostatnich piipadech (obzvlasté mate-li vice neZ tfetinu otdzek odpovézenu Spatné) se
budete muset vratit k predchozim kapitoldm a znovu si promyslet pojmy, v kterych jste
chybovali. Doporucujeme si znovu prostudovat definice 1 feSené piiklady. Poté se znovu
vratte k AUTOTESTU a vypoctéte jesté jednou priklady, v nichz jste chybovali.

kokskoskosk

Nazvéte sviij omyl zkusenosti — jeho tiha bude hned o polovinu mensi.
(G. K. Chesterton)

ek skeoskosk
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Kapitola 5

Posloupnosti

Pruvodce studiem

V této kapitole se budeme zabyvat specialnim pripadem funkci, jejichZ definicnim
oborem je mnoZina vsech prirozenych Cisel. Takové funkce nazveme posloup-
nosti.

Nejprve si pfipomeneme zakladni viastnosti posloupnosti a stru¢né se zmi-
nime o posloupnostech znamych ze stfedni skoly — aritmetické a geometrické
posloupnosti.

StéZejnim cilem této kapitoly je zavedeni pojmu limita posloupnosti, diskuse
viastnosti limity a konkrétni vypocet limit. Volné receno, bude nas zajimat, k cemu
se c¢leny posloupnosti ,pfiblizuji“. Uvazujeme-Ili napfiklad posloupnost 1,9; 1,99;
1,999; ..., je jasné, Ze se Cleny této posloupnosti neustale priblizuji k cCislu 2.
Nasim cilem bude toto ,blizeni se* matematicky popsat, zpresnit. | kdyz se zda
pojem limity intuitivné zcela jasny, matematikim trvalo nékolik stoleti nez dosli
k dnesni, zcela presné, definici. A to i pfesto, Ze v intuitivni podobé se tento
pojem jiz dlouho pouzival. Problém je v tom, Ze definovat limitu znamena popsat
dynamicky proces (néco se k nécemu pribliZuje) statickymi nastroji.

V dalsich kapitolach pak zavedeme pojem limity pro funkce a na zakladé limity
definujeme dalsi dva zakladni pojmy diferencialniho poctu — spojitost a derivaci.

Upozorriujeme ctenare, Ze se v definici pojmu limita poprvé setka se tfemi po
sobé jdoucimi kvantifikatory. Pochopit vyznam sledu tfi kvantifikatord neni zcela
trivialni, a je proto tfeba mu vénovat dostatecnou pozornost.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét
e objasnit definice pojmu posloupnost, ohrani¢end a monoténni posloupnost,
e definovat a vysvétlit pojem limity posloupnosti,

e vypocitat jednoduché limity.
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5.1 Definice posloupnosti

Definice 5.1. Posloupnosti redlnych cisel (déle jen posloupnosti) budeme nazyvat funkci,
jejimz definicnim oborem je mnoZina vSech prirozenych ¢isel N.

Funkéni hodnoty posloupnosti se nazyvaji c¢leny posloupnosti. Funk&ni hodnota po-
sloupnosti f v bodé n € N se nazyva n-ty clen posloupnosti a znaci se misto f(n)

zpravidla f;,.
Posloupnost, kterd kazdému n € N pfifazuje ¢islo a, € R, budeme zapisovat nékterym
z nasledujicich zpiisobi: (ay, az, as, ... ); (an); (an)52 ;-

Zadani posloupnosti

Vime, Ze libovolna funkce f je zadana, je-1i dan defini¢ni obor funkce a pfedpis, kterym
kazdému x € D(f) ptifazujeme pravé jedno y € H(f). Definicnim oborem posloupnosti
je vzdy mnoZina N', nebudeme tedy defini¢ni obor uvadét. Sta&f tudiz zadat funk&ni
predpis posloupnosti a ten se zpravidla zadava jednim z nésledujicich zptisobt:

a) vzorcem pro n-ty clen ay, napt. a, = 2""!, a, = 2n — 1.

b) rekurentné zadanim prvniho ¢lenu posloupnosti nebo nékolika prvnich ¢lenti posloup-

nosti a vzorcem, podle n¢hoz lze urcit dalsi ¢leny pomoci predchozich ¢lent. Napf.
ay = 17 ay = 37 an—H = day +an—17n z 2'

Priklad 5.2. Urcete prvnich pét ¢leni nasledujicich posloupnosti:

a)a, = (=)', b)a, =

S| =

N

ar=1l,a41=0a,+2,n 21, d)a, =
e)aj=ay=1,a, = ap_1 +an—2,n = 3.

Resent.

a) Dosadime postupné n = 1, 2, 3,4, 5 adostdvame: 1, —1, 1, —1, 1.

b) Obdobné jako v piipadé a) dostaneme: 1, % %, %, % Tato posloupnost je nazyva har-
monickd.

c¢) Do vzorce pro a,4+1 dosadime postupné n = 1,2, 3,4 a dostdvame spolu s prvnim
¢lenem: 1, 3,5, 7, 9.

d) Jedna se o konstantni posloupnost: «/5 ﬁ ﬁ \/§ V3.

e) Do vzorce pro a, dosadime postupné n = 3,4, 5 a dostadvdme spolu s prvnimi dvéma

Cleny: 1, 1, 2, 3, 5. Jednd se o tzv. Fibonacciho posloupnostz. A

'Bude upiesnéno v pozndmee 5.11

Leonardo (Fibonacci) Pisansky (Cti fibona&i) (1170-1250) — italsky matematik. ZaslouzZil se o roz-
Sifeni arabskych a indickych matematickych poznatkt v Evropé. V roce 1202 vydal Knihu o abaku, kde
vysvétlil uziti arabskych &islic a pouZil poprvé v Evropé zdporna Cisla. K uvedené posloupnosti ho privedl
problém tykajici se ristu krali¢i populace.
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Grafické znazornéni posloupnosti
Grafem posloupnosti je mnoZzina vzajemné izolovanych bodu.

Priklad 5.3. Znazornéte graficky prvnich pét ¢lend posloupnosti:

1
a) ay =n?, b) by=1+—, ) ¢ =(=1)n.
n
Reseni. Grafy s prvnimi péti ¢leny posloupnosti jsou zndzornény na obr. 5.1 A
Gn by, Cn
251 ° 24 e 4+ .
3/2¢ . 21 ‘
16+ ° 2;2225/4 L4 o . Cp = (_1) n
J1r 23457
9t . 1
by =1+~
a, = n? n =3t .
4+ .
1 ® —5+ .
1 2 3 4 571 1 2 3 4 57N
a) b) c)
Obr. 5.1

Nékteré vlastnosti posloupnosti

ProtoZe posloupnost je zvlastnim piipadem funkce, miZeme u ni zkoumat obdobné vlast-
nosti, napt. ohrani¢enost a monotonii. Definice téchto pojmi jsme uvedli obecné pro
funkce — viz 3.8, 3.12. Pro posloupnosti je 1ze formulovat takto:

Posloupnost (a,) se nazyva

e shora ohranicend, pravé kdyz existuje ¢ € R takové, ze pro vSechna n € N plati:
an g C9

e zdola ohranicend, pravé kdyZ existuje ¢ € R takové, Ze pro vSechna n € N plati:
an z c,

e ohranicend, pravé kdyz existuje ¢ € R takové, ze pro viechna n € N plati: |a,| < c,
e rostouct, pravé kdyz pro kazdé n € N plati: a,, < a,+1,

e klesajici, pravé kdyZ pro kazdé n € N plati: a, > a,+1,

e nerostouct, pravé kdyz pro kazdé n € N plati: a, = a,y1,

e neklesajict, pravé kdyz pro kazdé n € N plati: a, < a,41.
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Rostouci, klesajici, neklesajici, nerostouci posloupnosti nazyvame souhrnné monoton-
nimi posloupnostmi. Posloupnosti rostouci a klesajici nazyvdme ryze monoténni posloup-
nosti.

Ukazme si, jak lze vztah pro rostouci posloupnost odvodit z definice rostouci funkce.
Vime, Ze funkce f je rostouct, jestlize pro kazdé x1, xo € D(f) takové, Ze x1 < x, plati
f(x1) < f(x2) — viz definice 3.12.

Pro posloupnosti 1ze tuto podminku piepsat takto: posloupnost (a,) je rostouct, jestlize
pro kazdé m,n € N takové, Ze m < n, plati a,, < a,. Je-li tato podminka splnéna pro
kazdé m,n € N, m < n, pak je samozifejmé splnéna i pro kazdé dva po sobé jdouci
indexy n, n 4+ 1. A naopak, je-li splnéna pro kazdé dva po sobé jdouci indexy, pak plati
pro vSechna pfirozena Cisla.

Predchozi podminku lze tedy nahradit podminkou: pro vSechna n € N takova, Ze
n <n+1,plati a, < a,4+1. Ale nerovnost n < n 4 1 plati pro vSechna pfirozend ¢isla n.
Mizeme tedy psat: posloupnost (a,) je rostouci, pravé kdyz pro kazdé n € N plati, Ze
a, < ap+1. Obdobné bychom postupovali v ostatnich piipadech.

Piiklad 5.4. Urcete, zda jsou nasledujici posloupnosti ohrani¢ené:

a)a, = =" b) b, = 3sin(n? + 1).

n

Resent.

a) Chceme najit takové ¢ € R™, aby pro kazdé n € N platilo |a,| < c. JelikoZ pro kazdé
n € Nje

1

=1,

|

muzeme vzit ¢ = 1, ptipadné jakékoli vétsi redlné Cislo. Tedy posloupnost (a,) je
ohrani¢end — viz obr. 5.2 a).
b) Pro kazdé n € N plati

Isin(n® + )| £ 1 & 3|sin(n* + 1| £3 & [3sin(n® +1)] < 3.
Tedy |b,| < 3 prokazdé n € N, a posloupnost (b,) je ohrani¢end — viz obr. 5.2b). A
Pripometime si nyni zdkladni vlastnosti dvou specidlnich typt posloupnosti — arit-

metické a geometrické posloupnosti.

Aritmeticka posloupnost
Necht (a,) je posloupnost. Existuje-li d € R tak, Ze pro vSechna n € N plati
an—f—l = an + da

tikdme, Ze (a,) je aritmetickd posloupnost a ¢islo d se nazyva diference.
Aritmeticka posloupnost je jednoznacné zadana prvnim ¢lenem a; a diferenci d.

Pro kazdou aritmetickou posloupnost (a,) plati:
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1724 .
1/44 .

b, = 3sin(n®> + 1)

—1/5¢ .
~1/3¢ .
(=n" .
a, =
n
- S S S
a) b)
Obr. 5.2
1) n-ty Clen lze vyjadfit vzorcem a, = a; + (n — 1)d.

ii) Pro libovolné dva ¢leny a,, a, plati ag = a, + (s — r)d.
iii) Pro soucet s, prvnich n ¢lend posloupnosti plati s, = 5 (a1 + ax).

1

2 3 45 6 7 81"

Priklad 5.5. Zjistéte, zda jsou nésledujici posloupnosti aritmetické
n 2n +1

aa, =2— —, b) b, =
3 n

Resent.

a) Musime ovéfit, zda existuje takové d € R, Ze pro kazdé n € N plati a,,+1 = a, + d.

Pritom

+1°

J— _ (5 n+1 ) ny 1
=dnp4+1 —ap = 3 3]~ 3¢

Tedy posloupnost (a,) je aritmeticka.
b) Postupujeme analogicky:

d = — =
I T =TT it

2+ +1 241

:(2n+3)(n—|—1)—(2n—|—1)(n—|—2)_ 1

n+2)(n+1)

Napriklad pro n = 1 dostdvame d = 1/6, pro n = 2 vyjde d = 1/12. Zjistili jsme,
Ze neexistuje takové Cislo d € R, aby pro kazdé n € N platilo a,+1 = a, + d (nase d

m+2)(n+1)

zéavisi na n), a tudiz se nejednd o aritmetickou posloupnost.
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Geometricka posloupnost

Necht (a,) je posloupnost. Existuje-li g € R tak, Ze pro vSechna n € N plati
ap+1 =dp - 4,

fikame, Ze (ay) je geometrickd posloupnost a Cislo g se nazyva kvocient.
Geometrickd posloupnost je jednoznacné zaddna prvnim ¢lenem a; a kvocientem g.

Pro kazdou geometrickou posloupnost (a,) plati:

i) n-ty &len Ize vyjadfit vzorcem a,, = aj - ¢" .

ii) Pro libovolné dva ¢leny a,, a, plati ag = a, - g
iii) Pro soucet s, prvnich n ¢lenil posloupnosti plati s, = aqu—__ll, je-lig #1.Je-lig =1,
pak s, =n-aj.

S—r

Priklad 5.6. Urcete, na jakou ¢astku vzroste vklad ag korun uloZeny do banky za n let,
jestlize banka prfipisuje na konci kazdého roku p% z Castky v tom roce ulozZené (tzv.
p-procentni sloZené irokovdni).

Reseni. Na konci prvniho roku pfipiSe banka p% z pivodné vlozené &astky ao, takze
vklad vzroste na castku

o (1+ 155
cant P —an (142,
@ =dot 0% =2 (160

Na konci druhého roku pfipiSe k této castce p% z ay, takZe vklad vzroste na ¢astku

—a+ o =a (14 ) =a (145)
_ —a (1 —a (1 .
D=t T = A 100/ = U 100

Vklady po pfipsani droki v jednotlivych letech tvofi zfejmé geometrickou posloupnost

s kvocientem g = 1 + {55 a prvnim ¢lenem a; = ag - g. VyuZitim vzorce a, = a; - ¢"~ ',

dojdeme k zavéru: Pfi p-procentnim slozeném trokovani vzroste ptivodné vloZena ¢astka
ap korun na ¢astku a,, korun, kterou vypoc¢teme podle vzorce

p n
— 1 —) A A
fn =40 ( * 100

Vzorec tohoto typu se pouziva i pro feSeni mnoha jinych dloh, napf. o vzriistu poctu
obyvatel nebo vzriistu objemu vyroby v daném ¢asovém tuseku.

5.2 Limita posloupnosti

Nez si definujeme pojem limity posloupnosti, ilustrujme si tento pojem na chovani po-
sloupnosti

1)
an=1—|—( ).
n
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Uréeme si prvnich par ¢lent posloupnosti:

—1!
a1:1—|—(1) =1-1=0,
S VR
= > T Ty T Yy

(—1)3 1 2
:1 :l——:—,
a3=1+— 373
S G VAU
da = 4 - a7y

(—1)° 1 4
:1 :1——:—’
as=1+—3 575

Vidime, Ze se Cleny posloupnosti s rostoucim n stidle pohybuji kolem hodnoty 1. Presnéji
feceno se k této hodnoté stdle vice a vice priblizuji. Zvolme nyni libovolné kladné redlné
¢islo €. Do grafického zndzornéni posloupnosti si zakresleme dvé vodorovné Cary ve
vySkdch 1 — e a 1 4+ e. Tim jsme kolem hodnoty 1 zakreslili tzv. e-ovy pds. Zkusme
odpovédét na nasledujici otazku.

Zvolime-li e jakkoliv, podari se ndm najit index ngo takovy, Ze vSechny cleny posloupnosti
s indexem vétsim nebo rovnym ny budou leZet uvniti e-ového pdsu?

Udélejme nyni drobnou odbocku v nasi ivaze a zamysleme se nad tim, jak budeme
zapisovat fakt, Ze Clen a,, lezi v e-ovém pasu. Pds jsme nakreslili kolem hodnoty 1. Tedy
¢len a,, lezi v e-ovém pasu, jestlize je rozdil |a, — 1| < e. Absolutni hodnota zajistuje to,
zZe Clen a, mize v grafickém zndzornéni leZet nad i pod hodnotou 1.

Nyni se vratme zpét k nasi otazce.

Napriklad k & = 1 existuje index no = 6 tak, Ze pro kazdé n = 6 plati |a, — 1| < 1.
Skute¢né pro kazdé n = 6 plati |1 + % —1| < % — viz obr. 5.3. VSimnéte si, Ze Clen
as lezi na hranici e-ového pasu a nerovnost |a, — 1| < % nespliiuje.

an [ )
I L T .
1. ......................................................... | .........................................
D 1 SPENENE NN NSRS SNANN\N
. | .
| a, = 1 + =D
I
N |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 h
t
no
Obr. 5.3
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Zvolime-li ¢ = ILO’ pak najdeme index ng = 11 tak, Ze pro kazdé n = 11 plati

lay — 1] < {5. Obdobné k & = 55 existuje index ng = 101 tak, Ze pro kazdé n > 101
plati |a, — 1] < ﬁ. Lze ukdazat, Ze opravdu ke kazdému ¢ existuje index ng takovy, Ze
plati |a, — 1] < ¢.

Jinak feceno, zvolime-li ¢ jakkoliv, podaii se ndm najit index ng takovy, Ze vSechny
Cleny posloupnosti s indexem vétSim nebo rovnym no budou lezet uvnitf e-ového pasu
kolem hodnoty 1. V takovém piipadé budeme fikat, Ze posloupnost a,, ma limitu 1.

Touto tvahou je motivovana nasledujici definice.

Definice 5.7. Rekneme, Ze posloupnost (a,) md limitu a € R, jestlize ke kazdému
kladnému redlnému Cislu € existuje prirozené Cislo ng takové, ze pro vSechna piirozena
¢isla n vétsi nebo rovna ng plati |a, — al < ¢.

PiSeme: lim a, = a.
n—oo

Symbolicky zapséano:

lim a, =a & (V8€R+3HQENVHEN,n§n02 |an—a|<8).

n—oo

Poznamka 5.8.

1. Dulezité je uvédomit si, Ze ¢islong zdvisina . Cim je € mensi, tim vétsi musime volit ng.
Cim menSi je €, ,,tim ddle musime v posloupnosti jit“, abychom méli zaruceno, Ze se
jiz setkdme jen s Cleny, které se od limitni hodnoty liS§{ 0 méné nez ¢.

2. Smysl definice se nezméni, nahradime-li v ni nerovnost n = nq ostrou nerovnosti
n > ny. Plati-li totiZ nerovnost |a, —a| < & pro kazdé n = ny, pak jist& plati pro kazdé
n > ng. Naopak, plati-li nerovnost pro n > ng, pak plati pro kazdé n = ng + 1, takze
staci zvétsit ng o jednicku.

Priklad 5.9. DokaZte z definice, Ze lim ¢ = ¢, kde ¢ € R.

n—o0

ReSeni. Mame dokézat, 7e ke kazdému ¢ € R existuje nog € N takové, Ze pro vSechna
n €N, n 2 ngplati|a,—c| < €.ProtoZe a, = c,je|a,—c| = |c—c| = |0] = 0.Zvolime-li
e € R* libovolng, miZeme volit ng € N také libovolné a pro viechnan € N, n = nyg
bude platit |a, — c| < €. A

1
Priklad 5.10. Dokazte z definice, Ze lim — = 0.

n—oon

Reseni. Mame dokézat, Ze ke kazdému ¢ € R existuje ng € N takové, Ze pro viechna
n €N, n = ng,plati |a, — 0| < .
ProtoZe a, = 1, je la, — 0] = || = L. Plati
n n n

1
la, — 0| < ¢ & —-<e¢ & n>—.
n
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1

ProtoZe - nemusi byt pfirozené Cislo, definujme no jako nejmensi piirozené Cislo vetsi
nez je %

Zavér: Ke kazdému ¢ € R jsme nasli ng € N takové, Ze pro viechnan € N, n = ny,
plati |a, — 0] < ¢. A

Poznamka 5.11. Z definice limity je vidét, Ze vlastnost mit limitu a hodnota této limity
se nezméni, pokud na zac¢atku posloupnosti vypustime, pfidime nebo zménime libovolny
konec¢ny pocet ¢lenti posloupnosti.

Ptidame-li napft. pfed posloupnost se ¢leny a,, = rll pét ¢lentt 10, 22, V11, 216, 10°,

vznikld posloupnost (10,22, /11,216,10° 1, 2.4, 1. 4,
posloupnost (a,). Analogicky posloupnost (ﬁ, ﬁ, ﬁ, 104° T05° 106> 107> - - - )» Kterd
vznikla z (a,) vypusténim prvni stovky ¢lentl, ma limitu 0.

Obdobné Ize fici, Ze se limita nezméni, pokud nékde ,,uprostied* posloupnosti vy-
pustime, pfiddme nebo zménime konecny pocet ¢leni. ProtoZe se zabyvame chovanim
¢lenti posloupnosti pro n — 0o, zménime-li kone¢ny pocet ¢lent posloupnosti, stile jesté
,,zbyde* nekone¢né mnoho ¢lend posloupnosti, které maji na hodnotu limity rozhodujici
vliv.

Z tohoto diivodu je vhodné za posloupnosti povazovat i ty funkce, jejichz defini¢ni
obor neni celé N, ale jen N \ K, kde K je konecnd podmnoZina mnoZiny N. Tedy
napiiklad funkci danou ptfedpisem a, = m povaZzujeme také za posloupnost
(v tomto rozsifeném smyslu), i kdyZ ¢leny a3z a ag nejsou definovany. Z definice limity je
ziejmé, Ze o jeji existenci a hodnoté rozhoduji pouze Cleny ,,s dostate¢né velkym indexem*.

Sebedelsi pocatecni konecny tsek posloupnosti nema vliv na existenci a hodnotu limity.

) md limitu O stejn& jako

Podivejme se nyni na posloupnost a, = /n. Vidime, Ze s rostoucim n ¢leny posloup-
nosti stale rostou. Tedy volné feceno, blizZi-li se n k nekone¢nu, bliZi se 1 a,, k nekonecnu.
Zvolme nyni libovolné kladné redlné Cislo k. Do grafického znézornéni posloupnosti si
zakresleme vodorovnou ¢aru ve vySce k. Zkusme odpoveédét na nasledujici otazku.

Zvolime-li redlné cislo k jakkoliv, podari se ndm najit index ng takovy, Ze vSechny
cleny posloupnosti s indexem vétsim nebo rovnym ng budou leZet nad primkou ve vysce k?

Naptiklad pro k = % najdeme index ny = 6 tak, aby pro kazdé n = ng platilo a, > k
— viz obr. 5.4. Jisté si dokdzeme predstavit, Ze skute¢né ke kazdému redlnému cislu k
existuje prirozené Cislo ng takové, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla n vétSi nebo rovna ng
plati a,, > k. V takovém piipadé budeme fikat, Ze posloupnost ma limitu plus nekonecno.

Definice 5.12. Rekneme, Ze posloupnost (a,) md limitu plus nekonecno, jestlize ke
kazdému realnému ¢islu k existuje prirozené Cislo ng takové, Ze pro vSechna pfirozena
¢isla n vétsi nebo rovna ng plati a, > k.

PiSeme: lim a, = oo.
n—oo

Symbolicky zapsano:

lim a, =00 & (VkeRElnoeNVneN,nzno: an>k).

n—oo
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Priklad 5.13. Dokazte z definice, Ze lim n = oo.
n— oo

Reseni. Chceme dokazat, Ze ke kazdému k € R, existuje no € N takové, Ze pro viechna
neN,n 2 ng,platia, > k, tj.n > k.
Necht k € R. Pak za n( staci zvolit nejbliZsi z pfirozenych Cisel, které je vétSineZ k. A

Analogicky budeme definovat limitu posloupnosti rovnu minus nekone¢nu.

Definice 5.14. Rekneme, Ze posloupnost (a,) md limitu minus nekonecno, jestlize ke
kaZzdému redlnému Cislu & existuje pfirozené &islo ng takové, Ze pro vSechna prirozena
Cisla n vétsi nebo rovna ng plati a,, < h.

Piseme: lim a, = —o0.
n—oo
Symbolicky zapséano:

lim a, = —00 & (VheREInOENVneN,ngnO: an<h).

n—o0

5.3 Vlastnosti limit

’ Véta 5.15. Kazdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, Zze a € R, b € R jsou dvé rizné
limity posloupnosti (a,). Bez G4jmy na obecnosti miZeme predpokladat, Zze a < b.
Zvolme ¢ = ’% Jelikoz lim a, = a, existuje n; € N takové, Zze Vn € N, n = ny,
n—oo
plati |a, —al| < ¢.
Tedy

a—¢e<a, <a-+e. 5.1
JelikoZz lim a, = b, existuje np € N takové, Ze Vn € N, n = nj plati |a, — b| < e.
n— oo
Tedy
b—e<a, <b+e. (5.2)
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Zvolime-li n = max{n, n,}, pak plati rovnosti (5.1) i (5.2). Tedy

b—es<a,<a+e = b—e<a+se = b—a < 2e.

¢ : y. b—a y - s _ b—a
Z posledni nerovnosti plyne, Ze =5~ < &, coZ je spor, nebot' ¢ = =5=.

Pfipustili jsme, Ze existuji dvé rizné limity a dosli jsme ke sporu. Tedy pokud existuje
limita, musi byt pravé jedna. Dlikaz jsme provedli pro kone¢né limity, tj. a,b € R.
Analogicky by se véta dokdzala i pro pripad limit +o0. [

Predchozi véta tikd, Ze pokud existuje limita posloupnosti, pak je pravé jedna. Z hle-
diska limit mohou nastat tyto piipady:

a) posloupnost ma vlastni (kone¢nou) limitu a, tj. lim a, =a, a € R,
n— oo
b) posloupnost ma nevlastni limitu +o0, tj. lim a, = oo,
n—oo

¢) posloupnost nem4 limitu (limita posloupnosti neexistuje).

Definice 5.16. Posloupnost (a,) se nazyva
1) konvergentni, jestlize lim a, = a, kde a € R,
n—oo

i1) divergentni, jestlize lim a, = 0o nebo limita neexistuje.
n—oo

Nasledujici véta popisuje dileZitou vlastnost konvergentnich posloupnosti.

’Véta 5.17. KaZdd konvergentni posloupnost je ohranicend. ‘

Diikaz. Necht' lim a, = a,a € R. Mame dokézat, Ze existuje ¢ € R* takové, Ze |a,| < ¢
n— oo

pro kazdé n € N.
Zvolme ¢ = 1. Podle definice limity k ¢ = 1

dng e NVneN, n=ng: la, —al < 1.

Zvolme ¢ = max{|ay|, |azl, ..., |an,|, |a| + 1}. Ziejmé ¢ € R*.
Jestlizen € {1, 2, ..., np}, je zfejmé |a,| < c.
Jestlize n € N, n 2 ny, pak |a, — a| < 1 (dle definice limity). Tedy

lay| = |lay —a +a| < |ay, —al+lal <1+ |a] < c.
Tudiz |a,| < c pro kazdé n € N, tj. (a,) je ohranicend. O

Vétu nelze obritit, tj. ne kaZzd4 ohrani¢end posloupnost je konvergentni. Napf. po-
sloupnost se ¢leny ¢, = (—1)" je ohranicend, ale neni konvergentni.
Shriime nyni vztah konvergence, divergence a ohrani¢enosti posloupnosti:
a) je-li lim a, = a, a € R, je posloupnost ohranicend,
n—oo

b) je-li lim a, = oo, je posloupnost zdola ohrani¢end, ale neni ohrani¢end shora,
n—oo
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¢) je-li lim a, = —oo, je posloupnost ohrani¢ena shora, ale neni ohranicend zdola,
n—oo
d) jestliZe limita neexistuje, pak o ohranic¢enosti posloupnosti nelze obecné nic fici (miZe,
ale nemusi byt ohrani¢end). Napt. posloupnosti se ¢leny a, = (—1)", b, = (—1)" - n
nemaji limitu, ale prvni je ohranicend a druh4 ne.
JiZ jsme vidéli, Ze ohrani¢end posloupnost nemusi byt konvergentni. Ukazuje se ale,
ze kdyZ vynechdame nékteré jeji Cleny, lze ziskat konvergentni posloupnost.

Definice 5.18. Necht’ je ddna posloupnost (a,) a rostouci posloupnost pfirozenych ci-
sel (k,). Posloupnost (b,), pro jejiz Cleny plati b, = ax,, se nazyva posloupnosti vybranou
z posloupnosti (ay).

//////

Véta 5.19. Z kaZdé ohranicené posloupnosti Ize vybrat konvergentni posloupnost. ‘

Naptiklad posloupnost (a,) = ((— 1)”) je ohranicend, ale neni konvergentni. Vybrané
posloupnosti (b,) = (1), (¢,) = (—1)jizkonvergentnijsou: lim 1 =1, lim (—1) = —1.
n—oo n—oo

Véta 5.20. Necht'posloupnost (a,) md limitua € R*. Pak kaZdd z ni vybrand posloupnost
md touZ limitu.

UvaZujme napftiklad posloupnost (a,) = (%) a rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel
(k,) = (Bn) = (3,6,9,12,...). Pak plati, Ze vybrand posloupnost (b,) = (ax,) =
= (a3, ag,a9,da12, ...) = (% %, %, 1]—2 .. ) ma limitu stejnou jako posloupnost (a,). Tj.
lim b, = lim 5- = 0.
n—oo n— oo

Poznamka 5.21.

1. Jak jsme pravé vidéli, tvrzeni véty 5.20 Casto vyuzivame pii konkrétnim vypoctu limit.
Vime-li naptiklad, Ze lim 1 =0, pak také vime, Ze lim o = Onebo lim .= =0,
n—oo I n—o0 M n— 00 2n+5
5 . .. L, . 1
nebot obé tyto posloupnosti jsou vybrané z posloupnosti a, = ;.

Obdobné 1 pro nevlastni limity. Vime-li napiiklad, Ze lim n = oo, pak také vime,
n—o0

Ze lim 2n = oo nebo lim (n + 3) = oo, nebot’ obé tyto posloupnosti jsou vybrané
n—oo n—oo

z posloupnosti (a,) = (n).

2. Dale se véta 5.20 Casto vyuziva k diikazu, Ze dana posloupnost neni konvergentni. Staci
najit libovolnou vybranou posloupnost, kterd neni konvergentni, nebo dvé vybrané
posloupnosti, jejichZ limity se nerovnaji (pokud by limita posloupnosti existovala,
musely by vSechny vybrané posloupnosti mit tutéz limitu). Z tohoto diivodu napf.
neexistuje limita posloupnosti (a,) = ((—1)"), nebot' vybrané posloupnosti (b,) = (1)

a (¢,) = (—1) maji rzné limity: lim 1 =1a lim (—1) = —1.
n—>oo n—oo

3. Porovnejte tvrzeni véty 5.20 s pozndmkou 5.11. Z definice 5.18 je zfejmé, Ze vybranou
posloupnost ziskame, kdyZ z plivodni posloupnosti vypustime konecné nebo neko-
ne¢né mnoho ¢lentd, ovSem tak, aby jich nekonecné mnoho zistalo. Takova vybrana
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posloupnost ma pak stejnou limitu jako posloupnost ptivodni, pokud tato limita exis-
tuje. Toto tvrzeni rozSifuje platnost poznamky 5.11, v niZ bylo feceno, Ze se limita
nezméni, pokud vypustime libovolny kone¢ny pocet ¢lenti posloupnosti.

Nyni si uvedeme vétu, kterd popisuje vliv monotonie posloupnosti na existenci a
hodnotu limity.

Véta 5.22.

i) Necht (a,) je neklesajici shora ohranicend posloupnost. Pak existuje konecnd
lim a, a rovnd se supremu oboru hodnot této posloupnosti, tj.
n—oo

lim a, = sup {a,,n € N}.
n—oo

ii) Necht (ay) je nerostouci zdola ohranicend posloupnost. Pak existuje konecnd lim a,,
n— oo

a rovnd se infimu oboru hodnot této posloupnosti, tj.

lim a, = inf {a,,n € N}.
n— oo

iii) Necht (ay) je neklesajici posloupnost, kterd neni shora ohranicend. Pak

lim a, = oco.
n—oo

iv) Necht (ay) je nerostouct posloupnost, kterd neni zdola ohranic¢end. Pak

lim a, = —o0.
n—oo

Pomoci predchozi véty 1ze dokazat existenci nasledujici dulezité limity. Lze ovéfit, Ze

posloupnost a, = (l + %) " je rostouci a shora ohrani¢end (a,, < 3). Na zaklad€ véty 5.22

ma tedy konec¢nou limitu.

1 n
Definice 5.23. Limitu posloupnosti a, = <1 + —) nazyvame Eulerovo ¢islo a ozna-
n

cujeme e.

O Eulerové ¢isle jsme se jiz zminili v pozndmce 4.1.

Priklad 5.24. Dokazte, Ze lim 2" = oc.

n—oo

Reseni. Posloupnost a, = 2" je rostouci, nebot’ pro viechna pfirozend &isla n plati 2" <

< 21 Dile vime, Ze posloupnost nenf shora ohranien4 (neexistuje konstanta ¢ € R tak,

aby platilo @, = 2" < ¢ pro vSechna n € N). Dle pfedchozi véty tedy lim a, = co. A
n—o0

5%
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Véta 5.25. Necht lim a, = a, lim b, = b, a, b € R*. Pak plati:
n— oo n—oo
1) lim (a, +b,) =a + b,
n—oo
2) lim (a, —b,) =a —b,
n—oo

3) lim (a, -b,) =a-b,
n— 00

. Qp a . ..
4) lim — = E,]e—ll b, # 0 pro vSechnan € N,

n—oo b,

5) lim %/a, = %/a, je-lik e N\ {l}aa, = 0 provSechnan € N,
n—oo

6) lim |a,| = l|al,
n— 00

md-li prislusnd pravd strana rovnosti smysl.

Poznamka 5.26.
1. Kazdé z tvrzeni véty 5.25 tikd, ze prislusna limita existuje, a ddva navod, jak ji lze
vytvofit z ¢isel a, b.
2. Bod 6) ve vété 5.25 tik4, Ze pokud existuje lim a, = a, pak existuje i lim |a,| a
X n—oo n—oo
plati, ze lim |a,| = |a|.
n—oo

V ptfipadé, ze a # 0, tvrzeni nelze obrétit. Neni pravda, Ze z existence lim lay |
n—

plyne existence lim a,. Pfikladem je posloupnost se ¢leny a,, = (—1)", kde hm |a,|
n—oo

existuje, ale lim a, neexistuje.
n—oo

V piipadé, Ze a = 0, plati 1 obracend implikace:

lim a, =0 < hm la,| = 0.
n—oo

Tuto ekvivalenci budeme potfebovat v nékterych diikazech.

3. Predpoklad ,,ma-li prislusnd prava strana rovnosti smysl* je velmi dalezity. Pokud neni
tento predpoklad splnén, pak k vypoctu limity nemiZeme vétu 5.25 pouzit.

Je-li napiiklad lim a, = oo a lim b, = oo, pak limity hm (an by) a hm Z”
n—oo n—oo n

nelze pocitat s vyuZzitim predchozi véty, nebot na pravé strane dostavame nedeﬁnovane
vyrazy oo — oo a <. To v8ak neznamend, Ze piislusnd limita neexistuje, jen je tfeba
k vypoctu limity pouZzit jiny postup.

Doporucujeme si zopakovat vSechny operace, které jsou, pfip. nejsou, definovany na
mnozing R* — viz str. 21.

Pii vypoctu limit posloupnosti budeme vyuZivat znalosti nékolika zdkladnich limit.
V pfedchozim textu jsme si ukdzali, Ze plati:
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limc=c (ceR), lim n = oo,

> 00 n—>00
.1 . 1\"
Jim = =0, Jim, (1 + ;,) =e.

Postupné si do tohoto seznamu ptiddme jesté dvé dalsi zdkladni limity, které je vhodné
si zapamatovat.

Priklad 5.27. Vypoctéte limity posloupnosti: @
a) lim (n®> +5n — 1), b) lim (n®> —5n — 1), ¢) lim (—n? + 5n),
-5 —8n n —on
d) lim - Fonts e) lim , f) lim — =
n—oo 1+ 2n + 3n? n—oo  2n+S5 n—009 — 2n — 4n?’

Reseni.
a) Vyuzijerne vétu 5.25:
hm (n +5n—-1) = lim n? 4+ lim 57 — lim 1 =

n—oo n—oo n—oo
= limn- limrn+ limS5- limn— liml=00-00+5-00—1=00
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
b) Nelze pouZzit vétu 5.25, protoze na pravé stran¢ dostdvdme nedefinovany vyraz oo — oo.
Upravime vytykanim (vytykdme vZdy nejvyssi mocninu) a pak teprve vyuZijeme vétu
5.25:

5 5 5 5
lim (n? —5n — 1) = lim n (1————2> — lim 2~ lim (1————2> _
n— 00 n— 00 n n n—00 n—00 n n
1 1
— limn- limn-<lim1— lim5- lim — — lim 5- lim - - lim —> -
n—o00  n—00 n— 00 n—-oo n—oopn n—o0o n—o0on n—>oon

=00-0:-(1-5-0-5-0-0)=c0-1=00

c) Obdobné jako v pripad€ b) nelze pouzit vétu 5.25, protoze bychom dostali nedefino-
vany vyraz —oo + 0o. Opét musime nejprve vytknout nejvyssi mocninu. Budeme jiz
postupovat rychleji.

; 2 . 2 5 . 2\ 1- 5
lim (= +5n) = 1im (—n?)(1=2) = lim (=% lim (1-2) =
n—o00 n

n— 00 n—00 n— 00 n
= —oo(l —0) = —

d) Nelze ihned pouzit vétu 5.25, musime vyraz v limité nejprve upravit. Vytkneme z Ci-
tatele i jmenovatele ¢len s nejvy$$i mocninou ze jmenovatele, tj. n2. Tento ¢len pak
zkratime:

2 8 4
S’ 48nt4 " <—5+z+n—z> ; —5+84 4
1m = 1m = IIm ———----=
n—>ool+2l’l+3n2 n—>oon2<n_12+%+3> n— 00 nl2+%+3
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2
lim (=5)+ lim 8- lim 1 4 1im 4. (m%)  548.044.0 5

n—oo”t n—oo n— o0

2 i = :
<lim %) + lim2- lim 1 4+ lim 3 0+2-0+3 3
n—oo n—oo n—)OO n—oo
e) Postupujeme obdobné jako v ptikladé d):
o —8nt+6n+7 ) n~(—8n—|—6+%) ) —8n—|—6+rzl
lim = lim = = lim ————" =
n— 00 2n +5 n— 00 n- (2 + ;) n— 00 24+ =
lim 245 lim 1 24+5-0 2 '
n—oo n—oo
=8 3
—8n +3 , ”2'<7+n—z> S35
f) lim ————— = lim = lim o——"*— =
o009 — 21 — dn? n—>oon2'<%_%_4> n—)oon_z_ﬁ_4
040
- o
0-0—-4 A

VSimnéte si, Ze poc¢itdme-li limitu ze zlomku, kde je v Citateli 1 ve jmenovateli néjaky
polynom, pak vysledek zavisi na ¢lenech s nejvySsi mocninou. Je-li v Citateli polynom
vyssiho stupné nez ve jmenovateli, pak je vysledek +o0, je-1i polynom vyssiho stupné ve
jmenovateli, pak je vysledek 0. Jestlize jsou v citateli i jmenovateli polynomy stejnych
stupnd, pak je vysledek redlné ¢islo dané koeficienty u nejvyssich mocnin.

Obdobné jako s mocninami poc¢itdme 1 s odmocninami — viz ndsledujici priklad.

Piiklad 5.28. Vypoctéte limity posloupnosti:

1
a) lim (vV9n? —4 —2n), b) lim (vV9n?> —4—3n), c¢) lim
n—> 00 n—> 00 n—>oo\/n +n— \/n + 2

Reseni.
a) Vzhledem k tomu, Ze nelze ihned pouZzit vétu 5.25, musime vyrazy upravit. Budeme
vytykat nejvyss$i mocninu.

4
lim( 9n2—4—2n): lim < n2(9——2>—2n>=
n—00 n—o00 n
. ) / 4
= lim <\/ 9———2n>:hm (n 9——2—2n>=
n—oo n—00 n
) 4 ) ) 4
= limn - 9— — -2 | = limn- lim 9—— -2 | =
n— 00 n2 n— 00 n— 00 n2

1 2
= lim n - \/lim9—lim4-lim (—) — lim2 | =
n— oo n— oo n—oo n— oo n n— oo

=00-WV9—-4.-0—-2)=c0-B3—-2)=0-1=00
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b) Pokud bychom chtéli vyfesit tento piiklad stejnym postupem jako v pripadé a), dostali
bychom nedefinovany vyraz 0 - co. Musime proto postupovat jinak. RozSifime vyraz
takovym zlomkem, abychom se za pouZiti vztahu (a + b)(a — b) = a®> — b? zbavili

Vv

odmocniny. Dile budeme vytykat nejvyssi mocninu.

9?2 —4+43n
lim 9?2 —4—3n) = lim on? —4—3n)- =
n—>oo( ) n—)oo< ) /9n2 —4 + 3n
9n? — 4 — 9n? —4 —4

=0
n—00,/9n2 — 4 4 3p n—>oon'< 9_%+3> o0-(34+3)
V n

c) Obdobné jako v ptikladé b) rozsifime vyraz takovym zlomkem, abychom se zbavili
odmocniny ve jmenovateli.

. 1 . 1 Vn24+n+/n?2+2
lim = lim . =
n>oo/n2 +n—/m2+2 nooo/n24n—n24+2 n24+n+Vn2+2
Vrl+n+v/n?+2 nP4+n+/n?+2
= lim 5 3 = lim =
n—oo n2+4+n— (n?+2) n—00 n—72
‘ n-(\/l—i-rll-i-\/l-l-n%) 1+1
= lim > = =2.
"o n-(1-73) 1 A

Nyni si uvedeme dva obtiznéjsi piiklady vyZadujici zvladnuti pocitani s mocninami a
odmocninami.

Priklad 5.29. Vypoctéte limity posloupnosti: @
 Vn2+1-16n 20+ 3n+ 14502+ 3n
a) lim — , b) lim 3 .
n—>00  /n* + 18n n—>00 \/2p3 +4n+1—3/505 +1
Reseni.

n2+1—16n ) A n4(ni2+ni4)_16”

a) lim = lim =
n—00 3,/n4+18n n—00 3 n4(1+%)
3
V(R fEed ey
= lim ; 2 = lim =
n—00 n—00
/.43 1+ 1§ 3 1+1_§

. 1 1 . 1
Yolim, G+ ) 103/ im s 3650 16V0 _,
Y/ lim (14 18) VI+0
n— 00 n

b) Vytkneme z kazdé odmocniny ¢len v nejvyssi mocning a pak zlomek vykritime ¢lenem
s nejvyssi mocninou ze jmenovatele.

o
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3 3 1 3
po V2043414V 43 V”532+n—4+n—s+”\/5+;,
1m = 1mm =
1> o3 pdn 1 —R5nS+ 1 o i3 4 L 345 s L

3 1 1 3
V2tatwstysyV5+is V25050404540 2

= lim = =—1/z-
n—00 1 4 1 3 1 0-4/240+0-3/5+0+0 5
%\/2+nz+n3 \/5+n5 v 4
A
@ Priklad 5.30. Vypoctéte limity posloupnosti:
a) lim (1 + —) , b) lim <1 + —) , c) lim (1 + —) ,
n—o0 n n—o00 n n— 00 n
1\" 5n+8 Tn+6
b (e h)s o (e d) o (e
Resent.

a) lim (1+—> = lim (<1+—)) :(lim <1+—>> = e

n—o00 n n—o00 n n—o00 n

1 n+5 1 n 1 5

b) lim (1-1——) = lim (1-1——) ~(1+—) =

n—oo n n—oo n n

. n\" 1\° , 1\°
=lm (1+—-) -1lm (14+—-] =e-1lm (14+—-] =
n—o00 n n—o00 n n—oo n

1 5
:e~(1—|— lim —) =e- (1+0° =e-1=c¢.

n—>oon

¢) lim (1+—> = lim <(1—|——)) .<1+_) —el.1=¢.
n—00 n n— 00 n n

d) lim (1+—) = lim { (1+—> = {/ lim (1+—) @ k.
o0 5n n—00 S5n n— 00 Sn

n

1\ 1
(*): Posloupnost <1 + 5—) je vybrand z posloupnosti (1 + —) , tedy jeji limita je
n n

rovna ¢islu e.

1 5n+8 1 5n 1 8 1 n\ S

1 8 1 4n 4571 5 .
x lim <1+—) = | lim (1—|——> 1 =ei = /63,
n— 00 4n n— 00 4n
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. 1o\t 1 N\7(n+5)
f) Im (14 —— = lim (1+ =

n—o00 2n+3 n—00 2n + 3
1 1\ 3(+%) 1 1\ 3(n+3-3+2)
ninolo< +2n—|—3) ninolo( +2n—|—3)
z 9
1 2n+31 2 1 -3
= lim <1+2 +3) - lim (1+2 +3> —e?.l=c? =+/el,
n— 00 n n— 00 n
A
1 n
Piiklad 5.31. Vypoitéte lim (1 _ —) . @
n—00 n

Reseni. V piedchozich piikladech jsme se zabyvali posloupnostmi vybranymi z posloup-
nosti o ¢lenech a, = (1 + rll)n Posloupnost se ¢leny b, = (1 + _ln) ~" vak nenf vybranou
posloupnosti z posloupnosti (a,). Pfi vypoctu je tedy nutno postupovat jinym zplisobem.
Vyraz v limité nejprve upravime pfevedenim do jmenovatele:

lim (1 1)" lim (n—l)" ! !
n— T :n—> T _n_\" T n—1+1\" -
o\ m ©\ n lim (;%)"  lim (55)

1
im (1+4)"  dim (1+5)" - (1+-4) e

n—00 n— 00 A

Diéle si uvedeme nékteré véty uziteCné pii konkrétnim vypoctu limit.

Véta 5.32. Necht jsou ddny posloupnosti (a,), (b,) a necht existuje ng € N takové, Ze
pro kazdén € N, n 2 ng je a, < b,,. JestliZe ddle

i) lim a, =a, lim b, =b, a, b € R* paka < b.

n—oo n—oo

i) lim a, = oo, pak lim b, = oo.
n—o0

n—o0
iii) lim b, = —oo, pak lim a, = —o0.
n—oo n—oo
Priklad 5.33. Vypoctéte lim n!. @
n— oo

Reseni. Pro kazdé n € Nplati: n < n!a lim n = co. Tedy dle zminéné véty plati, Ze
n—oo
existuje lim n!aplati, Ze lim n! = oo. A
n—oo n—oo

Véta 5.34 (o limité seviené posloupnosti). Necht jsou ddny posloupnosti (a,), (by),
(cn) a necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n 2 ng, je a, < ¢, < by,
Jestlize lim a, = lim b, = L, L € R*, pak plati lim ¢, = L.

n—oo

n—oo n—oo

o
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=

" : (="
Priklad 5.35. Vypodtéte 1 —_
‘ ypoctdte lim s

Reseni. Pro kazdé n € N plati —1 < (—1)" < 1. Nyni tyto nerovnosti vynasobime
vyrazem m, ktery je kladny pro kazdé n € N, a dostdvame
_ _ n
! < =D < ! .
W4+dn+5 "3 +4n+57 nd+4n+5

Definujme posloupnosti (a,,), (b,) a (c,) predpisy

—1 (=" 1
———, C = 7, = =
n3+4n+5 "3 4+4n+5 " 34+ 4n+5

an—

Plati lim a, =0, lim b, =0,tedyi lim ¢, = 0.

n— 00 n— 00 n— 00 A

1 241
Priklad 5.36. Vypoctéte lim | —cos mt .
n—oo \ n 2n — 1

2 . . y . P
gnﬂ diverguje k nekone¢nu a kosinus tohoto argumentu nemd limitu.
v * WV pe v v 2 .o P P .

To ovSem jeSté neznamend, Ze posloupnost se ¢leny %cos gnf} ji nema také! Vyjdeme

z toho, Ze kosinus libovolného argumentu je ohranic¢end funkce. Plati

Reseni. Posloupnost

n?+1
2n — 1

—1 < cos <1

Tyto nerovnosti vynasobime kladnym vyrazem % a dostdvame

n?+1

COS =1

1
n n

A
A

1
m
2.9 . _ ) .
Tedy naSe posloupnost % cos g’nﬂ je uzaviena posloupngstml —% a % (ononce nejen pro
dost velkd n, ale pro vSechnan € N), které obé konverguji k nule, a tedy i nase posloupnost

konverguje k nule. Proto
(1 n?+1
lim | —cos 5 =0.

n—oo \ n n—1

Nasledujici véta je dilezitym disledkem véty o limité seviené posloupnosti.

Véta 5.37. Necht lim a, = 0 a posloupnost (by,) je ohranicend. Pak lim a,b, = 0.
n—oo n—oo

sin(n? + 1)

Priklad 5.38. Vypoctéte lim
n—o00 n

=
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ReSeni. Posloupnost (a,) = (sin(n2 + 1)) je ohranicena: | sin(n? + 1)| £ 1 pro vSechna
n € N.Ddle lim 1 = 0. Tedy podle véty 5.37 je

n—oo

: 2
1 1
fim S0 D e Y=o

n— 00 n n—-oon A

Pomoci véty 5.34 si nyni dokdZeme platnost dalsi dilezité limity:

lim %/n = 1.

n—oo

Diikaz. Nechtn € N, n = 2. Polozme 4/n = 1 + h,. Pak

lim %/n=1 <& lim h, =0.

n—oo n—oo
Chceme tedy dokézat, ze lim h, = 0.

n—o0

Umocnénim vztahu %/n = 1 + h, dostaneme n = (1 + h,)".
K dpravé pravé strany rovnosti vyuZijeme binomickou vétu

(a+b)" = (g) a"b’ + G) a" b + (Z) A" (n>a0b”
n

a obdrzime (pfi volbéa = 1,b = hy,)

—1
n:1+nhn+%hfl+~~+hz.

Pritom 4, > 0, a tedy z pfedchozi rovnosti mdme n > #h% > 0, tudiz

2
0< h2 < —
-1
Jelikoz lim 0 =0a lim nil = 0, plati dle véty o limité seviené posloupnosti, Ze také
n—oo n—o0
lim h2 = 0. Tedy lim h, =0, a tudiz
n—oo n—oo
lim 4/n= lim (1+h,) = lim 1+ lim h,=1+0=1. [
n—00 n—o00 n—00 n—00

Priklad 5.39. Vypoctéte limity posloupnosti:

a) lim %/n, b) lim 3/n’, ¢) lim /3", d) lim /2" 4 37,
n—oo n—oo n—oo n—oo
ReSent.

a) hm n/n = hm i/ hm =J1=1.
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b) lim ¥/77 = lim (3/n)" = (lim 3/n)" =17 = 1.
n—oo n—oo n—oo

¢) lim %/3" = lim v/4/3" = lim /3 = /3.
n— oo n— oo n—oo

d) K vypoctu limity pouZijeme nasledujici nerovnost, kterd plati pro vSechnan € N~ {1}:

V3 < A 3 < /3 3,

Ddle plati
lim V3" = lim 3 = 3,
n— oo n— oo
lim %/3" +3" = lim 4/2-3" = lim ¥2-Y/3"=1.3 =3,
n—oo n—oo n—oo

Vyuzili jsme toho, Ze pron € N, n > 2 plati 1 < /2 < 2/n, a tudiZ dle véty 5.34 je

lim /2 = 1.

n—oo

Celkové tedy dle véty 5.34 plati, Ze lim /2" + 3" = 3. A

n—oo

Pridejme si do naseho seznamu dileZzitych limit posledni limitu:

o0 prog > 1,
1 =1,
(6]  lim ¢" = prod
n—00 0 prog € (—1,1),

neexistuje prog < —1.

Diikaz. Jedna se o geometrickou posloupnost s kvocientem g. Pfedpokladejme, Ze:

1) ¢ > 1. VyuZijeme binomickou vétu
A+x)"=14+nx+---+x"
aprox > 0an = 2 dostdvame (1 + x)" > 1 + nx. Pro x = g — 1 tedy plati
"=+ @—-1)">1+n(g-1).

Jelikoz lim (1 4+ n(g — 1)) = oo, je dle véty 5.321 lim ¢" = oo.
n—oo

n—o0
il)g=1.Pak lim 1" = lim 1 =1.
n—oo

n—oo
iii) g € (—1,1).Je-lig =0, pak lim ¢" = lim 0" = 0.
n— oo n—oo n
Necht nyni ¢ # 0 a zédrovei |g| < 1. Pak |ql| > 1a lim <|qu> = oo dle bodu i).
n—oo
1

Tedy lim |g|" = lim —— = — = 0. Podle pozndmky 5.26, bod 2 dostaneme, Ze

n—00 n—o0 W (0. ¢]
lim ¢" = 0.
n—o0
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iv) ¢ £ —1. Pro n sudé, tj. n = 2k, je Jim g** = oo (viz bod i), nebot g% = |¢%|, kde

lg| > 1), pro n liché, tj. n = 2k + 1, je lim ¢**! =4 lim ¢* = —o0, nebot g je
k—o00 k—o00
zdporné a k]im g*F = 0o. Podle poznamky 5.21, bod 2 tudiZ limita neexistuje. ~ [J
—00

Priklad 5.40. Vypoctéte limity posloupnosti:

a) lim , b) lim , ¢) lim .
n—oo \ 3n — 1 n—oo\n—1 n—oo \ 3n — 1
Resenti.

a) lim = lm { ——— = lim (14 =
n—oo \ 3n — 1 n— 00 3n — 1 n—00 3n — 1
=nli>rgo<l—|—3n_1) .nli>ngo(1+3n—l) =e-1=e.

2 2n 2n _ 1 1 2n
b) lim ( & ) = lim 2% (L) — lim 2% (u) _
n—oo\n—1 n— 00 n—1 n— 00 n—1

1 n—172 1 2
I+ I+ =o0-e*-
n—1 n—1

Jiny zpdsob feSeni: Pro kazdé n € N~ {1} plati -2 =221l = 2(1 4 L) > 2,a

n—1
proto
2 2}’1
< nl) > 2%
n_

ProtoZe lim 22" = oo, je dle véty 5.32 i limita lim (:24)*" = oo.
n—oo n—oo

. 2n " . 2\" 3n " . 2\" B3n—14+1\"
¢) lim = lim [ = = lim [ = — ] =
n—oo \ 3n — 1 n—o00 \ 3 3n —1 n—oo \ 3 3n—1
1
) 2\"
= lim ( =
n—oo \ 3

p—
[\

= lim 4"
n—00

= OQ.

1 3}’1—1 1 3 )
1 1 —0.(e-1)F =0.
<+3n—1) (+3n—1) (e-1) N

Vsimnéte si na predchozim piikladé€, které koeficienty u nezndmych rozhoduji o vy-
sledku. I kdyz je zad4ni velmi podobné, ¢leny prvni posloupnosti konverguji k nule, ¢leny
druhé posloupnosti diverguji k nekone¢nu.

Priklad 5.41. Urcete, zda existuji nasledujici limity. Pokud ano, vypoctéte je:

(2 e =42
a) lim ——, b) lim ——, ¢) lim —————.
n—oo (—1)" —2 n—>00 2.-4n n—00 3"(2 — (—=1)")

o
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Resent.
P oy (=D 142
a) Pro sudd n je vyraz v limité roven: Chi—a = 122 = 3, pro liché n je vyraz v limité
roven: E:BE% = Ej;f% = —% . Vybrana posloupnost sudych ¢lent tedy konverguje
k &islu —3, vybrand posloupnost lichych ¢lent k ¢islu — 5 L tudiz lim (];—,ﬁz neexistuje.
n—oo
. 2N+ (=2)" . 2n-d+E=DY 1+( D”
b) lim ———— = lim = lim — =

=Ly Ly N = Loto =0
—angr;o{(a) +(—5H—5< =0

¢) Pro kazdé n € N plati
_1\n
< ED+2 3
GG D R
Protoze je zadand posloupnost ohrani¢end zdola nulovou posloupnosti a shora posloup-
nosti, kterd konverguje k ¢islu 0 ( lim 3 (%)n = 0), je limita zadané posloupnosti podle
n—oo

véty 5.34 také rovna 0. A

@ Priklad 5.42. Vypoctéte limity posloupnosti:

2)! — 3n! 142434 l+44+L4 4 L
a) fim DI L2 AR S T AL 3
n—oo (n+2)!+1 n— 00 n n—>ool_|_§_|_z+...+2_n
Resent.
. (n+2)!—3n! . (m+2)(n+ Dn! — 3n! i (n+2)(n—|—1)—3
a) lim ————— = lim = lim
n—oo (n+2)!+1 n—o0 (n+2)(n+ Dn! +1 n—>00(n—|—2)(n—|-1)—|—
2
3n—1 1+———
= lim " — lim ~ 1.

n—>oon2_|_3n_|_2_|_ n—>ool_|_ _|_ > + L1

n!
ProtoZze n! > n,je 0 < W Z az vety 5.34 plyne 11 % =0.
: n—oo

b) Vyuzijeme vztah pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti.

14243440 Sd4mn 14n . i41
lim = lim =———— = lim > = lim % =

n— 00 n2 n— 00 n2 n— 00 n n—oo 2 2°
c¢) V ditateli mame soucet prvnich n 4 1 ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem

a; = 1 akvocientem g = %:
g"tl -1 (%)"H -1 3 [ /1\n+l 3
Sn-l—l:al—:l'l—:—— (—) —1) =-.

Ve jmenovateli mame soucet prvnich n + 1 ¢len geometrické posloupnosti s prvnim
¢lenem a; = 1 a kvocientem g = %:

n—l—l_l ln+1_1 1\ n+1
sad:aﬂ————:l-ﬁ%————:—2<ﬂ) —1)22.

q—1 57— 1
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Celkem tedy

e e R N TS
Jm T = Mm-S 2
1+2+4+"'+2n Sn-|—] A

W

Véta 5.43. Necht lima, = 0 a necht existuje ny € N takové, Ze pro vSechna n = ny

plati a, > 0O (resp. a, < 0). Pak lim ai = 00 (resp. lim ai = —00).
n—oo “n n—oo “n

Pojmy k zapamatovani

— posloupnost,
— rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici, ohranicend posloupnost,
— limita posloupnosti,

— konvergentni, divergentni posloupnost.

Kontrolni otazky 2

1. Vysvétlete, co to znamend, Ze posloupnost je rostouci.
2. Uvedte piiklad ohrani¢ené posloupnosti.
3. Vysvétlete geometricky vyznam skutecnosti, Ze limita posloupnosti se rovna dvéma.
4. Uvedte piiklad posloupnosti, kterd mad limitu rovnu plus nekone¢nu.
5. Uvedte piiklad vybrané posloupnosti z posloupnosti dané predpisem a, = n.
6. Kolik limit miZe mit posloupnost?
7. Zformulujte vétu o limité seviené posloupnosti.
Priklady k procviceni '
1. Vypoctéte limity posloupnosti: *
=P —5n4+7 524+ 8n+1
a) lim ———, b) lm -—5———,
n—oo 5n24+n—8 n—o0 Tn% 4+ 8n — 1
3n +3 6n2 +5n —2
o lim 272 & lim

nsoo 1 —2n 4+ 6n2"

n—oond —n

2. Vypoctéte limity posloupnosti:

a) lim (Vn+2—+n=2), b) lim (Vn+/n—+2n+1),
¢) lim (v4n? =5 —2n), d)  lim T l =T
e) lim (v4n>—n—n), f)  lim (v4n> —n —2n).
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10.

11.

. Vypoctéte limity posloupnosti:

1 6n
a) lim <1—|—> ,
n—00 n
1 3n+6
d) lim <1 + > ,
n—00 2n

. Vypoctéte limity posloupnosti:

a) lim %/n,

n—o0

) n -sinn?
a m ———,
n—oo pn2 +1
d) lim /9" + 4",

n—00

. Vypoctéte limity posloupnosti:

cos erzz+n+l
lim ——
n— 00

a)

n

. Vypoctéte limity posloupnosti:

27!
a) lim TN 0
n=oo (3)" 41
3n
d) lim +43/3),
n—oo \ ] — 37

a) lim (—1)"-n?,
n—oo
d) lim cos(2nm),

n—oo

. Vypoctéte limity posloupnosti:

3n+2)!—m+ 1)
(n+3)! ’

a) lim

n— o0
Vypoctéte limity posloupnosti:

. 1+42+3+4+---4n
lim

a)

(

n—oo

n+2

. Vypoctéte limity uZitim véty o limité seviené posloupnosti:

1 3n+2 1 n
b) lim (1 + ) , ¢) lim <1 + ) ,
n— 00 n n—o00 3]’[
3n+2\" n+1\*
li , li , kel
b) lim V7, c) lim /6.
n—o00 n—oo
1"
by lim <" o 1 G
n—oon 4+ 1 n%oonz—sn—}—l
e) lim yYn+35, ) lim Vn%2+1.
n— 00 n—0o0
_— o nn
b) lim ¢ lim 22
n—oo n% 4+ 1 n—oo n
V2 -1 2" —1
by fim V2L ¢ lim ,
n—>oo(/§_2 n—o0 2 4+ 2
- 6" + 4" — 2" H 1 3n "
e m — im .
n—soo @Ml —3n n—oo \ 2n — 1

. Rozhodnéte, zda existuji nasledujici limity. Pokud ano, vypoctéte je. Neexistenci zdlivodnéte.

-1 —H"+2
b) lim !’ o) lim u’
n—oo p2 n—o0 2 — (="
2 n
e) lim M’ f) lim n=D"
n—00 n n—00
b) (n+ 1! —2n!

m — .
n—>oo 3(n+ 1)1 41

I+ 545+ +5
.

4n

lim

b) T, 1
n—>001_|_4+16_|_..._|_

n
2 ’

Rozhodnéte, které z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva.

a) Kazd4 ohranicend posloupnost ma limitu.

b) Posloupnost se ¢leny a,

3—sinn

—y+ je ohraniCend.
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¢) Kazd4 nerostouci posloupnost ma zdpornou limitu.

d) Kazd4 monoténni posloupnost je konvergentni.

e) Kazd4 geometrickd posloupnost m4 limitu.

f) Je-li aritmetickd posloupnost konvergentni, je konstantni.

12. Dokazte, Ze je posloupnost a, = 3 + 4n aritmetickd a urcete jeji diferenci.

13. Najdéte vSechny aritmetické posloupnosti, u nichZ soucet prvnich tif ¢lent je 27 a soucet
mocnin tychz ¢lend je 275.

14. Urcete vSechny geometrické posloupnosti, u nichZ soucet prvniho a ctvrtého ¢lenu je 18, soucet
druhého a tietiho ¢lenu je 12.

15. Mezi ¢isla 4 a 37 vlozte Cisla tak, aby s danymi ¢isly tvorila aritmetickou posloupnost o souctu
246. Urcete pocet vloZenych ¢&isel a diferenci takto vytvorené aritmetické posloupnosti.

16. Autobus jede po piimé silnici stalou rychlosti 10 m-s~'. V okamZiku, kdy projizdi mistem M,
vyjizdi z tohoto mista tymZ smérem osobni auto, které za prvni sekundu ujede 3 m a za kazdou
nasledujici sekundu ujede o 2 m vice nez za predchézejici sekundu. Za kolik sekund dohoni
auto autobus?

17. Drat ma primér 5 mm. Jednim protazenim se primér dratu zmensi o 10 %. Jaky bude pramér
drétu po deseti protazenich?

18. Urcete délky stran pravouhlého trojihelnika, vite-li, Ze tvofi tfi po sob€ jdouci Cleny aritmetické
posloupnosti a Ze obsah trojihelnika je 54 cm?.

19. Do ¢tverce o strané délky 1 m je vepsdn ¢tverec, jehoZ vrcholy jsou stiedy stran ptivodniho

¢tverce. Do tohoto Ctverce je opét stejnym zplsobem vepsan dalsi ¢tverec, atd. Jaky je obsah
desétého Ctverce?

Autotest

Maite za sebou obsahové i casové ndrocnou kapitolu o posloupnostech. Pokud jste si nové pojmy
fadné promysleli, propoditali feSené i nefeSené piiklady, pak muzZete pfistoupit k nasledujicimu
testu. Test obsahuje otazky a priklady podobného typu, s jakymi se miZete setkat u zkousky.
PomiiZze vam proto zhodnotit, nakolik jste ucivo zvladli a zda se muizete pustit do studia dalSich
kapitol. Test by vam nemél zabrat vice neZz 45 minut.

1. Vypoctéte limity posloupnosti:

3v/n+2sin(n? +2
a) lim (V3n2+3n—1—3n2 +2n—3), b) lim — +6 Smfj_ )
n— 00 n—00 n — \/n

m+1\"
o) lim<n+ > , d)  lim (n — VenZ +5n +7).

n—00 2n n—00

5%
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2. UZitim véty o limité seviené posloupnosti vypoctéte:

—1y in5
9 lim b) lim 22
m»w}ﬁ—+5 n—-oo n

3. Uvedte ptiklad divergentni posloupnosti.

Vysledky autotestu najdete v KIici k FeSenym prikladium. Zkontrolujte si vysledky a
pokuste se objektivné sami sebe ohodnotit. V piipadé, Ze mate vice nez tietinu prikladi
Spatné, budete se muset k pfisluSnému ucivu znovu vratit. Prostudujte znovu definice,
véty 1 feSené priklady. V pripadé€, Ze nékterou pasaz nechdpete ani po opétovném prostu-
dovani, kontaktujte svého vyucujiciho. Nékdy sta¢i mald rada a vSe je rdzem jasné nebo
pfinejmensim jasnéjsi.

kokskoksk

O mnohé véci se nepokousime ne proto, Ze jsou teZke,
ale tezké jsou proto, Ze se o né nepokousime.
(Seneca)
soskeskoskesk
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Kapitola 6

Limita a spojitost funkce

Pruvodce studiem

1]

PFi vysetfovani prabehu funkce je nutné zkoumat chovani funkce v ,blizkém okoli
nékterych bodu. Napfriklad téch, které nepatfi do defini¢niho oboru funkce. Zajima
nas, zda se v ,blizkém okoli* bodu x funkcni hodnoty dané funkce ,bliZi* k neja-
kému konkrétnimu cislu nebo zda neomezené rostou, popf. klesaji. Tento proces
Lblizeni se” popiseme pomoci pojmu limita.

Pojem limity je zakladnim pojmem celé matematické analyzy. Na zakladé
tohoto pojmu pak budeme definovat dalsi vyznamneé pojmy diferencialniho poctu,
a to spojitost funkce a v dalsi kapitole pak derivaci funkce. Budeme-Ii dale mluvit
o limité, budeme mit na mysli limitu funkce (nikoliv limitu posloupnosti).

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni
e definovat a pomoci obrazkid vysvétlit pojem limita a jednostranna limita,
e uvést zakladni vlastnosti limit,
e definovat spojitost funkce v bodé,
e uvést zakladni pravidla pro pocitini s limitami,

e vypocitat limity jednoduchych funkci.

6.1 Definice limity

ProtoZe je pojem limity funkce jedné redlné proménné zakladnim pojmem celé matema-
tické analyzy, budeme mu vénovat pomérné velkou pozornost.

Podivejme se na nésledujici obrazky.

Na obrazku 6.1 je zndzornén graf funkce f, kterd neni definovdna v bod¢ x = 2.
Vezméme hodnoty x; = 1, xo = 1,5, x3 = 1,8, ... nezdvisle proménné, které se budou
¢im dél vice priblizovat k hodnoté 2 (z levé strany), a podivejme se, jak se chovaji funkéni

o
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f(x3) 3
S (x2) 1

f(x1) A

0 Xi X x32 X
Obr. 6.1
hodnoty v téchto bodech. Je vidét, Ze se tyto hodnoty, tj. f(x1), f(x2), f(x3), ..., ¢im
dal vic pfiblizuji k ¢islu y = 3. Pfi pfiblizovéni zprava k x = 2 je situace analogicka.
y
3'__ - - 0 “\ - - -
o[ _ ‘\ A
1 : p . o
0O  xi xx32 x

Obr. 6.2

Na obrdzku 6.2 je zndzornén graf funkce g, kterd rovné€Zz neni definovéna v bodé x = 2.
Jejichovani v blizkosti tohoto bodu je ale zcela odlisné. Jestlize se opét pfiblizujeme k bodu
x = 2 zleva, napt. po hodnotach x; = 1, x, = 1,5, x3 = 1,8, . . ., funkéni hodnoty g(x1),
g(x2), g(x3), ... setentokrit k ni¢emu nepfiblizuji, ale ,.kmitaji* mezi hodnotami y = 1 a
y = 3. Tedy hodnoty g(x) se nepfiblizuji k Zddnému Cislu (na ose y), kdyZ x se priblizuje
k ¢islu 2 zleva (na ose x). Stejna situace je pfi priblizovani k x = 2 zprava.

Na obrazku 6.3 je graf funkce #, kterd rovnéz neni definovana v bodé x = 2. Tentokrat
pii priblizovani se k bodu x = 2 zleva po bodech x; = 1, x, = 1,5, x3 = 1,8, ...
se funkéni hodnoty h(x1), h(x2), h(x3), ... neomezené zvétSuji. Stejnd je situace pii
pfiblizovéani k x = 2 zprava.

Nasim cilem bude nyni odliSit od sebe situaci, kdy se hodnoty f(x) ,k néemu
priblizuji*, a situaci, kdy se hodnoty k ,,ni¢emu nepftibliZuji*.
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y = h(x)

Vlastni limita ve vlastnim bodé

Na obr. 6.1 jsme si ukédzali priklad funkce f, kterd ma tu vlastnost, ze kdyZ se x priblizuje
k ¢islu 2, hodnoty f (x) se priblizuji k ¢islu 3. Tato situace je popsana v nésledujici definici
a podrobnéji zndzornéna na obr. 6.4.

Definice 6.1. Rekneme, 7e funkce f mdv bodé xy € R limitu A € R, jestlize ke kazdému
e € RY existuje § € R takové, Ze pro viechna x € (xo — 8, xp + 8), x # xo, plati
f(x) e (A—¢e, A+ ¢). PiSeme:

lim f(x) = A.
X—>X(

Symbolicky zapsano:

lim fx)=A <

xX— X0

(Ve e R"IS e R Vx € (xg—8,x0+8) N {xo}: f(x) €(A—¢g, A+e)).

Objasnéme si smysl predchozi definice: Zvolime libovolny (libovolné uzky) pas o Siice 2¢
kolem piimky y = A. K nému musime umét najit interval (xo —§, xo+J) o Sifce 2§ kolem
bodu x tak, aby graf funkce f na mnozZiné (xo — 8, xo + ) \ {xo} leZel cely ve zvoleném
pasu. Ztejmé Cislo § > 0 zvolené v obr. 6.4 bychom mohli jesté ponckud zvétsit.

Poznamka 6.2. Pismena € a § jsou pouZita z tradi¢nich historickych divoda.

Nevlastni limita ve vlastnim bodé

Na obr. 6.3 jsme si ukdzali ptiklad funkce &, kterda md tu vlastnost, Ze kdyz se x pfi-
blizuje k Cislu 2, hodnoty A (x) se neomezené zvétSuji. Pfesné je tato vlastnost popsdna
v nésledujici definici a zndzornéna na obr. 6.5 a).

o
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y=f)
A+ & <

Obr. 6.4

Definice 6.3. Rekneme, 7e funkce f md v bodé xo € R limitu +00, jestlize ke kazdému
&islu M € R existuje § € R takové, Ze pro viechna x € (xg — 8, xo + 8), x # xo, plati
f(x) > M. PiSeme:

lim f(x) = +o0.
X—>X0

Symbolicky zapséano:
lim f(x) =400 <&
X—>X0
(VM eR3IS e R Vx € (xg—8,x0+8) \ {xo} : f(x)>M).

Tedy ke kazdému redlnému ¢islu M musime umét najit interval (xo — 8, xo + 8) tak, aby
graf funkce f na mnoZiné (xo — 8, xo + 8) \ {xo} leZel cely nad pfimkou y = M, tj. nad
rovnobézkou s osou x ve vySce M.
Obdobné definujeme xli)n; f(x) = —oo. (Pouze nerovnost f(x) > M zménime na
0

f(x) < M)— viz obr. 6.5 b).

Vlastni limita v nevlastnim bodé

Zabyvejme se nyni piipadem, kdy se x blizi k +00 nebo —oo (vzdaluje se neomezené
vpravo nebo vlevo) a hodnoty f (x) se bliZi ke kone¢nému Cislu. Situace je zndzornéna na
obr. 6.5¢) a6.5d).

Definice 6.4. Rekneme, e funkce f md v +00 (nebo podrobnéji pro x jdouci do +00)
limitu A € R, jestlize ke kazdému &islu ¢ € R existuje ¢islo K € R takové, Ze pro
vSechna redlnd ¢isla x > K plati f(x) € (A — ¢, A + ¢). PiSeme:

i 169 =4.
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Obr. 6.5
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Symbolicky zapsédno:
lim f(x)=A <%
X—> 400
(VeeRTIKeRVxeR,x>K: f(x)e(A—¢,A+¢)).

To znamen4, Ze 1ze najit hodnotu K takovou, aby pro kazdé x > K lezel graf funkce f
uvnitf pasu o Sifce 2¢, ktery je sestrojen kolem piimky y = A (Cislo K by bylo mozné
v obrdzku 6.5 c¢) zvolit ponékud mensi).

Obdobné deﬁnujemexgmOo f(x) = A (pouze nerovnostx > K se v pfedchozi definici

zméni na x < K)— viz obr. 6.5 d).

Nevlastni limita v nevlastnim bodé

v s

Nakonec si vSimneme piipadu, kdy se x blizi k 400 nebo —oo (vzdaluje se neomezené
vpravo nebo vlevo) a hodnoty f(x) se neomezené zvétSuji popi. zmenSuji (limita je
F00). Uvedeme presnou definici pouze jedné varianty (ostatni dostaneme jednoduchymi
obménami) a situaci budeme ilustrovat obrazky.

Definice 6.5. Rekneme, Ze funkce f md v 400 (nebo podrobnéji pro x jdouci do +0c)
limitu +00, jestlize ke kazdému ¢islu M € R existuje ¢islo K € R takové, ze pro vSechna
redlnd x > K plati f(x) > M. PiSeme:

lim £(x) = +oo.

xX— 400

Symbolicky zapséano:
Iim f(x)=400 < (MMeRIKeRVxeR,x>K: f(x)>M).

xX— 400

Situaci popsanou v definici ilustruje obr. 6.6 a). Obrazky 6.6 b) az 6.6 d) ilustruji zbyvajici
moznosti (v definici se zméni nerovnost x > K nax < K nebo f(x) > M na f(x) < M).

Souhrnna definice limity

V predchozich odstavcich jsme si popsali vSechny moZnosti, které v piipadé existence
limity mohou nastat. Mluvili jsme o ndsledujicich pfipadech (xg, A € R):

vlastni limita ve vlastnim bod¢ lim f(x) =A,
X—>X(

nevlastni limita ve vlastnim bodé lim f(x) = +o0,
X—> X0

vlastni limita v nevlastnim bod¢é lim f(x)=A,
x—+00

nevlastni limita v nevlastnim bodé lim f(x)= 4o0.
x—+00
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y=f(x)

X
X — 400
a) xlil-li-loo f(x) =400
X
y=fx)
c) EI-Eoof(x) = —00 d) lim f(x)=-o0

Obr. 6.6

O limité ve vlastnim bodé mluvime tehdy, kdyZ se x se priblizuje ke konecnému cislu, a
o limité v nevlastnim bodé, kdyZz se x blizi k 400 nebo k —oo. Obdobné mluvime o viastni
limité, pokud je limita rovna kone¢nému ¢islu, a o nevlastni limité, pokud je limita rovna
+00 nebo —oo.

Pokusme se nyni vyslovit definici limity, v niZ budou zahrnuty vSechny uvedené
varianty. Abychom mohli danou situaci popsat, budeme potiebovat pojem okoli bodu.
Obecné nds budou zajimat jednak piipady, kdy se pfiblizujeme k néjakému vlastnimu
bodu xo € R, ale také ptipady, kdy se budeme pribliZovat k nevlastnim bodim +oo.
Zavedme proto pojem okoli bodu pro vlastni i nevlastni body.

o
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Definice 6.6.

1) Okolim bodu xp € R (podrobné&ji §-okolim bodu x(p) rozumime otevieny interval
(xo — 8, xo + &), kde 8 je kladné redlné Cislo. Znacime je O (xo).

i1) Okolim bodu +oo rozumime kazdy interval (k, +00), kde k € R. Znacime je
O (+00).

iii) Okolim bodu —oo rozumime kazdy interval (—oo, k), kde k € R. Znacime je
O(—00).

iv) Prstencovym okolim bodu xy € R* rozumime mnozZinu &'(xg) ~\ {xo}. Znacime je

P(x0).

Poznamka 6.7.

1. Pokud je pro nés dilezitd konkrétni velikost okoli bodu xg € R, piSeme misto &'(xq)
podrobnéji Os(xp). Obdobné pro prstencové okoli.

2. Je-li xg € R, pak x € Os(xg) (tj. x € (xo — 8, x0+3),t. x0 — 6 < x < x0 + 8), pravé
kdyZ |x — xo| < 4.

3.Je-li xo € R, pak x € Hs(xg) (. x € (x9 — 8,x0 + &) ~ {x0}, tj. kdyZ plati
x € (xo — 6, x0) U (x0, xo + 6)), pravé kdyZ 0 < |x — xo| < 4.

4. Je-li xg € R, pak délka intervalu Ojs(xg) je 26.

X0 -lf— 1) X'() Xo\— 1)
Obr. 6.7

5. Plati 0(4-00) = & (400) a O(—00) = P (—00).

Nyni uvedme souhrnnou definici limity.

Definice 6.8. Rekneme, 7e funkce f md v bodé xo € R* limitu A € R*, jestlize ke
kazdému okoli &' (A) bodu A existuje prstencové okoli & (xp) bodu xg takové, Ze pro
vSechna x € & (xq) plati f(x) € O(A). PiSeme:

lim f(x) = A.

X—>X0

Symbolicky zapsano:

lim fx)=A <& (VO(A)IP(x0) Vx € P(x0) : f(x) e O(A)).

X—>X(

Poznamka 6.9.

1. Existuje-li limita lim f(x), znamena to, Ze existuje prstencové okoli & (x() bodu x,
X—>X0

ve kterém je funkce f definovéna.
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2. Limita ndm nic nefikd o tom, jak se funkce chové piimo v bodé x(. Tedy z existence
limity nepozndme, zda je funkce v bodé xo definovéna, ¢i nikoliv. Jinymi slovy, limita
funkce f v bodé€ xo nezdvisi na funkéni hodnoté v bodé x.

Jednostranné limity

JestliZze v definici limity funkce f ve vlastnim bodé xp € R vezmeme v tvahu jen body
lezici vlevo od xg, tj. x € (xo — &, xo), dostaneme limitu zleva (obr. 6.8 a)):

lim f(x) = A.

x—>x0_

Podobné kdyZz vezmeme v dvahu jen body leZici vpravo od xg € R, tj. x € (xg, xo + §),
dostaneme limitu zprava (obr. 6.8 b)):

lim f(x) = A.

X—).XO

y=fx)

Obr. 6.8

Témto limitdm fikdme jednostranné limity. Diive neZ uvedeme jejich presnou definici,
je tfeba zavést levé a pravé prstencové okoli bodu xg:

Definice 6.10.

1) Levym prstencovym okolim bodu xo € R rozumime interval (xo — §, xp), kde & je
kladné redlné ¢islo. Znacime je &7~ (xg).

1) Pravym prstencovym okolim bodu xy € R rozumime interval (xg, xo + 8), kde § je
kladné redlné &islo. Znacime je 22T (xq).

o
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Definice 6.11.

i) Rekneme, Ze funkce f md v bodé xo € R limitu zleva rovnu A € R*, jestlize
ke kazdému okoli &'(A) bodu A existuje levé prstencové okoli &~ (xp) bodu xq
takové, Ze pro vSechna x € &~ (x¢) plati f(x) € O(A). PiSeme:

lim f(x) = A.

x—>x0_

ii) Rekneme, 7e funkce f md v bodé xo € R limitu zprava roviu A € R*, jestlize
ke kazdému okoli &’(A) bodu A existuje pravé prstencové okoli 27 (x) bodu xg
takové, Ze pro viechna x € 27 (xo) plati f(x) € O(A). Piseme:

lim_f(x) = A.

X—)XO

Poznamka 6.12. Je-li xg € R, pak lze mluvit jednak o limité zprava, kdy vySetiujeme
viechna x € 27 (xp), jednak o limité zleva, kdy vySetfujeme vSechna x € £ (xy), a
konec¢né o limité, kdy vySetfujeme vSechna x € 22 (x).

Je-li xg = 400, pak mluvime pouze o limité, nebot’ & (+00) = (k, +00), k € R. To
znamena, Ze okoli bodu +o0 je vlastné ,,levé prstencové okoli* bodu +o00 a jiné ani nelze
uvazovat. Analogicky pro bod xo = —o0.

6.2 Vlastnosti limit

Nyni si uvedeme ve vétach nékolik zakladnich vlastnosti limit.

Véta 6.13. Necht xg € R, A € R*. Limita v bodé x( existuje prdvé tehdy, kdyZ v tomto
bodé existuji obé jednostranné limity a jsou stejné. Zapsano symbolicky:

lim f(x) =4 & (1im+ f(x) = lim f(x)=A).

X—)XO x—)xo

Tvrzeni véty pouzivame k vypoctu limity funkce v bodé€ xg, kterd je ddna rliznymi
predpisy pro x > xg a x < x¢. Ddle ji vyuZivame k ditkkazu faktu, Ze limita dané funkce
v bodé xg neexistuje. Jestlize totizZ nékterd z jednostrannych limit neexistuje, nebo obé
existuji, ale jsou navzdjem rizné, pak limita neexistuje. Napf. na obr. 6.9 je nacrtnut graf
funkce g, pro kterou plati

lim g(x) = —1, lim g(x) =1, atedy lim g(x) neexistuje.
x—0~ x—0t x—0

’Véta 6.14. Funkce f mdv bodé xy € R* nejvyse jednu limitu.
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y=gkx)

Obr. 6.9

Diikaz. Necht lim f(x) = A a lim f(x) = B. Dikaz provedeme pouze pro xo € R,
X—>X0

X—>X0

A, B € R. Pro dals{ varianty se diikaz provede analogicky.

Predpokldadejme, Ze A # B. Necht tedy napf. B > A. Zvolme ¢ = BZ;A > (. Pak

podle definice limity existuje 61-okoli bodu xg tak, zZe pro xo —§; < x < x9 + 81, X # X0,
plati

B—-A B
A— < fx) <A+ 7

2

a soucasné existuje 6-okoli bodu xq tak, Ze pro xg — é2 < x < xo + 2, x # xp, plati

B4 _ro<ps 824
— < X)) < _— .
2 2

B

Oznacme § = min(§y, §). Pak pro xo —§ < x < xo + 8, x # xo, z pravé poloviny prvni
nerovnosti mame

Fx) < A+ B—A A+B
X)) < =
2 2

a z levé poloviny druhé nerovnosti mame

A+ B B B—A £0)

=B — < f(x),
2 2

coZ neni soucasné mozné. [

Poznamka 6.15. Piedchozi véta fikd, Ze mohou nastat pouze dvé moznosti — bud’ limita
funkce v daném bod¢€ neexistuje, nebo existuje a je pravé jedna.

K definici limity funkce lze pfistupovat i jinak neZ vyse uvedenym zptlisobem ,,pies
okoli“. Nyn{ si uvedeme vétu, ktera popisuje ekvivalentni, tzv. Heineho', definici limity
funkce pomoci posloupnosti.

"Heinrich Eduard Heine (1821-1881) (Cti hajne) — vénoval se zdkladim matematické analyzy, mate-
matické fyzice a teorii funkeci.

o
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Véta 6.16. Necht xg € R*, A € R* a funkce f je definovdna na néjakém prstencovém
okoli P (xo) bodu xo. Pak lim f(x) = A, pravé kdyZ pro kaZdou posloupnost (x,)
X— X0

takovou, Ze pro kazdé n € N je x,, € P (xg), plati

lim x, =x9 = lim f(x,) = A.
n—oo n—oo

Kdybychom dokazovali vSechny véty o limitdch, pak by ndam Heineho definice li-
mity umoznila jednoduSe tyto véty dokdzat na zdkladé diive uvedenych vét o limitdch

posloupnosti.

Nyni si uvedeme vétu dilezitou pro konkrétni pocitani limit funkci. Pomoci této véty
budeme schopni ze znalosti limit dvou funkci f a g urcit limitu jejich souctu, rozdilu,
soucinu a podilu.

Véta 6.17. Necht xy € R* a necht existuji lim f(x) a lim g(x). Pak plati:
X—> X0 xX—> X0

D Jim [f(0) £ g(0)] = lim @)+ Jim g(x).

lim
2) lim f(x)g(x) = lim f(x)- lim g(x),
X—Xo B X— X0
Sy Sm

m

3 1 = )
) xlmo gx) xli_)n)}og(x)

4)  lim [f(x)| =] lim f(x)],
X—> X0 X—> X0
Jjsou-li definovdny pravé strany vyse uvedenych rovnosti.

Véta tik4, Ze limita souctu (rozdilu, soucinu, podilu) je rovna souctu (rozdilu, soucinu,
podilu) limit, pokud maji vyrazy na pravych stranich rovnosti smysl. Pfedpoklad smys-
luplnosti vyrazl na pravych stranich rovnosti je velmi dilezity pfedevsSim pro pocitani
s nevlastnimi limitami. Je tfeba znat, které operace s 00 jsou definovény a které nikoliv.
Podrobnéji se k tomu vratime v oddile vénovanému vypoctu limit.

Abychom mohli pfedchozi vétu vyuZzit k vypoctu limit, musime zndt limity jednotli-
vych funkci. V nésledujicim oddilu (o spojitosti) si ukdZeme, jak 1ze v nékterych ptipadech
urcit limity elementarnich funkci.

6.3 Spojitost

Pomoci limity funkce v bod¢€ budeme definovat spojitost funkce v bodé.

Definice 6.18. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé xo € R, jestlize plati

Jim f (x) = f(x0).
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Poznamka 6.19.
1. Je-1i f spojita v bod€ xg, pak
a) existuje vlastni (kone¢nd) limita funkce f v bodé€ xo,

b) funkce f je definovand v bodé x, tj. existuje f(xo),
¢) tato dvé ¢isla jsou si rovna.

2. Plati-li rovnost uvedend v definici jen pro nékterou jednostrannou limitu, mluvime
0 spojitosti zprava, resp. o spojitosti zleva v bodé x.

3. Volné fe€eno, spojitost v bodé xo znamend, Ze f(xg) je pravé to Cislo, k némuz se
hodnoty funkce na okoli bodu x¢ pfibliZuji.

Z véty 6.17 dostavame, Ze soucet, rozdil, soucin a podil (pokud je definovéan) funkci
spojitych v bodé jsou funkce spojité v témze bodé.

Véta 6.20. Necht funkce f a g jsou spojité v bodé xg € R. Pak i funkce f £ ga f - g
Jsou spojité v bodé xq. Je-li navic g(xo) # 0, je i funkce § spojitd v bodé x.

Déle 1ze ukazat, Ze sloZzenim spojitych funkci vznikne opét spojitd funkce.

Véta 6.21. Necht funkce f je spojitd v bodé xoy € R a necht funkce g je spojitd v bodé
f(x0). Pak funkce g o f je spojitd v bodé x.

Vime-li, Ze je funkce f spojitd v bod€ x¢, pak se lim f(x) pocita velice snadno,
X—>X0

nebot’je to vlastné pfimo funk¢éni hodnota f (xg). Proto je dileZité znat co nejvice prikladt
spojitych funkci. Lze dokazat nasledujici tvrzeni.

Véta 6.22. Necht [ je zdkladni elementdrni funkce a necht xo je vnitinim bodem defi-
nicniho oboru D(f). Pak funkce f je spojitd bodé x.

Poznamenejme, Ze bod x¢ je vnitinim bodem D( f) prave tehdy, kdyZ existuje okoli
O'(x0) bodu xq takové, Ze plati: O(xg) C D(f).

Dile pfipomenime, Ze zakladnimi elementdrnimi funkcemi nazyvame funkce exponen-
cidlni a logaritmické, mocninné, goniometrické a cyklometrické, hyperbolické a hyperbo-
lometrické.

Z vét 6.20, 6.21 a 6.22 okamzité plyne, Ze vSechny elementdrni funkce (funkce,
které 1ze vytvorit ze zdkladnich elementarnich funkci pomoci konecného poctu operaci
s¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni a sklddani funkci) jsou spojité ve vSech vnitinich bodech
defini¢niho oboru (v krajnich bodech jde o jednostrannou spojitost).

Poznamka 6.23. Necht xo € R a necht’ je funkce f definovdna v néjakém prstencovém
okoli & (xg) bodu x¢. Pak z hlediska spojitosti funkce v bodé¢ mohou nastat nasledujici

piipady.
1. Funkce f je v bod¢€ xq spojitd. To znamenad, Ze limita existuje ( lim f(x) = L), funkce
X—> X

je v bodé xg definovéana (f (xg) = A) aplati L = A.

o
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a) b)

y=f

Lit——————- >—/ y = f(x)
T W

L2_>,

c) d

Obr. 6.10

2. Funkce f neni v bod€ x¢ spojitd. Zde rozliSujeme nékolik piipadi.
a) Limita existuje ( lim f(x) = L € R), funkce je v bodé definovana (f (xg) = A),
ale L # A — Vizx:bxro. 6.10 a).
b) Limita existuje ( lim f(x) = L € R), ale funkce neni v bodé€ x( definovdna — viz
obr. 6.10 b). o

V obou téchto pripadech mluvime o odstranitelné nespojitosti (staci predefinovat resp.
dodefinovat f(xg) a funkce f bude v bod¢€ x( spojitd).

¢) Limita neexistuje. V tom piipadé jesté rozliSujeme, zda existuji obé vlastni jedno-
stranné limity lim+ f(x) =Ly a lim f(x) = Ly, ale Ly # L;, pak mluvime

X—>Xx X—>Xxq
0 bodu nespojitosti prvniho druhu — viz obr. 6.10 c). Jestlize nékterd jednostranna
limita neexistuje, nebo je nevlastni, mluvime o bodu nespojitosti druhého druhu —
viz obr. 6.10 d), kde limita zprava neexistuje.

@ Priklad 6.24. Urcete body, v nichZ nejsou nasledujici funkce spojité.

1
a) f:y= D)

b) f: y=-sgnx, o) f:y=xk).
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Reseni.

a) Jednd se o elementarni funkci, pficemz D(f) = R ~ {—2, 1, 2}. Funkce je spojitd ve
vSech bodech x € D(f), nebot kazdy bod x € D(f) je vnitinim bodem D(f). Tedy
funkce f neni spojitd v bodech x| = —2, xo = 1, x3 = 2, v nichZ neni definovana.

b) Funkce signum (viz str. 41) neni spojitd v bodé€ xo = 0. Obé jednostranné limity existuji,
ale jsou navzdjem ruzné:

lim f(x)=1, lim f(x)=—1.

x—>o+f( ) x_>07f()
Jedna se o nespojitost prvniho druhu.

c¢) Dirichletova funkce (viz str. 42) neni spojitd v Zddném bodé xg € R. V Zadném bodé
neexistuje ani jedna jednostrannd limita. Jedna se o nespojitost druhého druhu. A

V definici 6.18 jsme zavedli pojem spojitosti funkce v bod€. Na zdkladé¢ této lokalni
vlastnosti nyni definujeme globalni vlastnost — spojitost na intervalu.

Definice 6.25. Rekneme, Ze funkce f je spojitd na intervalu J C R, plati-li

1) f je spojitd v kazdém vnitinim bodé¢ intervalu J,
ii) patfi-li pocatecni (resp. koncovy) bod intervalu J k tomuto intervalu, je v ném funkce
f spojitd zprava (resp. zleva).

Poznamka 6.26. Funkce definovand na intervalu (a, b) se nazyva po cdstech spojitd, je-1i
na (a, b) spojitd nejvyse s vyjimkou kone¢ného poctu bodii nespojitosti prvniho druhu —
viz obr. 6.11. Tyto funkce maji znacny prakticky vyznam v nékterych dilezitych partiich
matematiky pouZivanych v aplikacich, jako jsou napf. Fourierovy! fady nebo Laplaceova?

transformace.
Y :
\/)_/ o

O a X1 X2 b

Obr. 6.11

1y ean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) (¢ti furje) — vyznamny francouzsky matematik, jeden ze
zakladatelti matematické fyziky.

ZPierre Simon Laplace (1749—1827) (ti laplas) — vyznamny francouzsky matematik, fyzik a astronom.
Zabyval se parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi a teorif pravdépodobnosti.

o
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6.4 Limity zakladnich elementarnich funkci

V této kapitole si ukdzeme, jak pocitat limity zdkladnich elementarnich funkci v bodé x.
Ptripomenime, Ze mezi zdkladni elementarni funkce patii funkce exponencidlni, logarit-
mické, mocninné, goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické. Bu-
deme pfitom rozliSovat dva piipady — limity funkci spojitych v bodé x a limity funkci,
které v bod¢€ x(o nejsou spojité.

Limity funkci spojitych v bodé

V predchozi Casti o spojitosti jsme si fekli, Ze pokud vime, Ze je funkce f spojitd v bodé€ xo,

pak lim f(x) spocitime velice snadno, nebot je to vlastné pfimo funkéni hodnota f (xg).
X—>X(

Priklad 6.27. Vypoctéte nasledujici limity.

a) lim sinux, b) lim arctgx, ¢) lime”.
x—0 x—1 x—0

Reseni. K vypotu vyuZijeme spojitost piislusnych funkci. Plati:
a) lim sinx =sin(0 =0,

x—0 -
b) lim arctgx = arctgl = —,

x—1 4

¢) lime* =e% = 1.
)x—>0 A

Limity v nevlastnich bodech a v bodech, v nichz neni funkce definovana

Kvili pocitani slozitéjSich limit je vhodné si zapamatovat mnohé limity zdkladnich ele-
mentdrnich funkci v nevlastnich bodech a v bodech, v nichZ nejsou funkce definovany.
Jejich odvozeni 1ze provést piimo z definice — viz nasledujici piiklad.

Piiklad 6.28. Dokazte, Ze plati

Iim — = +o0, Iim — = —o0.
x—0t X x—0" X

Reseni. Nejprve dokdzeme lir{)l+ % = +-o00. Podle definice limity musi ke kazdému okol{
X—

O (+00) bodu 400 existovat pravé prstencové okoli Z7(0) bodu nula tak, Ze pro kazdé
x € 27(0) plati 1 € 0(400). Neboli

1
Vk e R385 e RT Vx € (0,8) : — > k.
X

To znamend, Ze ke kazdému k hleddme § takové, Ze pro kazdé x z pravého §-okoli bodu
nula bude 1 v&tf nez k.
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Pfitom, je-li kK < 0, pak mizeme vzit § € R libovolng&, nebot pro Vx € (0, §) plati
% > k (kladné Cislo je vzdy vétsi nez zaporné, piip. nula). V pripadé, Ze je k > 0, pak
miizeme zvolit § = 1. Pak pro ¥x € (0, 8) plati 1 > k (zdivodnéni: x € (0, 8) = (0, 1),
tedy x < %, a proto }C > k). Dokazali jsme tedy, Ze ke kazdému k existuje § takové, ze
pro kazdé x z pravého §-okoli bodu nula bude }C veétsi nez k.

Analogicky dokdZzeme druhou limitu. Poznamenejme, Ze z ptredchozich vysledku
plyne, Ze gl_r)r}) % neexistuje (jednostranné limity se nerovnaji).

Grafem funkce f: y = }C je rovnoosd hyperbola— viz obr. 6.12. Pomoci grafu funkce
si 1ze ptislusné limity jednodusSe zapamatovat. A

Obr. 6.12

Obdobné jako v predchozim piikladé 1ze dokdzat nésledujici limity zdkladnich ele-
mentédrnich funkci. Lehce si je zapamatujete, znate-li grafy pfisluSnych funkci.

lim a* =400, a > 1, Iim a* =0, a > 1,
XxX—>400 X——00

lim a*=0,0<a <1, lim a* =400, 0 <a <1,
xX—>400 X—>—00

Iim Inx = 400, Iim Inx = —o0,
X—+00 x—=0t

. 1 . T

lim arctgx = —, lim arctgx = ——,
x— 400 2 X— —00 2

lim arccotgx =0, lim arccotgx = m,
x—+00 X—>—00

lim x* =400 pros > 0, lim x* =0pros > 0,
x—+00 =0t

lim x* =0pros <0, lim x* = 4oopros < 0.
x— 400 x—>0F
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6.5 Limity elementarnich funkci

V této kapitole si ukdZeme, jak pocitat limity elementarnich funkci v bodé x¢. Pfipo-
menme, Ze elementdrnimi funkcemi rozumime funkce, které lze vytvofit ze zdkladnich
elementarnich funkci pomoci kone¢ného poctu operaci s¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni
a skladani funkci.

Limity funkci spojitych v bodé

Vime, Ze elementarni funkce jsou spojité ve vSech vnitinich bodech svych defini¢nich
obort. Jejich limity v té€chto v bodech tedy vypocteme prostym dosazenim.

Priklad 6.29. Vypoctéte nasledujici limity.
3x3 +x2—2x 4+ 11 cos x

lim (1 243 b) i li
a) xl_)Il'll(IlX—FX + )’ ) x—l>rgl )C2+X+1 ’ C) xl—I>rllT X ’

) X . e’ 4+ 2% sinx )
d) lim ,/xcosx +tg—, e) lim , f) lim xtgx.
x—2 2 x—=>0In(l +x) 4+ (x +1)cosx x—>%

Reseni. K vypoctu vyuZijeme spojitost piislu§nych funkci. Plati:

a) liml(lnx+x2—|—3):1n1—|—l—|—3:4,
xX—>
34 x?—2x+ 11 —341+2+11

b) lim = =11,
x—>—1 x24+x+1 I—1+1
. COSX COS TT 1

¢) lim = =——,
X—>T X T T

dy i tig T cos = 41g & To+1=1
im 4/xcosx — =,/ —cos— — == =1,
oy 2TV 22T R TY

) i e’ +2%sinx e +2%sin0 1+1-0

c 1m = = =1,
»—=>0In(l4+x)+x+1)cosx Inl4+1-cosO 0411

f) lim xt A A
imxtex=— -tg—=—.1=—,
i BETRYTY 4 A

Pravé jsme si ukdzali, jak Ize vyuZit spojitosti elementdrnich funkci k vypoctu limit
v bodech xog € D(f).

Pfi vypoctu limit postupujeme vzdy tak, zZe nejprve zkusime ,,dosadit*. Pokud ndm
vyjde smysluplny vysledek, pak jsme hotovi. V piipadé, Ze pocitdme limitu v nevlastnim
bodé nebo v bodé€, kde neni funkce definovéana, pak miZzeme vyuZzit dile uvedenych vét.

A) Véta 6.17 o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci

Véta 6.17, kterd byla jiz uvedena, fik4, Ze limita souctu (rozdilu, soucinu, podilu) je rovna
souctu (rozdilu, soucinu, podilu) jednotlivych limit, ma-li pfislu$nd prava strana rovnosti
smysl.
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Poznamka 6.30.
1. V této chvili je tfeba si zopakovat pocitini s +00 a —oo (viz str. 21). Z hlediska
konkrétniho vypoctu limit je pro nds piredevsim duilezitd operace
X X
—=—=0 pro x € R.
400 —00
2. Dile je nutné znét vyrazy, které nejsou definovany. Vzhledem k diileZitosti si je znovu
pfipomeneme (pouZijeme jiZ strucnéj$iho zdpisu nez na str. 21).

A Fo0
00 — 00, 0- (£o00), — (A e RY, e
0 +o0
Ptitom je tfeba si uvédomit, Ze do prlpadu (A € R*) spadaji tyto moZnosti: 0’ %,

< aO,kdeAeR\{O}

3.V prlpade 7e hm f(x) =0a hm g(x) = 0, budeme fikat, Ze lim fox Jje limita

Jlim 265

typu Vprlpade ze hm fx) = :I:ooa lim g(x) = 400, budeme fikat, Ze lim JACY
X—>X0

X—>XQ g(x)

Jje limita typu 2= ioo Obdobne pro ostatni ptipady.

K vypoctu hmlt typu 08 Toc £ - VyuZivame nejcast€ji tzv. 'Hospitalovo pravidlo, se kte-

rym se seznimime pozdeJ1 (VlZ str. 233). Limity vétSiny dalSich nedefinovanych vyrazi
lze na limity typu 0 a prevest a opét pouZzit I’Hospitalovo pravidlo. V nékterych
pfipadech vSak l1ze 11m1ty tohoto typu spocitat 1 bez pouZiti I’Hospitalova pravidla (né-
kdy je to 1 vyhodnéjsi). Podlvejte se na priklady 6.34, 6.35, 6.36 a 6.42. Ve vSech téchto
ptikladech jde o limity typu . Typickym piikladem na limitu typu +=° L0 > ktery feSime
bez pouziti I’Hospitalova prav1dla je limita raciondlni lomené funkce — viz priklad
6.39 a), b).

Priklad 6.31. Vypoctéte nasledujici limity.

a) lim (e* +x), b) lim (e* + x), ¢) lim xarctgx,
xX— 400 X—>—00 xX—400
1
d) lim — e) lim (Vx2+1-—1x).
x—>+00 x2 +1° X——00
Reseni.
a) lim (e*@+x)= hm e*+ lim x =400+ 00 =400,
x—>—+00 —>+00 x——+00
b) lim (ex+x)— Iim e*+ lim x=0—00=—00,
_ — —00 X—>—00
T
¢) lim xarctgx = lim x- lim arctgx = +00- - = 400,
x——+00 x——+00 xX—>—+00 2
) 1 1 1 1
d) lim = = = =0,

x>toox24+1  (+00)2+1 H4oo+1 +oo
e) lim (Vx24+1—x)=1/(—00)2+1—(—00) =
X——00
=J+oo+ 1+ 00 =400+ 00 = +00. A
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V predchozich ptikladech jsme poditali limity v nevlastnich bodech. Nyni si uvedme
ptiklad na vypocet limity ve vlastnim bod¢, v némz neni funkce definovana.

1
Priklad 6.32. Vypoctete lim — .

x—0 x2
Reseni. VyuZijeme jiZz zndmych limit z piikladu 6.28. Dostdvame
1 1

1
lim — = lim — - lim — = (4+00) - (+00) = +00.
x—=0tTXx x—0tx

lim — = Iim —- lim — = (—o0) - (—o0) = +00.
x—>0— X x—=>0"X x—>0" X

ODbé jednostranné limity se rovnaji, ptivodni limita tedy existuje a je rovna 4-o00. Tedy

B) Véta o limité funkci shodujicich se v prstencovém okoli bodu

Véta 6.33. Necht' f a g jsou funkce a necht existuje prstencové okoli & (xy) bodu
xo € R* takové, Ze pro kazdé x € Z(xg) plati f(x) = g(x). Necht lim g(x) = A,
X—>X0

A € R*. Pak existuje lim f(x) aplati lim f(x) = A.
X—>X0 X—>X0

Staci tedy najit jinou funkci g, jejiz funkéni hodnoty se ve vSech bodech prstencového
okoli bodu x¢ shoduji s funkénimi hodnotami funkce f a jejiz limitu umime vypocitat.
Pak se limity obou funkci rovnaji. K nalezeni funkce g vyuZijeme znidmych dprav vy-
razl. Napfiiklad u raciondlni lomené funkce vyuZijeme rozkladu Citatele i jmenovatele na
soucin a nasledného kraceni, u zlomkii s odmocninami obvykle vyuZividme rozsifovani
Citatele i jmenovatele vhodnym vyrazem, u vyrazi s goniometrickymi funkcemi vyu-
zivame k dpravé znamych vztaht pro goniometrické funkce atd. Ukazme si postup na
ndsledujicich piikladech.

2
Coox —1
Priklad 6.34. Vypoctéte lim .
x—>—-1x+1
v 2 . .. v N P
Reseni. OznaCme f(x) = ); ;11. Chceme urcit limitu v bodé xg = —1, v némz neni

funkce f definovédna. AvsSak pro x # —1 je
-1 (x+Dx—-D

= x — 1.
x+1 x+1
PoloZzme nyni g(x) = x — 1. Pro x # —1 plati f(x) = g(x). Funkce g je ale navic
definovand i pro x = —1 a je v tomto bod¢ spojitd. Dle véty 6.33 tedy dostdvame
x? —
lim = limx-1)=—-1-1=-2.
x——-1x+1 x—>—1 A
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VJx+1-1

Priklad 6.35. Vypoctéte lim
x—0 X

Reseni. Oznacme f(x) = —Vx“;]_] Chceme urcit limitu v bodé xo = 0, v némz neni
funkce f definovdna. AvSak pro x # 0 je (roz$ifime Citatele 1 jmenovatele vyrazem

vx 4+ 1+ 1) plati:

Vitl—1 (Wx+T-1)Wx+1+1)  x+1-1 1
x B x(Vx+1+1) Cax(WrHT41) Va4l

PoloZzme g(x) = \/)?11—1—1 .Prox # Oplati f(x) = g(x). Funkce g je ale navic definovédna

1pro x = 0 a je spojitd. Dle véty 6.33 tedy plati

1 1 1

;}1—2% X _a}l—rﬂ)«/x-l—l—i-l_ﬁ—l-l_2. A
Abychom mohli zvolit spravnou tpravu, je tfeba si uvédomit, ¢eho chceme dosdhnout,
co je nasim cilem. Podivejme se na piiklad 6.34. Plivodni limita je typu 8 (funkce f neni
v bodé€ x¢ definovana). Cilem je nalézt funkci g, ktera jiz bude v bod¢€ xg definovana, tj. po
dosazeni xo do g nedostaneme nulu ve jmenovateli. VSechny tpravy tedy sméfuji k tomu,
aby se vykratil ¢len, ktery ,,zptisoboval“ nulu ve jmenovateli. V naSem piikladé ¢len x + 1.

Obdobné v piikladé 6.35 je tieba vést ipravy tak, aby nakonec doslo ke kracenf x.

Priklad 6.36. Vypoctéte nasledujici limity:

tgx —sinx x2—x x3—8

a) lim

- , b) lim ——, ¢) lim
x—0  sindx x—>14/x —1

x—>2 x4 — 16 '
Reseni. K vypoétu vyuZijeme stejné jako v piedchozich piikladech vétu 6.33, budeme
vSak postupovat rychleji.

sin x 1—cosx

2 lim tgx.— sin x _ i Gosx —.sinx im0 i 1 —cosx _
x—0  sin3x x—0 sinxsin?x  x—0 sinZx  x—0cosx(l — cos? x)
1 —cosx i 1 1
= lim = lim = —,
x—=>0cosx(l —cosx)(1 +cosx) x—0cosx(l+cosx) 2
CoxP—x . xr—x Jx+1 . xx-DGx+D
b) im ——— = lim . = lim =
x—1./x —1 x—1./x —1 ﬁ-l—l x—1 x—1
= lim x(/x + 1) =2,
x—1
CoxX' =8 . (x=2(x*+2x+4)
¢) lim = lim =
i—2x4 =16 x=2 (2 —4)(x2+4)
. (x=2)(x24+2x+4) . x242x+4 3
= lim = lim =—.
=2 (x =2D(x +2)(x24+4) x—>2(x+2)x2+4) 8 A
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2
-1
Priklad 6.37. Vypoctéte jednostranné limity lim X |.
=1t x—1

Reseni. Nejprve vypoéteme limitu zprava. Pfitom musime odstranit absolutni hodnotu
(v pravém okoli bodu 1 je vyraz v absolutni hodnoté kladny):

x2—1 . xr—1

lim lim = lim (x +1)=2.

x—1+t x —1 x—1t x —1 x—11

Analogicky pro limitu zleva:

2 2
1 X241 1401 —
fim T 2L, UEDA D =22 a
x—1- x —1 x—1- x —1 x—1- —(1—x) x—>1-

Nakonec si uvedme vyuZiti véty pfi vypoCtu limit v nevlastnich bodech. Jedna se
o pripady, kdy nelze ihned vyuzit vétu 6.17, tj. pifimo dosadit, nebot’ bychom dostali
nedefinované vyrazy. Cilem je tedy ,,upravit“ danou funkci tak, aby se pfi vypoctu li-
(u polynomt vétSinou vytykdme nejvyssi mocninu, u lomené funkce nejvyssi mocninu ze
jmenovatele) nebo rozsifovani vhodnym vyrazem.

Priklad 6.38. Vypoltéte lim (a,x" + ap_1x" '+ +ax +ag),kden e N,n > 1,
X—> 100
a, #0.

Reseni. Pokud by byly viechny koeficienty a, kladné, pak bychom s vyuZitim véty 6.17
dostali soucet konecného poctu +oo a vysledek by byl +o0o0. Obdobné pro vSechna a,
zépornd. V obecném piipadé, kdy jsou nékteré koeficienty kladné a jiné zdporné, nestaci
vyuZzit vétu 6.17.

V Z(00) plati

lim (ayx" +ap_1x" '+ 4+ax +ap) = lim x”(an—i-

an—1 aj a())
xX— 400 xX— 400 )

+'H+xn—1 xn

a:
S vyuzitim véty 6.33 a faktu, Ze lim x" = 4ooca lim L =0,i=0,...,n—1,

X—>=+00 x—4o0 xM—i

vyjde

lim (a,x" + ay_;x""!
X—>+00

+ .- +ajx +ap) =+oo(a, +0+---4+0) = +oosgnay,.

Podobné pro x — —oo0 je vysledek limity +oo(—1)" sgna,,. A

Priklad 6.39. Vypoctéte limity

) i x2—x+1 by i 2x2 43
a x—}r—f{loo2x2-|—x—3’ x—}r—fr—loo,/3x4_1’
¢) lim x(vx2+9—+x2-9).

X—>—0Q
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Reseni.
a) Z prikladu 6.38 Vlme 7e o vysledku limity polynomu rozhoduje nejvy551 mocnina.

V nasem piipadé x2 (v itateli i ve jmenovateli). Jde tedy o limitu typu = - Vytkneme
nejvyssi mocninu jmenovatele. Vyjde

) _
)

l—t4+5  1-040 1

x2—x+1 . (1
Iim ————— lim
x=5+00 2x2 Fx — 3 x—>+00 x 2(2+

+

1
X
1

><Nl e ><t\)l s

X

xoto02 4l 3 240-3.0 2
1 _ 1 _ . 1 1 1
Vyuzili jsme toho, Ze xgrfoo T+ =75 =0 axlgr-loo = Gl = T = 0.
2X2+3 2x2—|—3
b) Nyni jiz budeme postupovat rychleji: lim —— = Im —— =
) Rynt] POSTEP Y x>t00 \f3x4 —1  x—+oo x*(3-4)
(24 %) 2+% 240 2 243

= lim ———~= = lim = =—=

x> +00 2\/3_7_ x—>+oo\/3 T ~J/3-0 J3 3

¢) U tohoto ptfikladu nevyuzijeme Vytykam (to by vedlo k nedefinovanému vyrazu oo - 0),
ale rozSifovani.

lim x(\/x2—|-9— \/x2—9) -

X—>—0Q
Vx24+9—Vx2 -9 Vx24+94+Vx2-—

= lim x . =
X—>—00 1 \/x2_|_9+«/x2_
i x2+9—(x2—9) i 18x
= lim x = lim =
x=>=00 /x2 494 /x2— x—>—oo\/x2+9+\/x2_
18x _ —18
= lim > = -9.
x—>oo||< /1+x2_|_ / )
Vyuzili jsme faktu, Ze v/ x< = |x| a pro zdpornd ¢isla (x — —o0) je [x| = —x. Proto je
u vysledku znaménko minus. A

C) Véta o sevreni

Véta 6.40. Necht f, g, h jsou funkce a necht existuje prstencové okoli & (xq) bodu
x0 € R* takové, Ze pro kazdé x € P (xg) plati g(x) < f(x) < h(x). Necht lim g(x) =
X—> X0

= lim h(x) = A, A € R*. Pak existuje lim f(x) aplati lim f(x) =
X—>XQ X—>X0

xX— X0

Obsah véty je zfejmy z obrazku 6.13. Jestlize grafy funkci g, f a h lezi v okoli xq ,,nad
sebou* a hodnoty ,,horni* a ,,dolni* funkce se bliZi ke stejnému ¢islu, musi to platit i pro
,prostiedni‘‘ funkci. Véta plati i pro jednostranné limity.

o
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Y y = h(x)
At———— —_— y=fx)
I
I
| y =g(x)
I
I
|
0 X0 x
Obr. 6.13
Poznamka 6.41.
1. V pfipadé, ze lim g(x) = +oo, pak také limita lim f(x) = +oo a funkci / viibec
X—> X0 X—>X0
nepotfebujeme.
2. V ptipadé, ze lim h(x) = —oo, pak také limita lim f(x) = —oo a funkci g nepotie-
xX—X0 X=X
bujeme.

Pomoci pfedchozi véty si nyni dokdZeme platnost ndsledujici dtlezité limity

. sinx
Iim — = 1.
x—0 X

Tuto limitu budeme Casto vyuZivat pfi vypoctech dalSich limit, je proto dobré si ji
zapamatovat.
Diikaz. UvaZzujme zatim jen x € (0, %) Pouzijeme
C vétu 6.40, v niZ zvolime f(x) = % Musime nyni
najit vhodnou funkci g, ktera lezi ,,pod funkci f*,
a vhodnou funkci 4, kterd lezi ,,nad funkci f* na
intervalu ((), %) Vyjdeme z obréazku 6.14.
Pfipomenime, Ze velikost uhlu je délka oblouku

jednotkové kruznice. Tedy oblouk AB ma délku x.

X Dile z definice goniometrickych funkci mame:
10 COS x D A= (1’ 0) X

y

tgx
sin x

BD =sinx, OD =cosx, AC =tgx.

Obr. 6.14
Oznaéme
) S obsah AODB,
P obsah kruhové vysece OAB,
Py ... obsah AOAC.
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Z obrazku je zfejmé, Zze Py < P> < P3. Vypocteme tyto obsahy.

11— — 1
PL=-0OD-BD = —-cosx -sinx,
2 2
TEOA2 712 1
P, = X = X ==X,
27 27 2
11— — 1 1 sinx
P3=-0A-AC=—--1-tgx =— .
2 2 2 cosx
Z nerovnosti mezi P;, P> a P; dostaneme
1 . 1 1 sinx
—CosxSinx < —x < —
2 2 cosx
a odtud )
X 1 1 sin x
Cosx < — < == > —— > COSX.
sinx  COSX CoS X X
Celkem jsme pro kazdé x € (0, J) obdrzeli
sin x 1
cosx < < . 6.1)
X COS X

Lze jednoduSe ukézat, Ze pokud x € (—% O), pak také plati vztah (6.1). (Zdavodnéni:
jestlize x € (—%, 0) ,pak —x € (O, %) . Ze sudosti uvazovanych funkci plyne poZadovany
vztah.)

Tedy nerovnost (6.1) plati pro kazdé x € Z5/2(0). Zvolime nyni g(x) = cosx a

h(x) = gy JelikoZ lim cosx = cos0 = 1 a lim 5 = 5 = 1, pak podle véty 6.40
latf lim S0 = 1.
plat i % =

Uvedme si nékolik piikladi, pii jejichZ FeSeni vyuZijeme praveé dokdzanou limitu.

Priklad 6.42. Vypoctéte limity.
. tgx . sinx —x 1 —cos2x +tg?x
a) lim g—, b) lim —, ¢) lim - £ .
x—0 X x—=0sinx + x x—0 X sinx
Resent. _
. tgx _oSnx . sinx 1
a)hmg—:hm“’;x:hm—- =1-1=1,
x—=0 Xx x—0 T x—=0 Xx COS x
. sin x
. sinx —x | . 1—1
b) lim ———— = lim 1~ = lim —— =0,
x—=>0SsInx +x x—0 - +1 x—014+1
) in2
.1 —cos2x +tg%x .1 —cos?x +sinx +tg?x ) 231n2x+;‘;—2§
¢) lim - = lim - = lim - =
x—0 xsinx x—=0 X sinx x—0 xsinx
~ 2sin% x cos? x + sin? x _ sinx 2costx +1 . 2+1
= lim - 3 = lim . 5 =liml - — =3.
x—0 X SIn X COS* X x—0 X COS* X x—0 1 A
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D) Véta o limité soucinu ,,nulové* a ohranicené funkce

Véta 6.43. Necht f, g jsou funkce a lim f(x) = 0. Necht existuje prstencové
X—>X0

okoli & (xy) bodu xo € R* takové, Ze funkce g je na tomto okoli ohranicend. Pak
lim f(x)g(x)=0.
X—>X0

Pro jednoduchost budeme uzivat ndzvu véta o limité soucinu ,,nulové* a ohranicené
funkce, 1 kdyZ pfesnéjsi by bylo fikat véta o soucinu ohranicené funkce a funkce, jejiz
limita je nula.

1
Priklad 6.44. Vypoctéte lim x sin — .
x—0 X

Reseni. 1 kdyZ limita lin%) sinxl neexistuje, zadand limita existuje, nebot’ lin%) x =0a
X—> X—>

funkce g: y = sin % je ohranicena (‘sin }C‘ < 1). TudiZ podle véty 6.43 je

lim x sin — = 0.
x—0 X A
Zx+1
. ~ coset T
Priklad 6.45. Vypoctéte lim
X—00 X
Reseni. Plati ,
_ coseX txtl o1 2
lim ———— = lim —-cose* ™+l =0,
X—>00 X X—>00 X
. 2 . .
nebot’ lim )lc = 0 a funkce g(x) = cose* ™! je ohranicen. A

X—>00

E) Véty o limité slozené funkce

Z hlediska praktickych vypocti maji velky vyznam nasledujici véty o limité sloZené
funkce.

Véta 6.46. Necht xo € R*, A € R a necht plati
i) lim g(x) = A,
X—>X0
ii) funkce f je spojitd v bodé A.

Pak sloZend funkce f o g md v bodé xq limitu a plati

Jim f(g() = f(lim g(x)) = f(A).

Vsimnéte si, Ze k platnosti véty o limité sloZené funkce nestaci existence limit vnitini
a vnéjsi slozky. Je jesté tieba, aby vnéjsi slozka byla spojitd. Stru¢né feceno, predchozi
véta fikd, Ze s limitou je mozné ,,vejit™ dovnitt slozené funkce, je-1i vn€jsi slozka spojita.
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1
Piklad 6.47. Vypodiéte lim cos (x2 sin —) . @
xX— X

Vv,

Reseni. Jednd se o sloZenou funkci. Vn&j$i slozka (funkce kosinus) je spojitd viude a
limita vnitini slozky existuje a je vlastni. Plati, Ze

lim x2sin — = 0,
x—0 X

<13

nebot’ se jednd o limitu soucinu ,,nulové

) 1 ) 1
lim cos <x2 sin —> = COS <hm x2 sin —) =cos(0=1. A
x—0 X x—0 X

Nyni si uvedeme jinou variantu véty o slozené funkci, kterd nevyZaduje spojitost vn&jsi
funkce, ale zato klade dopliiujici podminku na vnitini funkci.

a ohranic¢ené funkce. Tedy zadand limita

Véta 6.48. Necht xy € R*, A, B € R* a necht plati
1) lim g(x) = A,
X— X0
ii) lim f(y) = B,
y—A
iii) existuje prstencové okoli & (xo) bodu xq takové, Ze pro kaidé x € P (xq) je

g(x) # A.
Pak lim f(g(x)) = B.

Poznamka 6.49. Uvédomte si, Ze v predchozi vété je predpoklad g(x) # A na n¢jakém
P (x0) velmi dulezity. Uvazujme napiiklad funkce g a f dané predpisy

I, y#0,
gx) =0, Sy =
2006, y =0.

Plati lim g(x) = 0, lim f(y) = 1. Pfitom ale lim f(g(x)) = lim f(0) = lim 2006 =
x—0 y—0 x—0 x—0 x—0
= 2006 # 1.

Priklad 6.50. Vypoctéte limity @
in5 MAFr—1
a) lim 2% by lim Y X%
x—=>0 X x—0 X
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Resent.

a) Limitu nejprve upravime a pak pouZzijeme vétu o sloZzené funkci. Budeme chtit vyuZit

zndmé limity lim 3% = .
x—0 ¥
sin Sx sinS5x 5 sin Sx sin
im — lim 2 =50 @5 pim Y —5.1 =5,
x—0 X x—0 X 5 x—0 5Sx y—>0 'y

Zdtivodnéme rovnost (x): Oznaéme xo = 0, f(y) = Silyly ,kde y = g(x) = 5x. Déle
postupujme podle véty 6.48.
i) lim g(x) = lim5x =0 = A,
X—XQ x—0
ey 1 . smy
i) lim f(y) =lm —— =1=B8B,
y—A y—0 y
iii) existuje & (0) takové, Ze pro kazdé x € Z(0) plati g(x) = 5x # 0. (Je splnéno
pro kazdé prstencové okoli bodu nula.)

Tedy podle véty 6.48 plati rovnost (x).
b) Obdobné jako v predchozim prikladé dostdvame

T +x—1¢@ .. y—1 _ y—1 . 1 1
Iim —— = lim 3— = lim 5 = lim 2— = —.
x—0 X y—=>1y —1 y—1 (y—l)(y —I—y—l—l) y—=>1y +y+1 3

Zdivodnéme rovnost (x): Oznacme xo = 0, f(y) = ny—_ll, kde y = g(x) = /1 +x

(z toho x = y> — 1) a postupujme podle véty 6.48.
i) im J/1+x =1,
x—0

y—1 1

y-1-3

iii) zfejmé pro kazdé x € R ~ {0} plati /1 + x # 1. Tedy existuje Z2(0) takové,
7e pro kazdé x € Z(0) plati g(x) = /1 + x # 1. (Je opét spInéno pro kazdé
prstencové okoli bodu nula.) A

i) lim
y—>1

Diéle si uvedeme tvrzeni, jez plyne ihned z vét 6.46 a 6.48 o sloZenych funkcich.
Pokuste se tento diisledek sami dokazat.
Dusledek 6.51. Necht g je funkce a xo € R*. Pak
i) jestlize lim g(x) = A, A € R, pak lim e$®™) = e4,
X—>X0 X—>X0
ii) jestlize lim g(x) = +o0o0, pak lim e = 400,
X—>X0 X—>X0

iii) jestlize lim g(x) = —oo, pak lim e8™ = (.
X— X0 X—> X

Predchozi disledek budeme Casto potfebovat pii vypoctu limit tzv. exponencidlnich
vyrazii f(x)8%) (volné fe¢eno, jde o vyrazy typu ,,funkce na funkci®).

Pfitom, jsou-li f a g dvé funkce, pak

Fx)8®) = 8@ M@ el f(x) > 0. (6.2)
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Pro limitu pak plati
lim f(x)$*) = lim e$®M/(),
xX—> X0 xX—> X0

Dale staci urcit limitu vyrazu v exponentu, tj. lim g(x)In f(x), a vyuZit disledek 6.51.
X—>X(

Piiklad 6.52. Vypoltéte limitu lim x!"*.
x—0F
Reseni. Vyraz v limité nejprve musime upravit.
lim xlnx — lim elnx-lnx
x—0t x—0t

Nyni ur¢ime limitu vyrazu v exponentu, tj.

Iim Inx -Inx = (—00) - (—00) = +00.
x—0t

Pomoci dusledku 6.51 dostavame

lim x™* = lim ™" = 400.
x—07F x—0t A
Limity, které jsme doposud pocitali, byly vétSinou typu 8, %, 0 - 0o nebo oo — oo.

Vsechny tyto typy se ddle nauc¢ime fesit i jinak — pomoci I’Hospitalova pravidla.

Zbyva nam sezndmit se s poslednim typem limity L. S timto typem limity se budeme
déle setkdvat pomérné Casto, vénujme mu tedy dostatecnou pozornost. Navic — tento typ
limity nelze feSit I’Hospitalovym pravidlem.

F) Véta o limité typu %“
9

9

Véta 6.53. Necht f je funkce a necht existuje pravé prstencové okoli P (xy) bodu
xo € R* takové, Ze pro kazdé x € P (xo) plati f(x) > 0 (resp. f(x) < 0). Necht
lim f(x) = 0. Pak plati lim_ fgx) = 400 (resp. —o0).

X—>X0 X—)XO

Analogicky pro levé prstencové okoli.

Poznamka 6.54. SkuteCnost obsaZend v predchozi vété se nékdy symbolicky zapisuje

takto:
‘1 + 13 1 13
— = +00 , — = —00 .
2 0+ 29 O_

Tuto vétu vyuZivame predeviim k vypoctu limit lim &%,
X—> X0 Jf(x)

k € R~ {0}, a lim f(x) = 0. Vypocet zadané limity pak prevedeme na vypocet
X—> X0

kde plati lim g(x) = k,
X—>X0

jednostrannych limit a vyuZijeme vétu 6.53

o
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arctg x

@ Priklad 6.55. Vypoctéte limity
1
x b) lim —, ¢) lim .
x—7nt SInx X—>00 arccotgx

Reseni. a) Limitu nejprve upravime a pak pouZijeme vétu 6.53.

= lim x- lim .
x—2*1 x—=2tx —2

lim
x—=2t x —

Oznacme f(x) = x —2.Pak 1i1’51+ fx) = linzl+ (x —2) = 0. Déle vime, Ze funkce f je
x— x—
1

v pravém prstencovém okoli bodu 2 kladné. Tedy podle véty 6.53 plati lirr21+ 5
xX— X —

= +o00. Celkem tedy

1
= lim x- lim =2 (400) = +o0.
x—27+ x—2tx —2

lim

x—=>2t x —
b) Budeme postupovat stejné jako v predchozim piikladé. Oznaéme f(x) = sinx. Pak
lim f(x) = lim sinx = 0. Ddle vime, Ze funkce f je v dostatecné malém pravém

x—mut x—nt
prstencovém okoli bodu m zaporna. Tedy podle véty 6.53 plati
) 1
Iim — = —00.
x—7t SIn X
¢) Limitu nejprve upravime
1

) arctg x ) .
lim ——— = lim arctgx - lim .
X—>00 arccotgx  x—oo x—00 arccotg x

Oznacme f(x) = arccotgx. Pak lim f(x) = lim arccotgx = 0. Ddle vime, Ze
X—> 00 X—> 00
funkce f je v levém prstencovém okoli (jiné ani nelze uvazovat) bodu oo kladnd. Tedy

podle véty 6.53 plati

) arctg x ) ) T
lim ——— = lim arctgx - lim ——— = —(+00) = +00.
x—00 arccotgx  x—oo X— 00 arccotg x 2 A

Priklad 6.56. Existuji-li nasledujici limity, urcete jejich hodnotu.
3

@ i 1 1
2) lim X1 by lim 3% ) lim ——
x—0 sinx x—0cosx — 1 x—>-2 (x +2)2
80 kde lim g(x) = lim (sinx + 1) = 1a lim f(x) =
x—0 x—0 x—0

Resent. a) Jednd se o limitu lim £,
x—0 fx)
= lim sinx = 0. Abychom mohli pouzit vétu 6.53, musime vySetfit zvlaSt obé jedno-

x—0 o
stranné limity:
. sinx +1 . . . . 1
m ——— = lim(sinx+1)- Iim — =1 lim —— = 400,
x—0t sinx x—0t x—0t sinx x—0+ sinx
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sinx + 1 . . . 1 . 1
m ——— = lim(sinx+1)- Iim — =1 lim —— = —o0.
x—0~ SIn x x—0~ x—0— SInx x—0— SInx

VyuZili jsme toho, Ze l1r{)1 sinx = 111’{)1 sinx = 0 a Ze funkce f je v pravém prsten-
xX— x—>0—
covém okoli bodu 0 kladna a v levém prstencovém okoli bodu 0 zaporn4.

Celkem tedy dostdvame, Ze zadana limita neexistuje, nebot’ jednostranné limity se
nerovnaji.
b) Budeme postupovat obdobné jako v bodé a).

. cosx+1 1
lim ——— = hm(cosx+1) lim —— =2 lim ——.
x—0cosx —1 x— x—0cosx — 1 x—0cosx — 1
Abychom mohli pouzit vétu 6.53, musime vySetfit zvIast’ obé jednostranné limity.
Oznalme f(x) = cosx — 1. Pak

lim = lim — = —o0, lim = lim — = —o0,
x—=0t f(x) x—0tcosx —1 x—0- f(x) x—0-cosx —1

nebot’ funkce f je v pravém i levém prstencovém okoli bodu 0 zéporna.
Celkem tedy dostdvame, Ze zadand limita existuje a plati

cos 1
lim S5 o (Coo) = —co.
x—0cosx — 1

c¢) Limitu nejprve upravime
3

1
= lim x°- lim — = (— 2) .

lim —— S
x—>=2(x + 2)2 x—>=2 x—>=2(x + 2)2 x—> 2 (x + 2)2

Oznacme f(x) = (x + 2)2. Plati, Ze lirn2 f(x) = 0 a Ze funkce f je v kazdém
xX—>—

prstencovém okoli bodu —2 kladn4, tedy xin—lz ﬁ = xgmz o +2)2 = 00. Celkem

3

Iim — = —-8-00=—00.
x—-2(x + 2)2 A

Priklady na spojitost funkce
Na zavér kapitoly si uvedme jesté nékolik piikladd tykajicich se spojitosti funkce.

Priklad 6.57. Urcete, zda jsou nésledujici funkce spojité v bodé xo.
x+1 prox #1,
2 w0 =1, f(X)={ Prox Al ) w=1, f(x)={

x—1 prox 21,

3 prox =1, 0 prox < 1,

| —2
-2

¢ x=2, f(x)=
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Reseni.
a) Pripomenime, Ze funkce f je spojitd v bodé x( pravé tehdy, kdyz existuje lim f(x) a
X—>X0

plati lim f(x) = f(xp). Vypoctéme tedy piisluSnou limitu.
X— X0
lim f(x) =lim(x+1) =2.
X=X x—1

Nebot’ lim1 f(x) =2a f(1) = 3, funkce f neni spojitd v bodé 1.
x—

b) Funkce f je definovéna jinym predpisem pro x = 1 a jinym pro x < 1. Budeme proto

vySetfovat jednostranné limity.

lim f(x)= lim (x — 1) =0; lim f(x)= lim 0=0.
x—17t x—1t x—1- x—1-
Obé¢ jednostranné limity existuji a jsou si rovny, tedy lim1 f(x) = 0. Funkéni hodnota
x—

f(1) = 0. Funkce f je tudiZ v bodé€ 1 spojita.
c¢) Funkce f neni v bod€ 2 definovéna, tedy neni v tomto bodé spojit4.
Pro zajimavost uvedme jesté vypocet limity funkce f:

. |x — 2| ox =2 . |x — 2| . —x+2
lim = lim =1; lim = lim = —1.
x—>2t x —2 x=>2tx —2 x—>2- x —2 x—>2- x —2
Jednostranné limity se nerovnaji, limita funkce f v bodé¢ 2 tedy neexistuje. A

Priklad 6.58. Urcete, ve kterych bodech nejsou nasledujici funkce spojité, a je-li to
mozné, dodefinujte je tak, aby byly spojité na celém R.
x2 4+ x|3x — 1]

2x '

1
a) fx)=arctg—, b) g(x) =

Reseni. a) Mame urcit, ve kterych bodech neni funkce f spojita a zda je tato nespojitost
odstranitelnd nebo neodstranitelnd. Jinymi slovy, mame zjistit, zda 1ze funkci v bodech
nespojitosti dodefinovat tak, zZe vysledna funkce bude spojitd vSude.

Funkce f je elementdrni, a tedy spojitd ve vSech vnitfnich bodech svého defini¢niho
oboru. Neni definovdna pro x = 0, budeme tedy zkoumat druh nespojitosti pravé v bodé
x=0.

Nejprve vypocitime lim arctg % a xl_i)r51+ arctg % s vyuzitim véty o limité sloZzené

x—>0~
funkce. Vime, ze lim % = —00, z ¢ehoZ plyne
x—>0~
: 1 . 7T
lim arctg— = lim arctgy = ——.
x—0- X y—o-o© 2

Dale vime, ze lim 1 00, a proto
x—0t "~

1 o1
lim arctg — = lim arctgy = —.
x—0+ & X y—>00 £y 2
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Protoze lim f(x) a hm f(x) se nerovnaji, funkce f nemd v nule limitu, a proto
x—>0~

nelze dodefinovat funkcm hodnotu f(0) tak, aby platilo hm f(x) = f(0). Nespojitost
funkce f v bod¢€ nula je tedy neodstranitelnd. Bod x = O je bod nespojitosti 1. druhu.

b) Jedna se o elementérni funkci, kterd neni definovana, a tudiz nenf spojitd v bodé x = 0.
Vypoctéme limitu v tomto bodé¢.

C X2+ x|3x — 1] .ox+3x — 1| 1
lim =lim —— = —-.
x—0 2x x—0 2 2
Pokud tedy dodefinujeme g(0) = % pak bude funkce g spojitd v celém R. A

Pojmy k zapamatovani

— limita funkce v bodé,

— jednostrannd limita,

— spojitost funkce v bodé,

— spojitost funkce na intervalu.

Kontrolni otazky

1. Vysvétlete pojem limity funkce zprava (zleva) v bodé€ x¢ a souvislost téchto pojmi
s existenci limity funkce v bodé x.

2. Nakreslete graf néjaké funkce, kterd ma v bodé x

a) vlastni limitu,
b) rGizné limity zleva a zprava,
¢) pouze limitu zprava.

3. Pomoci vhodnych obrazki vysvétlete pojmy

a) nevlastni limita ve vlastnim bodg,

b) nevlastni limita v nevlastnim bodé¢,

¢) vlastni limita ve vlastnim bodé¢,

d) vlastni limita v nevlastnim bodg.
. Vysvétlete vztah mezi spojitosti a limitou funkce v bodé x.
. Jak vyuZzivame spojitosti elementdrnich funkci k vypoctu limit?
. Jak poéitame limitu funkce f(x)$)?

(3

. Jak postupujeme pfi vypoctu limity typu (l) ?

N NV I N
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@ ——

Priklady k procviceni

1. Vypocitejte limity:

a)

c)
e)

X2 —4x+1
lim ——
x—2 2x +1

) . TX

lim(x — 1) sin —,

x—2 4
. sin*x

lim ,

=3 X

2. Vypocitejte limity:

a)

d)

g)

. x—2
lim ———,
x—>2x2 —3x4+2

sinx — cosx

lim

=%  cos2x
x4 3x% 4 2x
lim ————

x>-2 x2—x—06

3. Vypoditejte limity:

x—6
a) lim ———,
) =6 4/x4+3-3
. 2—=+/x+3
) ;I—IH x3—-1 7
4. Vypocitejte limity:
) X3 +x
a im ———,
x—too x* 4+ 3x2 4+ 1
Y4+3x -1
d) lim rrox—1
x—>+oo 2x245
5. Vypoditejte limity:
241
9 lim YO
xX—>—00 X

6. Vypocitejte limity:

a)

. sin Sx
lim ,
x—+o00 2x

7. Vypocitejte limity:

a)

. sin7x
lim — ,
x—0 sin4x

’

1+ sin2x
x—)% 1 — cos4dx ’

b) lim

d)  limlog(x? — 2x +2),

f) lim x arctg x.

x—1

3x2+11x 4+ 6

b) lim ﬁ,
x—-3  x3427
xP4+x-2
e) Ilm ——
x—>—2 x2—|—2x
2_3x42

hy fim 22
x—1 X —1

3x2+1
b) lim L,
x—+o0 5x2 —x + 1
32 1

e) lim al s

x—>4o0 x5 —2x +2°

b)  lim (WxZ+4+x),

X—>—00

1
b) lim x cos —,
x—0 X

t 2
b) lim —2%

. 9
x—0 x sin 3x

tgx
¢) lim — ,
x—7 sin 2x
5 3x24+3x—6
im ——— |
x—>-22x2 —2x — 12
. ) 1 x+10
1) lim - —F.
—=2[2—x 8—x3
)i 341
C m ——,
x—>—1\/x? —3x 4+ 2x
oA +x2 -1
f)y lim— .
x—0 X
)i xt—x*42
¢ x—lr-ir-loox3—x2—|—]’
2x3 —2x2 4+ 1
f)

m —0.
x—+o0 S5x3 4 2x — 1

) x2 4 3x
¢ lim e——.
xX—>—00 /x3 _ 2X2

o lim cos(4x — ) '

X——00 2x

. arcsinx
¢) lim .
x—0 X
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8. Existuji-li ndsledujici limity, uréete jejich hodnotu.

)i x2—1 b 2x ) (4x +4 2> Q1 x2—1
a) lim , im ——, ¢c) lim —-2), im ,
=0 x2 x——1x+1 x—0 x2 x—>2 x2 — 2x
1 1 1 2
e) lim . D lim L g lim 2D h) 1lim .
x—1+ 1 —x x—1- 1 —x x—>0 arctgx x—>2x2—4
9. Vypoctéte jednostranné limity:
21 1 -2
a)  lim b)  lim ——, o tim P2
x—1x x — 1 x—>—1Fx +1 =2+t x =2
10. VySetiete spojitost funkce funkce f v bodé xo:
3
9 fiy=lk-2+3x—1 x=2, b siy="2E w0
X
x+1 |x + 1]
ty = 2x, =-1, d = , =—1
o fry |x3+1|+x X0 ) fry="g %o
11. Urcete body, v nichz funkce f neni spojita:
4 prox <0, 1 1
a Sy — b Cy = , c :y =sin—,
) Sy {0 prox = 0, ) fry T ) fry p;
1
— prox <0, x+1 prox <0,
d fry=4% e) fiy= S
0 prox >0, X prox =2 0.
Autotest

Prave jste docetli kapitolu o limitach. Osvojili jste si pojmy limita, jednostrannd limita a spojitost
a naucili se pocitat jednoduché typy limit. Zda-li se vdm skute¢né podaftilo pochopit vSe podstatné,
to si ovérite nasledujicim autotestem.

V testu jsou zahrnuty jak otdzky testového charakteru (vybér z pfedem danych moZnost{), tak
pocetni priklady. Pritom na kaZdou otazku je spravnd prave jedna z uvedenych odpovédi. Test neni

¢asove€ ndrocny — jeho vypracovani by vim nemélo zabrat vice neZ 30 minut.

je
1. Ma-li funkce vlastni limitu v bod¢ x, neni v bod€ xy definovana.
nemusi byt
je
2. Je-li funkce spojitd v bodé€ xp, { neni v bodé€ x( definovana.
nemusi byt
existuje vlastni
3. Je-li funkce f spojitd v bodé xy, ¢ existuje nevlastni » limita lim f(x).
. . g
neexistuje o
4. Funkce ma v daném bodé (nejvyse, prave, alespon) jednu limitu.

5. Uvedte piiklad funkce, kterd nemd v bod€ xo = 1 limitu.
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6. Uvedte priklad funkce, kterd ma

a) v nevlastnim bodé 400 nevlastni limitu 400,
b) ve vlastnim bod¢€ xy = 0 nevlastni limitu +oo.

Nakreslete prislusné obrazky.

. Vypoctéte limity:
) lim —* b) lim (x*+x?)
T _8xr15° pm XA,
o TIx3=3x2 45 _ sin7x
¢) lim —————, d) lim — )
X—>+00 4x3 45 x—0 sin 2x

. Rozhodnéte, zda existuji zadané limity, a v pfipadé€, Ze ano, urcete jejich hodnotu.

) li al b Tim >
axli%x3—27’ xlil’(l) x2

Vysledky autotestu naleznete v KIi¢i k Fesenym prikladum. Méte-li vSe spravné, pak

vam nelze nez gratulovat. Tim, Ze jste zvladli pojem limity (tedy pochopili vyznam sledu
tif kvantifikatord), mate oteviené dvefe diferencidlniho a integralniho po¢tu. Nové pojmy,
postupy a metody, které se timto poctem naucite, pak budete vyuZzivat ve fyzikdlnich a
technickych aplikacich. Pokud jste v nékterych otdzkach neuspéli, vratte se k prisluSnym
definicim, vétam a piikladim.

skokskoksk

Védomosti jsou vskutku to, co vedle ctnosti pozdvihuje jednoho ¢lovéka nad druhého.

(J. Addison)

koskskoksk
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Kapitola 7

Derivace

Pruvodce studiem

Vse kolem nas je v neustalém pohybu. Méni se roc¢ni doby, pocasi, zvifata se
pohybuji, rostliny rostou, lidé se rodi, dospivayji, starnou, umiraji atd. S pohybem
se setkame vsude, bez néj by Zivot neexistoval.

Vétsina pohybu, ac se jevi chaoticky, ma jakousi svou pravidelnost a sviij rad.
Mélo by byt tedy mozno tento pohyb matematicky zkoumat. Lidstvu trvalo témér
2000 let nez byl nalezen zptsob, jak matematicky zachytit pohyb — vysledkem byl
diferencialni pocet. Diferencialni a zaroveri integralni pocet vyvinuli v 17. stoleti
nezavisle na sobé dva matematici — Anglican Isaac Newton a Némec Gottfried
Wilhelm Leibniz.

Diferencialnim poctem Ize analyzovat pohyb a zménu. Jaky je vztah mezi
pohybem a zménou? Zakladni operaci diferencialniho poctu je proces nazvany
derivovani. Jejim ucelem je ziskat ,rychlost zmény*“ néjaké ménici se veliciny.
Hodnota, poloha nebo smér pohybu musi byt popsany néjakou funkci (analytic-
kym vyrazem, vzorcem). Derivovanim této funkce vznika nova funkce, ktera jiz
udava hledanou ,rychlost zmény*. Stru¢né feceno, derivovani transformuje jednu
funkci na druhou.

UvazZujme napfiklad pohybujici se auto. Necht proménna s oznacuje drahu
pohybu auta, ktera se méni v zavislosti na ¢ase t podle vztahu

s = 412 + 3t.

Jak dale uvidime, derivaci tohoto vztahu dostaneme vyraz 8t + 3. Tento vyraz
udava ,rychlost zmény* polohy auta neboli rychlost v auta v libovolném caset, t.

v=_8t+3.
Zderivujeme-li tento vyraz znovu, ziskame ,rychlost zmény* rychlosti neboli zrych-

leni, t.
a=38.

o
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Po tomto fyzikalnim pfiklade se jeste podivejme na geometricky model. Chce-
me stanovit ,rychlost zmény* funkce, tj. pomér zmény f(x) ke zméne x. V gra-
fickém znazornéni to znamena najit v daném bodé x sklon kfivky (to, jak je
kifivka strma), ktery je dan velikosti thlu, jenZ svira teCna ke kfivce v daném
bodé s osou x. Ciselné se tato velikost Uhlu vyjadiuje jako smérnice tecny neboli
tangens uhlu. Je jasné, Ze pokud funkce v daném bodé prudce roste, pak je smér-
nice te¢ny v tomto bodé velké kladné ¢islo. Naopak, pokud funkce v daném bodé
prudce klesa, pak je smérnice tecny v tomto bodé velké zaporné c¢islo. Vidime
tedy, Ze smérnice tecny k dané funkci v jejim libovolném bodé zavisi na hodnoté x.
Hodnoty smérnic tedy definuji dalsi funkci.

Proces pfechodu od funkce f, jenZ udava vztah mezi proménnymi x a vy,
k funkci g, jenZ udava vztah mezi proménnou x a smérnici tecny funkce f v bodé x,
se nazyva derivovani. Hodnota g(x) udava v kazdém bodé x sklon funkce f
(smérnici jeji teény). Takovato funkce g je derivaci funkce f a oznacuje se f’.

Vsimnéme si, co vzniku diferencialniho poctu pfedchazelo. V 17. stoleti byla
v zasadé vytvofena upina nauka o pohybu. Byly zkoumany drahy pohybujicich
se a vrzenych téles, studovany pojmy rychlosti, zrychleni, drahy a casu. Sam
I. Newton, ktery byl matematikem, fyzikem a astronomem, formuloval zakladni
ulohy matematické analyzy takto:

1. Ze znalosti drahy pohybu hmotného bodu v kazdem okamZiku nalézt rychlost
tohoto pohybu v urcitém case.

2. Ze znalosti rychlosti hmotného bodu v kaZzdém okamZiku urcit drahu, kterou
tento bod urazi za urcity cas.

Pritom prvni z téchto uloh je vypoctem derivace, druha vede k vypoctu integralu.

Nejenom nauka o pohybu byla motivaci vzniku diferencialniho poctu. V ma-
tematice byla v 16. a 17. stoleti vénovana velka pozornost studiu kfivek (spiraly,
fetézovky, cykloidy atd.). Byly studovany konstrukce tecen ke kfivkam, obsahy
useci, objemy a povrchy téles vzniklych rotaci useci, téZisté teéchto téles atd.
Existovalo obrovské mnoZstvi izolovanych, jednotlivych vysledku. Bylo tfeba vy-
tvorit teorii, ktera by tyto jednotlivosti sjednotila. A to se podafilo pravé Newtonovi
a Leibnizovi, jejichZ teorie sjednotila proces hledani smérnic tecen (derivovani) a
vypocty ploch a objemu (integrovani). Tito matematikové dosli také k pozoruhod-
nému vysledku — derivovani je v podstate inverzni operaci k integrovani.

V této kapitole se seznamite s derivacemi a naucite se derivovat elementarni
funkce.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni
e definovat pojem derivace,
e vysvétlit geometricky a fyzikdlni vyznam derivace,
e popsat souvislost mezi existenci derivace a spojitosti funkce,
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e na konkrétnich prikladech pouZit pravidla pro pocitani s derivacemi,
e definovat derivace vyssich radd,
e najit rovnici tecny a normdly ke grafu funkce v daném bodé.

7.1 Definice derivace

Geometricky model

JiZ jsme naznacili, Ze geometricky je derivace funkce v daném bod¢ smérnici teny k této
funkci sestrojené v tomto bod€. Pokusme se nyni smérnici tecny ke grafu funkce f: y =
= f(x) vbod& T = (xo, f(x0)) vyjadfit. Budeme postupovat nésledujicim zpiisobem —
viz obr. 7.1:

e Zvolime bod P = (x, f (x)) na grafu funkce.
e Sestrojime secnu s grafu funkce f ur¢enou body 7" a P.

e Bod x budeme pfiblizovat k bodu xq; odpovidajici bod P se ,,bude pohybovat* po
grafu funkce f a pribliZovat se k bodu 7'. Se¢na s se pritom bude ,,pootacet* (bude
porad prochédzet body T a P).

e V okamziku, kdy x splyne s xq, tj. P splyne s T, piejde secna s v piimku ¢, kterou
nazyvame tec¢nou ke grafu funkce f v bodé T'.

e Smérnice secny pak prejde ve smérnici tecny.

y
f(x)_ ............................................. y = f(x)
S F) = fGx0)

A C7) L STSIRRS El
: X — Xo :

AS Pt

o / X0 X X
Obr. 7.1
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Vyjadiime tento postup pocetné.
Z analytické geometrie vime, Ze rovnice piimky ve smérnicovém tvaru, kterd je uréena
dvéma body (xo, yo) a (x1, y1), je

Y1 —Y0
X1 — Xo

y1 — yo = k(x1 — xo), kde k = je smérnice pfimky.

Déle vime, Ze k = tg ¢, kde ¢ je thel, ktery svira ptislusna ptimka s kladnou ¢asti osy x.
Oznaéme k; smérnici secny a k; smérnici tecny a ¢; a ¢; odpovidajici uhly — viz
obr. 7.1. ProtoZe se¢na s je uréena dvéma body T = (xo, f(x0)) a P = (x, f(x)), plati,

ze
_ f0) = f(x0)

X — X0

ks

Zajiméa nas nyni smérnice te¢ny. PfibliZujeme-li bod x k bodu xg, prejde thel ¢
v thel ¢;, a smérnice seCny k; = tg ¢, prejde ve smérnici teCny k; = tg ¢;.

Tedy

x)— f(x
k= lim k = lim L =00
X=X X=X X — X0

Pokud tato limita bude existovat a bude konecnd, bude mit vyznam smérnice k; teny ¢
vbodé T.

Poznamka 7.1.

1. VSimnéte si, Ze limitu lim
X—> X0

v g 0
bychom totiZ limitu typu g.

S )= f(xo)
Xi

p— nelze vypocitat prostym dosazenim. Dostali

2. Zptedchozich tivah je zfejmé, Ze rovnice te€ny v bodé€ T bude (pfi oznaceni f (xg) = yo)
y = Yo = ki (x — xo).

Mechanicky model

UvaZujme hmotny bod, ktery se pohybuje po pfimce p. Ozname ¢ Cas a s(¢) polohu,
v niZ se bod v ¢ase t nachdzi — viz obr. 7.2 (pfipoustime, Ze bod se miZe i zastavit nebo
vracet).

s(1) — s(to)

It ]

s(to) s(1)

Obr. 7.2

Nasim tkolem je urcit okamzitou rychlost bodu v Case #9. Myslenka je néasledujici.

e Zvolime ¢asovy okamzik ¢ (napt. t > #9) a budeme pro ndzornost predpokladat, Ze
v intervalu (tg, ¢) se bod pohybuje doprava.
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e Priimérna rychlost za dobu r — 1y (coz je délka uvazovaného ¢asového intervalu) je
podle definice draha, kterou bod v této dobé urazil, tj. s (¢) — s (fo), d€lend pfiristkem
casut — ty.

e PribliZzovanim okamziku 7 k 7y, tj. zkracovdnim uvaZovaného Casového intervalu,
prejde priimérnd rychlost na casovém intervalu (¢, ¢) v okamZitou rychlost v ¢ase fg.

Vyjadiime opét tento postup pocetné.
Ozna¢me v, primérnou rychlost v ¢asovém intervale (7, ) a vy okamzitou rychlost
v Case ty. Draha, kterou bod urazi za dobu ¢t — #g, je s(¢) — s(#p). Pak plati

drdha () — s(t)
s t—1y

Uy

Tedy pro okamZitou rychlost dostaneme

. s(t) —s5(10)
v = lim ————.
t—1 t — l’O

Odhlédneme-li od oznaceni (s misto f at misto x), vidime, Ze jsme u obou modelti do-
spéli k vySetfovani limity obdobného podilu. Vzhledem k diileZitosti této limity zavadime
nasledujici definici.

Definice 7.2. Necht xo € D(f). Existuje-li limita

T S (x) — f(xo)
im —————— |

X— X0 X — Xp

znacime ji f'(xo) a nazyvame derivaci funkce f v bodé x.
Je-li f'(x0) € R, pak fikdme, Ze f md v bodé xq vliasmi derivaci.
Je-li f/(xg) = %00, Fikdme, Ze funkce f md v bodé xy nevlasmi derivaci.

x)— f(x
Definice 7.3. Necht xo € D(f). Existuje-li limita lim M, znacime ji
x—xg X — X0
f1(x0) anazyvame derivaci zprava funkce f v bodé x.
o f(x) = f(xo) ce == g .y Lo
Existuje-li limita lim —————, zna¢ime ji f’ (xo) a nazyvame derivaci zleva
x—xy X — X0

funkce f v bodé x.

Z vlastnosti limit (viz véta 6.13) plyne, Ze funkce f ma derivaci v bodé xg, pravé kdyz
existuji obé jednostranné derivace funkce f v bodé xg a jsou si rovny. Tedy

f'(xo) = fi(x0) = fL(x0).
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Poznamka 7.4.

1.

Jestlize m4 funkce f derivaci v bod€ xg, pak je nutné definovand v néjakém okoli
bodu xg.

. Oznacime-li x — xo = h, pak x se blizi k xo pravé tehdy, kdyZ h se bliZi k nule.

Dosadime-li do vzorce definujiciho derivaci za x vyraz xo + h, vyjde

i SO = f&o) L fo+h) — f(xo)
m —————— = lim .

X—>X0 X — X0 h—0 h

Tento vztah se rovnéZ pouziva pii definici derivace.

. Oznacen{ derivace arkou zavedl Lagrange'. N&kdy se viak pro ozna¢eni derivace

IV Y

misto ¢arky pouziva teCka — napft. piSeme x (¢) (obzvlasté jedné-li se o derivaci podle
casu).

Priklad 7.5. Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuji derivace ndsledujicich funkci
danych predpisy

a) f(x) = sinx, b) f(x) = |sinx]|, ) f(x) =Yx

v bodé€ x¢g = 0.

Resent.

a) Postupujme podle definice 7.2.

, . sinx —sin0 . sinx
f(0) = lim ——— = lim
x—0 x—0 x—>0 X

= 1.

Derivace funkce f(x) = sinx v bodé nula tedy existuje a je rovna ¢islu 1. Zamysleme se
nad geometrickym vyznamem tohoto vysledku. Jiz vime, Ze derivace f’(0) pfedstavuje
smérnici teCny ke grafu funkce v bodé€ (0, f(0)). Smérnice je tangenta thlu, ktery svira
teCna s kladnou Casti osy x. Tangens je roven 1 pro thel 7/4. Te¢na tedy svird s osou
x thel t/4 — viz obr. 7.3 a).

b) Vypoctéme jednostranné derivace funkce f(x) = |sinx| v bodé 0.
, . |sinx| —|sin0] . | sinx| . sinx
f1(0) = lim = lim = lim — =1,
x—0t x—0 x—0t X x—0t X
, . |sinx| —|sin0] . |sinx| . —sinx
f2(0) = lim = lim = lim = —1.
x—>0~ x—0 x—>0~ X x—>0~ X

Tedy f(0) # f’(0), aproto f’'(0) neexistuje. Graf funkce f md v tomto bodé jakysi
,hrot, | Spicku®. V takovém bodé nelze sestrojit te€nu — viz obr. 7.3 b).

! Joseph Louis Lagrange (1736-1813) (ti lagranZ) — vyznamny francouzsky matematik a mechanik.

Zabyval se mnoha oblastmi matematiky.
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\/‘0 N ‘0 Mo

a) f(x) = sinx b) f(x) = |sinx| ) f(x) =3x

Obr. 7.3

¢) Vypoctéme jednostranné derivace funkce f dané predpisem f(x) = 3/x:

. Y= Jx—-0 1
/£ x—1>0i x—0 x—1>0i x—0 x—1>0i Jx2 +

Plati 1 (0) = f(0) = 400, aproto f'(0) existuje a plati f'(0) = +00. Opét srovnejte
vysledek s chovanim grafu funkce — viz obr. 7.3 ¢). A

Priklad 7.6. Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuji derivace nasledujicich funkci @
danych predpisy

a) f(x) =x*+1, b) f(x) = V2, ¢) f(x) = sgnx
v bodé xoy = 0.

Resent.

a) Budeme postupovat obdobné jako v pfedchozim piikladé.

1= (04 1) xt

= lim — = lim x> = 0.
x—0 x—0 x x—0

f(0) = lim

Derivace funkce f v bod€ nula existuje a je rovna Cislu 0. Opét se zamysleme nad
geometrickym vyznamem tohoto vysledku. Derivace f’(0) pfedstavuje smérnici te¢ny
ke grafu funkce v bodé (0, f(0)). Smérnice je tangenta ihlu, ktery svird tecna s kladnou
¢asti osy x. Tangens je roven O pro thel 0. Te¢na je tedy rovnobézna s osou x — viz
obr. 7.4 a).

b) Vypoctéme jednostranné derivace funkce f dané predpisem f(x) = VxZ:

\/SXZ—W_ . /x2 -0 . 1

1(0) = i = 2 = lim —— = 4.

f+() x—lg)l*' x—0 x—lg)l*‘ x—0 x—lg)l*’% oo
3/ 2 302 3 2_0 1

fL(0) = lim i: im Y0 fim —— = —o0.
x—0~ x—0 x—0- x—0 x—>0*ﬁ

Tedy f1(0) # f.(0), a proto f'(0) neexistuje. Z grafu funkce — viz obr. 7.4 b) —
vidime, Ze v tomto bodé nelze sestrojit te¢nu. Graf ma v tomto bod¢ ,,hrot*.

o
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X X X

0 5 ‘0 0
a) f(x) =x*+1 b) f(x) = V2 ¢) f(x) = sgnx

Obr. 7.4

c¢) Pfipomenime, Ze funkci signum jsme definovali na str. 41.
Urceme opét jednostranné derivace:

sgnx — sgn0 . 1-=0 .1

f+( ) xin(}Jr x—0 xin(}er -0 xin(}er oo
— sgn0 —1-0 1 |
£0) = lim BRXTORRY iy = lim — = (=1)- lim — =
x—0~ x—0 x—=0- x—0 x—>0" X x—0" X

=—1-(—00) =+4o00.

Plati f1(0) = f/(0) = 400, a proto f'(0) existuje a plati: f'(0) = +oc. Jedna se
o funkci nespojitou v bodé 0. Jdeme-li po grafu funkce zleva doprava, pak ,,v bodé 0
musime provést skok z —1 do 0 (smérem nahoru) a pak z 0 do 1 (opét smérem na-
horu)“. Takto si u nespojité funkce miizeme predstavit geometricky vyznam nevlastnich
derivaci f (0) = 400 a f’(0) = +00 — viz obr. 7.4 ¢). A

Zkuste si nyni nakreslit graf néjaké nespojité funkce, kterd bude mit v bodé 0 derivaci
zleva rovnu —o0 a derivaci zprava rovnu +00.

Véta 7.7. Md-li funkce [ v bodé x¢ € R vlastni derivaci, je v tomto bodé spojitd.

Analogické tvrzeni plati pro jednostranné derivace a jednostranné spojitosti.

Diikaz. Necht xo € R. Predpokladejme, Ze funkce f md v bodé€ xo vlastni derivaci, tj.

existuje lim W = A, A € R. Chceme ukézat, Ze funkce f je spojitd, tj. Ze
X— X0 0

lim f(x) = f(xp). Prox # xq plati
X—>X0

£ = £ = Fa) + Fe = O 6 )+ £
Tedy
lim feo) = fim | L9070y pa | =
X—>X0 X—>X0 X — X0
— fim IO SO (x —x0) + lim f(xo) =
X—> X0 X — Xg X— X0 X—> X0
=A-0+ f(x0) =0+ f(x0) = f(x0). L
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Poznamka 7.8. Véta 7.7 je velmi dilezita. Dava do souvislosti derivaci funkce v bodé€ a
spojitost funkce v bodé. Rik4, Ze z existence vlastni derivace funkce f v bodé xq plyne
spojitost funkce f v bodé xo. Opacnd implikace ale neplati. Je-li funkce spojitd v daném
bod¢, nemusi mit v tomto bodé derivaci. Napt. funkce f: y = |sinx|, je spojitd v bodé
x = 0, ale neméa v tomto bod¢ derivaci (viz ptiklad 7.5 b)), a tudiz ani te¢nu. Také funkce
fry= Vx? je spojita v bod€ x = 0, ale nema v tomto bodé€ derivaci (viz piiklad 7.6 b)).

Shrneme-1i naSe dosavadni pozorovani, dostivame:

a) Ma-li funkce v daném bodé¢ vlastni derivaci, pak je v tomto bodé spojit4.

b) Ma-li funkce v daném bod¢€ nevlastni derivaci, pak v tomto bodé mizZe byt spojita,
ale nemusi. Napftiklad funkce signum (viz ptiklad 7.6 c)) mé nevlastni derivaci a
neni spojitd v bodé 0 a naopak funkce f: y = 3/x (viz ptiklad 7.5 c¢)) ma nevlastni
derivaci a je spojitd v bodé 0.

¢) Nema-li funkce v daném bod¢€ derivaci, pak miZe, ale nemusi byt v tomto bodé
spojitd. Pfiklady spojitych funkci, nemajicich derivaci jsou 7.5 b), 7.6 b).

Na predchozich pfikladech vidime, Ze predpoklad vlastni derivace je ve vété 7.7
podstatny. Nevlastni derivace nezarucuje spojitost.

Je zajimavé si uvédomit, Ze ve véte 7.7 staci predpokladat existenci vlastnich jedno-
strannych derivaci f 4/_ (x0), f/ (xo) a funkce f bude v bod€ x( spojitd. Poznamenejme,
Ze tyto jednostranné derivace mohou byt rizné, derivace f’(xo) tedy nemusi existovat, a
presto je f v bodé€ xq spojitd (napf. funkce absolutni hodnota). Zhruba feceno, obé vlastni
jednostranné derivace ddvaji obé jednostranné spojitosti, a tedy spojitost.

Doposud jsme mluvili o derivaci funkce v jednom bodé€ xy. Tato derivace je néjaké
¢islo. Jestlize ma f derivaci v kazdém bodé€ defini¢niho oboru (popf. néjaké jeho Casti),
dostavame novou funkci f’ definovanou takto:

Definice 7.9. Necht existuje vlastni derivace f’(x) funkce f pro vSechna x € M, kde
M C D(f).Pak funkci f': y = f'(x), x € M, nazyvame derivaci funkce f na M.

Obdobné definujeme i f1, f’.
Uvédomme si, Ze, je-li M = (a, b), pak musi platit

o Vx € (a,b): f'(x) eR,
° f~/l-(a) € R,
e f (b) eR.

Umluva: Nebude-li dale Fe¢eno jinak, budeme pod pojmem derivace rozamét viastni
derivaci.

o
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Pro zajemce:

S jistou nepiesnosti 1ze Fici, ze graf funkce, kterd ma v kazdém bodg vlastni derivaci, je bez ,,hrotd*
(tfikame, Ze takova funkce je hladkd). V bodech, kde ma graf funkce ,,hroty*, nemd funkce vlastni
derivaci.

Obr. 7.5

Casto se ikd, 7e funkce spojitd v kazdém bodé& intervalu je v podstaté takova, jejiz graf Ize
nakreslit jednim tahem. Ve skute€nosti je situace podstatné sloZit&jsi. Ruka, kterou graf kreslime,
neni nehmotnd, a ma tudiZ jistou setrvacnost. To, Ze se pohybuje, znamend, Ze mé néjakou oka-
mZitou rychlost. Tedy, jak vime z C4sti o mechanickém modelu derivace, funkce udévajici jeji
polohu (jejiz graf vlastné kreslime) md derivaci. Setrvacnost zplsobuje, Ze béhem pohybu ruky
nemuzeme z ni¢eho nic zahnout a vytvorit hrot.

Abychom vytvofili hrot, musime ruku zastavit. MiZeme tak vytvorit lomenou ¢aru, ktera je
spojitd a ma kone¢né mnoho bodul, v nichz neexistuje teCna, tj. derivace. Dokonce si miZeme
predstavit, Ze vlevo i vpravo pokracujeme do nekonecna, takZe vysledkem by byla lomena ¢ara
majici takovych hrotd nekoneéné mnoho — viz obr. 7.5.

Ptedchozi funkce (obr. 7.5) byla definovand na intervalu (—oo, +00). Ale i na ohrani¢eném
intervalu si lze snadno ptedstavit spojitou funkci, kterd nema derivaci v nekonecné mnoha bodech,
jak ukazuje obrazek 7.6.

Obr. 7.6

V obou piedchozich piikladech byly body, v nichZ neexistovala derivace, spiSe vyjimecné. Ve
,Vetsing* bodu byly uvedené funkce nejen spojité, ale mély i derivaci. Vzhledem k fyzikdlnim
vlastnostem redlné ruky midZeme nakreslit pouze pravé takové funkce. Jsou to tedy funkce nejen
spojité ale majici aZ na kone¢ny pocet vyjimecnych bodu i derivaci.

Jiz v 19. stoleti si matematikové poloZili otdzku, zda by spojitd funkce mohla mit i vice bodd,
v nichZ neexistuje derivace, nez ve vySe uvedenych piikladech. Pidvodni domnénka byla, Ze ne.
Jaké ale bylo zd&Seni, kdyZ v r. 1875 Weierstrass! sestrojil piiklad funkce spojité na intervalu,
kterd neméla derivaci v zddném bodé€! Vyznamny piedstavitel klasické matematické analyzy

Hermite? napsal v dopise svému piiteli Stieltjesovi® (viz [24]): ,,S hriizou se odvracim od tohoto

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (&ti vajerstras) — vynikajici némecky matematik.
Zabyval se pfedev§im matematickou analyzou a linedrni algebrou.

2Charles Hermite (1822-1901) (éti ermit) — francouzsky matematik. Zabyval se eliptickymi funkcemi,
matematickou analyzou, algebrou a teorii ¢isel.

3Thomas Jean Stieltjes (1856-1894) — holandsky matematik a astronom. Zabyval se matematickou
analyzou a zejména teorif urcitého integralu.
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politovdanihodného viredu na téle spojitych funkci — od funkce, kterd nemd derivaci ani v jediném
bodeé.“

Pokusme se popsat, jak se takové funkce, jeZ Hermita tolik rozhot¢ila, zkonstruuje. Weierstrass,
jehoz priklad je prili§ komplikovany, ve skutecnosti nebyl prvni. Jiz dfive (pfed r. 1830) sestrojil

Nl

jednodusii piiklad Bolzano!. Jeho postup byl zhruba ndsledujici (ve skute¢nosti byl jeho piiklad
sloZit&js1). Pfedstavme si nekone¢nou posloupnost funkcf, jejichz grafy jsou lomené ¢ary naobr. 7.7.
Nyni secteme prvni dvé tyto funkce, pak tii atd. Dostaneme vysledky na obr. 7.8. Jeden oblouk
souctu sedmi téchto funkci je zndzornén (ve vétSim méfitku) na obr. 7.9. Lze presné dokazat, Ze
kdyZ postup provedeme nekonec¢nékrat, dostaneme spojitou funkci, kterd nema derivaci v Zidném

bodé¢, tj. md v kazdém bodé ,.hrot“. Z predchozich dvah vyplyv4, Ze takovou spojitou funkci nelze

nakreslit.

NN NNNNNSNONSNNONNONSNSN

Obr. 7.7

YAVAVAVAVAVAVAVAN

JARVARVARVARVARVARVAR VAR
LN TN TN TNV
LN NN NN NV

Obr. 7.8

Naskytd se otdzka, k Gemu takové funkce jsou. Znidmy ucenec Poincaré® napsal (viz [24]):
, Dfive bylo hleddni novych funkci vyvoldno néjakym praktickym cilem, néjakym ticelem. Nyni

'Bernard Bolzano (1781-1848) — ¢esky matematik, filosof a teolog. N43 nejvétsi matematik 19. stoleti.
Pusobil na Karlové univerzité jako profesor ndbozenstvi. Své matematické vysledky vesmés nepublikoval.
Dnes je mu pfizndvana v fadé véci priorita, ale jeho vysledky bohuZel neovlivnily dalsi vyvoj a byly vesmés
pozdéji znovuobjeveny.

“Henri Poincaré (1854-1912) (Cti puenkare) — vynikajici francouzsky matematik, fyzik, astronom a
filosof. Vyznamné ovlivnil fadu disciplin. Zabyval se teorii ¢isel, algebrou, mnoZinovou a algebraickou
topologii, diferencidlnimi rovnicemi, matematickou fyzikou, nebeskou mechanikou a zdklady matematiky.
Napsal ptes 1000 praci.

5%
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Obr. 7.9

se vsak funkce vynalézaji vyhradné proto, aby byla odhalena nedostatecnost vsudkii nasich otcii;
kromé tohoto diisledku Zddny jiny z nich nelze vyvodit.“ AvSak dalsi vyvoj ukdzal, Ze tentokrat
se mylil. Jisté vite, co je to Brownliv pohyb (pohyb ¢astic, napt. pylovych zrnek, vlivem néarazd
molekul). V r. 1920 Wiener' ukazal, Ze pohyb brownovské &astice, kterd je tak mald, Ze jeji
setrvacnost miZeme zanedbat, se déje po spojité kiivce nemajici nikde te¢nu. Tyto tzv. Wienerovy
procesy hraji mimoradné daleZitou roli v teorii stochastickych procest, které maji rozsahlé aplikace

v fad€ obort (fyzika, elektrotechnika, ekonomie apod.).

7.2 Pravidla pro pocitani s derivacemi

Abychom mohli derivace tspésné pouzivat, je nutné se naucit derivovat zdkladni ele-
mentarni funkce, pomoci nichZ pak zderivujeme ostatni elementarni funkce. Uvedeme si
postupné ¢trnéct zdkladnich vzorct, které je nezbytné umét zpaméti vzhledem k dal$imu
castému pouZiti.

[1] () =0, ¢ € R (konst.), x € R, (7.1)
") =r-x""1, reR, x e RY, (7.2)
(sinx)’ = cosx, x € R, (7.3)
(cosx) = —sinx, x € R, (7.4)
) =¢*, x eR. (7.5)

Poznamka 7.10.

1. Zdtraznéme, e ve vztahu (7.1) je ¢ redlnd konstanta a x je proménna. Cteme: derivace
konstanty je nula.

2. Obecné vzorec (7.2) plati pro kazdé x € RY, ale pro nékteré hodnoty r je defini¢ni
obor §irSi — viz definice mocninné funkce na str. 73. Naptiklad:

1 _1
)Y =5x"xeR, (Y =—-4x xeR~{0}, &) = %x 2, x € (0, 00)

apod. Uvédomte si, Ze pomoci tohoto vzorce se derivuji i vSechny odmocniny.

'Norbert Wiener (1894—1964) (¢ti viner) — vyznamny americky matematik, zakladatel kybernetiky.
Zabyval se abstraktnim integrdlem, funkciondlni analyzou, stochastickymi procesy a kvantovou teorii.
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Piiklad 7.11. Pomoci definice derivace odvodte vztahy (7.1) pro derivaci konstantn{ @

funkce a (7.3) pro derivaci funkce sinus.

ReSeni.
a) Odvodme nejprve vztah (7.1) pro derivaci konstantni funkce. Oznac¢me f(x) = c.
Pak dostavame

Pl = lim L8 TS00 €7 im0 =o.
X=>Xxo X — X0 X=>Xg X — XQ ~ X—>X0
b) Oznaéme f(x) = sinx. Pak
. . . p— +
Flxo) = lim sinx —sinxo _ . 2 sin *5™ cos =50 _
X—>X0 X — X0 X—>X0 X — X0
. sinZX X + x0
= lim —— - lim cos =
x—xg A0 X—> X0
:limw- lim cosx+x0:1~cosxo:cosxo. A
y_>0 y X—>X0
Piiklad 7.12. Vypoctéte f/, je-li f ddna predpisem: @
a) f(x) =x, b) f(x) = x?, c) f(x) = V/x,
1
d) fO)=—=x"", e) f(x) = V7.
X
Reseni.
a) ff) =@ =&)Y =Ix""T=x"=1, x eR.
b) f'(x) = (x?) =2x*"1 =2x, x e R.
1 1 1
/ = /: %/:—2_1:—_72— ER+
c) f(x) (ﬁ) (x ) 5 5 ik X )
1
dfD=c=-lx"T=—x?=—= xeR\{0}
X
7 7 7
e) f(x) = (x%)/ = L—‘x%*1 = ZX% = Z\/4 x3, x e RT. N

Nésledujici véta dava ndvod, jak spocitat derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu
funkci f a g, zndme-li derivace téchto funkci. Pfipomeiime, Ze derivaci rozumime vlastni
derivaci.

o
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Véta 7.13. Necht existuji derivace funkci f a g v bodé xo € R. Pak také funkce f + g,

fe, i acf, kde c € R je konstanta, maji v bodé xq derivaci a plati:
8

i) (f £8)(x0) = f'(x0) % &' (x0), (7.6)
ii) (f8) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (x0), (1.7)
iif) (i) (x0) = f/(xo)g(X())z— f(x0)g’ (xo0) pro g(xo) % 0. (7.8)

g g~ (xo)
iv) (cf) (x0) = cf"(x0). (7.9)

Diikaz. V dikazu (i) pouZijeme definici derivace (7.2), definici souétu funkei (3.20) a
pravidla pro poc¢itini s limitami (véta 6.17):

(f +8)&) = (f +8)(x0) _

(f + &) (x0) = lim

xX—>X0 X — X0

ey U@ +8) = (f0) +800) _
X=X X — X0

— 1im f(x) = f(xo) + lim g(x) — g(xo) _ f/(X()) + g/(xo)-
X—>X0 X — xo X—>X0 X — xO

Diukaz vzorce pro rozdil je analogicky. Pro derivaci sou¢inu — vztah (ii) — dostaneme

i 9@ — (f8)(x0) f)g(x) — flxo)gxo) _

(f -8)(x0) =1 = lim

X=X X — X0 X—=>X0 X — X0

— Lm f(xX)g(x) — f(x0)8(x0) + f(x0)g(x) — f(x0)g(x) _
X=X X — Xp

i (fx) = fx0))g(x) + f(x0) (g(x) — g(x0))

o X—>X0 X — X0 o

— Lm f(x) — f(xo) lim g(o) + f(xg) lim §(x) — g(xo) _
X—XQ X — X0 X—XQ X— X0 X — X

= f(x0)g(x0) + f (x0)g' (x0)-

Konec¢né pro derivaci podilu — vztah (iii) — plati

: i i [0 _ f)
(i) o) = gim WO TGO Tt
X— X0 X — X0 X— X0 X — Xp
— iy S ®8&0) — fro)g(x)
r=>x0 - g(x)g(xo)(x — Xo)
iy L 9)8(0) — f(x0)g(x) + f(x0)g(x0) — f(x0)g(x0)

=1
X% 2(1)g (o) (x — x0)
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(f(x) = f(x0))g(x0) — f(x0)(g(x) — g(x0))

X—>x0 8(x)g(xo)(x — xo)
B 1 . 8o (f(x) = f(x0)) . flxo)(g(x) —g(x0)) |
= ——— | lim — lim =
g(x0)g(x0) [x=*0 X — X0 X—>X0 X — X0
_ [T x0)g(x0) — f(x0)8"(x0)
g (x0) '
Vztah (iv) nemusime dokazovat, nebot se jednd o specidlni ptipad vztahu (ii). [

Poznamka 7.14.
1. Maji-li funkce f, g na mnozin€ M C D(f) derivace f', g/, pak na M plati:

h (fxg) =f=*¢, i) (fe)' = f'g+ fg,
iii) (i> = szgl, iv) (cf) =cf.
g g

Pro zapamatovani je vhodné ¢&ist vzorce takto:

1) ,,derivace souctu je soucet derivaci* a ,,derivace rozdilu je rozdil derivaci®,
ii) ,,derivace soucinu je prvni derivovand krat druha nederivovand plus prvni nederi-
vovana krat druha derivovana®,
1ii) ,,derivace podilu je derivovany Citatel krit nederivovany jmenovatel minus nederi-
vovany Citatel krat derivovany jmenovatel déleno jmenovatel na druhou®,
iv) multiplikativni konstantu (tj. konstantu, kterou se ndsobi) vytkneme.

2. V konkrétnich piikladech ¢asto pouZivdme misto spravného zdpisu f’(x) ne pfili§
korektni oznaceni ( f(x))’.
Piiklad 7.15. Vypoctéte f/, je-li f ddna predpisem:
1
a) f(x) =x3+2x —sinx +2, b) f(x) = —2cosx +4e* + §x7, ) f(x) = xe*,
3x =2

d)f(x)ZXZCOSX’ €) f(x)=m,

f) f(x) =tgx.

Reseni. S vyuzitim véty 7.13 dostdvame:
a) f'(x)=(>+2x —sinx +2) = (x°) + 2x) — (sinx) + (2) =
=331 4 2(x) —cosx +0 =3x> 4+ 2 — cos x.
b) f(x) = (—2cosx +4e* + 3% ) = (—2cosx) + (4e*) + <§x > =
1 1
= —2(cosx)' +4(e") + 3 (x7) = =2(—sinx) + 4e* + 3 X =

7
= 2sinx + 4e* + §x6.

c) f/(x) = @xe") = (x)e" +x(e") =1le" +xe* =e* + xe'.
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d) f'(x) = (x>cosx) = (x?) cos x + x>(cosx) = 2x>" cos x + x*(—sinx) =

2

=2xcosx — x“sinx.

o Fix) = (3)2c —2>/ _ Gx - 2) (x? + 12 — (3); —2)(x2+ 1) _
x-+1 x=+1)
G 1-0?*+ D) - (Bx—2)2x4+0)  3x?+3—6x7 +4x
B (x2 + 1)? B (x2 4+ 1)?
—3x2 4+ 4x +3
= (x2_|_ 1)2
. .y . ,
B ) = (tgx) = (Slnx>/ _ (sinx)’ cosx —2s1nx(cosx) _
cos x COS* X
_ COSXCOSX — sin x (— sin x) . cos? x + sin® x 1

cos? x cos? x ~ cos?x A
Podobné jako v f) predchoziho prikladu se odvodi i vzorec pro derivaci funkce cotg x.
Tedy plati

/ —_—
[6] (tgx) = cos? x
(cotgx) = ——

sin? x ’

, xeR\{g—i—kn,keZ}, (7.10)

xeRN {kn, k € Z}. (7.11)

Poznamka 7.16.

1. Casto je tieba spoéitat derivaci sou¢inu tf a vice funkci. To Ize udélat vicendsobnym
pouzitim vzorce pro derivaci soucinu. Napf. jsou-li f, g a h funkce majici derivaci,
pak (vynechdme pro stru¢nost x) je

(fgh)' = (fe)'h+ fe(h) = (f'g + feHh+ fgh' = f'gh+ fg'h + fgh'.
Napt. je-li f: y = xe* sinx, pak
f'(x) = (x)'e"sinx + x(e*) sinx + xe*(sinx) = e* sinx + xe* sinx + xe* cos x.
Obdobny vzorec plati pro derivaci soucinu Ctyf a vice funkci. Napfiklad
(fghk) = f'ghk + fg'hk + fgh'k + fghk'.

Predchozi vztahy pro derivace soucinu tff a vice funkci je dobré si zapamatovat, nebot’
hodné urychli pocitani.

2. Je-li ¢ konstanta, pak (ce*)’ = c(e*)’ = ce¥, tedy funkce ce* je rovna své derivaci. Lze
dokazat, Ze funkce ce* jsou jediné funkce s touto vlastnosti.

Derivace inverzni funkce

Dile si v§imnéme vypoctu derivace inverzni funkce pomoci derivace funkce ptivodni. To
ndm umozni napf. spocitat derivace logaritmickych a cyklometrickych funkci. Vyjdeme
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z obrazku 7.10. Necht f: y = f(x) je dand funkce a f~': x = f~!(y) inverzni funkce
k funkci f (bez pfeznadeni proménnych). V tom piipadé je graf f a f~! tvofen tymiz
body v roving, tedy i teény ke grafim funkci f a f~! sestrojené v bodé T = (xo, yo) jsou
totozné.

Yo

pd

7

Obr. 7.10

Derivace je, jak vime, smérnice tecny, tj. hodnota tangens jist¢ho uhlu. Pro funkci
f: y = f(x)je to thel ¢, ktery svird tecna s kladnou ¢4sti osy x (nezdvisle proménnd
je x) apro funkci f~': x = £~ (y) je to thel ¥, ktery svird te¢na s kladnou &asti osy y
(nezavisle proménnd je y) — viz obr. 7.10. Je ziejmé, Ze pro f'(xg) # 0je f'(x0) =tge
a (f~1'(v) = tgy. Protoze ¢ + ¢ = Z, plati
1 1

—1y/ _ _ E_ _ -
e =ty =15 —0) =cowp == oo

Plati tedy nasledujici véta (predchozi geometrické zdiivodnéni neni samoziejmé jeji dikaz,

//////

Véta 7.17. Necht funkce f: x = f(y) je spojitd a ryze monotonni na intervalu I. Necht
yo je vnitini bod intervalu I a necht md f v yg derivaci f’'(yy). Pak inverzni funkce
7ty = 7Y (x) md v bodé xog = f(yo) derivaci a plati

1
—— Jeli f'(yo) #0,
Y =4 7O
V=3 oo, jeli f'(yo) =0 afunkce fje na I rostouct,
—o00, je-li f'(yp) = 0 a funkce f je na I klesajict.

Obdobné tvrzeni plati i pro jednostranné derivace.

Priklad 7.18. Vypoctéte derivaci funkce f dané predpisem: @
a) f(x)=Inux, b) f(x) = arcsinx.
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Reseni.
a) Uvazujme funkci f: x = e” a inverzni funkci f~': y = Inx. Podle pfedchozi véty je

1 1 1
(f ') =(nx) = @) o %’ x > 0.

b) Uvazujme funkci f: x = siny, y € (=%, %) a inverznf funkci f~': y = arcsinx,
kde x € (—1, 1). Podle pfedchozi véty je

(Y (x) = (arcsinx)’ = ! — 1

(siny) cosy

ProtoZe na intervalu (—7%, 3 ) je cos y = O atedy |cos y| = cos y, je

cosy = |cos y| = v/cos2y = /1 —sin2y = /1 — x2,

a tedy
1

V1=x2’

avSak pouze prox € (—1, 1) (vkrajnich bodech existuji nevlastni jednostranné derivace
~+o0 podle véty 7.17). A

(arcsinx)’ =

Obdobné se odvodi i zbyvajici vzorce z nasledujici pétice.

. +
(Inx) = -, xeR", (7.12)
X
1
9]  (arcsinx) = ——, xe(=1,1), (7.13)
1 — x2
1
-10 (arccosx) = — , xe(=1,1), (7.14)
V1 —x2
1
-11 tgx) = , e R, 7.15
(arctg x) 211 (7.15)
1
/
(arccotg x) = —m, x € R. (7.16)
y <o - A x Inx
@ Priklad 7.19. Vypoctéte derivaci funkce f dané predpisem f(x) = - .
arcsin x + arctg x

Reseni. Nejprve musime pouzit vzorec pro derivaci podilu. Dostaneme

(x Inx)’(arcsin x + arctg x) — x In x (arcsin x + arctg x)’

flx) =

(arcsin x + arctg x)2
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Vyraz x In x budeme derivovat jako soucin, vyraz arcsin x + arctg x jako soucet. Vyjde

[(x)"Inx + x(Inx)](arcsin x + arctg x) — x In x[(arcsinx)’ + (arctgx)']

(arcsin x + arctg x)?2

)=

(1-Inx+x- %)(arcsinx + arctgx) — xlnx(—\/l]_7 + _x21+1)

(arcsin x + arctg x)2

B (Inx + 1)(arcsinx + arctgx) — x Inx (\/%7 + x++1)

(arcsin x + arctg x)?2 ' A

Derivace slozené funkce

Véta 7.20. UvaZujme sloZenou funkci F = f o g. Pfedpoklddejme, Ze existuje derivace
funkce g v bodé xqy a derivace funkce f v bodé uy = g(xo). Pak i sloZend funkce F md
derivaci v bodé xq a plati

F'(x0) = (f 0 8)(x0) = f'(uo) - &' (x0) = f'(g(x0)) - &' (x0).

Priklad 7.21. Vypoctéte derivaci funkce F dané predpisem: @
a) F(x) = (3x* —=2x + 1% b) F(x) = sin3x, ¢) F(x) =Insinx,

d) F(x) =4 —x2, e) F(x) =a", a>0,a #1.

Resenti.

a) Vn&ji slozka je f(u) = u'?, vnitini slozka je u = g(x) = 3x% — 2x + 1.
Derivace vn&jsi slozky f'(u) = (') = 10u® (' znamen4 derivaci podle u).
Derivace vnitinf slozky g'(x) = (3x> —2x + 1)’ = 6x —2 (' znamen4 derivaci
podle x).
Vysledek:  F'(x) = 10(3x%2 — 2x 4+ 1)?(6x — 2) (' znamen4 derivaci podle x).
b) Vnéjsi slozka je f(u) = sinu, vnitini sloZka je u = g(x) = 3x.
Derivace vné&jsi slozky f’'(u) = (sinu)’ = cosu.
Derivace vnitini slozky g’'(x) = (3x)" = 3.
Vysledek: F’(x) = cos3x -3 =3cos3x (tento zdpis je vhodné&jsi).
¢) Vnéjsi slozka je f(u) = Inu, vnitini sloZka je u = g(x) = sin x.

Derivace vné&jsi slozky f'(u) = (Inu) = —.
u
Derivace vnitini{ slozky g’(x) = (sinx)’ = cos x.

Vysledek: F'(x) = —— - cosx = cotg x.
sin x

d) Vné&jsi slozka je f(u) = /u, vnitini slozka je u = g(x) = 4 — x2.

1

Derivace vn&jii slozky f'(u) = (V) = (u2)' = %uﬁ =
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Derivace vnitini slozky ¢’ (x) = (4 — x?) = —2x.
1
& . / — —
Vysledek: F'(x) = Wy (—2x) = T
e) VyuZijeme vztahu mezi exponencidlni funkci o zakladu @ a o zdkladu e, tj. a* = e* 1",
Pritom sloZzend funkce F(x) = "' ma vngji slozku f(u) = e* a vnitini slozku
u = g(x) = xIna, kde Ina je konstanta.
Derivace vné&jsi slozky f'(u) = (e*)’ = e*.
Derivace vnitini sloZky g’(x) = (xIna)’ =1 -Ina = Ina.
Vysledek je: (@) =e*MIng = a*Ina. A

Tedy pomoci derivace slozené funkce obdrzime predposledni vzorec naSeho prehledu
derivaci elementarnich funkci.

(@) =a“lna, a >0, a#1, x eR. (7.17)

Zbyvéa odvodit vzorec pro derivaci obecné logaritmické funkce f(x) = log, x, kde
a >0, a # 1. ProtoZe log, x = }E—z, dostavame okamzité

, B 1 ;o 1 1
ffx)=— (nx) = — - —.
Ina Ina «x

1
(logax)/:m, a>0,a#1, xeR", (7.18)

Vzorec pro derivovani slozené funkce nevylucuje, Ze vnitini sloZka g je sloZzend funkce.
Pak miiZeme snadno derivovat i vicendasobné sloZené funkce. Napiiklad pro trojndsobné
sloZenou funkci F = f o g o h dostavame

F'(x0) = (f 0 g o h)'(x0) = f'(g(h(x0))) - &' (h(x0)) - h'(x0).
Priklad 7.22. Vypoctéte derivaci funkce F dané piedpisem:
a) F(x) = +/sin3x, b) F(x):ln(x—2+\/x2—4x+2),

¢) F(x) = sin (sin (sinx)).

Reseni.

a) Vné&jsi slozka je f(u) = /u, vnitini slozka je g(x) = sin3x, coZ je opét sloZend
funkce.

Derivace vn&jsi slozky f'(u) = (Ju) = (u%)' = !

SN

_1
u 2 =

|~

Diléi vysledek: F'(x) = - (sin3x)’.

1
2+/sin 3x

ProtoZe (sin 3x)" = 3 cos 3x — viz pfedchozi piiklad b) — je

1 3cos3
Fl(x) = —— . 3cos3x = ——2%

24/sin 3x 24/sin 3x .
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b) Vn&jii slozka je f(u) = Inu, vnitini slozka je g(x) = x — 2 + +/x2 — 4x + 2. Vnitini
slozka ma tvar souctu a navic jeden jeji s¢itanec ~/x2 — 4x + 2 je znovu sloZend funkce.

Derivace vné&jsi slozky f'(u) = (Inu) = —.
u

Derivace vnitin{ slozky
g(x)=(x —2—|—\/x2—4x+2)/ —1-0+ [(x2—4x—|—2)ﬂ/ _
1 2 -1 2 /
=1+§(x —4x +2)72 - (x"—4dx +2) =

x—2 Vx?2—4x4+24x-=2
Vx2—4x +2 Vx?—4x +2

Celkovy vysledek je pak

1 \/x2—4x—|—2—|—x—2_ 1
X —=24+Vx2—4x +2 Vx?2—4x 42 _Vx2—4x—|—2.

c) Budeme jiZ postupovat rychleji

F'(x) =

F'(x) = cos(sin (sinx)) - (sin (sinx))" = cos(sin (sinx)) - cos (sinx) - (sinx)" =
= cos(sin (sinx)) - cos (sinx) - cos x. A

Poznamka 7.23.
Je tieba disledné rozliSovat zapisy

f(x) =sinx?, coZ je sloZend funkce s vn&j3i slozkou sinu a vniténi

sloZkou x2, a

f(x) =sin’x, coZ je sloZena funkce s vnéjsi slozkou u? a vnitini

slozkou sin x (vlastné je to zkraceny zépis pro (sin x)?).

Pro derivaci pak dostdvame

(sinx?)’ = (cosx?) - 2x = 2x cos x>

(sin® x)’ = 2sinx - cos x.

Podobn& mdme tg x2 a tg? x, Inx2 a In® x atd.

Priklad 7.24. Derivujte a upravte @

f(x) :xarcsin,/L—l—arctg\/_—\/}.
x+1
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Reseni. Oznacme

f1<x>=xarcsin,/x%, fx) =arctg VX, fi(x) = Va.

Pti derivaci jednotlivych funkci pouZijeme véty o derivaci soucinu a podilu funkci a

o derivaci slozené funkce.

F(x) . X 4 1 1 /x+1 x+1—x
Xx) =arcsin,/ —— 4+ x - “ =/ . =
1 x-|—1 1 — X 2 X (X+1)2
\/ x+1
X Jx

= arcsin + )
Vx+1 2x+1)

, _ 1
Ht) = 2J/x(x+ 1)
, _ 1
f3(x) = m

Protoze f'(x) = f{(x) + f,(x) — f3(x), dostdvame

f'(x) = arcsin * 4 VX + ! _ =
Virl 264D " 2/5(c+1) 2%

. X x+1—(x+1) . X
= arcsin + = arcsin .
x+1 2/x(x + 1) x+1

Derivace funkci tvaru f(x)&®

Derivujeme-li ,,funkci na funkci® 7 (x)8®), nelze pfimo pouZit ani vzorec (x") = nx"~!
]
(proménné je jen v zédkladu), ani vzorec (a*) = a* Ina (proménnd je jen v exponentu).

F)80) = W[,

Funkci f(x)%“) budeme tedy derivovat jako sloZenou funkci 8" /() ¢,

[f(x)g(x)]’ — [eg(X)lnf(x)}’ — eg(X)lnf(X)[g(x) In f(x)] =

— FR - g n f ) + %f/(x) . x e D(f)N D(g),

Priklad 7.25. Vypoctéte derivaci funkce f dané predpisem:
a) f(x) =x*, b) f(x) = (sinx)**.

f(x) > 0.
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Resent.

a) VyuZijeme vztahu x* = e*"*_ Pak derivace
1

fle) = () = e (1oInx +x—) = x*(Inx + 1.

X

b) Nejprve funkci upravime

f(x) — (sinx)cosx — ecosx-ln(sinx)‘
Derivace je pak
fl(x) = efos¥Inbing (eos x - In(sinx)) =

. 1
= ecosxIn(sinx) (— sinx In(sinx) 4+ cosx——cosx | =
sin x

2
— (sin x)* (— sinx In(sinx) + —> x).

S x A

Poznamka 7.26.

Vsimnéte si, Ze funkce f(x) = x* z pfedchoziho piikladu neobycejné prudce roste a
nabyva brzy doslova ,astronomickych® hodnot. Napt. f(1) = 1! = 1, f(2) = 2> = 4,
f(3) =33 =27, £(10) = 10'9 = 10000000 000, f(100) = 100'%, coz je &islo tvaru
,Jednicka a 200 nul* (viz také str. 80).

Drive nez prejdeme k dalSim kapitoldam, shriime si prehledné derivace zdkladnich
elementarnich funkci, s kterymi jsme se postupné sezndmili.

(¢) =0, c € R (konst.), x € R,
(xr)’:r~xr_1, reR, x e RT,
(sinx) = cosx, x € R,

(cosx) = —sinx, x € R,

") =¢e*, x e R,

(tgx) = , xeR\{g—i—kn,keZ},

cos2 x

(cotgx) = — xeR~{kn, k eZ),

sinZx’
(nx) = -, xeRT,
x
. 1
(arcsinx)’ =

(arccos x) = —

3 © & E B EEEEE
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(arctgx) = , xeR,

x2+1
x € R,

arccotg x) = — ,
( gx) 21

(@) =a*lna, a>0,a#1, xR,

[ N = A (S —_
W N —_

1
(logax)'zl—, a>0,a#1, xeR".
X ina

Je tieba si uvédomit, Ze zndme-li derivace zdkladnich elementarnich funkci a pravidla
pro derivovani, pak umime derivovat kazdou elementéarni funkci. Pfi vypoctu derivaci je
vsak tfeba mit urcity cvik, ktery se ziskdva propocitdvanim velkého mnozstvi piikladi.
Bezpodmine¢nym predpokladem je vSak znalost zakladnich vzorci. Pfi jejich uéeni neni
ti¢elné se vdzat na proménnou x. Je tfeba v&dét, ze (x2)" = 2x, (s2)' = 2s, (t2)’ = 2r atd.
Derivujeme podle ptisluSné proménné.

Vhodné je také ucit se slovné vzorce bez proménné, tj. napt. ,,derivace sinu je kosi-
nus‘, ,,derivace kosinu je minus sinus®, ,,derivace pfirozeného logaritmu je jedna lomeno
argument* atd.

V ptikladech doposud uvedenych jsme se zaméfovali pouze na vypocet derivace funkce
anezabyvali jsme se definiénimi obory derivaci. Spravné bychom méli u kazdého prikladu
urcit defini¢ni obor funkce f i derivace f’. Pfi uréovani D(f’) nesmime zapomenout na
to, ze D(f") C D(f). Derivovanim transformujeme funkci f na funkci f’. Tato vysledna
funkce mizZe byt tedy definovdna bud’ na mnoziné stejné jako ptivodni funkce, nebo na
mnozing ,,uzs$i* nez ptivodni funkce.

Piiklad 7.27. Vypoctéte [/ a uréete D(f) a D(f'), je-li funkce f zaddna predpisem

14+x
_x.

f(x) = arctgx + In
Resen.
a) Urcime definicni obor funkce f:

D(f):{xeR: i+x>0}:

— X

=xeR: [J4+x>0A1—-x>0V({U4+x<0A1l—x<0)]}=
={xeR:xe(—1,1)}=(-1,1).

b) Derivujeme:

1 1 1 1(1—x)—(1 —1
1 +x /%2 % (1 —x)
1 11—x 2 1 1 2

1+x2+§1+x(1—x)2:1+x2+1—x2:1—x4'
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c) Z bodu a), b) ihned plyne, Ze
D(fy=(-=11).
2

Vsimnéte si pritom, Ze definicni obor funkce g(x) = T je R~ {£1}. A

Piiklad 7.28. Vypoctéte derivaci funkce f dané predpisem: f(x) = In (Insinx).

Reseni. Defini¢ni obor zadané funkce je prazdnd mnoZina (funkce neni definovédna pro
7adné x € R). Tedy nema derivaci v Zddném bodé. A

7.3 Derivace vysSich radua

Uvedli jsme jiz, Ze méa-li funkce f prvni derivaci v kazdém bodé defini¢niho oboru (popf.
na néjaké jeho podmnoZzing), dostdvime novou funkci f’. Tato nova funkce miZe mit
v nékterém bodé x( opét derivaci, tj. mizZe existovat ( f")’ v bodé& x. Toto &islo nazyvame
druhd derivace funkce f v bodé x( a zna¢ime f”(xp). Tedy

f7(x0) = (f") (x0).

Pokud f” opét existuje v kazdém bod¢€ defini¢niho oboru (popf. v kazdém bodé né&jaké
podmnoZziny defini¢niho oboru), dostdvame novou funkci f” — druhou derivaci funkce f.
Tu mtizeme opét derivovat (pokud to 1ze) a dostavame t7eti derivaci v bodé x,

" (xo) = (f") (x0)

atd. Pro n = 4 jiz nepouZivdme pro oznaceni derivace ¢arku — bylo by to pfili§ nepfre-
hledné. Piseme tedy £/, 7, f", f@, f© atd. Pfitom z4vorky nelze vynechat — f3 je
tieti mocnina funkce f zatimco f© je tfeti derivace funkce f.

Definice 7.29. Necht'n € N. Potom n-tou derivaci (nebo derivaci n-tého rddu) funkce f
rozumime funkci, kterou oznacujeme f a definujeme rovnosti

Fo =y

pficemz f© = f.

Tedy n-ta derivace je derivaci (n — 1)-ni derivace. Pokud umime pocitat prvni de-
rivace, vypocet vysSich derivaci nepfindsi Zadné problémy. Vysledek prosté vzdy opét
zderivujeme. Napf. tieti derivaci musime spocitat tak, Ze vypocitdme nejprve prvni a dru-
hou derivaci (neumime ,,pfimo* vypocitat tfeti derivaci). Geometrického a fyzikélniho
vyznamu druhé derivace si vSimneme pozdéji v oddilu 9.3.

Piiklad 7.30. Vypoctéte patou derivaci £ funkce f dané predpisem:

fo) =2x* —4x® +3x2 —x + 1.
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Reseni. Postupné dostaneme

fl(x) = 8x> — 12x% + 6x — 1, F®(x) = 48,
" (x) = 24x? — 24x + 6, O =o.
" (x) = 48x — 24, A

@ Piiklad 7.31. Vypoctéte druhou derivaci f” funkce f dané predpisem:

fx) = x2 sin Jx.
Reseni. Funkce md tvar soudinu a druhy Cinitel je sloZena funkce.
f(x) = (x2 sin «/)_c), = (x%)’sin v/x + x*(sin ﬁ)/
Pritom

(sin«/?c)’ = Cos ﬁ(ﬁ)/ = cos \/)_c(x%)/ = coS+/X - %x_é = %.

Tedy

F/(x) = 2xsin/x + x2 - COS\/__2xs1n\/_+ 7% cos\/_

Ziskanou derivaci budeme déle derivovat. M4 tvar souctu a kazdy s¢itanec méa tvar soucinu.
Dostaneme

1
£ = (Y () = (2xsin/x) + (3 cosf)
= (2x)'sin /x + 2x (sin vx )" + (%x§>/cos\/_+ ;x

[ST[S%}

(cos «/)_c),

Protoze
_siny/x
f 2./x

(cos v/x)' = —sin/x(v/x)" = —sin/x -

. . . / L4 7 v /. O W e
a derivaci (sm Jx ) jiZ mame spocitanou, miiZzeme psat

£ (x) = 2sin /x + 2x -

cosf 1 3xlcos\/_+ x%( smﬁ):

:2sinﬁ+ﬁcosﬁ+zﬁcos x—é—lxsin\/_:
7 1
:2sinﬁ+zﬁcos x—szinﬁ.
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Poznamka 7.32.

1. Po¢itame-li derivace vysSich fada funkce f, je vhodné vyrazy pro f/, f” atd. pied
dal$im derivovanim upravit a co nejvice zjednodusit (aby se ndm sndze derivovalo).

2. VSimnéme si obecné derivace polynomu. V piikladu 7.30 jsme zjistili, Ze patd derivace
polynomu stupné Ctyfi je nula. Obecné plati, je-li P polynom stupné n, pak (n + 1)-ni
a vSechny vyssi derivace jsou identicky nulové (tj. jsou rovny nule v kazdém bod¢).

3. Pfipomenime, Ze ma-li funkce f n-tou derivaci, n > 1, ma i v§echny niZsi derivace,
specidlné tedy existuje f’, coZ podle véty 7.7 znamend, Ze f je spojitd. Zdiraznéme
pritom, Ze mluvime o vlastnich, tj. kone¢nych, derivacich.

4. Plati: D(f™) c D(f"*=D)y c--- C D(f') C D(f).

7.4 Tec¢na a normala

Na zavér kapitoly o derivacich si uvedeme piiklady na nalezeni rovnice tecny. Predpoklé-
dejme dale, Ze existuje vlastni derivace funkce f v bodé€ (xq, f(xo)).

Definice 7.33. Pfimka ¢ o rovnici
y — f(xo) = f'(x0)(x — x0)

se nazyva tecna ke grafu funkce f v dotykovém bodé T = (xo, f(xo)).
Pfimka n, kterd prochdzi bodem 7T a je kolma k te¢né ¢, se nazyva normadla ke grafu
funkce fvbodéT.

Ze stiedni Skoly vime, Ze mé-li pfimka smérnici k¥ # 0, méd pfimka k ni kolma
smérnici —%. Tedy, ma-li tecna ¢ ke grafu funkce f sestrojend v dotykovém bodé T =
= (X0, Yo) (viz obr. 7.11 a)) rovnici

y —yo = f'(x0)(x — x0), kde yo = f(x0),

pak normdla n ma rovnici

y—Yo= — X0), pokud f'(xg) # 0.

1
_— (x
f/(x0)

Je-li f'(xp) = 0, ma tena rovnici y = yp a je rovnob&Zna s osou x. Norméla je pak
rovnobéznd s osou y a mé rovnici x = x¢ (takové pfimky nemaji smérnicovy tvar) — viz
obr. 7.11 b).

Poznamka 7.34. Vsimnéte si, Ze pfipoustime-li pouze vlastni derivaci f’(xg), pak neni
te¢na nikdy rovnobézna s osou y.

o
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y
y=fx)
n
J (o) f(xo)t t
0 XiO X o .X:() X
a) f'(xo) # 0, b) f'(x0) =0

Obr. 7.11: Te¢na a norméla ke grafu funkce

@ Priklad 7.35. Najdéte rovnici teCny a normaly ke grafu funkce f dané predpisem:
f(x)=vVx2-=3x+11

v dotykovém bodé T = (2, ?).
Reseni. Nejprve uréime f (xo). ProtoZe bod T leZi na grafu funkce f, dostdvame

Yo=f(xo)=fQ)=~4—6+11=+9=3.

Déle najdeme smérnici te¢ny k; = f’(2). Vypo¢teme (derivujeme jako sloZenou funkci)

1) = [(x* = 3x + 11)%]’ = %(x2 3 1) P2k - 3)

a dosadime x = 2. Dostaneme

f@ =3G—6+1)FE=3 =2 ==
2 2 /9 23 6
Rovnice te¢ny tedy je y — 3 = %(x —2), 1.
; X n 8
YT 3
Nyni ur¢ime smérnici normély:
1 1
k[ —6

Rovnice normély n pak je y — 3 = —6(x — 2), j.
n:y=—6x+415.
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Priklad 7.36. Napiste rovnici tecny a normaly ke grafu funkce g dané predpisem @

g(x) =xIn(1 + x2) +3
v dotykovém bodé T = (0, ?).
Reseni. Nejprve vypoéteme g(xo). Vyjde
yo=28x0)=g0)=0-In01+0)+3=0-In1+3=0-0+3=3.

Déle vypocteme derivaci g’(x) (pouZijeme postupné pravidla pro derivaci souctu, soucinu
a sloZené funkce). Dostaneme

g'(x) = @) In(1 +x» +x(In(1 +x») + 3) =
2

(14 x% 4+0=1In(1 +x?) +

—1-In(1 + x2 : .
(14+x°)+x 712 T2

Ur¢ime smérnici teény k; = g’(0). Vyjde

2

, :
ki =g/ (0)=In(1+0)+ 77 =In1+0=0.

Rovnice tecny ¢ je y — 3 = 0(x — 0), ;.
t: y=23.

Normadla tedy nema smérnicovy tvar a jeji rovnice je obecné x = xo, je-li dotykovy bod
(x0, f(x0)). V nasem ptipad¢ je proto normdlan: x = 0. A

Priklad 7.37. Najdéte rovnice teCen ke grafu funkce f(x) = arctg )lc, které jsou kolmé @
k ptimce p: 2x —y = 0.

Reseni. Rovnici piimky p upravime na smérnicovy tvar p: y = 2x, odkud vidime, Ze
smérnice piimky k, = 2. Hledana teCna ma byt na tuto pfimku kolmd, tedy pro jeji
smérnici plati k, = —1/2.

Abychom nasli te¢nu ke grafu funkce f, je tteba nejprve najit bod dotyku 7' = (xo, yo).
K tomu vyuzijeme faktu, Ze smérnice tecny je rovna prvni derivaci funkce f v bod¢€ x.
Urceme derivaci zadané funkce

1 1 —1
") —m— | ——= | = ——, Vx € R~ {0}.
f@) YO ( x2> o (0}
Vzhledem k tomu, Ze k; = f'(xg) = —1/2, dostdvame rovnici
—1 B 1
1—|—xg 2’
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jejimz vyfeSenim dostaneme xo = =£1. Vidime tedy, Ze body dotyku jsou nésledujici
(y-ovou soufadnici vypocteme dosazenim do zadané funkce)

T T
T, = (1,—), T, = (—1,——).
4 4

Rovnice tecen, které jsou kolmé na primku p maji rovnice

, T 1( 1 . x+1+n
N —_— = ——(X — = —— — —,
YT T YETR Ty
, +TE 1( N . X 1 T
: —=——(x =—=——— —.
22ITYT S YET T A

Priklad 7.38. Zjistéte, zda existuje te¢na ke grafu funkce f dané predpisem

f(x)={ x. x=0

sinx, x>0

v dotykovém bodé o x-ové souradnici xo = 0. Pokud ano, najdéte jeji rovnici a rovnici
normaly.

Reseni. Pokud hleddme te¢nu, musime nejprve zjistit, zda existuje derivace funkce f
v hledaném bod¢ a zda je vlastni. Pokusme se tedy najit derivaci. Funkce je v pravém
okoli bodu 0 definovdna jinym pifedpisem nez v levém okoli bodu 0. Budeme proto
postupovat podle definice.

Nejprve vypocteme derivaci zleva v bod¢€ nula:

— £ -0
£ = tim LSO X0y
x—>0~ x—0 x=0-x—0
Nyni vypocteme derivaci zprava v bod¢ nula:
— £ inx —0 i
fjr(o): lim M: lim &: lim %:1.
x—0t x—0 =0t x—0 x—>0t X

Vyslo ndm, Ze derivace zleva se rovnd derivaci zprava, tudizZ existuje derivace a je rovna
f'(0) = 1. Tedy teCna ¢ existuje a jeji rovnice je y — f(0) = f/(0)(x — 0), tj.

oy =ux.

Smérnice te¢ny k; = 1, tedy smérnice normély k, = —1/k; = —1, takZe pro rovnici
normdly n dostaneme y — f(0) = —(x — 0), tj.

n:y=—x.

Graf viz obr. 7.12 a). A
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y=f®

/_ y=g()

a) b)

Obr. 7.12

Priklad 7.39. Zjistéte, zda existuje te¢na ke grafu funkce g dané predpisem

) x2, x <1,
X) =
& x, x=1

v dotykovém bodé o x-ové souradnici xop = 1. Pokud ano, najdéte jeji rovnici.
Reseni. Najdeme nejprve derivaci zleva dané funkce v pfislusném bodé¢:

— g(1 21 -1 1
¢ (1) = lim s —sM _ X _ gy ¥ DOFD
x—1- x—1 x—>1- )C—l x—1- x—1 X

lim (x+1) = 2.
—1-

Derivace zprava funkce g v bodé 1 je:

. (x) —g(1) .ox—1
(=1 g—: 1
g+() xlgh x—1 xgrller—l

= 1.

Tedy g’ (1) # g/, (1), tudiZ neexistuje derivace funkce g v bodé 1, a tedy neexistuje
ani te¢na ke grafu funkce g v dotykovém bodé (1, 1) — viz obr. 7.12 b) (na grafu je
v uvazovaném bodé¢ vidét ,,zub®). A

7.5 Fyzikalni vyznam derivace

O fyzikdlnim vyznamu derivace jsme se jiZ zminili v uvodu celé kapitoly. Pfedpokladejme,
ze je ptimocary pohyb hmotného bodu popsan funkci s(¢), kterd uddva polohu bodu
v zavislosti na Case ¢. Necht pfitom existuje prvni a druhd derivace funkce s(t). Pro kazdy
Cas 1ty pak miZeme vypocitat ¢islo s'(zp), které udava ,,rychlost zmény* polohy bodu
v tomto Case. Toto ¢islo znacime v(fy) a nazyvdme okamZitou rychlosti bodu v Case 1, tj.

v(to) = s'(t0).

o
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Déle miZeme pro kazdy Cas fy vypocitat &islo v'(¢g), které uddva ,,rychlost zmény*
rychlosti bodu v tomto ¢ase. Toto ¢islo zna¢ime a(#p) a nazyvame okamzitym zrychlenim
bodu v Case 1, tj.

a(to) = v'(t9) = 5" (19).

Pomoci zrychleni je v klasické mechanice formulovan Newtonliv zdkon popisujici
pohyb bodu konstantni hmotnosti v silovém poli: ,,Vyslednice sil pisobici na pohybujici
se bod je rovna (v kazdém Case) sou¢inu hmotnosti pohybujiciho se bodu a jeho zrychleni*.
(Nyni uvazujeme jednorozmérny piipad — pohyb po pifimce. Newtoniv zdkon plati
samoziejmé i pro pohyb v roving, pfip. trojrozmérném prostoru.)

[lustrujme si fyzikalni vyznam derivace na nésledujicim prikladé.

Priklad 7.40. T¢leso kmitd v piimce, pficemZ jeho vychylka z rovnovazné polohy je
urcena funkci s danou pfedpisem s(¢) = 2cos2nt — 3sin2nt, kde s je v centimetrech,
t v sekundéch. Urcete rychlost, zrychleni a vychylku v Case 1,75 s. Najdéte Cas, ve kterém
ma4 téleso poprvé od zacatku méfeni nulovou rychlost.

Reseni.

1. Nejprve vypocteme vychylku v zadaném case 1,75 s. Tj. ur¢ime funkéni hodnotu
funkce s vbodé t = 1,75:

7 7
s(1,75) = 2cos(2m - 1,75) — 3sin(2ww - 1,75) = 2 cos in — 3sin En =

3 3
= 2003(231 + En) -3 sin(Zn + En) =

3 3
=2cos—m — 3sin -1 = 3.
2 2

T€leso je v ¢ase 1,75 s vychyleno o 3 cm.

......

kosinus je suda a sinus je licha funkce, miZeme psat
(1,75) DY —2cos T4 3sin X =3
JI159) =s| —— | = 2cos — sin — = 3.
’ T4 2 2

2. Okamzita rychlost v je prvni derivaci drahy podle Casu:
v(t) = s'(t) = —4m sin2nt — 67 cos 27t vVt € R.

Vypoctéme rychlost v ¢ase 1,75 s. Tj. uréeme funkéni hodnotu funkce v v bodé
t =1,75:

v(1,75) = 5'(1,75) = —4m sin(2w - 1,75) — 6m cos(2m - 1,75) =

= —4msin En — 61 COS zn = —4n(—1) — 67 -0=4m.

Tedy okamzita rychlost télesa v zadaném Case je 47 cm - s~ .
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3.

Zrychleni télesa ur¢ime jako derivaci rychlosti, tj. druhou derivaci dréhy:

a(t) =s"(t) =1 (t) = (—4nsin2nt — 6mcos2nt) =
— 872 cos 27t + 1272 sin 2T7t, VvVt € R.

Ur¢eme zrychleni télesa v ¢ase 1,75 s. Tj. vypoctéme funkéni hodnotu funkce a
vbodér =1,75:

a(1,75) = =872 cos(27 - 1,75) + 12n? sin(2x - 1,75) =
3 3
— —8m%cos ETE 4+ 1272 sin ETE = —12n2.

V zadaném &ase m4 nase t&leso zrychleni —127? cm - s 2.
Casy, ve kterych ma téleso nulovou rychlost, jsou ziejmé nulovymi body funkce v,
tj. funkce s’.

3
v(t) =0 67Tcos2nt = —4msin2nt & 3 cos2mt = —sin 27t &

® 9 3 1 3 k kel
S tglnt = 2<:>te{ 2j_[arctgz—l—z, € }

(x): je-li pro néjaké ¢ € R cos2nt = 0, pak sin2nt # 0, takZe tato Uprava je
skute¢né ekvivalentni.

Cas, ve kterém md t&leso poprvé od po&itku méfent, tj. od Easu 0's, nulovou rychlost,
je 3 — 5= arctg 3 s = 0,343 584 s. A

Pojmy k zapamatovani

— derivace funkce v bodé¢, derivace zleva a zprava,

— vlastni a nevlastni derivace,

— derivace funkce na intervalu,

N Pd

— derivace vyssich fadu,

— tecna, normala.

Kontrolni otazky

AN L A W N =

. Vysvétlete geometricky a fyzikdlni vyznam prvni derivace.

. Vysvétlete souvislost mezi derivaci a spojitosti funkce.

. Vysvétlete, co to znamend, Ze funkce ma derivaci na intervalu J.

. Vyslovte vzorce pro derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci.

. Uvedte vzorce pro derivaci elementarnich funkci e*, cos x, sinx, x", tg x a cotg x.

. Uvedte vzorec pro derivaci inverzni funkce a vysvétlete jeho pouZiti.

o
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7. Uvedte vzorce pro derivaci elementdrnich funkei In x, arcsin x, arccos x, arctg x a
arccotg x.

8. Vysvétlete postup pfi derivovani slozené funkce.

9. Uvedte vzorce pro derivaci elementdrnich funkci a* a log, x,kde a € Rt,a # 1.
10. Definujte n-tou derivaci funkce, kde n € N.
11. Napiste rovnici te¢ny a normdly ke grafu funkce f v dotykovém bod¢€ (xg, yo).

Priklady k procviceni

1.

UZitim definice derivace urcete f'(xg), jestlize

a) fx)=x*=3x2+2, xy=0, b) f(x)=+x2-1, x():\/g.

. Derivujte funkci f danou predpisem a vysledek upravte:
— ﬂ 6 b - — L
a) f(X)—sx, )f(X)—4x4, c) f(X)_W’
O FO=2x-24 5. o f@O=6YF 4T o D ()=
fx_3x TR e) f(x)= X 355 fx_3</x_3,

g) f(x)=3x3—2x+ xi , h) f(x)=3x2— %cotgx, i) f(x) =2x3+5sinx.
. Vypoctéte:

a) (D), '), f/(=1), je-li f(x)=5x*—3x,

/ / / T \/;_ 1

b) f'Q),—=f'(D), f[4), je-li f(x)= P
. Derivujte funkci f danou predpisem a vysledek upravte:

Q) f(x)=x>-DEx3-5), b)  f(x)=x’tgx, ) f(x)=x*>+1Dlnx,

d) f(x)=x>cotgx, e) f(x)=./xcosx, f) f(x) =sinxcosx,

g fx)= Warctgx, h) fx)= x3ﬁe", 1)  f(x) =xe“cosx.
. Derivujte funkci f danou predpisem a vysledek upravte:

D f)=——, b S = O fl)=——.

x+1 I —sinx sin x
l4x—a? x4 Ux _arctgx
d) f(x)—m, e) f(x)—x_%, f) f(x)_logx’
_ xe' _ (x* 4 Darctgx , _ x%Inx
g) f(x)—m, h) f(x)_T’ i) f(x)_x—i—l'

. Derivujte funkci f danou predpisem a vysledek upravte:
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7.

8

10.

11.

12.

13.

a)  f(x) =2, b) f(x) =3In5x, ¢) f(x)=Inx2-1),

x—2

. 14+ x
d) f(x) = arcsin 7 e) f(x):arctgm, ) fix)=

Derivujte funkci f danou pfedpisem a urete D(f) a D(f").

2
a) f(x) = thx +1Incosx, b) f(x) = arccos(l — x?),

) Fx) = In(4— x?) + arcsin "2

. Derivujte funkci f danou predpisem a vysledek upravte:
a) f(x)=In(1l+ cosx), b) f(x) = arctg+/6x — 1,
¢) f(x)=2arcsin \/f — /2x — x2, d fx)=@>+4) arctg% — 2x,

B . V1+e -1 _\/ﬁ
e) f(x)—(x—2)vl-|-e —lnm, f) f(x)_ o’

x+2—x2«/m’ h) f(x)=1n(€x+m)_

g fx)=2Vx4+1+In

. Derivujte funkci f danou predpisem a vysledek upravte:

1 * .
a) f(x)= <> ) b)) f(x)= (x2 + ])aretex, ¢)  f(x) =xtnr,

1—x

Vypoctéte druhou derivaci funkce f dané predpisem:

a) f(x)=sin’x, b) fx)=tgx, ¢ fx)=+/1+x2 d) fx)=InEx>+1).

Vypoctéte tfeti derivaci funkce f dané predpisem:

a) f(x) =cos’x, b) f(x)=xInx, c) f(x)=uxe*.

Necht'n € N. Vypoctéte n-tou derivaci funkce f dané predpisem:

1
a) fx)=Inux, b) f(x)=x", c) f(x):;,keR.

Urcete rovnici teCny a normdly ke grafu funkce f dané predpisem:

8
a) f(x)= s v dotykovém bodé T' = (2, ?),
b) f(x) = arctg+/x2 — 1 v dotykovém bodé T = (ﬁ, 7,
¢) f(x)=4—x?vdotykovém bodé& T, jenZ je prise¢ikem grafu funkce f s kladnou &4sti

oSy X,

d) f(x) =Inx vdotykovémbodé T = (e, 7).
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Urdete rovnice tecen ke grafu funkce f(x) = x> — 12x, které jsou rovnobé&Zné s piimkou
p:y=2.

Najdéte rovnice teCen ke grafu funkce f(x) = % + 2, které jsou kolmé k piimce p: x +2y +
+3=0.

Draha pohybujiciho se t&lesa je popsana funkci s danou predpisem s(t) = 2¢> — 15¢> 436t +2.
Pfitom drdha s je vyjadfena v metrech a Cas ¢ v sekundéch. Zjistéte, ve kterém okamziku je
rychlost nulova.

Proud, ktery protéka indukéni civkou, je popsan funkci i danou pfedpisem i(f) = 15sin’ 3t.
Pfitom proud i je v ampérech a €as ¢ v sekunddch. Vypoctéte indukovanou elektromotorickou
sflue; = —Li'(t) v &ase 3 s, je-li L = 0,03 H.

Vlak vyjiZdi ze stanice, pfi¢emZ jeho pohyb je popsan funkci s danou predpisem s (t) = at? +
+ bt + ¢, kde s je drdha v kilometrech, ¢ ¢as v hodindch. Po uplynuti jedné minuty dosdhne
vlak rychlosti 60 km/h. Jakou drdhu ujede vlak, nez dosdhne tuto rychlost?

Zebiik délky x je opieny o svislou sténu. Dolni konec Zebiiku se posouva od stény konstantni
rychlosti v;. Urcete okamZitou rychlost v,, jiZ se posouvd horni konec Zebtiku, v Case, kdy
vzdalenost jeho dolniho konce od stény je y.

Po mofi pluji rovnomérné piimocare dvé lodi, prvni z nich rychlosti 30 km/h, druhd rychlosti
50 km/h. Jejich dréhy se kfizuji pod pravym dhlem. V okamziku ¢t = 0, kdy prvni lod’ je
v pruseciku drah, chybi druhé lodi k tomuto mistu jesté 20 km. Najdéte funkci, kterd vyjadiuje
zévislost okamZité rychlosti v, jiZ se méni vzajemnd vzdélenost obou lodi, na Case ¢. Vypoctéte
nejmensi vzdélenost d lodi.

Autotest

Mite za sebou dal$i velmi dileZitou kapitolu. Nakolik jste ji zvladli, si miZete ovéfit nasleduji-
cim autotestem. Test by vdm nemél zabrat vice nez 45 minut. Prvni Ctyfi otdzky jsou testového
charakteru (vybér z pfedem danych moZnosti). Pfitom je vZdy pravé jedna z uvedenych odpovédi

Spravna.
je
1. Ma-li funkce derivaci v bodé& xp, { neni v bod¢€ xy definovana.
nemusi byt
je
2. Ma-li funkce vlastni derivaci v bod€ xy, { neni v bodé x( spojitd.
nemusi byt
je
3. Ma-li funkce nevlastni derivaci v bod€ xy, { nenf v bodé€ x( spojita.
miZe byt
existuje
4. Je-1i funkce spojitd v bodé x(, < neexistuje derivace f’(xp).
nemusi existovat
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5. Uvedte ptiklad funkce, kterd je spojitd v bodé xo = 2, ale nema v tomto bodé derivaci.
6. Napiste vzorce pro derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci.

7. Derivujte funkci f danou predpisem a vysledek upravte:

1 1+1
) f(x)=3x4—25ﬁ+w—2, b ="
c) f(x)=1nx7, d) f(x):arcsin{,a>0,
1 —x2 a
2x 1
e) f(x):arctgez"—i—ln 62 + .
e*r — 1

8. Vypoctéte f'(1), f/'(=2), —f'(3),je-li f(x) =
9. Vypoctéte f(2), (1), je-li f(x) = xInux.

14+ x2°

10. Napiste rovnici teCny a normdly ke grafu funkce f : y =1 — e% v dotykovém bodé T, jenz je
pruseéikem grafu funkce f s osou x.

Vysledky autotestu najdete v KIi¢i k Fesenym prikladiim. Véfime, Ze vam derivovani
nedéld zZadné problémy. Pokud se prece naSel piiklad, ve kterém jste chybovali, pak si
znovu projdéte teorii, feSené piiklady a hlavné si propoctéte priklady k procviceni. Cvik

v derivovani ziskdte pouze tim, Ze budete derivovat.

Pro zajemce:

Na zac4tku kapitoly jsme mluvili o tom, Ze diky diferencidlnimu poc¢tu jsme schopni matematicky
zachytit pohyb a zménu. Matematické pojmy (¢islo, rovnice, bod, .. .) jsou vSak ve své podstaté
statické a pohyb nezahrnuji. Abychom tedy byli schopni zkoumat pohyb a zménu, musime byt
schopni popsat dynamicky proces statickymi nastroji.

Jak uvidime déle, klicem k porozuméni podstaté pohybu a zmény je pojem nekonecna a
nekonecné malé veliCiny.

Chceme stanovit ,,rychlost zmény funkce, jinymi slovy pomér zmény f(x) ke zméné x.
Graficky to znamend najit v daném bod¢é x sklon kiivky, ktery je dan velikosti ihlu mezi te¢nou
ke kiivce v daném bodé€ a osou x. V &iselném vyjidrent je to tangens Ghlu neboli smérnice tecny.
Problém tedy zni:

e Zname predpis funkce, tj. vzorec, ktery uddva vztah mezi proménnymi x a y. Mame najit
predpis, ktery by uddval vztah mezi proménnou x a smérnici.

JiZ na zacétku kapitoly jsme si fekli — viz obr. 7.1 — Ze smérnice secny spojujici body 7" a P
je dana vztahem
J(x) = fxo)

X — Xo
Oznacime-li x — xo = h, pak pro smérnici se¢ny dostdvdme

fxo+h) — f(xo)
- )
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UkaZme si na piikladu funkce f(x) = x> n&které problémy, které historicky vyvoj diferencidlniho
poctu provazely. Chceme urCit smérnici kiivky (tecny) v bod€ x (kvili zjednoduseni nebudeme
uZivat xp). Pro nasi funkci f je tedy smérnice seCny

S +h)—fx) (x+h)?—x3 _ x3 4+ 3x%h +3xh? + b — X3
h N h B h
_ 3%°h 4 3xh’ + 1P
- h

= 3x> 4+ 3xh + h°.

Tento vyraz uddvd smérnici tsecky PT. Jaka je ale smérnice kiivky f(x) = x* v bodé T, kterou
jsme chtéli vypocitat? A zde pravé udelali Newton s Leibnizem genidlni rozhodujici krok. Podivali
se na celou situaci dynamicky a zkoumali, co se bude dit, jestliZe se vzdalenost ~# bude neustile
zmenSovat.

Numericky: pro kaZdou hodnotu 4 odpovidd vyraz 3x? 4 3xh + h? smérnici tse¢ky PT.
PoloZime-li napf. x = 2 a budeme-li ndsledné uvaZovat kaZdou z nésledujicich hodnot 2 = 0,1;
0,01; 0,001; 0,0001; ..., pak odpovidajici smérnice dsecek PT budou postupné 12,6; 12,06;
12,006; 12,000 6; ... Vidime, Ze smérnice tseCek PT se blizi k hodnoté 12.

Geometricky: se zmenSujicim se & se bod P pfiblizuje k bodu 7" a smérnice secny postupné
prechdzi ve smérnici teény, tj. smérnici k¥ivky. Reeno dne$nim jazykem, limitni hodnota smérnice
se¢ny P T bude presnou hodnotou smérnice kiivky v bodé& T . Limitni hodnota vyrazu 3x>+3xh+h>
pro A bliZici se nule je rovna 3x2. To je tedy smérnice kiivky f v bod& x. Konkrétné pro x = 2
bude smérnice rovna &islu 3 - 22 = 12.

N4s popis problému vychazi z toho, Ze zname pojem limity. AvSak v dobé€, kdy diferencidlni
pocet vznikal, pojem limity neexistoval. Jak tedy Newton a Leibniz dokdzali popsat fakt, Ze se
zmenSujicim se i se smérnice tsecek P T priblizuji ke smérnici kiivky? Jak se s timto dynamickym
procesem dokdzali vyrovnat? Jak pracovali s veli¢inou 4, kterd se bliZi k nule, tj. nekone¢né malou
veli¢inou?

Newton i Leibniz pochopili tento aproximacni (limitni) proces intuitivné zcela spravné a
dokdzali svétu predloZit uZite¢nd a spravna pravidla pro derivovani fady funkci. Nutno vsak fici,
Ze s nekone¢né malou veliinou se zcela vyrovnat nedokazali.

Z. Newtonovych vypocti vyplyvd, Ze ¢leny nasobené Cinitelem ,,4* pokladd ve srovnani se
Cleny, jeZ ,,h* neobsahuji, za nuly. Neplati to vSak vzdy. V pfipad¢€, Ze s veliinou ,,in* déli,
poklédda ji za nenulovou. Newton si byl védom tohoto nedostatku, ale nedovedl se s nim vyrovnat.
Pri hledani vychodiska vytvofil ,,metodu prvnich a poslednich poméri“, jakysi prvopocatek teorie
limit. Zavedl i pojem ,,limes*, i kdyZ pojem limity v dneSnim smyslu nedefinoval; opiral se pouze
o jeho intuitivné zifejmy vyznam.

To, Ze nebyla dostate¢né podloZena price s nekonecné malou veli¢inou, se stalo zdrojem
mnoha nedorozuméni a zmatkd, a to nejen pro soucasniky Newtona a Leibnize, ale i pro mnoho
dalSich generaci.

Napt. roku 1734 se anglikansky biskup George Berkeley (1685—-1753) kriticky vyjadfil proti
nekone¢né malym veli¢indm veli¢indm, které pfirovnal k ,,duchim zemfelych veli¢in“ — ty jednou
jsou nulové a pak zase nejsou, podle potfeby operaci, které se s nimi provadéji.

Tyto kritiky vyvolaly Zivou polemiku, kterd pak pokracovala mezi matematiky s velkou in-
tenzitou celé 18. stoleti a vedla k pokustim vyloZit zakladni pojmy infinitezimélniho poctu bez
logickych sport. Zaklady matematické analyzy v obdobf jejtho vzniku skute¢né stély na nejasnych
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predstavich; pouzivani metod pro praktické vypocty bylo spiSe otdzkou viry neZ rozumu. K situaci
se dosti pfiléhave vyjadtil d’Alembert: ,, Jdéme vpred, divéra se dostavi pozdé&ji!” Onen postup
vpred je nejtypictéj$im znakem rozvoje matematické analyzy 18. stoleti.

Prvni skute¢ny krok k vyfeSeni problému, o nichZ mluvil Berkeley, udélal Jean Baptiste
Le Rond d’Alembert (1717-1783) tim, Ze se pokusil definovat derivaci jako limitu poméru
piirtstkt veli¢in. Jeho definice limity znéla asi takto:

Jedna velicina je limitou druhé veliciny, jestliZe tato druhd se miiZe pribliZit k prvni vice, neZ
je libovolnd dand velicina, at je tato posledni jakkoli mald, pricemz vSak pribliZujici se velicina
nikdy nemiiZe predstihnout velicinu, ke které se bliZi.

Aby se vyhnul operacim s nulami, vyslovil d’ Alembert jesté pozadavek, Ze limita se nesmi
ztotoZnit s Zddnou hodnotou proménné.

Tyto snahy byly zavrSeny az v 19. stoleti. Tehdy nastupuje obdobi zpfesiiovani matematické
analyzy, jejimiZ ptedstaviteli byli B. Bolzano, A.-L. Cauchy, N. H. Abel, P. G. L. Dirichlet a pozd¢ji
R. Dedekind a K. Weierstrass. AZ v tomto obdobi, kdy doslo k aritmetizaci analyzy — vzniku -8
jazyka — byl diferencidlni pocet postaven na pevné zaklady.

UkaZme si na nasi funkci, jak K. Weierstrass zachytil statickym zpsobem dynamicky proces
derivovani — proces, kdy se smérnice seCen stdle vice priblizuji ke smérnici te¢ny, kdyZ se
pfirdstek 7 bliZi k nule.

Necht’ je ddna funkce
3x%h + 3xh* + h?

h ’
kde x je konstanta a & proménna. Rekneme, Ze &islo L (v naSem piipadé 3x?) je limitou funkce

s s

f (h) pro h bliZici se k ¢islu 0, jestliZe plati:

f(h) =

Pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze kdyz 0 < |h| < §, pak | f(h) — L| < e.

Jisté v této definici rozpoznate zndmou definici limity a uvédomite si, Ze zde neni fe¢ o Zddném
dynamickém procesu, o Zadné nekonecné malé veli¢ing, mluvi se zde pouze o existenci Cisla §,
které ma urcitou vlastnost. A tak 200 let po svém vzniku byl diferencidlni pocet postaven na pevné
zéklady.

Jak bylo feceno na zacatku, k porozuméni podstaté pohybu a zmény je tfeba umét pracovat
s nekonecnem — s nekone¢né malymi veli¢inami. A k tomu zcela doSlo aZ v 19. stoleti vytvorenim
teorie limit a celkovou aritmetizaci analyzy. Zajimavé je, Ze ackoliv neni nekonec¢no soucasti naseho
svéta, lidskd mysl ho potiebuje ovladnout, aby dokédzala popsat a pochopit nas svét.
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Kapitola 8

Zakladni véty diferencialniho poctu

Pruvodce studiem

V predchozich dvou kapitolach jsme se vénovali limité, spojitosti a derivaci funkce
v bode. To jsou tzv. lokalni viastnosti funkce. Popisuji chovani funkce v okoli
daného bodu.

Vysetfujeme-li chovani funkce na néjaké mnozZiné (nejcastéji intervalu), miu-
vime o globalnich viastnostech. Globalni viastnosti je napfiklad sudost, lichost,
periodicnost nebo také spojitost funkce na intervalu.

Funkce spojité na intervalu maji fadu dulezZitych viastnosti. V této kapitole
uvedeme nékolik klasickych vét, tykajicich se funkci definovanych na uzavieném
ohrani¢eném intervalu, které jsou spojité, popf. maji derivaci (pfipomerime zde, Ze
pokud mluvime o derivaci, mame stale na mysli vlastni derivaci). Dukazy téchto
Vet jsou relativné obtiZzné a s nasimi prostfedky bychom je teZko mohli udélat.
Avsak jejich geometricky vyznam je velmi nazorny a jejich pouZiti Siroke.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét

e urcit intervaly, na nichZ je funkce kladnd, resp. zdpornd, uzitim Cauchyovy-
-Bolzanovy véty,

e popsat souvislost mezi Rolleovou, Lagrangeovou a Cauchyovou vétou a vy-
svétlit jejich geometricky vyznam,

e zformulovat I’Hospitalovo pravidlo,

e vypocitat limity uZzitim I’Hospitalova pravidla.
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Nejprve si uvedeme vétu, kterd popisuje dilezitou vlastnost funkci spojitych na uza-
vieném ohrani¢eném intervalu.

Véta 8.1 (Cauchy'-Bolzano). Necht je funkce f spojitd na uzavieném ohraniceném
intervalu (a, b) a plati f(a) - f(b) < 0. Pak existuje alesporni jedno cislo & € (a, b)
takové, Ze (&) = 0.

fla)yr- f (D)

X o 6_1/51 52\/%'3 54\_/ sb X
flayf

f (D)

a) b)

Obr. 8.1: Ilustrace Cauchyovy-Bolzanovy véty

Cauchyova-Bolzanova véta tikd, ze spojita funkce, kterd mé v krajnich bodech uza-
vieného ohrani¢eného intervalu funkéni hodnoty opanych znamének, ma uvnitf intervalu
(a, b) tzv. nulovy bod &, tj. bod, pro ktery f(§) = 0. To znamend, Ze graf této funkce
protne v bod€ & osu x — viz obr. 8.1 a). Nulovych bodli miize byt ovS§em vice — viz obr.
8.1 b). Zkuste nakreslit graf funkce, kterd ma nekone¢né¢ mnoho nulovych bodd.

Pro zajemce:

Tato véta hraje dilezitou roli pfi numerickém feSeni nelinedarnich rovnic. Ukazme si, jak lze
numericky fesit rovnici f(x) = 0 (metoda pileni intervali).

Necht' f je spojitd na (a, b), necht’ f(a) - f(b) < O.

Polozme x; = #.

1. Je-li f(x1) =0, je bod x; hledanym fesenim.
2. Je-li f(x1) #0,jebud f(a)- f(x1) <0,anebo f(x;)- f(b) <O.
a) Je-li f(a)- f(x;) < 0, nahradime interval (a, b) intervalem (a, x;), vracime se na zacatek a
poloZime x; = ‘”’% a znovu testujeme, zda f(x2) = 0 nebo f(xy) # 0.
b) Je-li f(x1)- f(b) < 0, nahradime interval (a, b) intervalem (x;, b) a postupujeme obdobné.

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857) (&ti kosi) — vynikajici francouzsky matematik. Napsal pres 700
praci. Polozil zdklady soudobé matematiky, predev§im analyzy.

o
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Bud po kone¢ném poctu n krokd dostaneme bod x, € (a, b) : f(x,) = 0, anebo tento proces
provadime tak dlouho, az dosdhneme toho, Ze délka intervalu obsahujici kofen (kofeny) je mensi,
neZ poZadovand presnost.

Nyni si uvedeme dusledek véty 8.1.

Dusledek 8.2. Je-li funkce f spojitd na intervalu J, zobrazi tento interval na jednobodovou
mnoZinu nebo na interval.

Vétu 8.1 a jeji diisledek budeme vyuzivat pro hledani intervald, na nichZ funkce f
nabyva pouze kladnych, resp. pouze zapornych hodnot. Nékdy budeme strucné fikat, ze
hleddame intervaly, na nichZ je funkce kladnd, resp. zdporna.

V nésledujici kapitole pak tuto vétu vyuzijeme pii hleddni intervald, na nichZ je funkce
f’ kladnd, resp. zdpornd, coZz nam poslouZi k uréeni intervali monotonie, a kone¢né pfi
hleddni intervald, na nichz je funkce f” kladn4, resp. zapornd, coz nam poslouZi k uréeni
intervalti konvexnosti a konkdvnosti.

Urcovani intervali, na nichz je funkce kladna, resp. zaporna

Cauchyova-Bolzanova véta iikd, Ze nema-li spojitd funkce na intervalu J nulovy bod
(tj. rovnice f(x) = 0 nemad feSeni na J), je na tomto intervalu bud pofad kladnd, anebo
potad zapornd. Tedy pokud hleddme intervaly, na nichz je dana spojitd funkce kladna, resp.
zapornd, staci najit vSechny nulové body zadané funkce a defini¢ni obor rozdélit témito
nulovymi body na dil&{ intervaly, kde bude funkce bud jen kladn4, anebo jen zdpornd. Pak
staci vypocitat funkéni hodnotu v jednom vnitinim bodé tohoto dil¢tho intervalu. Pokud
vyjde zdpornd hodnota, jednd se o funkci, kterd je zdpornd na celém dil¢im intervalu.
V zadném bodé tohoto dil¢iho intervalu totiz nemiize byt kladnd, nebot to by v ném musel
lezet dalsi nulovy bod. Analogicka je situace, pokud vyjde kladna hodnota.

Priklad 8.3. Urcete intervaly, na nichz je funkce f:y = e’ (x* — 4x?) kladna, resp.
zéporna.

Reseni.

1. Nejprve vySetiime spojitost funkce f. Jednd se o funkci elementdrni a ta je spojita

ve v8ech bodech, v nichz je definovadna. Ze zaddni ihned vidime, Ze D(f) = R, tedy
funkce je spojitd na celém R.

2. Uréime nulové body funkce f, tj. body, kde je funkéni hodnota rovna nule:
FO) =0 & e (@ —4x)=0o x*—42=0 & 2:?-4H=0 &
& x*(x —2)(x +2) = 0.

Nulové body funkce f jsou: xo = =2, x; =0, xo = 2.
3. Defini¢ni obor rozdélime nulovymi body na disjunktni intervaly

(=00,—-2), (=2,0), (0,2), (2,00).
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Y y
1._
2 0 2 X
-1 0 1 X
—63+
a) f(x) = e (x* — 4x?) b) f(x) = (1 — x2)/x
Obr. 8.2

4. Uré¢ime znaménko funkce f na prislusnych intervalech. Dle Cauchyovy-Bolzanovy
véty staci zvolit na kazdém z dil¢ich intervalid jeden bod a v ném urcit funk¢ni hodnotu.
Podle znaménka funkéni hodnoty se rozhodne, zda je funkce na tomto intervalu zdporna
¢i kladna. Pokud je funk¢ni hodnota ve zvoleném bodé zdpornd, je funkce zdporna na
celém dil¢im intervalu. Obdobné pro kladnou funkéni hodnotu.

Napt. v intervalu (—oo, —2) zvolime bod —3, v intervalu (-2, 0) bod —1, v intervalu
(0,2) bod 1 a v intervalu (2, oo) bod 3:

(—00, —2) D f(=3) = e TV(=3) —4(=3)H) = 45¢° > 0,
(—2,0) D D =D —4(=1)P) = —3e < 0,
(0, 2) : f(h)=e’(1*—4.12) = —3e <0,
(2, 00) : f3)=e¥(3* —4.32) = 45¢° > 0.

5. Zavér: Funkce f je kladnd na intervalu (—oo, —2) a na intervalu (2, 0o) a zapornd na
intervalu (—2, 0) a na intervalu (0, 2). Graficky budeme tuto skute¢nost znidzorniovat
takto:

. + _ , _ et
T -2 0 2

Pro ilustraci uvadime graf funkce f — viz obrazek 8.2 a) A



228

Zdkladni véty diferencidlniho poctu

2
Priklad 8.4. Urcete intervaly, na nichz je funkce f: y =

kladn4, resp. zdpornd.

Resent.

1. Defini¢ni obor: D(f) = R~ {0}. Funkce je spojitd na intervalu (—o0, 0) a na intervalu
(0, 00). Bod 0 je bod nespojitosti.

2. Nulové body funkce f:

2

fx)=0 < = ) S 1-x*=0<« (1-x)(1+x)=0.

Funkce f ma dva nulové body: x; =1, x, = —1.
3. Defini¢ni obor D(f) = (—o00,0) U (0, 00) rozdélime nulovymi body na disjunktni
intervaly:
(_OO’ _1)’ (_1’0)’ (Oa 1)7 (1700)'

4. Uréime znaménko funkce f na pfisluSnych intervalech. Z kazdého intervalu vybe-
reme jeden bod a ur¢ime znaménko funkéni hodnoty v tomto bodé€. Napf. v intervalu
(—o0, —1) zvolime bod —2, v intervalu (—1,0) bod —3, v intervalu (0, 1) bod 1 a
v intervalu (1, co) bod 2:

1—(=2* -3 3
(=00, —=1) : f(—2)=%=j2=§>0,
N S S T
(-1,0) : fl—=) = = =1 =—-<0,
(2) _% _% _% 2
1= _1-1_3_3
(071) f—: = :—:—>0,
(=@t
1-22 -3

5. Zavér: Funkce f je kladnd na intervalu (—oo, —1) a na intervalu (0, 1) a zadporna na
intervalu (—1, 0) a na intervalu (1, oo). Graficky:

.+ = + . -
I -1 0 1

Graf funkce si miiZzete prohlédnout na obrazku 8.2 b) A

Pro zajemce:

Mezi nejcastéji se vyskytujici elementarni funkce patii polynomy. Pfi uréovani intervalii, na nichz
dany polynom nabyva kladné, resp. zaporné hodnoty, miiZeme postupovat stejné jako v piedchozich
prikladech, tj. vypocteme nulové body (kofeny), rozdélime defini¢ni obor nulovymi body na
disjunktn{ intervaly a ur¢ime znaménko funkce na kazdém z téchto intervald. UkaZeme si nyni, jak
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Ize vyuZit vlastnosti polynomu k tomu, abychom se vyhnuli vypoctu znaménka funkénich hodnot
na vSech intervalech. Bude ndm stacit vypocitat znaménko jen na jednom intervalu. Znacné si tim
usetiime praci obzvlasté u polynomu vyssich stupiid.

Polynom je funkce spojitd na celém R. Jestlize tedy dochdzi ke zméné znaménka, protne
nutné graf osu x, coZ znamend, Ze v tomto priseciku je kofen. Vybereme jeden rediny kofen o
polynomu P a vSimneme si, jaky je pribéh grafu funkce P: y = P(x) v okoli tohoto bodu.
Rozhodujici roli hraje ndsobnost kofenu «. Lze odvodit:

1. Je-li ndsobnost lichd, dochdzi ke zméné znaménka polynomu P, tj. graf pfechdzi z jedné strany
osy x na druhou.
2. Je-li nasobnost sudd, nedochazi ke zméné znaménka polynomu P, tj. graf se osy x jen dotkne

a vrati se na stejnou stranu (podobné jako u paraboly y = x? v bod& x = 0).

Situace je zndzornéna na nasledujicich obrazcich (porovnejte se znimymi funkcemi x, x>, x>, . . .,

x2 x4 ).
y=Px) y=P)
+ X X
nebo
Obr. 8.3: Chovani polynomu v okoli kofene liché ndsobnosti
o x

o nebo y = P(x)

Obr. 8.4: Chovéni polynomu v okoli kofene sudé ndsobnosti

Z ptedchozich dvah l1ze odvodit tento postup:

1. Rozlozime polynom P na soucin ireducibilnich Ciniteld v redlném oboru (komplexni kofeny
nds nyni nezajimaji).

2. Na d¢iselnou osu vyneseme vSechny redlné kofeny s lichou ndsobnosti. Tim je Ciselnd osa
rozdélena na kone¢ny pocet intervald.

3. Vybereme jeden bod xy, ktery neni kofenem, a vypocteme P (xg). Jestlize plati P(xp) > O, je
P(x) > 0 na celém intervalu z bodu 2), ktery obsahuje xy, s pfipadnou vyjimkou bodi, které
jsou koreny P se sudou ndsobnosti a lezi v tomto intervalu. Obdobné, je-li P(xg) < O, je
P(x) < 0 na celém pfislusném intervalu s piipadnou vyjimkou kofenil se sudou ndsobnosti.

4. V sousednich intervalech vzniklych v bodé 2) m4 P vzdy opacnd znaménka, tj. pfi pfechodu
pres koren liché ndsobnosti polynom P méni znaménko (znaménka na intervalech z bodu 2) se
pravidelné stfidaji).

5%
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Priklad 8.5. Urcete intervaly, na nichz dany polynom nabyva kladnych, resp. zdpornych hodnot.
Piy=@x—-DCc+D*&>+x+ D@ +2)(x +3)°(x — 2)%x.

Reseni. Polynom je zadén ve tvaru sou¢inu ireducibilnich &initelt v redlném oboru (viechny ¢leny
jsou linedrni nebo kvadratické, které jiz v redlném oboru nelze ddle rozloZit — ovéfte si, Ze trojClen
x? 4 x + 1 nem4 v redlném oboru Z4dny koien).

Redlné kofeny jsou 1, —1, —2, —3, 2 a 0. Z nich lichou ndsobnost maji x = 1 (trojndsobny),
x = —2 (jednoduchy), x = —3 (pétindsobny) a x = 0 (jednoduchy). Vyneseme je na ¢iselnou osu
— viz obrazek niZe.

Vybereme napf. &islo xo = 3 a vypoéteme P (3) = 23-4*.133.5.6°.1%.3 > 0 (potiebujeme jen
znaménko, proto je zbytecné vycislovat konkrétni hodnotu). Tedy v intervalu obsahujicim ¢islo 3
mé P kladné znaménko a v sousednich intervalech se znaménka pravidelné stfidaji.

+ = + = +
-3 -2 ~1 0 1 2 T
3
Pro dplnost je tfeba jesté dodat, Ze v korenech se sudou ndsobnosti x = —1 (Ctyfndsobny) a x = 2

(dvojnasobny) je hodnota rovnéz nula. Nyni na zakladé znalosti intervald, na nichZ dany polynom
nabyva kladnych, resp. zdpornych hodnot, miZeme nacrtnout pfiblizny graf polynomu P.

8.1 Véty o stiredni hodnoté

Nyni si uvedeme tfi véty, jeZ se obvykle souhrnné nazyvaji véty o stiedni hodnoté. V téchto
vétach budeme kromé spojitosti funkce na uzavieném ohrani¢eném intervalu pozadovat i
existenci derivace.
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Véta 8.6 (Rolle'). Necht funkce f md ndsledujici viastnosti:

1) je spojitd na uzavieném ohraniceném intervalu {(a, b),
1) md derivaci na otevieném intervalu (a, b),

iii) plati f(a) = f(b).
Pak existuje alespori jedno islo & € (a, b) takové, Ze f'(§) = 0.

g y=rf f@=f0b)
f(a) = f(b)-..i.; ......... .............. :

a) b)

Obr. 8.5: Rolleova véta

Véta 8.6 tika, Ze jsou-li splnény podminky 1), ii), 1ii), pak existuje bod, v némz je
tecna ¢t rovnob€zna s osou x — viz obr. 8.5 a). Oc¢ividné takovych bodli mtize byt vice —
viz obr. 8.5 b), dokonce nekone¢né mnoho. Zkuste takovou funkci najit.

Vsimnéme si, Ze Zaddnou z podminek 1), ii), iii) nelze vynechat. UvaZujme napiiklad
funkci f: y = |x|,x € (—1, 1). Tato funkce nema v bod€ x = 0 derivaci (v jediném bodé
chybi derivace!), a tudiZ nespliiuje predpoklady Rolleovy véty. Bod zminéné vlastnosti
JiZ nemusi existovat. Skute¢né. V Zadném bod¢ grafu funkce f neni teCna rovnobézna
s osou x — viz obr. 8.6.

y
y = |x|
= =
Obr. 8.6

'Michel Rolle (1652-1719) (&ti rol) — francouzsky matematik. Zabyval se algebrou.
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Véta 8.7 (Lagrange). Necht funkce f md ndsledujici vlastnosti:

1) je spojitd na uzavieném ohraniceném intervalu {(a, b),
i1) md derivaci na otevieném intervalu (a, b).

Pak existuje alespori jedno Cislo & € (a, b) takové, Ze

f(®) — fla)

fE =

o f@y

f(b)]

f(a)

Obr. 8.7: Lagrangeova véta

I tato véta ma ndzorny geometricky vyznam. Sestrojime se¢nu s grafu funkce f procha-
zejicibody (a, f(a)) a (b, f(b)).Jeji smérnice je k = W. Véta tika, Ze existuje bod
& € (a,b), vnémz ma tecna t ke grafu funkce f smérnici rovnu k, tj. te€na ¢ sestrojend
v dotykovém bodé (&, f(£)) je rovnobézna se seCnou s — viz obr. 8.7 a). Takovych bodi
miZe byt samoziejme i vice — viz obr. 8.7 b).

Poznamka 8.8.

1. Rolleova véta je specidlnim piipadem Lagrangeovy véty. Pfidame-li k pfedpokladiim
Lagrangeovy véty pfedpoklad f(a) = f(b), dostaneme tvrzeni: existuje alespon jedno
Cislo &€ € (a, b) takové, ze

/ _ O _0
f'® == =0,

coZ je presné tvrzeni Rolleovy véty (tena sestrojend v dotykovém bodé (£, f(§))
je rovnobéZznd se secnou prochdzejici body (a, f(a)) a (b, f(b)) a ta je rovnobéZna
S 0sou X).

2. Podivejme se na fyzikdlni interpretaci Lagrangeovy véty. Vyjadiuje-li f () drdhu v z4a-
vislosti na €ase ¢t pohybujiciho se bodu, je podil W primérnd rychlost v asovém
intervalu (a, b) a f'(£) je okamZita rychlost v Case &. Véta fika, Ze v intervalu (a, b)
existuje Cas &, ve kterém je okamzitd rychlost rovna primérné rychlosti na celém
intervalu.
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Lagrangeova véta ma dva velmi dilezité disledky, které budeme potfebovat v inte-
gralnim poctu.
Vime, Ze (c)’ = 0, kde ¢ je konstanta. Prvni dusledek fikd, Ze plati i opak.

Dusledek 8.9. Je-li f'(x) = O naintervalu I, je f(x) = c na I, tj. je to konstantni funkce.

Diikaz. Necht x1, xp € I, x1 < x;. Podle Lagrangeovy véty existuje & € (x1, x2) takové,
ze f(x2) — f(x1) = f'(§)(x2 — x1). ProtoZe viak f'(§) = 0, je f(x1) = f(x2), coZ

dokazuje tvrzeni. O

Podobné je-li f(x) = g(x) + ¢, kde ¢ je konstanta, pak f'(x) = (g(x) + ¢)’
= g'(x) + ¢/ = g'(x). Druhy disledek fikd, Ze i toto tvrzeni lze obratit — maji-li dvé
funkce stejnou derivaci, lisi se o konstantu.

Dusledek 8.10. Je-li f'(x) = g'(x) na intervalu I, pak existuje konstanta c tak, Ze plati
fx)=gx)+cnal.

Diikaz. Staci aplikovat dusledek 8.9 na rozdil f(x) — g(x). L]

Poznamka 8.11.
V obou ptedchozich disledcich je podstatné, Ze se mluvi o intervalu. Pokud nejde o in-
terval, tvrzeni nemusi platit. Napft. funkce

_ —1 prox € (—1,0),
f(X)_{ I prox e (0,1),

ma v kazdém bodé€ nulovou derivaci, ale pfitom neni konstantni.

Véta 8.12 (Cauchy). Necht funkce f a g maji ndsledujici vlastnosti:
1) jsou spojité na uzavieném ohraniceném intervalu (a, b),
i) maji derivaci na otevieném intervalu (a, b), pricemz? g’'(x) # 0 na (a, b).
Pak existuje alespori jedno cislo & € (a, b) takové, Ze
'€ fb)— fla)
gE) g —gla)

Lagrangeova véta je specidlnim pripadem Cauchyovy véty (staci zvolit g(x) = x).

8.2 L’Hospitalovo pravidlo

V kapitole o limité a spojitosti jsme si slibili, Ze pro vypocet limit vedoucich na nékteré

nedefinované vyrazy si uvedeme efektivnéjsi nastroj, nez je vypocet pomoci tprav vyrazu

v limité. Nyni, kdyZ mdme k dispozici derivace, to 1ze udélat. Bude se jednat o vypocet

limity podilu %. Slibenym prostiedkem je tzv. [’Hospitalovo pravidlo.

o
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Véta 8.13 (I’Hospital'). Necht xo € R*. Necht je splnéna jedna z podminek
1) lim f(x) = lim g(x) =0,
X—> X0 X—>X0
i) lim |g(x)| = +o0.
X—>X0

/

X
Existuje-li 1lim , pak existuje také lim ) a plati
x—x0 g'(x) x—>x0 g(x

I fx) . flx)
im = lim .
X—>X0 g(x) X— X0 g/(x)

Poznamka 8.14.
1. L’Hospitalovo pravidlo plati i pro jednostranné limity.

2. Prlpomenme ze je-li hm f(x)=0a hm g(x) = 0, fikdme, Ze lim 1)

5] je limita
x—>x0

typu 5. Je-li hm f(x) +o00 a 11m g(x) = 400, mluvime o limit€ typu %

v konkretmch prﬂdadech piSeme typ 11m1ty do hranatych zavorek, napf. [—] nebo
+o00

[:I:oo} :

3. L’Hospitalovo pravidlo fikd, Ze limita lim
x—>x0

fax (( )) se da v pripadé, Ze se jednd o limitu

[8} nebo [%} , nahradit limitou lim g,m za predpokladu, Ze tato druha limita
X—>X0

existuje (mdZe byt i nevlastni).

4. VSimnéte si, Ze ve vyrazu i: ((;C)) derivujeme zvlast Citatel a zvIast jmenovatel (nejedna

se tedy o derivaci podilu!).

5. Podivejme se podrobné&ji na limitu [<%0Y] v piipadg, Ze 11m f(x) =C,C eR,

vime, Ze
.
L R N S
x>x0 g(x)  lim g(x) o0 ’
X— X0

tj. obejdeme se bez 1’Hospitalova pravidla. L’Hospitalovo pravidlo tedy teoreticky
pouzijeme, pouze kdyZz lim f(x) neexistuje nebo lim f(x) = Foo. Prakticky se
X— X0 X—> X0

vSak nemusime limitou v Citateli viibec zabyvat — miZe se jednat o limitu, kterou
neumime nebo nechceme pocitat.

6. Opét je tieba zduraznit, Ze nic z pfedpokladii nelze vynechat.

1) Nejprve je tfeba zjistit, zda se jednd o limitu [g} nebo [—C‘i‘ggv} .
1) Musi platit, Ze limita podilu derivaci lim % existuje. To zjistime tak, Ze ji
X—>X0
vypocitame.

!Guillaume Francois Antoine I’Hospital (1661-1704) (&ti lopital) — francouzsky matematik. Zabyval
se matematickou analyzou a geometrii.
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NMED)

Pokud lim % neexistuje, pak nelze pouZit I’Hospitalovo pravidlo a musime

X—>X0

hledat jinou cestu, jak danou limitu lim L&) vypocitat.
x—xp &)

Priklad 8.15. Vypoctéte nasledujici limity:

. sinx . x2—4 .
a) lim —, b) lim , ¢) lim
x—>0 Xx x—=>2x2—x =2
ooe¥ -1 Coat—1
d) lim , e) lim , a € (0,00).
x—0 X x—0

x—>4o0 x2 41"

Reseni. Nejprve uréime, o jaky typ limity se jednd. Pouziti 1’ Hospitalova pravidla vyzna-

¢ime v pfisluSném misté nad rovnitkem symbolem LP.

. sinx Ol Lp .. cosx cosO 1
a) lim = |=| = lim = =-=1
x—>0 Xx 0 x=0 1 1 1
2
—4 0 2 4 4
b) lim — = || P i 2T = -
x—>2x2—x—2 0 x—=22x — 1 4 —1 3
[ 1 1
¢) lim |2 oy 2
x—>+o00 x2 4+ 1 | 400 x—>+002x 400
X _ 1 07 X
d) lime = |- L=Plime—:limex=e():1.
x—>0 X O_ x—0 1 x—0
| 0] |
e) lim 2 - [— P yim® "% fma* -Ina=a" Ing =1Ina.
x—0 X O_ x—0 x—0

A

U I’Hospitalova pravidla je obvyklé vicenasobné pouziti. Dostaneme-li po derivovani
opét limitu podilu a jsou-li splnény predpoklady véty 8.13, mizeme znovu zderivovat

Citatele a ymenovatele atd.

Priklad 8.16. Vypoctéte nasledujici limity:

. 1l —cosx . 2x3 4+ x =2 cos (mtx) + 1
a) im ——, b) Im ———F—, m——-—--".
x—0 xsinx x—+400 3x3 — 2x% + x =1 (x = 1)?
Resenti.
.1 —cosx Of Lp .. 0+ sinx . sin x 0] rp
a)llm‘—: — zhm‘—:hm'—: _ | =2
x—0 xsinx x—0sinx +xcosx x—0sinx + xcosx 0
LP . CcoS x cos 0 1
= 11m = = —
x—>0cosx +cosx +x(—sinx) cosO+cosO0O+0(—sin0) 1+1+4+0
234 x -2 +o0o] Lp . 6x2 + 1 +o00] Lp
b) lim = = lim = =
x—+003x3 —2x2 4+ x +00 x—+00 9x2 —4x + 1 +00
LP . 12x +oo| Lp .. 12 2
= lim = = lim —=_-.
x—+oo 18x — 4 +0o0 x—+o00 18 3

1
5
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. cos(mx)+1 O] Lp .. —msin(mx) 0] op .. —m?cos(mx)
c) hm—2 = |-l = 1lim———— = |-| = lim———~ =
=1 (x—1) 0 =1 2(x—=1) 0 x—>1 2

2

Priklad 8.17. Vypoctéte nasledujici limity
101 9 5 2

. X . x7 +2x°> -3 . x“+x
2) xllr-fliloo x 100’ b) xllr-fl:loo xT+x342° ©) xgr—noo x84+ x4—5"
Resent.

z .. + T , . . . . . .

a) Jednd se o limitu LL%] a plati, Ze limita podilu derivaci existuje, 1ze tedy I’ Hospitalovo

pravidla pouZit. Na prvni pohled je vSak jasné, Ze pocitat tuto limitu I’Hospitalovym
pravidlem by bylo velice neefektivni. Museli bychom stokrét derivovat, nez bychom
se dostali k vysledku. Mnohem snadnéj$i je nejprve vyraz v limité upravit (pomoci
kriceni) a tim se vlastné hned dostaneme k vysledku:

xlOl

A e = mx= oo

b) Opét se jednd se o limitu [%} . Stejné jako v prfedchozim prikladé€ by bylo neefektivni
pouZzivat I’Hospitalovo pravidlo. PouZijeme proto zndmé upravy — vytkneme z Citatele
1 jmenovatele nejvyssi mocninu x, jenZ se vyskytuje ve jmenovateli. Obdobné jsme
resili piiklad 6.39.

x4’ -3 X+ E-3) x4+ 3-3
lim —— 35 = lim - 1 ~ = lim —————=
x—>+00 x4 x7 42 x—>+oox(1_|_F_|_x_7) x>too [+ L4 %
_ +o0+0-0
T 14040

c¢) Analogicky jako v pfedchozim piikladé budeme vytykat z Citatele i jmenovatele nej-
vyS$§i mocninu x, jez se vyskytuje ve jmenovateli.

2 (L L 141
lim % = lim_— (5 : X7 )5 — lim % —
x—>—00x8 +x*—5 x—>-00x (1+x_4_x_8) x—>—ool_|_x_4_x_8
0+0
= + =0.
1+0-0 A
Z predchozich piikladd je vidét, Ze feSime-li limitu pro x jdouci do o0 typu %,

pak je uziti I’Hospitalova pravidla neefektivni. K feSeni limity pouZijme radéji dpravu
vytykdanim. Obecné lze fici, Ze o vysledku rozhodne nejvyssi mocnina x. Je-li v Citateli
polynom vyssiho stupné nez ve jmenovateli, pak je vysledek +oo nebo —oo, je-li v Citateli
polynom nizsiho stupné neZ ve jmenovateli, je vysledek 0. Pokud je v Citateli i jmenovateli
polynom stejného stupné, pak je vysledek ddn koeficienty u téchto nejvysSich mocnin x —

viz piiklad 6.39.

V prikladé 8.17 bylo mozno I’Hospitalovo pravidlo pouZit, ale bylo by to velmi
neefektivni. Nyni si ukdZzeme pripady, kdy 1’Hospitalovo pravidlo pouzit nemiiZeme.
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Priklad 8.18. Vypoitdte lim ——— . @
xX— 400 x2 +1

Reseni. Jednd se o limitu [%] , Ize tedy uvaZovat o pouziti I’'Hospitalova pravidla.

Pfipravime si derivaci jmenovatele. Funkce v/ x2 + 1 je sloZen4. Tudiz

(WVer1) = [P+ DY =2y o= X
2 Y21
Pak
lim —— = [—l—oo] LP i L gy YL {f] LP
x—>4o00 /X2 41 +00 x— 400 x)§+1 x—400 X 00
LP im G = lim *

x——+00 1 x—400 /%2 +1 ’

coz je vychozi limita. Vidime, Ze 1’Hospitalovo pravidlo ndm pii vypoctu této limity
nepomiize. Otdzka zni — mohli jsme v tomto piipadé€ viibec pouzit I’'Hospitalovo pravidlo?
Podivejte se znovu na vétu 8.13 a ndslednou pozndmku. L’ Hospitalovo pravidlo 1ze pouZit
pravé tehdy, jedna-li se o limitu piisluSného typu a navic existuje limita podilu derivaci. My
v této chvili nevime, zda limita podilu derivaci existuje, nebot’ se ndm ji dosud nepodafilo
vypocitat. Nevime tedy, zda je predchozi zépis korektni.

K feSeni pouzijeme vytykani a kraceni — analogicky jako v prikladé 6.39

1
hr}rl = hrf = hrf \/1 =5 =1.
X—> T )C—) o0 )C—) o0
JE2(1+ L) ,/1+x2 \/1+ N
Piklad 8.19. Vypodtéte lim ~ ' on* @
X—> 400 X

Reseni. Podivejme se nejprve, zdalze k vypoétu dané limity pouZit l’Hospltalovo pravidlo.

Oznacme f(x) = x + sinx, g(x) = x. Chceme vypocitat limitu hm ( ) Vidime, Ze
xX—+00

lim g(x) = 400, jednd se tedy o typ limity vhodny k pouZiti I’Hospitalova pravidla.

x—+00
Neni tieba zkoumat limitu Citatele, pouze pro zdjemce uvadime, Ze f(x) = x — 1, takZe

vzhledem k tomu, Ze 1ir41_1 (x — 1) = +00, je podle poznamky 6.41 lim fx) =
X—> 100

flx)
g (x)

Dalsi predpoklad véty 8.13 ovSem je, Ze liT existuje. Ale v nasem piipadé
x—

f'(x) . 1+ cosx
im = lim —
x— 400 g’(x) x——+00 1

neexistuje, nelze tedy I’Hospitalovo pravidlo pouzit.
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Danou limitu vypoc¢teme pomoci nédsledujicich tprav:

im S pn (1+Smx>=1+ lim 2™y 0= 1.

xX—+00 X X—>+00 X X—>4+00 X
(*): lim $2% = Jim lsinx = 0, nebot lim 1 = 0 a funkce sinus je ohraniend
x—+o0 ¥ x—+o00 ¥ x——4o0 *
(vyuzili jsme véty 6.43). A

Limity typu oo — 00, 0 - (£00)

Limitu typu oo — 00, 0 - (££00) nelze ptimo pocitat pomoci I’ Hospitalova pravidla. Rozdil,
pfip. soucin funkci je tfeba nejprve prevést na podil funkci. Tim dostaneme typ g nebo

%. Postup si ukdzeme na ptikladech.

@ Priklad 8.20. Vypoctéte nasledujici limity:

1 1 1 1
a lim [—— ——|, b) im [ — — , ¢) lim xInx.
x—0T \ x sin x x—=0\sinx e —1 x—0t
Resent.

a) Jednd se o limitu typu co—o0. Podil dostaneme tak, Ze zlomky pievedeme na spoleéného

jmenovatele:
. 1 1 . sinx — x 0 LP .. cosx — 1 0 LP
lim e = lim — Y = || = lim —_— = | | =
x—0t \x sinx x—0t xsinx 0 x—0T sinx + x cos x 0
—sinx —sin0 0
L im = 5= 0

x—>0t cosx +cosx +x(—sinx) cos0+ cos0 4+ O(— sin0) -

b) Analogicky jako v pfedchozim piiklad€ pfevedeme rozdil funkci na podil.

. 1 1 . (e¥—1)—sinx O] p
lim - — = lim - = |- =
x—0 \sinx e*—1 x—0 (e¥ — 1)sinx 0

LP .. e* —cosx 0] .p
= hm - = | = =
x—0e¥sinx 4+ (e* — 1)cosx 0
LP .. e* + sinx 1+0
= lim =

|
i = = —.
x—0e¥sinx +e‘cosx +e¥cosx —(e*—1)sinx O04+14+1—-0 2

¢) Jednd se o limitu typu 0- (—o0). Podil dostaneme uméle vytvorenim sloZeného zlomku:

= lim = lim (—x) = 0.
x—0t -2 x—0t

) . Inx
lim xInx = lim - = |-
x—0t x—0t T
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Limity typu f(x)8®

K dpravé limity tohoto typu pouZijeme vztah (6.2), vypocteme limitu funkce v exponentu
a vysledek pak dostaneme aplikaci dtsledku 6.51.

Priklad 8.21. Vypoctéte nasledujici limity:
% 1 sin x 1\* @
a) lim (cosx)*", b) lim (—> , ¢) lim <1 + —) .
x—0 x—0T \ X X—>00 by
Resent.
a) K upravé pouZijeme vztah (6.2) a dostdvame:
(cosx)x% _ e)%Z-lncosx
Vypocteme limitu vyrazu v exponentu:
1 In cos 0 (—sinx)
lim — -Incosx = lim AR o i 74 lim £O8X =
x—0 x2 x—=0  x2 0 x—0 2x
— im —sinx 9 LP | —Ccosx .
~ x—>02xcosx |0  x>02cosx + 2x(—sinx)
. —cos(0 _ 1
©2.c0s04+2-0-(—sin0)  2°
S vyuzitim disledku 6.51 je tedy ptivodni limita
lim (cos 1) = ¢~} =
im (cos =e 2=—.
x—0 o \/6
b) Pomoci vztahu (6.2) a dostavame:
l T — esinx-ln%
T .
Vypocteme limitu vyrazu v exponentu:
. . . —Inx +oo| Lp .. —% . sin?x
lim sinx -In— = lim — = = lim —Z~ = lim =
x—0t X x>0t = +oo x—0t —===  x—>0T XCcosx
sin x sim- x
_ 0] Lp 2sinxcosx _0_0
0] cosx —xsinx 1

S vyuzitim disledku 6.51 je tedy ptivodni limita

1 sin x
lim (—) =’ =1.
x—0T \ X
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¢) Opét nejprve upravime:
1\"* 1
1 + = — exln(l—l—;)‘
X

Vypocteme limitu vyrazu v exponentu:

1
lim x.1n(1 + —> — lim
X

X—>00 1 0 X—>00 _1
X 2
. 1
= hm 1 = 1
x—>o0 | 4 =
X

Pak podle disledku 6.51 je pivodnf limita lim (14 1) =e! =e.

X—> 00 A

Priklady na spojitost funkce

@ Priklad 8.22. Urcete, zda je funkce f zadana predpisem

tg 2x

2x + —— prox #0,

2 prox =0

fx) =

spojitd v bodé 0.

Reseni. Funkce f je spojitd v bod& 0, jestlize plati lirr}) f(x) = f(0). Musime tedy
xX—

spocitat limitu funkce f v bodé 0 a porovnat ji s funkéni hodnotou v bodé 0.

tg2 tg2 tg2 0
lim f(x) = lim (2x—|— g x> — lim 2x + lim 225 — 0 4 lim 22 — H LP
x—0 x—0 X x—0 x—=0 Xx x—=0 Xx 0
2
L:P lim cos?2x _ o)
x—0 '
Tedy lin%) f(x) =2 = f(0). Funkce f je v bodé O spojita. A
X—>

> Pojmy k zapamatovani

— Rolleova véta,

— Lagrangeova véta,

— Cauchyova véta,

— I’Hospitalovo pravidlo.



8.2 L’Hospitalovo pravidlo

241

Kontrolni otazky

1. Vysvétlete piisluSnou vétu a jeji geometricky vyznam:

a) Cauchyova-Bolzanova véta,
b) Rolleova véta,
¢) Lagrangeova véta.

2. Jak postupujeme pii urcovani intervalli, na nichZ je zadana funkce kladna, resp.

zaporna?

3. Co je to ’'Hospitalovo pravidlo a v jakych piipadech jej 1ze pouZzit? (Zamérite se na

presnou formulaci predpokladi!)

4. Jak fesfme limity typu 0 - (£00), 0o — 0o a f (x)&)?

Priklady k procviceni

1. Vypoctéte limity:

et —1 —1
a) limS -, b) lim> |
x—0 sin2x x—1 Inx
x—3 X — sinx
d , e) lim
) x—3x2—8x+15 ) x—0  x3
) . er bl Inx
m —, 1m s
g x—+o0 x3 x—0+ cotg x

2. Vypoctéte limity:

1
a) lim xe™, b) lim( -
X—>00 x—0\ X sinx
1
d) lim (m —2arctgx)Inx, e) lim x(e* —1),

x——+00 x—Z+o00

3. Vypoctéte limity:

1 tgx
a) lim (sinx)®", b) lim () ,
x—0t x—>0t \ X

21\ L

d) XETOO< 2 > , e) }I_I)I%) (cos3x)*",
4. Urcete, zda je funkce f zadana pfedpisem
sin (x — 3)
Fl) = COSX+72X—T[
1

spojitd v bod¢ 7.

pro x #

prox =

)i 1 —cosx
im-——-
¢ x—0 x2 ’
2x
e —2x — 1
H lim——
x—0  sin?3x
. x3—1
1) lim

¢) lim Inx-In(1 —x),

x—1-
f) lim (% — cotgx) .

x—0t

cotg? x

: 2
o lim (1431g"0)" ",

T cotg 2x
ol

[STERSIE]
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5. Urcete intervaly, na nichZ dand funkce nabyva kladnych, resp. zdpornych, hodnot.
a) fry=x(x—-2)(x+3), b fry=x0—-D’x+2)E*+1),

) fiy=@x—D>x+2)x*(x+D(x —=9).

Autotest
1. Vypoctéte limity:
. Inx .o
a) lim s b) lim x ™,
=11 —-x x—1t
’ .
o) lim 2o d lim(—— - T )
x—0  3x x—Z\cotgx 2cosx

2. Uréete intervaly, na nichZ je funkce f(x) = e*(2x + x?) kladn4, resp. zaporn4.
3. Urcete, zda je funkce f zadand pfedpisem
x cos 2x sin 3x ”
—————————— prox # T,
o= 2-m P

% prox =T

spojitd v bodé .
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Kapitola 9

Prubéh funkce

Pruvodce studiem

Cilem této kapitoly je tzv. vysetteni prubéhu funkce. Pujde zhruba o to, Ze u kon-
krétnich funkci budeme vysetfovat takove viastnosti, které nam umoZzni, abychom
funkci vystizné charakterizovali a uméli rozumnym zpusobem nakreslit jeji graf.

Co vse k vysetreni pribéhu funkce patfi, nelze sice chapat dogmaticky, témer
vZdy nas vsak zajima definicni obor, sudost, lichost (zda je graf symetricky), perio-
dicnost (zda je graf rozloZitelny na pravidelné se opakujici shodné casti), spojitost,
dale maximalni intervaly, na nichZ je funkce monotonni, lokalni extrémy, maxi-
mailni intervaly, na nichZ je funkce konvexni, konkavni, inflexni body a asymptoty.
VSechny ziskané informace nakonec pouZijeme pro zndzornéni grafu funkce.

Mnohé ze zminenych vlastnosti jiz umime urcovat, nékteré dalsi si doplnime
pravé v této kapitole. Bude se jednat predevsim o monotonii a lokalni extremy,
k jejichZ vySetfovani pouZijeme prvni derivaci, a dale o konvexnost, konkavnost a
inflexi, kde vyuZijeme druhou derivaci dané funkce. Nakonec se naucime urcovat
asymptoty grafu funkce, coZ jsou zhruba re¢eno pfimky, k nimz se graf funkce
priblizuje.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete umét
e urcit lokdlni extrémy a maximalni intervaly monotonie dané funkce,
e urcit inflexni body a maximdlni intervaly, kde je funkce konvexni resp. kon-
kavni,
e najit asymptoty dané funkce, pokud existuji,

e nacrtnout graf funkce se vSemi podstatnymi kvalitativnimi rysy.
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9.1 Monotonie

Nez se zactete do této podkapitoly, pfipomeiite si definici 3.12 rostouci, klesajici, neros-
touci a neklesajici funkce na mnoZiné M. Ujasnéte si také rozdil mezi monotonii a ryzi
monotonif.

V kapitole 3 jsme si ukdzali par jednoduchych piikladi na urovani intervald ryzi
monotonie dané funkce. VyuZzivali jsme k tomu znalost definice. Postup ovéfovani mono-
tonie pouze na zdkladé¢ definice v§ak miiZe byt velmi pracny. Nynf si ukdZeme efektivnéjsi
zpusob, kdy o monotonii dané funkce na ur¢itém intervalu rozhodneme na zdkladé znalosti
znaménka prvni derivace funkce na tomto intervalu.

Véta 9.1. Necht funkce f md na intervalu (a, b), a, b € R*, derivaci.
Je-li

i) f/(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak je f rostouci na (a, b).
i) f'(x) = 0 pro kazdé x € (a, b), pak je [ neklesajici na (a, b).
iii) f'(x) < 0 pro kazdé x € (a, b), pak je f klesajici na (a, b).
iv) f'(x) £ 0 pro kaZdé x € (a, b), pak je f nerostouci na (a, b).
v) f'(x) = 0 pro kazdé x € (a, b), pak je f konstantni na (a, b).

Diikaz. Uvedeme dikaz prvniho tvrzeni. Pfedpoklddejme, Ze plati f/(x) > O pro kazdé
x € (a, b). Zvolme libovolna ¢isla x1, xo € (a, b) takova, ze x; < x;. Vzhledem k definici
rostouci funkce 3.12 potfebujeme dokazat, ze f(x1) < f(x2).

UvaZzujme nyni interval (x1, x3). Pak podle Lagrangeovy véty 8.7 existuje ¢islo & € (xy, x2)

takové, Ze
X2 —x1

@ =

Cislo & konkrétng nezname, ale vzhledem k predpokladu vime, 7¢ f(§) > 0. ProtoZe je
jmenovatel predchoziho zlomku x; — x1 kladny a cely zlomek je také kladny, musi byt
kladny i ¢itatel. Tedy f(x2) — f(x1) > 0, tj. f(x1) < f(x2). Dikazy dal$ich tvrzeni véty
se provedou analogicky. ]

Priklad 9.2. Uzitim pfedchozi véty dokazte, Ze funkce f, g, i jsou rostouci na svych
defini¢nich oborech:
a) f:y=e", b) g: y = arctg x, c)h:y=Inx.

Reseni.

a) D(f) = R, f/(x) = e*. Plati, Ze ¢* > 0 pro kazdé x € R, tj. f'(x) > 0 pro kazdé
x € R. Funkce f je tedy rostouci na D(f).

b) D(g) =R, g'(x) = x++1 . Plati, 7e x++1 > 0 pro kazdé x € R, tj. g/(x) > 0 pro kazdé
x € R. Funkce g je tedy rostouci na D(g).

¢) D(h) = (0, 00), h'(x) = 1. Pro kazdé x € (0, 00) platf, Ze 1 > 0, tj. #'(x) > 0.
Funkce 4 je tedy rostouci na D(h). A
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Priklad 9.3. Urcete maximalni intervaly monotonie funkce f: y = )lc .

Reseni. Monotonii zadané funkce jsme jiZ jednou vySetfovali v kapitole 3 v prikladé 3.13.
Vyuzili jsme definici rostouci a klesajici funkce. Pokusme se nyni vySetfit monotonii
funkce f na zdkladé véty 9.1.

Definiéni obor D(f) = (—o0, 0) U (0, 00). Prvni derivace f'(x) = —xiz. Vidime, Ze
f'(x) < 0 pro kazdé x € (—o0, 0) U (0, 00). Derivace je na celém D( f) zdpornd, piesto
funkce f neniklesajicina D(f) (napf. probody —1, 1 plati —1 < 1,avSak f(—1) < f(1),
coz je ve sporu s definici klesajici funkce). Diivodem je skutecnost, Ze D( f) neni interval.
Funkce f je klesajici na intervalu (—oo, 0) a na intervalu (0, co), ale neni klesajici na
D(f) = (—o0,0) U (0, co) (srovnej s prikladem 3.13). A

Poznamka 9.4.
1. Jak jsme vidéli v piiklad€ 9.3, ve véte 9.1 je podstatné, Ze funkce se uvazuje na intervalu.

2. Uvédomte si, ze tvrzeni ve vété 9.1 jsou implikace. Plati: Je-li f/(x) > 0 pro kazdé
x € (a, b), pak je f rostouci na (a, b). Opacnd implikace vSak neplati. Neni pravda,
7e je-li f rostoucina (a, b), pak je f'(x) > 0 pro kazdé x € (a, b). Neplatnost opacné
implikace ilustruje napf. funkce f(x) = x> (je rostouci na R, ale v bodé x = 0 je
derivace nulova, nikoliv kladna).

3. Vztah mezi monotonii dané funkce a znaménkem derivace si nejlépe uvédomite, kdyz
si nakreslite grafy jednoduchych funkci a jejich derivaci (napf. f(x) = x2, f(x) = x°,
f(x) =sinx, f(x) =1Inx,...) My sijako pfiklad uvedme funkci trochu sloZit&jsi —
viz obr. 9.1. Vidime, Ze derivace je na intervalu (—oo, 2) kladna (nad osou) a funkce je
na tomtéZ intervalu rostouci, derivace je na intervalu (2, 4) zdporna (leZi pod osou x)
a funkce je na tomto intervalu klesajic{ atd.

4. Maximdlnimi intervaly monotonie rozumime intervaly, které nejsou podmnoZinou né-
jakého ,,vétstho* intervalu, na kterém by byla dand funkce jeSt€¢ monoténni. Monoto-
nie funkce je definovana (viz 3.12) pro libovolné intervaly (uzaviené, polouzaviené,
oteviené), kdezto ve vét€ 9.1 se mluvi pouze o otevienych intervalech. Pii hledani
maximalnich intervali monotonie si tedy budeme v§imat i krajnich bodu prislusnych
intervald. JestliZe bude dana funkce v krajnim bod¢ intervalu spojitd, pak lze tento bod
zahrnout do pfisluSného intervalu monotonie. Snadno se totiz ovéfi, Ze plati: Je-li f
spojitd na (a, b) a rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci) na (a, b), je f rostouci
(klesajici, neklesajici, nerostouci) na (a, b). Analogické tvrzeni plati i pro polouzaviené
intervaly.

Pfi ur€ovani intervali monotonie funkce f uzitim véty 9.1 je tieba umét najit intervaly,
na nichZ je funkce f’ kladnd, resp. zdporna. Jednou z moZnosti, jak k tomuto dkolu
pfistupovat, je vyftesit pfisluSnou nerovnici. Tuto moZnost jsme si ukdzali na pfedchozich
jednoduchych ptikladech, kde bylo vyfesSeni pfislusné nerovnice celkem snadné. Obecné
ovSem tento postup byva casto zdlouhavy. Vyhodnéjsi byva pouZziti Cauchyovy-Bolzanovy
véty 8.1. V predchozi kapitole jsme se pomoci této véty naucili urCovat intervaly, na

o
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20/3+

16/31

0 2 4 X 0 2‘\\\"///’4 X

a) Graf funkce b) Graf jeji derivace
fx) =x%3 =3x% +8x fix)=x2—6x+8

Obr. 9.1: Vztah mezi funkci a jeji derivaci
nichZ je funkce f kladnd, resp. zdpornd. Nyni budeme postupovat obdobné, jen budeme

pracovat s funkci f” (prvni derivace funkce f) a hledat intervaly, na nichZ je f’ kladn4,
resp. zaporna.

@ Piiklad 9.5. Urdete maximaln{ intervaly ryzi monotonie funkce f: y = x%e".

Reseni.
1. Nejprve ur¢ime defini¢ni obor funkce f. JelikoZ exponencidlni funkce i polynom jsou
definovany na celé mnoziné redlnych Cisel, je D(f) = R.

2. Vypocteme derivaci funkce f a urcime jeji defini¢ni obor:
fl(x) =2xe" +x% =e" - 2x+x%), D(f)=R.

3. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladnd, resp. zdporna.

a) Najdeme nulové body derivace, tj. feSime rovnici f/(x) = 0:
Flx)=0 & e - 2x4+x)=0 & 2x+x°=0 & x; =2, x,=0.
b) Defini¢ni obor D( f’) derivace rozdélime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly:
(=00,-2), (=2,0), (0,00).

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko funkce f’ na tomto
intervalu. Napf. v intervalu (—oo, —2) zvolime bod —3, v intervalu (—2, 0) bod —1
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a v intervalu (0, oo) bod 1.

3
(—o00, —=2) : f'(=3) = = > 0,
(=2,0) : [ = —% <0,
(0, 00) : (1) =3e > 0.

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je funkce f’ (kterd je spojitd) kladnd na intervalech
(—o0, —2), (0, 00) a zdpornd na intervalu (—2, 0).

4. Intervaly monotonie. Podle véty 9.1 je funkce f rostouci na intervalu (—oo, —2) a na
intervalu (0, co) a klesajici na intervalu (—2, 0).
Znaménka derivace a monotonii funkce f na prislusnych intervalech mizeme zakreslit
nad ¢iselnou osu nebo zapsat do tabulky:

/. + s - s +
I -2 0
Znaménko + nad intervalem (—oo, —2) znaci, Ze na tomto intervalu je derivace kladna

a Sipka ' znaci, Ze je funkce f na tomto intervalu rostouci. Obdobné minus znaci
zapornou derivaci a \( klesajici funkci f.

(=00, —=2) | (=2,0) | (0, 00)

I + - +

f /! N /!
5. Zéavér: Funkce f je rostouci na intervalu (—oo, —2) a na intervalu (0, oo) a klesajici
na intervalu (—2, 0) (vyuZili jsme toho, Ze funkce je v bodech —2 a 0 spojitd). A

Vzhledem k tomu, Ze uréovani intervald monotonie tizce souvisi s ur¢ovanim lokalnich
extrém, dalsi feSené priklady budou zarazeny za oddil Lokaln{ extrémy.

9.2 Lokalni extrémy

Definice 9.6. Rekneme, 7e funkce f mé v bodé xg lokdlni minimum, resp. lokdlni
maximum, jestlize existuje okoli &'(xp) bodu x¢ takové, Ze pro vSechna x € O(xg) je
@) Z f o) . resp. f(x) £ f(xo).

Rekneme, Ze funkce f ma v bod¢€ xq ostré lokdlni minimum, resp. ostré lokdlni maximum,
jestlize existuje prstencové okoli & (xg) bodu x( takové, Ze pro vSechna x € Z?(xp) je
f(x) > f(xp), resp. f(x) < f(xp).

Mai-li funkce f v bodé€ xo lokdlni minimum, resp. lokdlni maximum, fikdme, Ze f ma
v bod€ xq lokdlni extrém.

o
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y
y=fx)
S (x0)1
S (x0)+ ;
t 0 f t I X X
X1 / | X0 |
O (xo)
a) b)
S (x0)1
X

c) d)

Obr. 9.2

Tedy ma-li funkce f v bodé x¢ lokdlni minimum, znamend to, Ze v ur¢itém okoli
bodu xp neni mensi hodnota nez f(xp). V nékterém vzdédlenéjSim bod€ tomu jiz tak
byt nemusi. Napf. na obr. 9.2 a) a 9.2 b) je f(x1) < f(xp), avSak bod x; vzdy lezi
mimo dostate¢né malé okoli &'(xg). Podobné ma-li funkce f v bodé x¢ lokdlni maximum
znamena to, Ze v jistém okoli bodu x( neni vétsi hodnota nez f (xg).

Obrazek 9.2 d) ukazuje, Ze funkce miZe mit vice lokdlnich extrémi — kromé lokalniho
maxima v bod¢ xp ma jeSté lokdlni minimum v bodé x; a lokdlni maximum v bodé x;.
Dals$im piikladem miZe byt funkce f: y = sinx, x € R, kterd ma dokonce nekonecné
mnoho bodu lokdlniho maxima (,,vrcholki*) a nekone¢né mnoho bodi lokdlniho minima
(,,dolikt*).

Na obrazcich 9.2 a), 9.2 b), 9.2 d) jsou v bodé x( ostré lokdlni extrémy. Naproti tomu
na obr. 9.2 ¢) je v bod¢€ xg lokdlni minimum, které neni ostré (v dostatecné¢ malém okoli
jsou vSechny hodnoty stejné, protoZe funkce je zde konstantni). V tomto bodé je dokonce
soucasné i lokdlni maximum (ve vyznaceném okoli &'(xg) totiz plati f(x) = f(xp)).
V bodé x; téhoZz obrazku je lokdlni minimum, které neni ostré (vlevo od x; jsou vzdy
stejné funkéni hodnoty). Lokdlni maximum to jiZ pochopitelné neni. Samoziejmé, Ze
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kazdé ostré lokalni maximum je zaroven i lokdlnim maximem a ostré lokdlni minimum
1 lokdlnim minimem. Opak ovSem neplati.

Nasim tkolem bude najit body, v nichZ ma zadan4 funkce lokdlni extrémy. Uvédomme
si, Ze z definice 9.6 vyplyva, Ze pokud je definicnim oborem uvazZované funkce interval,
nemuZe jit o krajni body tohoto intervalu. Divodem je skute¢nost, Ze funkce neni defino-
véana na celém okol{ krajnich bodi tohoto intervalu. Postup hledani lokélnich extrémi se
vétsinou skladé ze dvou krokd:

<413

1. Vytipujeme ,,podezielé* body (tj. body, v nichZ by mohl byt lokdlni extrém; v jinych
bodech extrém byt nemize).
2. Rozhodneme, ve kterém ,,podezielém* bod¢ je extrém a ve kterém neni extrém.

Zamysleme se nad tim, které body mohou byt ,,podezielé*. Podle véty 9.1 vime, Ze
maé-li funkce f na celém intervalu (a, b) nenulovou derivaci, pak je na intervalu (a, b)
rostouci nebo klesajici a v Zddném bod¢ takového intervalu nemiiZze byt extrém. Pokud
tedy derivace existuje, pfichdzeji v tivahu pouze body, v nichZ je f'(x) = 0. Tyto body
hraji dale kli¢ovou roli, proto pro né zavadime specidlni nzev.

Definice 9.7. Bod xg € D(f), ve kterém plati, Ze f'(xg) = 0, se nazyva staciondrni
bod.

Piiklad 9.8. Najdéte staciondrni body funkei a) f:y =x2, b)g:y=x".
ReSent.
a) D(f) =R, f'(x) =2x, D(f’") = R. Staciondrni body:

ffx)=0 & 2x=0 & x=0.

Tedy jedinym staciondrnim bodem je bod xp = 0 — viz obr. 9.3 a).
b) D(g) =R, g'(x) = 3x2, D(f’) = R. Stacionarni body:

f[)=0 & 3’=0 & x=0.
Tedy jedinym staciondrnim bodem je bod xo = 0 — viz obr. 9.3 b). A

Nyni jiZz vime, Ze mezi ,,podezielé body* patii body staciondrni (tedy body, v nichZ
prvni derivace existuje a je nulovd). To je pripad funkci zndzornénych na obr. 9.2 a) a
9.2 d). Podivame-li se na obr. 9.2 b), vidime, Ze v bodé x¢, v némZ nastava lokalni extrém,
derivace neexistuje (graf nema v bodé¢ x¢ tecnu). Tedy dalSimi ,,podezielymi body* jsou
body, v nichZ prvni derivace neexistuje. Celkové dostdvame nésledujici vétu:

Véta 9.9. Necht funkce f md v bodé x( lokdIni extrém. Pak bud plati f'(xg) = 0, anebo
[ (x0) neexistuje.

o
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y y
y = x2 y = x°
O X
0] X
a) b)
Obr. 9.3

Poznamka 9.10. Véta 9.9 udava tzv. nutnou podminku existence lokdlniho extrému.
Rikd, 7e pokud m4 funkce v bod& lokalni extrém, pak nemdzZe nastat jind situace ne Ze
se derivace v tomto bodé bud rovnd nule, anebo vibec neexistuje. Tedy pokud v daném
bodé derivace existuje a nerovna se nule, nemize zde byt lokdlni extrém. Tato véta
ovSem neddva ndvod, za jakych podminek I1ze lokdlni extrém najit. Tyto podminky budou
obsazeny ve dvou ndsledujicich vétach, tzv. postacujicich podminkdch existence lokdlniho
extrému.

V priklad€ 9.8 jsme nasli staciondrni body funkci f a g. Z grafi téchto funkei (viz
obr. 9.3) vidime, Ze funkce f ma v bodé xo = 0 lokdlni extrém (minimum) a funkce g
v bodé xg = 0 nemd lokdlni extrém. Funkce f v levém okoli nuly kles4 a v pravém okoli
nuly roste, funkce g v levém 1 pravém okoli nuly roste. K tomu, aby nastal extrém, tedy
ziejmé staci, aby se funkce pfi prechodu pres dany bod zménila ,,z rostouci na klesajici*
nebo naopak. Pfesny vysledek (tj. jak rozhodneme o ,,podezielych bodech*) je obsazen
v nésledujici véte.

Véta 9.11. Necht funkce f je spojitd v bodé xo a md derivaci v néjakém prstencovém
okoli & (xy) bodu xg. Je-li
i) f'(x) < 0 pro kazdé x € P~ (x9) a f'(x) > 0 pro kazdé x € P (xy), pak md
funkce f v bodé xq ostré lokdlni minimum.
ii) f'(x) > 0 pro kazdé x € P~ (xp) a f'(x) < 0 pro kaZdé x € P (xy), pak md
funkce f v bodé xq ostré lokdlni maximum.

Predpoklad spojitosti v bod€ xq je zejména splnén, je-1i v x¢ stacionérni bod.

Strucné feceno:

Méni-li f’ znaménko pfi pfechodu pfes xg, je v bodé x( lokdlni extrém.
Neméni-li f’ znaménko pfi pfechodu pies xo, neni v bodé x¢ lokalni extrém.
Je-li zména —+, jde o minimum (klesa-roste, tj. \( 7).

Je-li zména +—, jde o maximum (roste-klesa, tj. /).
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Shriime si naSe dosavadni poznatky do jakéhosi ndvodu, jak postupovat pii hledani
lokdlnich extrémi a maximalnich intervall ryz{ monotonie funkce f:

1. Ur¢ime D(f).

2. Vypoéteme f’ a D(f').

3. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladnd, resp. zdpornd (pfedpokldddme pfitom, Ze
D(f') lze vyjadfit jako sjednoceni disjunktnich intervald J; a Ze f’ je spojitd na
kazdém z té€chto intervalu):

a) Ur¢ime nulové body f’, tj. feSime rovnici f’(x) = 0.
b) Kazdy interval J; rozdélime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly.
¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uré¢ime znaménko f’ v tomto bodé.

4. Ur¢ime intervaly monotonie funkce f (s vyuZzitim véty 9.1) a lokdlni extrémy (v bodé

766

xo € D(f), kde se méni charakter funkce ,,z rostouci na klesajici“, nastav4 ostré lokaln{
maximum a v bod¢, kde se méni charakter funkce ,,z klesajici na rostouci®, nastava
ostré lokalni minimum).

Poznamenejme, Ze intervaly, na nichz je f’ kladnd, resp. zdpornd miZeme urcit i jinak,
neZ je uvedeno v bod€ 3), a to vyfeSenim nerovnic f'(x) > 0a f'(x) < 0.

Priklad 9.12. Najdéte lokdlni extrémy a maximalni intervaly ryz{ monotonie funkce
fiy=12x> — 15x* — 40x> + 60.

Reseni.
1. D(f) =R.
2. Vypoéteme f' a D(f'):

f(x) = 60x* — 60x> — 120x2, D(f) =R.
3. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladnd, resp. zdporna:

a) Nulové body f:
flx)=0 < 60x* —60x> — 120x% = 0.

Jednd se o algebraickou rovnici Ctvrtého stupné, kterd ma Ctyfi kofeny (obecné
komplexni, po¢itano s nasobnosti). OvSem pfi feseni téchto prikladii hledime pouze
redlnd feSeni, nebot’ chceme najit staciondrni body, tedy body z defini¢niho oboru
funkce f’ (a ten je pro kazdou funkci podmnozinou R).

Rovnici upravime na tvar:

60x2(x>—x—-2)=0 < 60x>=0 nebo x>—x—2=0.

Vyfesenim rovnice 60x> = 0 dostaneme dvojnasobny kofen x12 = 0 a vyfeSenim

rovnice x> — x — 2 = 0 obdrzime dal¥f dva kofeny
l1£+/14+8 1£3 2,
X34 = = =
2 2 —1.
Vsechny kofeny jsou redlné. Staciondrni body tudiZ jsoux; o = 0,x3 =2axs = —1.

o
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b) D(f’) rozdélime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly:
(—oo,=1), (=1,0), (0,2), (2,00).

c) V kazdém z ,dil¢ich® intervali zvolime jeden bod a v ném uréime znaménko
funkce f’. Body zvolime napf. takto: —2, —%, 1, 3. Pak

£(=2) = 960 > 0, f’(—%) - —? <0, f'(1) = =120 < 0, f'(3) = 2160 > .
Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je f’ na intervalech (—1, 0) a (0, 2) zdporn4 a na
intervalech (—oo, —1) a (2, oo) kladna.

4. Intervaly monotonie a lokélni extrémy.

Dle véty 9.1 je funkce f na intervalu (—oo, —1) rostouci, na intervalech (—1,0) a
(0, 2) klesajici a na intervalu (2, co) opét rostouci. Funkce f ma tedy v bodé x4 = —1
ostré lokalni maximum a v bod€ x3 = 2 ostré lokalni minimum. V bodé€ x1, = 0
lokalni extrém nemd. Vypocéteme funkéni hodnoty v bodech lokélnich extrémii. Vyjde
f(=1)=173, f(2) = —116.

Znaménka derivace a monotonii na pfislusnych intervalech mizeme zakreslit nad ¢i-
selnou osu

7 N N e
1 r - — T
—1 0 2
max min
nebo zapsat do tabulky:
f’ + 0 — 0 — 0 +
f S lok. max. N\ ¢ | lok. min. S

5. Zavér: Funkce f je rostouci intervalech (—oo, —1), (2, 00) a klesajici na intervalu
(—1, 2) (vzhledem ke spojitosti v bodé 0 jsme intervaly mohli sjednotit). Funkce f
mé tedy v bodé x4 = —1 ostré lokdlni maximum a v bodé x3 = 2 ostré lokalni
minimum. A

Priklad 9.13. Najdéte lokalni extrémy a maximalni intervaly ryzi monotonie funkce

. fiy= xe .
Resent.

1. D(f) =R.

2. Vypoéteme f"a D(f):

F@) = e +x (e"‘z)/ —le ™ Hxe V(=2x) =e ¥ —2x% ", D(f)=R.
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3. Uréime intervaly, na nichZ je f’ kladnd, resp. zdporna.

a) Najdeme nulové body f:

) =0 & eX 2% =0 o er(l-2uH=0 &

s 1-22=0 & xz—l & X —:i:L
> 1,2 ok
(x): Vyraz e™ ? je vzdy kladny, mizeme tedy celou rovnici timto vyrazem vydélit.
b) D(f’) rozdélime nulovymi body na disjunktni intervaly

(—o0, =1/+2),  (=1/¥v2,1/¥2), (1/¥2,00).

¢) V kazdém intervalu zvolime jeden bod, v némz uréime znaménko funkce f’:

X

f/(_l):_é<0’ f/(O):1>O, f/(l):_é<0

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je f’ kladné na (—1 / V2,1 / «/i) a zdporna na
(—oo, —1/\/5) ana (1/«/5, oo)
4. Intervaly monotonie a lokdlni extrémy.

Funkce je na (—oo, —l/ﬁ) klesajict, na (—1/+4/2, 1/+/2) rostouci a na (l/ﬁ, o)
opét klesajici. Podle véty 9.11 ma tedy funkce f v bodé x; = —1 / V2 ostré lokaln{
minimum (zména charakteru funkce z klesajici na rostouci) a v bodé x; = 1 / V2 ostré
lokdlni maximum (zména charakteru funkce z rostouci na klesajici). Vypocteme jesté
funk¢ni hodnoty v bodech lokélnich extrému:

AN_ U Em)
f( ﬁ)_iﬁ TEEA N

Znaménka derivace a monotonii na pfisluSnych intervalech mizeme zakreslit nad ¢i-
selnou osu

H_

™~ e ™~

—1/1/5 1/1/5

min max

f:

nebo zapsat do tabulky:
(~o0.~1/32) | =1/¥2 | (-1/¥2.1/32) | 1/v2 | (1/¥2.%0)
f’ — 0 + 0 —

f AV lok. min. /! lok. max. N\

5. Zdvér: Funkce je klesajicf na intervalech (—oo, —1/+/2) a (1/+/2, 00) a rostoucf na
intervalu (—1/+/2,1/+/2). V bod€ x; = —1/+/2 je ostré lokdln{ minimum a v bod&

xy =1 / /2 ostré lokdlni maximum.
A

o
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@ Priklad 9.14. Najdéte lokalni extrémy a maximalni intervaly ryzi monotonie funkce

)C2

fry= Inx’
Resent.
1. Nejprve ur¢ime definicni obor funkce f. Jelikoz logaritmicka funkce je definovédna
pouze na intervalu (0, o), musi byt x > 0. Dale musi byt jmenovatel zlomku nenulovy,
tj. Inx # 0, tudiz x # 1. Celkem je proto D(f) = (0, 1) U (1, 00).
2. Vypocteme derivaci funkce f a jeji defini¢ni obor:

2x-Inx—x%-L  2xlnx—x x-Q2lnx —1)
£l = B . . D(f)=D().
In“ x In“ x In“ x
3. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladnd, resp. zdporna.
a) Najdeme nulové body f':
, x-2Ilnx —1) )
ffx)=0 & lsz & x-Q2nx—-1)=0 &
n-x

1 1
@ 2lnx —1=0 & lnx:i & x =e?’.

(x): Protoze je x # 0, mlizeme jim celou rovnici vydélit.
1
Dostali jsme jeden nulovy bod xo = e? = J/e.

b) Kazdy z intervali tvoficich D(f”) rozdélime nulovymi body na disjunktni intervaly

O, 1), (1,4/e), (Ve 00,

¢) V kazdém z téchto intervald zvolime jeden bod a uréime znaménko f’ ve zvolenych
bodech. Napft. v intervalu (0, 1) zvolime bod é , V intervalu (1, \/E) zvolime bod
{/eavintervalu ((/e, o0) bod e.

oy _e@ng—1) _e(2-1D_ 3
(0, 1) . f (g) — (ln%)z == (_1)2 __E <0,
f2met —1) ef(2.1_1
(1Lve) « riye) =SB ol Rl
(lne“) (Z)
1 1
— Zle :—8CZ<O,
16
) ;o elne—1) e2-1)
(Ve, 00) : fie)= me? 12 =e>0.
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Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je prvni derivace na intervalu (0, 1) zdpornd, na
intervalu (1, ﬁ) rovnéZ zaporna a na intervalu (\/E, oo) kladna.

4. Intervaly monotonie a lokdlni extrémy.
Dle véty 9.1 je funkce f naintervalu (0, 1) klesajici, na intervalu (1, JE) také klesajici
a na intervalu (\/E, oo) rostouci. V bodé& /e nastdva lokdlni minimum.
Znaménka derivace a monotonii na pfislusnych intervalech mizeme zakreslit nad ¢i-
selnou osu

f/: ° _ _ ' +
0 1 e

nebo zapsat do tabulky:

0.0 (LVe) | Ve | (Vew)
-] - 0 +

f N\ N lok. min. S

5. Zavér: Funkee f je klesajici na intervalech (0, 1) a (1, \/¢) a rostouci na ({/e, 00).
V bodé /e nastdvé ostré lokdlni minimum. A

Priklad 9.15. Najdéte lokdlni extrémy a maximaln{ intervaly ryzi monotonie funkce
f:y=x—2sinx, x € (0,2mn).

Reseni.
1. Defini¢ni obor je zadén, tj. D(f) = (0, 2m).

2. Prvni derivace a jeji defini¢ni obor:
f'(x)=1-2cosx, D(f')=D(f)=(0,2mn).

3. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladn4, resp. zdporna.

a) Najdeme nulové body f”, tj. feSime rovnici f'(x) = 0.
, 1 U
ffx)=0 < cosx:i,xe(0,2n) & x:g Vox=—.
b) D(f’) rozdélime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly:

@3 GY). ()

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréim znaménko f’. Vysledek je shrnut
v nésledujici tabulce.

o
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4. Znaménka derivace a monotonii na pfisluSnych intervalech zakreslime nad ciselnou
osu

~ 7 ~

fli o— + —o

0 m/3 Stt/3 2x
min max

nebo zapiSeme do tabulky:

©,7/3) | w3 | (x/3,57/3) | 5w/3 | (57/3,2m)

o= 0 + 0 -

f N\ lok. min. S lok. max. N\

5. Vzhledem ke spojitosti funkce f na D(f) plati, Ze je rostouci na intervalu <%, 57“>
a klesajici na intervalech (O, §> a <5%‘ 2n). V bodé x = % ma funkce ostré lokalni

minimum a v bodé x = 5?“ ostré lokalni maximum. A

Pro zajemce:

Nyni si pro zajimavost uvedeme postup pii hledani intervalti monotonie a lokdlnich extrémi
vyuZzivajici pravy nerovnic.

Priklad 9.16. Najdéte maximalni intervaly ryzi monotonie a lokdlni extrémy funkce

1 1

fiy=—-In—.
X X

Reseni.

1. Uréime defini¢ni obor funkce f. Logaritmus je definovan pouze pro kladna redlna Cisla, tedy
D(f) = (0, 00).

2. Vypocteme derivaci funkce f:

f’(x):—xlz-ln)lc—i—i-l-(—l) _ ! .(1n1+1).

X

3. Uréime intervaly, na nichZ je f’ kladnd, resp. zdporna.
i) Ur¢ime intervaly kde je f'(x) > 0:
, 1 1
Fx)>0 o ——2-(ln—+1) > 0.
X X

Vyraz —Xl—z je zaporny pro kazdé x € D(f), tedy vyraz v zavorce (ln )]? + 1) mus{ byt také
zdporny, aby byl vysledny soucin —= - (In + + 1) kladny.

1 1 1 ~1
In-4+1<0 < In—<—-1 < In— <lne™".

X X X
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Odlogaritmovanim (vyuZivdme skutecnost, Ze e* je rostouci funkce) dostaneme:

1 _q 1 1
—<e & —<-Sx>e.
X x e

Tedy f’ je kladna na intervalu (e, 00).

ii) Ur¢ime intervaly, kde je f'(x) < O:

1 1
) <06 ——- <1n7+ 1) <0.
X X
Obdobné jako v pfedchozim bodé, vyraz —xiz je zdporny, takZe vyraz v zdvorce musi byt
kladny, aby byl vysledny soucin zdporny. Tedy
1 1

1 1 1
h-41>0& In->-1 & Ih->he’'le —>-x<e.
X X X x e

Vzhledem k tomu, Ze defini¢énim oborem funkce f jsou pouze kladnd redlna Cisla, je f”
zépornd na intervalu (0, e).

4. Intervaly monotonie a lokdlni extrémy.
Zjistili jsme, Ze funkce na intervalu (0, e) klesd a na intervalu (e, co) roste, tedy diky spojitosti
ma v bodé xo = e ostré lokdlni minimum. Znaménka derivace a monotonii na pfislusnych
intervalech vyznacime nad ¢iselnou osu

> 4

v o — t

/ 0 e

min
nebo zapiSeme do tabulky:
0, ¢) e (e, 00)

L= o +
f AN lok. min. S

5. Zavér: Funkce f je klesajici na intervalu (0, e) a rostouci na (e, 00). V bod¢ e nastava ostré
lok4In{ minimum. A

Pokuste se vyfesit predchozi priklad i uZitim Cauchyovy-Bolzanovy véty. Tim, Ze budete mit
pred sebou dva zplsoby feseni jedné tlohy, uvidite vyhody i nevyhody obou moznosti a miZete
se rozhodnout, ktery postup je pro vés pfijatelnéjsi, a budete jej ddle vyuZzivat k feSeni podobnych
uloh.

Na zavér si ukdZzeme jiny zpusob, jak rozhodnout, zda ma dana funkce ve stacionar-
nim bod¢ lokdlni extrém. Jednd se opét o tzv. postacujici podminku existence lokédlniho
extrému, podobné jak tomu bylo u véty 9.11. Geometricky vyznam nésledujiciho tvrzeni

v/ vz

bude ziejmy z dalsi ¢asti textu (oddil 9.3).

Véta 9.17. Necht f'(xo) = 0 a existuje " (xg). Je-li:

i) f"(x0) < 0O, pak md funkce f v bodé x( ostré lokdlni maximum.
il) f"(x0) > 0, pak md funkce f v bodé x ostré lokdlni minimum.
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Vyhodou postupu zaloZeného na predchozi vété je, Ze nemusime urcovat intervaly
monotonie funkce f. Nevyhodou je, Ze funkce f musi mit ve staciondrnich bodech
druhou derivaci.

Priklad 9.18. Najdéte lokdlni extrémy funkce f:y = 2x3 — 3x% — 12x.

Reseni. Jedna se o polynom, defini¢ni obor funkce i viech derivaci je tedy R.
Uréime prvni derivaci : f/(x) = 6x2 — 6x — 12.
Stacionarni body:

Flx)=0 & 6x2—6x—12=0 & x2—x—-2=0 & x1=—1, x» =2.

Vypoéteme druhou derivaci: f"(x) =12x — 6.

Dosadime stacionérni body: f"(=1)=—-18 <0, f"(2) =18 > 0.

V bodé x; = —1 je tedy ostré lokdlni maximum, v bodé x, = 2 je ostré lokdlni minimum.
A

Véta 9.17 nefesi piipad, kdy je f”(xg) = 0. Jak postupovat v takovém piipadé, se
dozvime z véty nasledujici.

Véta 9.19. Necht f'(xg) = f"(x0) = --- = f® D(xo) = 0 a necht f™ (xo) # 0 pro
néjaké n € N, n = 2. Je-li:
1) n liché, pak funkce f nemd v bodé xq lokdlni extrém.
i) n sudé a £ (xo) > 0, pak funkce f md v bodé xg ostré lokdlni minimum.
iii) n sudé a ™ (xg) < 0, pak funkce f md v bodé xq ostré lokdlni maximum.

Priklad 9.20. Najdéte lokalni extrémy funkce f, je-li:
a) f:y=x* b) f:y=x7, ¢) f:y=12x> — 15x* — 40x3 + 60.

Reseni. Ve vech tiech piipadech se jedné o polynomy, definiéni obory viech i funkeci i
vSech jejich derivaci jsou rovny R.
a) Ur¢ime prvni derivaci : f(x) = 4x3.
Stacionarni bod: xo = 0.
Vypoéteme druhou derivaci a dosadime bod xq: f”(x) = 12x2, f”(0) = 0.
Vypocteme tieti derivaci a dosadime bod xo: f"(x) = 24x, f/(0) = 0.
Vypo&teme &tvrtou derivaci a dosadime bod xo: f ¥ (x) = 24, f@(0) =24 > 0.
Dle ptedchozi véty ma funkce f v bodé x¢ = 0 ostré lokalni minimum.
b) Ur¢ime prvni derivaci : f(x) = 5x*.
Stacionarni bod: xo = 0.
Vypo&teme druhou derivaci a dosadime bod x¢: f”(x) = 20x3, f”(0) = 0.
Vypodteme tieti derivaci a dosadime bod xo: f”/(x) = 60x2, f”(0) = 0.
Vypocteme ctvrtou derivaci a dosadime bod xqg: f @ (x) = 120x, @) = 0.
Vypocteme pétou derivaci: f O (x) = 120, £9(0) £ 0.
Dle ptedchozi véty nemé funkce f v bodé€ xo = 0 lokdlni extrém.
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c) Lokalni extrémy zadané funkce jsme jizZ vySetfovali v pfiklad€ 9.12 vyuzitim véty 9.11.
Nyni k vypoctu pouZijeme vétu 9.19.
Urc¢ime prvni derivaci : f'(x) = 60x* — 60x> — 120x2.
Nalezneme staciondrni body: x1=—-1l,xp=0ax3 =2
Vypoéteme druhou derivaci: f”(x) = 240x3 — 180x% — 240x.
Dosadime staciondrni body:
f"(=1) = —180 < 0. Funkce f md v bod& x; = —1 ostré lokdlni maximum.
f"(2) =720 > 0. Funkce f mé v bodé x3 = 2 ostré lokdlni minimum.
£”(0) = 0. Vypocteme tieti derivaci: f”(x) = 720x? — 360x — 240
f"(0) = —240 # 0. Funkce f nemd v x, = 0 lokdlni extrém. A

Priklad 9.21. Najdéte lokdlni extrémy funkce f dané pfedpisem
f(x) = v
Reseni. Vypotteme prvni derivaci:
o) = 3x%er 4+ 3" . 2x = e x2(3 4 2x2).

Staciondrni bod je xo = 0.
Vypocteme druhou derivaci:

) = (€5 2x - x2 + e - 2x0)(3 4 2x2) + 4x3e” = xet (dx* + 14x2 4 6).

Dosadime bod xo = 0: f”(0) = 0.
Vypocteme tfeti derivaci:

F(x) = (5 4 xe® - 2x)(dx* + 14x2 4 6) + xe* (16x3 + 28x) =
_ e ((1 +2x2) (4x* + 1452 + 6) + x (1657 + 28x)> -
— &% (8x6 + 48x* + 54x% + 6).

Dosadime bod xo = 0: f”/(0) = 6. Protoze je f”'(0) # 0, funkce f v nema v bodé 0
lokalni extrém. Protoze Zadné jiné body podezielé z lokalnich extrémd nemame, funkce
nemd Zadny lokélni extrém. A

Uvédomte si, Ze lokalni extrémy funkce mohou nastat jednak ve stacionarnich bodech,
jednak v bodech, kde derivace neexistuje. Postupem, ktery jsme uvedli na strané 251, ur-
¢ime vSechny lokdlni extrémy. Postup zaloZeny na vété 9.19 slouzi k ovéreni lokdlnich
extrému pouze ve stacionarnich bodech. Nefika nic o bodech, v nichZ derivace neexistuje.
Je proto vhodny pouze u funkci, které maji derivace na celém definiénim oboru, a navic
pokud nedostaneme derivovanim sloZzitou funkci. Jak jsme vidéli na pfedchozich prikla-
dech, pouziti véty 9.19 bylo vyhodné v pfipadé polynomd, v pfipadé funkce f(x) = x3er’
by bylo vzhledem k sloZit€j$Sim derivacim rychlejsi pouZiti postupu uvedeného na strané
251. Zkuste si piiklad spocitat obéma zptisoby.

o
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9.3 Konvexnost, konkavnost

V predchozich podkapitoldch jsme se naucili vySetfovat monotonii dané funkce a urcit, ve
kterych bodech nabyva funkce lokdlnich extrémi. To spolu se znalosti defini¢niho oboru,
spojitosti, ptip. sudosti, lichosti a periodi¢nosti umoziiuje vytvofit si hrubou pfedstavu
o grafu této funkce. Prozatim v§ak neumime rozhodnout o tom, zda je graf funkce mezi
dvéma body ,,prohnuty dolti“ nebo ,,nahoru®. Podivejme se na tuto situaci podrobné&ji.

y=f(x)
y =s5(x)

X1 X2 X3

Obr. 9.4: Graf konvexni funkce

Necht’ f je funkce, jejiZ graf je zndzornén na obr 9.4. Necht [ je interval. Zvolme tfi
body x1, x2, x3 z tohoto intervalu tak, aby platilo x; < xo < x3. Sestrojme secnu s grafu
funkce f prochéazejici body (x1, f(x1)), (x3, f(x3)) — viz obr. 9.4. Zkoumejme nyni,
zda bod (x2, f(x2)) lezi ,,nad* anebo ,,pod seCnou‘ s. Z obrdzku vidime, Ze lezi ,,pod
se¢nou®. Pokud bychom zvolili jiny bod x, leZici ,,mezi* body x; a x3, opét bude leZet
,,pod secnou‘. Pokud tato skutecnost plati i pro libovolnou volbu vsech tif bodl x1, x3, x3
(se zachovanim vychoziho vztahu x; < x» < x3) z intervalu /, pak budeme fikat, Ze
funkce f je ryze konvexni na intervalu I.

Nyni pfedchozi uvahy zpfesnime. Necht' I C D(f) je interval, x1, x2,x3 € I, x1 <
< x2 < x3. Chceme urcit rovnici secny prochdzejici body (x1, f(x1)), (x3, f(x3)).
Vime, Ze rovnice pfimky prochézejici danymi body (ai, az), (b1, b2) (a1 # by) je

déna vztahem y —a, = gf%gf(x —ay). S vyuzitim tohoto vztahu dostdvame rovnici se¢ny

(x — x1).

o y:f(xl)Jrf(X;)—f(xl)_

3 — X1

Skute¢nost, Ze bod (x2, f(x2)) leZi ,,pod se¢nou*, miZzeme zapsat takto:

f(x2) < s(x2)

neboli

fx2) < flx1) +

f(x3) — f(x1)
_— (.X'z —.X]).
X3 — X1
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Podstatny je zde znak <. Signalizuje, Ze bod leZi ,,pod se¢nou®.

Nyni shriime ziskané poznatky do definice.

Definice 9.22. Rekneme, e funkce f je ryze konvexni na intervalu I C D(f), jestlize

pro vSechna x1, xp, x3 € I takova, Ze x| < xp < x3, plati

f) = fo)
X3 X1

fx2) < f(x) + (x2 — x1).

Nahradime-li v definici znak < znakem <, dostdvame funkci konvexni na I. Je-li
I = D(f), pak fikdme, Ze funkce f je ryze konvexni, resp. konvexni.

Poznamka 9.23.

1. Definice tikd, Ze funkce f je ryze konvexni na intervalu I, jestlize pro vSechna
X1, X2, x3 € I takovd, Ze x| < xp < x3, lezibod Q> = (x2, f(x2)) pod se€nou ur¢enou
body Q1 = (x1, f(x1)), O3 = (x3, f(x3)). Funkce je konvexni, jestlize bod Q» lezi
pod se¢nou nebo na secné urc¢ené body Q1, QOs.

Ptikladem funkce, kterd neni ryze konvexni, ale je konvexni na R, je funkce absolutni
hodnota — graf viz pfiklad 3.6.

2. Podminka v definici musi byt splnéna pro kazdou trojici boda z /. Nesta¢i nalézt tii
body x1, x2, x3, pro né je podminka splnéna. Napf. pro funkci f: y = x> a body
x1=—1,x=0,x3 =2plati f(x2) =0,

)= fn) 8+ 1
3

s(x2) = f(x1) + (xo—x1)=—-14+——-1=2,

X3 — X1 3
tj. 0 < 2. Tedy podminka z definice je pro body —1, 0, 2 splnéna, ale funkce f neni
ryze konvexni na R — viz obr. 9.5 a).

3. I v definici musi byt interval! Napt. funkce g, jejiz graf je zndzorné€n na obr. 9.5 b),
neni ryze konvexni ani konvexni na svém defini¢nim oboru.

Analogicky lze z geometrické interpretace dojit k pojmu ryze konkdvni funkce. Jedna
se zde o situaci, kdy bod (x2, f(x2)) lezi ,,nad seCnou‘ grafu funkce f prochazejici body

(x1, f(x1)), (x3, f(x3)) — viz obr. 9.6.

Definice 9.24. Rekneme, e funkce f je ryze konkdvni na intervalu I C D(f), jestlize
pro vSechna x1, x2, x3 € I takova, Ze x| < xp < x3, plati
f(x3) — f(x1)
fx2) > fx) +——F-
X3 — X1

(x2 — x1).

Nahradime-li v definici znak > znakem =, dostivame funkci konkdvni na I. Je-li
I = D(f), pak fikdme, Ze funkce f je ryze konkdvni, resp. konkdvni.

o
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a) b)

Obr. 9.5

Poznamka 9.25.

1. Definice fikd, Ze funkce f je ryze konkdvni na intervalu I, jestlize pro vSechna
X1, X2, x3 € I takova, Ze x; < x3 < x3,lezibod Q2 = (x2, f(x2)) nad se¢nou ur¢enou
body Q1 = (x1, f(x1)), O3 = (x3, f(x3)). Funkce je konkdvni, jestlize bod Q, lezi
nad se¢nou nebo na secné urcené body Q1 Q3.

2. Obdobné jako u definice konvexni funkce zdiiraznéme, Ze podminka musi byt splnéna
pro kazdou trojici bodd z /I a Ze I musi byt interval.

3. Funkce konvexni, resp. konkavni, nemusi mit derivaci v I (k zavedeni pojmt pomoci

Obr. 9.6: Graf konkavni funkce
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seCny existenci derivace nepotfebujeme) — viz napf. vySe zminénd funkce f: y = |x|
nebo funkce f: y = 2|x — 3| 4+ 3|x + 2|, jejiz graf je na str. 331. Pokud m4 funkce f
vSude v I prvni derivaci, pak 1ze pojmy konvexnost a konkdvnost zavést také ,,pomoci
tecen* (viz [7, 10]).

Pokud mé funkce f vSude v I nejen prvni derivaci, ale i druhou, pak o tom, zda je
funkce f na intervalu / ryze konvexni, resp. ryze konkavni, miZzeme rozhodnout uZitim
véty 9.28. Nez si ale uvedeme tuto vétu, kterd bude snadnym voditkem pfi pocitani
piikladd, zavedeme si jesté jeden pojem. Rekneme si, jak se fika bodu, v némZ se mén{
,prohnuti*, tj. konvexnost na konk4vnost a opacné.

Definice 9.26. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé xq inflexi, jestlize existuje f'(xg) € R
a funkce f je v néjakém levém okoli bodu x( ryze konvexni a v né¢jakém pravém okoli
tohoto bodu ryze konkévni, resp. naopak.

Mai-li funkce f v bod€ xo inflexi, pak bod (xg, f(x0)) nazyvame inflexnim bodem
funkce f.

V inflexnim bodé tedy musi existovat teCna (funkce zde ma vlastni derivaci) a méni se
zde ,.konvexnost na konkdvnost* — viz obr. 9.7 a) — anebo naopak — viz obr. 9.7 b).

Y y=fx) y y=fx)

S (x0)1 S (x0)1

a) b)

Obr. 9.7

Poznamka 9.27.

1. Funkce f: y = x? je ryze konvexni na R, a tudiZ nemd Z4dny inflexni bod — viz
obr. 9.8 a).

2. Funkce f: y = x> je ryze konvexni na (0, co) a ryze konkdvni na (—oo, 0). V bod& 0
existuje prvni derivace a méni se zde konkdvnost na konvexnost, tedy bod O je inflexnim
bodem funkce f. VSimnéme si, Ze f”(0) =0a f”(x) = 6x > 0 pro vSechnax > 0 a
f"(x) = 6x < 0 pro viechna x < 0 — viz obr. 9.8 b).

o
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y y=x3
y = x?
y=x y
X X
X
y=—x
a) b) )
Obr. 9.8
3. Funkce f: y = —x? je ryze konkdvni na celém R, tudiZ nemd Z4dny inflexni bod —

viz obr. 9.8 ¢).

Jak souvisi pojmy ryzi konvexnost, ryzi konkdvnost a inflexni bod s vlastnostmi druhé
derivace, ukazuje nésledujici véta.

Véta 9.28. Necht md funkce f v intervalu (a, b) druhou derivaci. Je-li

i) f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak je f ryze konvexni na (a, b),
i) f"(x) < 0 pro kazdé x € (a, b), pak je f ryze konkdvni na (a, b),
iii) f”(xp) = 0 v néjakém bodé xy € (a, b) a ddle je f" kladnd v néjakém levém okoli
bodu xy a zdpornd v néjakém pravém okoli bodu x., resp. naopak, pak md funkce f
v bodé x inflexi.

Poznamka 9.29.

1. Srovnejte vétu 9.28 (podminka pro ryzi konvexnost a konkdvnost) s vétou 9.17 (pod-
minka pro lokdlni extrém).

2. Pokud mé f na celém (a, b) druhou derivaci, inflexe mizZe nastat pouze v bod¢, kde
f"(x) = 0 —to je ,,podeziely* bod. Zda inflexe opravdu nastdva, rozhodneme podle
intervall ryzi konvexnosti a konkavnosti dané funkce. VSimnéte si analogie s hledanim
lokalnich extrému. Tam nas zajimaly nulové body a znaménko prvni derivace. Zde nas
zajimaji nulové body a znaménko druhé derivace.

3. V konkrétnich ptikladech budeme uvadét maximdlni intervaly, na nich? je funkce ryze
konvexni, resp. ryze konkdvni. Tim budeme rozumét intervaly, které nejsou podmnozi-
nou néjakého ,,vétstho* intervalu, na kterém by byla dand funkce jesté ryze konvexni,
resp. ryze konkavni. Konvexnost (konkavnost) funkce je definovéna (9.22, 9.24) pro
libovolné intervaly I, kdezto ve vét€ 9.28 se mluvi pouze o otevienych intervalech.
Pii hledani maximalnich intervald, na nichZ je funkce konvexni (konkavni), si tedy bu-
deme v§imat i krajnich bodu prislusnych intervald. JestliZze bude dana funkce v krajnim
bodé intervalu spojitd, pak Ize tento bod zahrnout do ptislusného intervalu, na némz je
funkce konvexni (konkavni). Dikaz viz [7, str. 177].
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Shriime si naSe dosavadni poznatky do jakéhosi ndvodu, jak postupovat pii hledani

inflexnich bodli a maximdlnich intervalli, na nichZ je funkce f ryze konvexni, resp. ryze
konkdvni:

1.

Uréime D(f).

2. Vypoéteme f' a D(f').
3.
4. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f” kladnd, resp. zdpornd (pifedpokldddme pfitom, Ze

Vypoéteme " a D(f").

D(f") l1ze vyjadfit jako sjednoceni disjunktnich intervalG J; a Ze f” je spojitd na
kazdém z té€chto intervalu):

a) Ur¢ime nulové body f”, tj. Fe§ime rovnici f”(x) = 0.

b) Kazdy interval J; rozdélime nulovymi body f” na disjunktni intervaly.

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f” v tomto bodé.

. Ur¢ime intervaly, na nichz je funkce konvexni, resp. konkéavni (s vyuZzitim véty 9.28),

a ur¢ime inflexni body (v bodé xo € D(f) takovém, Ze f’(x() existuje a navic se méni
konvexnost na konkdvnost nebo naopak, nastdva inflexe).

Poznamenejme, Ze intervaly, na nichZ je f” kladnd, resp. zdporna mizeme urcit i jinak,

neZ je uvedeno v bodé 4), a to vyfeSenim nerovnic f”(x) > 0a f”(x) < 0.

Priklad 9.30. Necht je funkce f zadana piedpisem

fx) =x*—2x3 — 12x% 4+ 7x = 3.

Najdéte maximdlni intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkévni, a
inflexni body funkce f.

Resent.

1.
2.

3.

4.

Urc¢ime defini¢ni obor: D(f) = R.
Vypocteme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor:

fl(x) = 4x> — 6x% — 24x + 7, D(f") = D(f).
Vypocteme druhou derivaci a jeji defini¢ni obor:
" (x) = 12x% — 12x — 24, D(f"y = D(f).

Ur¢ime intervaly, na nichZ je f” kladn4, resp. zdporna.

a) Ur¢ime nulové body f”, tj. Fe§ime rovnici f”(x) = 0.
f'"x)=0 & 126*2—x-2)=0 & x1=-1,x=2.
b) D(f") rozdélime nulovymi body f” na disjunktni intervaly:

(=00, —-1), (=1,2), (2,00).
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c) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod, napt. —2, 0 a 3, a uréime znaménko f”
v tomto bodg.

f'(=2) =48>0, f'(0)=-24<0, f"(3)=48>0.

TudiZ dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je funkce f” kladnd na intervalech (—oo, —1) a
(2, 00) a zdpornd na intervalu (—1, 2).

5. Dle véty 9.28 je tedy funkce f ryze konvexni na intervalech (—oo, —1), (2, 00) aryze
konkavni na intervalu (—1, 2). Body x; = —1, x, = 2 jsou inflexnimi body funkce f.
Znaménka druhé derivace a konvexnost resp. konkdvnost na piisluSnych intervalech
miZeme vyznacit nad ¢iselnou osu nebo do tabulky. Pfitom obloucek \_/ bude znacit

ryze konvexni ¢ast funkce a obloucek /M ryze konkavni ¢ast funkce f. Plus a minus
oznacuje znaménko druhé derivace.

f//: + ' — +

Tabulka:

(=oo,—1) | =1 | (=1,2) | 2 | (2,00)

1" + 0 — 0 +

f / inf. M inf. U/
6. Zavér: Vzhledem ke spojitosti funkce na R plati, Ze funkce f je ryze konvexni na inter-
valech (—oo, —1), (2, 00) aryze konkdvni na intervalu (—1, 2). Body x; = —1,x, =2
jsou inflexnimi body funkce f. A

Priklad 9.31. Je ddna funkce

[

X

2

f:y=uxe
Najdéte maximdlni intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkévni, a
urcete jeji inflexni body.
Reseni.
1. D(f) =R.

2. Prvni derivace a jeji defini¢ni obor:

x2 x2 x2

f’(x):e_z+xe_2(—%-2x)=(l—x2)e T D(f)=R.

3. Druhé derivace a jeji defini¢ni obor:
2 2

o) =e (01 —xd) +e 7 (=2x) =
—e T(cx+xP—2x)=xe Z(x2—3)=

=x(x—x/§)(x+«/§)e , D(f") =R.
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4. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f” kladn4, resp. zdporna.

a) Ur¢ime nulové body f”, tj. Fe§ime rovnici f”(x) = 0.

ffx)=0 <

(~o0. ~V3).

(—+/3,0),

x=-3Vvx=0Vx=+3.
b) D(f") rozdélime nulovymi body f” na disjunktni intervaly:

(0, x/§) (\/g ).

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uré¢ime znaménko f” v tomto bodé.
Vysledek je shrnut v nasledujici tabulce.

5. Na zédkladé znaménka f” uréime intervaly konvexnosti, konkdvnosti a inflexni body
funkce f. Vysledek zapiSeme nad ¢iselnou osu

M U/ M U/
£ - .+ - 07
V3 0 V3
inf inf inf
nebo do tabulky:
(=00, =v3) | =3 | (=v3.0) | 0 | (0,v/3) | V3| (V3,0)
f — 0 + 0 — 0 -+
f M inf. / inf. M inf. /

6. Zavér: Vzhledem ke spojitosti funkce f na R plati, Ze je ryze konkdvni na intervalech
(—o0, —«/§>, (0, \/§> a ryze konvexni na intervalech <—\/§, 0) a <«/§, 00). Body
x1 = —+/3, x2 = 0, x3 = +/3 jsou inflexnimi body funkce f.

5
fiy=Vx3.
Najdéte maximdlni intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkavni, a
urcete jeji inflexni body.

Piiklad 9.32.

Resent.

1. D(f) = R.

Je dana funkce

2. Prvni derivace a jeji defini¢ni obor:

3,/1 )
:5\/;, D(f) =R~ {0}.

3. Druhd derivace a jeji defini¢ni obor:

flx) =

3

3 -2

5

" _ 2 _%_ 65 1 "o
f <x>—§(—§)x ——5\/;, D(f") =R~ {0}.

A
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4. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f” kladn4, resp. zdpornd.

a) Ur¢ime nulové body f”, tj. feSime rovnici f”(x) = 0. Vzhledem k tomu, Ze je
nezndma jen ve jmenovateli, nemd rovnice f”(x) = 0 Zadné feSeni. Nemdme tedy
74dny nulovy bod f”.

b) Nyni mame rozdélit kazdy z intervalt tvoficich D(f”) nulovymi body f” na dis-
junktni intervaly. Zadné nulové body nejsou, dostdvame tedy intervaly:

(—00,0), (0, 00).

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod, napi. —1 a 1, a uréime znaménko f”.

! 1_ 65 1 0 //1_ 65\/T 0
f(—)——g (_1)7> ) f()——g ﬁ< .

Tedy podle Cauchyovy-Bolzanovy véty je funkce f” kladnd na intervalu (—oo, 0) a
zaporna na intervalu (0, 00).

. Dle véty 9.28 je funkce f ryze konvexni na intervalu (—oo, 0) a ryze konkdvni na

intervalu (0, oo). Otdzkou je, zda je bod 0 inflexnim bodem funkce f. V bod€ O se
méni charakter funkce z konvexni na konkdvni, ale neexistuje v tomto bodé prvni
derivace! Bod x = 0 neni inflexnim bodem funkce f. Vysledek zapiSeme nad ¢iselnou
osu

w0
0
nebo do tabulky:
(—00,0) 0 (0, 00)
f + neexistuje -
f N\ M

6. Zavér: Funkce f je ryze konvexni na intervalu (—oo, 0) a ryze konkavni na intervalu

(0, 00). Funkce nemé zadné inflexni body. A

Pro zajemce:

V dal$im piikladé budeme k urceni intervalli, na nichZ je druha derivace kladnd, resp. zdporna,
vyuzivat feSeni nerovnic. ZKkuste si jej spocitat také jiz vySe uvedenym postupem, tj. pomoci
Cauchyovy-Bolzanovy véty.

Priklad 9.33. Necht je funkce f zaddna pfedpisem

fx)y=e>.

Najdéte maximdlni intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkdvni, a inflexni
body funkce f.
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Reseni.
1. Uréime defini¢ni obor: D(f) = R.
2. Vypocteme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor:
)
fl)=e™ - (2x), D(f") = D(f).
3. Vypocteme druhou derivaci a jeji defini¢ni obor:
Fro=e™ (=20 (20 +e (=)= -2,  D(f")=D(f).
4. Hleddme intervaly, na nichZ je f” kladn4, resp. zdporn4.
a) Najdeme interval, na némz je f”(x) > 0. Re§ime tedy nerovnici:
e . (4x?—2) > 0.

Jeliko? hodnota e=*" je vzdy kladna (e” > O pro kazdé y € R), je predchozi nerovnice
ekvivalentni s nerovnici:
4x* —2 > 0.

Vytkneme dvojku a déle upravujeme:

1 1 2
2.2x2-1D>0e 2>l e ’>- & x> — & |x|>£.

2 J2 2

V2 V2
xe | —, 00 vV xe|—oo, —— .
2 2
Funkce f” je kladna na intervalu (—oo, -2 / 2) a na intervalu («/E / 2, oo).

b) Analogicky postupujeme pfi hledani intervalii, kde je f”(x) < 0. Reiime tedy nerovnici:

)

Tedy

1
e_xz‘(4x2—2)<0¢>2(2x2—1)<0©|x|<\/;©xe<_2 )

Funkce f” je zdpornd na intervalu (—\/5 / 2,42 / 2).

5. Funkce f je ryze konvexni na intervalu (—oo, —V2 / 2) a na intervalu (\/E / 2, oo) a ryze
konkdvni na intervalu (—ﬁ /2, V2 /2). Funkce f md dva inflexni body: x| = —2 [2,x =
=2 / 2. Vysledek zapiSeme nad ¢iselnou osu

W/ M W/
" T : — : s
—V2/2 V2/2
inf inf
nebo do tabulky:
(~o0.—v2/2) | ~v2/2| (-v2/2.42/2) | ¥2/2 | (V2/2.%0)
£ + 0 — 0 +
f / inf. M inf. /
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6. Zavér: Vzhledem ke spojitosti funkce f na R plati, Ze funkce je ryze konkdvni na intervalu
<—«/§/2, «/§/2> a ryze konvexni na intervalech (—oo, —\/5/2> a <ﬁ/2 oo>. Body x; =
= —\/i / 2, xp = \/5 / 2 jsou inflexnimi body funkce f. A

9.4 Asymptoty grafu funkce

V této podkapitole se sezndmime s pojmem asymptota grafu funkce. Ze stfedni Skoly
zndme pojem asymptoty v souvislosti s hyperbolou. Je to pfimka, ke které se hyperbola
,heomezené priblizuje”. Ukazuje se vyhodné rozliSit asymptoty podle toho, zda jsou
rovnobézné s osou y nebo ne.

Svislé asymptoty

Definice 9.34. Piimka x = xg, xo € R se nazyva svisld asymptota grafu funkce f,
jestliZe je alesponl jedna jednostranna limita funkce f v bodé xp nevlastni, .

lim+ f(x) =200 nebo lim f(x)= +fo0.

X=X X=X

Pro svislé asymptoty se nékdy pouZiva ndzev asymptoty bez smérnice.
To, Ze je pfimka x = xo svislou asymptotou grafu funkce f, geometricky znamena,
ze pokud se blizime k bodu xg zleva nebo zprava, body grafu funkce f se ,,blizi* (pro

y — 00, resp. y — —o00) k bodim pfimky x = x¢ — viz obr. 9.9.

Pokud je funkce v néjakém bodé€ spojitd, nemiZe zde mit svislou asymptotu, protoze
v tomto piipadé by limita byla rovna pfimo funk¢éni hodnoté a funkéni hodnota nemize
byt nekone¢na. Pripadaji v dvahu tedy pouze ty body xo € R, na jejichz &(xg) nebo
P (x0) nebo P~ (x¢) je funkce definovéna, ale neni v tomto bodé& spojita.

y
y—>+oo]

~

Obr. 9.9
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Priklad 9.35. Najdéte svislé asymptoty grafu funkci: @
1 sin x

a fiy=-=, b) g:y=5x+ .
X X

Reseni.

a) Nejprve ur¢ime defini¢ni obor: D(f) = (—o0, 0) U (0, 0o). Funkce f je spojita v kaz-
dém bodé D(f), tedy jediny bod, ve kterém by mohla byt svisld asymptota, je bod
xo = 0. Vypocteme limitu zprava funkce f v tomto bode¢:

lim f(x) = lim izz lim l lim 1=oo-oo=oo.
x—0t x—0t x x—=>0tx x—>0tXx

Mizeme tedy fici, Ze pfimka x = 0 je svislou asymptotou grafu funkce f.
(VSimnéte si, Ze ke konstatovani, Ze pfimka x = 0 je svislou asymptotou grafu funkce f,
nepotiebujeme znat limitu zleva. Staci, kdyZ je jedna z jednostrannych limit rovna plus
anebo minus nekonec¢nu.

b) Nejprve ur¢ime defini¢ni obor: D(g) = (—o0o, 0)U(0, co). Funkce g je spojitd v kazdém
bodé D(g), tedy jediny bod, ve kterém by mohla byt svisld asymptota, je opét bod
xo = 0. Vypocteme limitu funkce g v bodé nula:

= lim 5x + lim =0+1=1.

x—0 x—>0 X

) ) sin x sin x

lim g(x) = lim <5x + )

x—0 x—0 X

Protoze lirr%) g(x) = 1, je 1 kazd4 z jednostrannych limit rovna jedné. Graf funkce g
x—

tudiZ nemd v bod¢€ nula svislou asymptotu. Jiny bod nepfipada v ivahu, miZeme tedy
fici, Ze graf funkce g nema Zadné svislé asymptoty. A

Asymptoty v +00 a —00

Definice 9.36. Pfimka y = ax + b, a,b € R, se nazyva asymptota grafu funkce f
v plus nekonecnu, resp. v minus nekonecnu, jestlize plati:

lim (f(x) — (ax + b)) =0, resp. xlillloo(f(x) — (ax + b)) =0.

xX—>400

Pro asymptoty v plus a minus nekonec¢nu se nékdy pouzivd nazev asymptoty se smérnici
nebo Sikmé asymptoty.

To, ze je pfimka y = ax + b, a, b € R, asymptotou grafu funkce f v plus nekonecnu,
geometricky znamend, Ze pokud se blizime k plus nekone¢nu, ,,body grafu funkce se bliZ{
k bodiim této pfimky*‘. Obdobné pro asymptotu v minus nekone¢nu. Asymptoty v plus a
minus nekone¢nu nemusi existovat soucasné, a pokud existuji, mohou byt rtizné.

Uvédomte si, Ze nevime, zda se graf funkce k asymptoté pfibliZuje shora (obr. 9.10 a)),
resp. zdola nebo zda kolem asymptoty ,,osciluje® (obr. 9.10 b)).

o
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y y
y=fx)
y=f(x)
P P
0] X 0] X
a) b)
Obr. 9.10

Véta 9.37. Primka y = ax + b je asymptotou grafu funkce f v plus nekonecnu, prdavé
kdy?
lim f(x):a,aeR a lim (f(x)—ax)zb,beR.

X—>+00 X X—> 400

Primka y = ax + b je asymptotou grafu funkce f v minus nekonecnu, prave kdy?Z

o
1m

xX—>—-00 X

=a,aclR a lim (f(x)—ax):b,beR.
X—>—0Q

Iy

Pii vypoctu asymptoty grafu funkce f v +o00 postupujeme nasledujicim zpisobem:

1. Zjistime, zda existuje lim @ . Jestlize neexistuje nebo je nevlastni, funkce nema

xX—>—+00
asymptotu v +o00. Pokud limita lim L&) existuje aje vlastni, poloZime lim RACI
x—>4o0 ¥ x—+oo ¥

= a a pristoupime k dal§imu bodu.

2. Zjistime, zda existuje HT (f(x) — ax). JestliZe neexistuje nebo je nevlastni, funkce

X—>T00
nemd asymptotu v +oo. Jestlize lirf ( fx) — ax) existuje a je vlastni, poloZime

X—> T

lim (f(x) — ax) =b.

X—>+00
3. Jestlize obé limity existovaly a byly vlastni, pak je pfimka y = ax 4 b asymptotou
grafu funkce f v 4-o00.

Analogicky postupujeme pfi vypoctu asymptoty grafu funkce f v —oo.

3x2

x—1"

Priklad 9.38. Najdéte asymptoty v 400 a —oo grafu funkce f: y =

=
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Reseni. Pokusime se o sou¢asné provedeni vypo&tu pro asymptoty v +00 i v —oo. Vyjde

3x2

DX 3 2
im L9 m T gim Y 3
x—>t+o0 x x—>Fo0o x x—+o0 x2 — X
3x2 3x2 —3x2+43
lm(ﬂM—m%:mn<x:—%>:lm A
xX— x—F+oo\x — 1 x—+00 x—1
3
= lim - =3=b

Graf funkce f ma Sikmou asymptotu v plus i minus nekonec¢nu, a tou je ptfimka o rovnici
y=3x+3. A
4+ x3

4—x2°

Priklad 9.39. Najdéte vSechny asymptoty grafu funkce f: y =

Resent.

1. Svislé asymptoty.
D(f) =R~ {-2,2}, f jespojita ve vSech bodech, kde je definovéana. Neni definovdna
v bodech —2, 2. Pro hledani svislych asymptot pfipadaji tedy v dvahu pouze tyto dva
body.
Vypocteme jednostranné limity v bodech —2, 2.

4413 4+ x3 4 +x 1
lim f(x)= lim ——~= lim = lim . =
x—27+ x—>2+4—x2 =2t (2 —=x)2 +x) =2t 24+x 2—x
44X 1
= lim 1

- lim .
x—=2+t 24+ x x=2t2—x
Prvni limitu vypocteme dosazenim (jedna se o spojitou funkci v bod€ 2, tedy limita se
rovnd funk¢ni hodnoté),
_A4x? 4428
lim
x—2t 24+ x 2 + 2

Druhou limitu vypocéteme uZitim véty 6.53. Oznacme g(x) = 2—x. Pak 1ir121+ 2—-—x)=0
x—

a funkce g je na pravém prstencovém okoli bodu 2 zdpornd, tudiz dle véty 6.53 je

=—00,  tak? li =3.(—00) = —
M T oy T e ke I 0 =3-(=00)

Piimka x = 2 je tedy svislou asymptotou grafu funkce f.

Zbyva zjistit, zda pfimka x = —2 je také svislou asymptotou grafu funkce f. Postupné
dostaneme
44 x3 4
lim f(r) = lim S +
x——2 x>t 4 — x2S 2Jr (2—x)(2+x)
.4+ xd 1 A+ 1
= lim . =

m g 1mm .
x—>-2t2—x 24x x—>-2t 2 —x xo-2t2+4+x




274

Prubéh funkce

Prvni limitu vypocteme dosazenim, tj.

. 4+ 44 (=2)°
lim = =

= —1.
x—-2+t 2 —x 2—-(-2)

Druhou limitu vypocteme opét uzitim véty 6.53. OznaCme g(x) = 2 + x. Pak plati

lim2 . (2 4+ x) = 0 a funkce g je na pravém prstencovém okoli bodu —2 kladna, tedy
x—>—

dle véty 6.53 je
li 1 + takZ lim f(x) 1-(400)
im —— = lim = +o00, akze im x) = —1-(400) = —o0.
x—-2% g(x) x—>—=2t24+x x——2F
Pfimka x = —2 je také svislou asymptotou grafu funkce f.
Graf funkce f ma dvé svislé asymptoty: x =2, x = —2.

2. Asymptoty v +00 a —o0. Opét se pokusime o soucasné provedeni vypoctu pro 00:

44x3
fm L0 g T gy AP A
x—+oc0 x T x—>+00 X _x—>:|:oox-(4—x2)_x—>j:oo4x—x3
3 (4 4
— lim M: : x_3+1:L:_1:a
x—>ioox3.(;iz_ ) x—>:|:oo)%_ —1 )

Vypocetli jsme a = —1. Pfistoupime tedy k vypoctu dalsi limity:

: 441 o [4+ X7
A ) —ax]= Tm e D 'x] =10 [ +x] N

x—4oo |4 — x2
44 x3 4 4x — x3 444 2 (414
g Ao e ()
x— =00 4 — x2 x—>+o0 4 — x2 x—>Foo x2. (iz — )
X
Sikmou asymptotou grafu funkce f v plus i minus nekone¢nu je pifmka y = —x.
3. Zavér: Svislymi asymptotami grafu funkce f jsou pfimky x = 2ax = —2 aasymptotou
v plus 1 minus nekone¢nu je pfimka y = —x — viz obr. 9.11 a). A
ex
Priklad 9.40. Najdéte vSechny asymptoty grafu funkce f: y = 1
X

Reseni.
1. Svislé asymptoty.
D(f) =R~ {—1}, f je spojita ve vSech bodech, kde je definovana. Svisld asymptota
miZe tedy nastat pouze v jediném bod¢ x = —1.
Vypocteme jednostrannou limitu v bodé —1.
lim f(x)= lim ¢ = lim e’! = lim 1 - (+00) = 400.
x——1t x—>—1tx+1 x——1t x+1 x—>—1Te
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_}(‘()(3)24_7)62 f(X)zx-I-l

|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
N
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

a) b)

Obr. 9.11

Pti vypoctu lirn1 . ﬁ jsme vyuZzili vétu 6.53. Oznacéime-li g(x) = x + 1, pak plati
x——

lim +(x + 1) = 0 a funkce g je na pravém prstencovém okoli bodu —1 kladn4. Tudiz
x—>—1
1

dle véty 6.53 je x—ljr—nﬁ =1 = +°.
Pfimka x = —1 je tedy svislou asymptotou grafu funkce f.
2. Asymptota v +00:
e’ X X X
T e e e
im LY~ gim ST i 2 lim Y lim = = o
x—>4+00 X x—>+00 X x— 400 x2 +x x—>+o00 2x + 1 x—+oo 2

Limita je nevlastni, tedy graf funkce f nemd asymptotu v +o0.
3. Asymptota v —00:
f(x) e e’

lim = lim = lim
X—>—00 X X—>—00 X x—>—oox2-I-x

=0=a.

Vypocetli jsme a = 0. Pristoupime k vypoctu dalsi limity.

e’ e’
lim [f(x) —ax]= lim { — Ox] = lim =0=0b
X—>—00 x—— 41

x—>—-o0ox 4+ 1

Asymptotou v —oo grafu funkce f je piimka y = 0.
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4. Zavér: Svislou asymptotou grafu funkce f je pfimka x = —1 a asymptotou v minus

nekonecnu je pfimka y = 0. Asymptota v plus nekone¢nu neni — viz obr. 9.11b). A

9.5 Prubéh funkce

Poznatky, které jsme ziskali v predchozich odstavcich, ndm umoZiuji nacértnout graf
funkce. Rikdme, Ze vySetifujeme priibéh funkce. Postup, ktery se sklada z fady diléich
uloh, shrneme do nésledujicich bodi:

N AW N =

10.

. Uré¢ime defini¢ni obor.

. Rozhodneme, kde je funkce spojitd, ur¢ime piip. body nespojitosti.
. Rozhodneme, zda je funkce suda nebo licha, prip. periodicka.

. Vypoéteme f"a D(f').

. Ur¢ime intervaly, na nichz je f’ kladnd, resp. zdporna (predpokldddme pfitom, Ze

D(f") l1ze vyjadfit jako sjednoceni disjunktnich intervali J; a Ze f’ je spojitd na
kazdém z téchto intervalu):

a) Ur¢ime nulové body 1/, tj. feS§ime rovnici f'(x) = 0.

b) Kazdy interval J; rozdélime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly.

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f’ v tomto bodé.

. Ur¢ime intervaly monotonie funkce f (s vyuzitim véty 9.1) a lokalni extrémy —

13

v bod€ xo € D(f), kde se méni charakter funkce ,,z rostouci na klesajici*, nastava
ostré lokdlni maximum a v bodé, kde se méni charakter funkce ,,z klesajici na rostouci®,
nastava ostré lokalni minimum.

. Vypocéteme " a D(f").

. Ur¢ime intervaly, na nichz je f” kladnd, resp. zdpornd (pfedpokldddme pfitom, Ze

D(f") 1ze vyjadrit jako sjednoceni disjunktnich intervald J; a Ze f” je spojitd na
kazdém z té€chto intervalu):

a) Ur¢ime nulové body f”, tj. fe§ime rovnici f”(x) = 0.

b) Kazdy interval J; rozdélime nulovymi body f” na disjunktni intervaly.

c¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a ur¢ime znaménko f” v tomto bodé.

. Urc¢ime intervaly, na nichZ je funkce konvexni, resp. konkavni (s vyuzitim véty 9.28),

a uréime inflexni body — v bodé xop € D(f) takovém, Ze f’(x¢) existuje a navic se
méni konvexnost na konkdvnost nebo naopak, nastavé inflexe.

Najdeme asymptoty:

a) Svislé asymptoty — mohou nastat v bodech nespojitosti lezicich v D(f) nebo
v hrani¢nich (vlastnich) bodech D(f).

b) Asymptoty v =oc0.

I kdyz k dikazu existence svislé asymptoty ndm mnohdy sta¢i spocitat jen jednu
jednostrannou limitu v bodé nespojitosti, kvili naértnuti grafu funkce je vhodné
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spocitat obé jednostranné limity.

11. Podle potieby uréime dalsi vlastnosti funkce f (priseciky s osami, funkéni hodnoty
ve ,,vyznamnych bodech®, intervaly, na nichZ je funkce kladn4, resp. zdporna, . . .).

12. Nacrtneme graf funkce f.
Poznamka 9.41. Je-li funkce suda nebo lichd, musi vSechny kofeny, intervaly, znaménka

apod. vychazet v ur¢itém smyslu soumérné. MiZeme tedy pribéh takové funkce vysetiovat
pouze na ,,poloviné* defini¢niho oboru.

Protoze nakresleni grafu nékdy déla potize, doporucujeme:
i) nejprve vyznacit vSechny asymptoty (pokud existuji),
i) vyznacit priseciky grafu s osou x a funk¢éni hodnoty v bodech lokélnich extrémd,

iii) nacrtnout si pomocny obrazek funkce f s ohledem na to, kde je funkce nad a kde pod
osou x a kde roste a klesa (bez ohledu na ,,prohnuti*),

iv) nacrtnout graf funkce f se vSemi podstatnymi kvalitativnimi rysy (vCetné spravného
,»prohnuti* — tj. konvexnost a konkdvnost).

x3

x2—-1"

Priklad 9.42. Vysetiete prabéh funkce f: y =

Reseni. Budeme postupovat podle uvedeného navodu.

1. Jednad se o raciondlni lomenou funkci, kterd neni definovand pouze v kofenech jmeno-
vatele.
Tyto kofeny ur¢ime z rovnice:

2_1=0 & x==+I.

Tedy: D(f) =R~ {1}
2. Funkce f je spojitd v kazdém bodé D(f).
3. Periodi¢nost. Funkce f neni periodickd, nebot pro kazdé k € R™ existuje x € D(f)

. 3
takové, Ze: f(x + k) = % # f(x).

Sudost, lichost. Necht' x € D(f). Pak
(_x)3 _x3 x3

-5 = —f).

T (—x)2—1 x2-1_  xZ

Funkce je lichd, jeji graf bude stfedové soumérny vzhledem k pocétku. Tedy pribéh
funkce sta¢i vysetfovat pouze na ,,poloviné* defini¢niho oboru, tj. na mnoziné¢ D*( f) =
= (0,1) U (1, 00).

Vsechny dalsi vypocty budeme proto provadét v rdmci této ,,poloviny* definicniho
oboru, tj. v rdmci mnoziny D*(f) = (0, 1) U (1, 0co). Chovéni funkce na ,,zbytku*
defini¢niho oboru ur¢ime nakonec pravé z lichosti funkce f.

o
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4. Vypocteme f"a D*(f).

x3 ’_3x2(x2—1)—x3~2x_ x4 — 3x2
x2—-1) (x2 —1)2 (2 —1?

o) = < D*(f") = D*(f)

5. Uréime intervaly, na nichZ je f’ kladnd, resp. zdporna:
a) Najdeme nulové body f’, tj. feSime rovnici f’(x) = 0.
'(x) = x -3 4_ 32 _ 202 ay _
ffx) =0 & =0 x 3x°=0 & x“(x 3)=0 &
(x2 — 1)
& xz(x—i-\/g)(x—\/g) =0.
Dostaneme tfi nulové body
xo=—+3, x1 =0, x2=\/§.

Jelikoz xg ¢ D*(f), nebudeme jej dile do svych vypocti zahrnovat. Vratime se
k nému aZ na konci piikladu v bodé 10, kdy budeme kreslit graf funkce a z lichosti
této funkce plyne, Ze chovani funkce f v okoli bodu xyp = —4/3 se da urcit z chovani
funkce v okoli bodu x» = /3.

b) Kazdy z intervald tvoficich D*(f’) = (0, 1) U (1, 0o) rozdélime nulovymi body f’
na disjunktni intervaly.

0. 1), (1.v3). (v/3.00).

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f’ v tomto bodé.
1 11 3 27 4
(2) = - <o, /(—):—— 0, f2)=->0.
1) =5 <0 s(5)=—F=0 f@=5>

Dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je tedy funkce f’ zdpornd na intervalech (0, 1) a
(1, \/5 ) a kladna na intervalu (ﬁ, oo)

6. Ur¢ime intervaly monotonie a lokdlni extrémy. Funkce f je klesajici na intervalech
(0, 1) a (1, 4/3) arostouci na intervalu (+/3, 00). Tedy f md v bod& x, = /3 ostré
loké&lni minimum:

(3 333
IV = A 173172

Dalsi lokélni extrémy urc¢ime v zdvéru piikladu z lichosti funkce.
7. Vypoéteme f” a D*(f").

V3.

B x =322\ @xP—6x)(x? — 1) — (x* = 3x2)(x% — D2x
Freo= (S22 -

(2= 1) (2= 1)
2= DI —6x)(x — 1) —dx(x* = 3x%)]
- (x2 — 1) B
_4x7 —6x7 —dx? +6x —4x7 +12x7  2x7 +6x

D*(f") = D*(f).

(2= 1)} RCEENVEL
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8. Uréime intervaly, na nichZ je f” kladnd, resp. zdporna.

a) Najdeme nulové body f”, tj. feSime rovnici f”(x) = 0.

2x3 + 6x

m:O == 2x3+6x:0 = 2x(x2-|-3):0

f"x)=0 &

V redlném oboru existuje jediné feseni této rovnice, a to bod x; = 0.
b) Nyni mame rozdélit kazdy z intervala tvoficich D*( ") nulovymi body f” na dis-
junktn{ intervaly. Vzhledem k tomu, Ze x; = 0 je krajni bod, dostdvdme intervaly:

0,1), (1,00).

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uré¢ime znaménko f” v tomto bodé.

P% ( 1 ) 208 0. Q) 28 0

—_ ) = < = — > U.
2 27 ’ 27

Dle Caychyovy-Bolzanovy véty je tedy druhd derivace funkce f zdpornd na intervalu

(0, 1) a kladna na intervalu (1, 00).

9. Ur¢ime intervaly, na nichz je funkce konvexni, resp. konkdvni (s vyuzitim véty 9.28),
a inflexni body.
Funkce f je konkdvni na intervalu (0, 1) a konvexni na intervalu (1, 00).
Inflexni body mohou byt pouze tam, kde se méni konvexnost a konkdvnost funkce.
Na sjednocenti intervalt (0, 1) U (1, oo) Zadny inflexni bod neni (bod 1 neni bodem
defini¢niho oboru!), ale jelikoZz v tuto chvili vySetifujeme priibéh funkce pouze na
,,poloviné* defini¢niho oboru, zlstava otevienou otazkou situace v bodé x; = 0.

10. Nyni mdme najit asymptoty.

a) Svislé asymptoty: Funkce neni definovana v bod€ x3 = 1. Je spojitd v kazdém
bodé D*(f). Tedy pouze timto bodem miiZe prochdzet svisla asymptota (situace se
tykd pouze ,,poloviny* defini¢niho oboru). Vypocteme jednostrannou limitu v bodé
X3 = 1.

x3 x3 . x3 . 1

Iim —— = lim = lim - lim =
x—s1tx2 —1 =1+ (x—Dx+1) =1+ x+1 x>1+x—1

1
= 5-(+oo) = 4-o00.

Tedy pifimka x = 1 je svislou asymptotou grafu funkce f.
b) Asymptota v +o0:

3

X 3 3
. xz_l . X . X
lim = lim = lim - =1=
x—+o00 x x—+00 x3 — x X——+00 x3(1 - =)
X
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Koeficient a € R, Ize tedy pocitat druhou limitu. Vyjde

lim =
x—>4o00  x2—1 x—>+o00 x2 — 1

x—400

x3 x3—x3+x X
—1-x
x2—1

X2'

=

lim ———=0=0.
x—>+00 x2(] — 1)
Asymptota v plus nekone¢nu ma tedy rovniciy = 1-x 4+ 0, tj. y = x.
11. Ur¢ime nulové body funkce f a intervaly, kde je funkce kladnd a kde zéporna.
Nejprve najdeme nulové body funkce f.

X3

fx)=0<%

_ 3 _ _
2 1_0<:>x =0 x=0,

tj. bod x; = 0 je nulovym bodem funkce f.
Funkce f je spojitd na intervalech (0, 1) a na (1, 00), tudiZz dle Cauchyovy-Bolza-

novy véty staci uréit znaménko funkéni hodnoty funkce f vzdy v jednom z boda
jednotlivych intervali (0, 1), (1, 00):

r(3)=-1 <0 f@) =1 >0,
2 6 3

tedy f je zdpornd na (0, 1) a kladnd na (1, 00).
12. Shrnutim pfedchozich vysledkil a vyuzitim lichosti funkce f dostaneme nasledujici

poznatky o vlastnostech funkce f:

e rostouci c¢asti funkce na intervalu (\/g, —|—oo) odpovida rostouci ¢ast funkce na
intervalu (—oo, -3 ) , klesajici Casti funkce na intervalu (1 .3 ) odpovida kle-
sajici Cast na intervalu (—\/5 —1) a klesajici ¢asti na intervalu (0, 1) odpovida
klesajici Cast na intervalu (—1, 0),

e ostrému lokalnimu minimu v bodé x; = +/3 odpovida ostré lokdlni maximum

v bod& xo = —+/3. Znaménka derivace a monotonii si vyzna&ime nad &iselnou
osu:
f/: + ' _ _ ' _ _ ' +
-3 -1 0 1 V3
max min

P s Yz

e konvexni ¢4sti funkce na intervalu (1, +00) odpovida konkdvni ¢ast funkce na
intervalu (—oo, —1), konkdvni ¢asti na intervalu (0, 1) odpovid4 konvexni ¢4st
na intervalu (—1, 0), tedy bod x; = 0 je inflexnim bodem funkce f.Znaménka
druhé derivace a konvexnost a konkdvnost si vyznacime opét nad ¢iselnou osu:

f//: _ + X _ +
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!
+
[\STIO8)

Obr. 9.12

e svislé asymptoté x = 1 odpovida svisld asymptota x = —1,

e asymptoté¢ y = x v plus nekonecnu odpovidd stejnd asymptota y = x v minus
nekonecnu,

e ziporné Casti na intervalu (0, 1) odpovidd kladnd ¢ast na intervalu (—1,0) a
kladné ¢asti na intervalu (1, oo) odpovida zapornd ¢4st na intervalu (—oo, —1).

Ze vsech ziskanych poznatki jsme jiZ schopni zakreslit graf funkce f — viz obr. 9.12.
A

Predchozi funkce méla vSechny vlastnosti, které jsme se ucili vySetfovat (lokalni
extrémy, inflexni body, konvexni a konkdvni ¢asti, svislé asymptoty, asymptoty v 400 a
—o0. Je zfejmé, Ze vySetrovani prub&hu takové funkce je pracné. Jestlize nékterd vlastnost
chybi, je obvykle vypocet priméfené snazsi. Kazdopadné je vidét, Ze k dspéSnému feSeni
takového komplexniho ptikladu je nezbytné umét fesit jednotlivé dilci dlohy.

o
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Priklad 9.43. Vysetiete pribéh funkce f: y = x — arctg x.

Reseni. Budeme postupovat podle uvedeného navodu.

1.
2.
3.

Defini¢ni obor funkce f: D(f) = R.
Funkce f je elementarni, tudiz je spojitd na celém D(f) = R.
Zjistime, zda je funkce f sud4, lichd, ptip. periodicka.

f(—=x) = (—x) — arctg(—x) = (—x) — (—arctgx) =
= —(x —arctgx) = —f(x), x € D(f).

Tedy f je licha funkce. Jeji graf bude soumérny podle pocatku. Stacilo by tudiz
vysetfovat pribéh této funkce pouze na intervalu (0, co). My vSak provedeme vypocty

pro cely D(f).

. Vypocéteme f"a D(f').

f'(x) = (x —arctgx)’ = (x) — (arctgx)’ =1 — 142 D(f") = D(f).
X
. Uréime intervaly, na nichZ je f’ kladn4, resp. zdporna:
a) Najdeme nulové body f’, tj. feSime rovnici f/(x) = 0.
1 1+x2—1 x?
) =0 & 1— =0& ———— =0 =0 =0.
fw=0el-1a=0% e x0T

b) D(f’) rozdélime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly.
(_007 0), (Oa OO)

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a ur¢ime znaménko f’ v tomto bodé.

1

m>0, f/(l)zl—

fl=H=1- > 0.

1+ 12

Dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je tedy funkce f’ kladnd na intervalech (—o0, 0) a
(0, 00).

. Ur¢ime intervaly monotonie a lokélni extrémy.

Funkce f je rostouci na intervalech (—oo, 0) a (0, co). Vzhledem ke spojitosti funkce f
na R, miizeme fici, Ze funkce je rostouci na celém definicnim oboru R. Nemd tedy zadny
lokalni extrém.

< T
I 5
. Vypoéteme f” a D(f"):
/" _ X N —
f(x)_(1+x2)2’ D(f)_D(f)
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8. Uréime intervaly, na nichZ je f” kladnd, resp. zdporna:

a) Najdeme nulové body f”, tj. feSime rovnici f”(x) = 0.

=0 & 0 2x=0 & x=0
X) = _— = X = X = U.
(1 4+ x2)2

b) D(f”) rozdélime nulovymi body f” na disjunktni intervaly.
(_OO, 0)7 (07 OO)'
¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uré¢ime znaménko f” v tomto bodé.

(=1 <0, (1) > 0.

Dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je tedy funkce f” zdpornd na intervalu (—oo, 0) a
kladna na intervalu (0, 00).

9. Uréime intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce f a inflexni body: Funkce f je
konkévni na intervalu (—oo, 0) a konvexni na intervalu (0, c0). Bod nula je inflexnim
bodem funkce f (méni se v ném konkdvnost na konvexnost a existuje v ném prvni
derivace funkce f). Zde vidime dalsi zddvodnéni skute¢nosti, Ze v nule nema funkce f
lokélni extrém.

M U/

. T
0
inf

f//:

10. Najdeme asymptoty funkce f. Funkce f je spojitd na celém D( f), proto nemiZe mit
Zadnou svislou asymptotu. Najdéme asymptotu grafu funkce f v +oo:

. f(x) . x — arctg x . arctg x . arctg x
lim = lim —— = lim (1 — ) =1-— lim =
x—>4+00 X xX—>400 X xX—>400 X xX—>—+00 X
1 ol 1
=1— lim arctgx- lim —=1-(+2) lim —=1-0=1=aj.
x——+00 x——+00 X 2 x——+00 X

Vypocetli jsme a; = 1. Pristoupime k vypoctu dalsi limity:

XETOO(f(x) — ax) = xl}rfoo(x —arctgx — x) = Er—ir—loo(_ arctgx) =

. T
= — lim arctgx = —— = b;.
x—+oo 2

Asymptotou grafu funkce f v plus nekonecnu je pifmka y = x — 7.

Spoctéme nyni asymptotu v —oo:

. f) . Xx —arctgx ) arctg x . arctgx
lim = lim ———— = Ilim (I-— =1— Ilim =
X—>—00 X X——00 X xX——00 X X——00 X
i ) 1 i . 1
=1— lim arctgx- lim —=1-— (——) - lim —=1=as.
X——00 X——00 X 2 X——00 X
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/

/

/ /
y=x+n/2 /)
/
/
X
Obr. 9.13
MiZeme pristoupit k vypoctu dalsi limity.
lim (f(x) — ax) = lim (x —arctgx —x) = lim (—arctgx) =
xX——00 X——00 X—>—00

U
= — lim arctgx = +—- = bs.

X— —00 2
Asymptotou grafu funkce f v minus nekonecnu je pfimka y = x + 7.

11. Chceme-li urcit priseciky grafu funkce f se soufadnymi osami, dostaneme rovnici
x — arctg x = 0, kterou neumime algebraicky fesit. Postupujme tedy ivahou. Z toho,
Ze je funkce rostouci, plyne, Ze miZe mit maximalné jeden priisecik s osou x, tj.
rovnice miiZe mit nejvyse jeden kotfen. Dale vime, Ze se jedna o funkci lichou, ktera je
navic definovand v 0. Z toho vyplyv4, Ze musi prochazet nulou. Jedinym prusec¢ikem
funkce s osou x je tedy bod x = 0.

12. Nyni zbyva zakreslit graf funkce f se vSemi podstatnymi rysy — viz obr. 9.13. A

Pojmy k zapamatovani

— stacionarni bod,

— lokalni maximum, minimum,
— konvexnost, konkavnost,

— inflexni bod,

— svisld asymptota,

— asymptota v plus a minus nekonecnu.
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Kontrolni otazky

. Vysvétlete postup pii hledani lokalnich extrémi funkce.

. Jakym zpisobem hledame inflexni body dané funkce?

. Muze nastat inflexe v bod€, v némz nema funkce prvni derivaci?

. 'V kterych bodech miZe mit funkce svislou asymptotu?

. Vysvétlete postup pfi hledani asymptot v plus a minus nekone¢nu.

AN B W=

. Co rozumime dlohou vysetieni pritbéhu funkce?

Priklady k procviceni

1. Uréete maximalni intervaly ryzi monotonie a lokdlni extrémy funkce f (pokud existuji):

) In® x x—1
a) f:y=2x"—-5x+1, b fiy=—, o) f:y= ,
x x
d fiy=3E" =12, e) f:y=3-2Yx2 ) fiy=xe,
g f:y=+8x—x2 h) fiy=e" I i) f:y=2x+9YV(1—x)2

2. Najdéte maximdlni intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni resp. ryze konkdvni, a urete
jeji inflexni body:
4

X
a) f:y=x>+3x, b) f:y=In(x+2), o fiy=oG7
X COS X
d cy =x2— 142, Y= —, Y=
) fiy=x +Vx e)flerx2 ny2+sinx
) 1+x\*
g fry=x—In(x*-9), hy fry=eX, ) f:y=<1_x>.
3. Urcete asymptoty grafu funkce f (pokud existuji):
1 cos x Inx
a) fry=— , b)) f:iy= , ) fry=x+4+—,
x*—9 X X
X 3 2x
d f:y= : e) fiy=3x+—, ) fiy=x+57—7,
x—1 x—2 x*—1
5 1
g f:y=uxe*, h) f:y=x3+4x2, i) f:y:xln(e+).
X
4. Vysetfete prubéh funkce:
3 x2+1 X
a) f:y=x>—-3x+2, b) f:y= ; o fiy=1—3,
X 3—x
1
O fiy=Int -, & fiv=lni Hofiy=VRTow,
—X
1 2 2x
g f:y=uxe", hy f:y=xe *, i) f:y = arcsin .
1+ x2

@ ——p
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5.

Rozhodnéte, které z ndsledujicich tvrzeni jsou pravdiva.

a) Je-li f”(x) =0, ma funkce f v bodé x inflexi.

b) Je-li funkce periodickd, nem4 svislé asymptoty.

¢) Je-li f'(x) =0 asoucasné f”(x) =0, nemd f v bodé x lokdlni extrém.

d) Funkce f spojitd v D(f) = (0, co) nemd Zadnou svislou asymptotu.

e) Je-li f'(x) =0, pak ma funkce f v bodé x lokdlni extrém.

f) Je-li f'(x) =0, f"(x) =0a f”(x) = 2,nema f v bodé x lokalni extrém.

2) Je-li f'(x) = 0asoucasné f”(x) = —3, md f v bodé x ostré lokalni{ maximum.
h) Je-li f”(x) > 0 pro kazdé x € (0, 1), pak je f ryze konvexni na (0, 1).

i) Je-li f klesajici na (0, 2), pak je f'(x) < 0 pro kazdé x € (0, 2).

j) Je-li f"(x) < 0 pro kazdé x € R, je funkce f ryze konkdvni na R.

Autotest

1.

Ma-li funkce v bodé€ x( staciondrni bod, pak (nastane, nenastane, miZe nastat) v tomto bodé
lokalni extrém.

. Uvedte piiklad funkce, kterd spliiuje podminku f’(xo) = 0, ale nemd v tomto bodé lokalni

extrém.

. Je-li f'(x) > 0 prokazdé x € J, kde J je interval, pak funkce f je na J (rostouci, klesajici).
. Je-li f”(x) < 0prokazdé x € J, kde J je interval, pak funkce f je na J (ryze konvexni, ryze

konkavni).

. Uvedte piiklad funkce, jejiz derivace v bodé x( neexistuje, ale ma v tomto bodé lokalni extrém.

6. Uvedte piiklad funkce s vlastnosti f'(xo) = 0, f”(xg) = 0, ale xo neni inflexnim bodem

10.

11.

funkce f.

. Uvedte piiklad funkce, kterd neni spojitd v bodé xy, ale x = xo nenf svislou asymptotou grafu

funkce f.

. Urcete lokdlni extrémy a maximadln{ intervaly ryzi monotonie funkce f dané predpisem

(x —1)?

@) =5

. Urcete intervaly ryzi konvexnosti, ryzi konkavnosti a inflexnf body funkce f dané pfedpisem

1. 1+x
=—1In .
) =3I
3

Najdéte asymptoty grafu funkce f: y = — 7

x —_—

2
Vysetfete prabéh funkce f: y = —— .
4 — x?2
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Kapitola 10

Globalni extrémy

Pruvodce studiem

V aplikacich matematiky se velmi casto setkavame s ulohou najit extrém jisté
funkce f na néjaké mnoZziné M, tj. najit bod z mnoZiny M, v némz funkce nabyva
nejvétsi, resp. nejmensi funkéni hodnoty. Rikdme, Ze hledame globaini extrémy
funkce f na mnoZiné M. Prvni ulohy na uréovani globalnich extrému byly fe-
deny jiz dlouho predtim, neZ byla zndma derivace. Jiz ve starovékém Recku se
setkavame s nasledujicimi ulohami: nalézt rovinny obrazec, ktery ma pri danem
obvodu maximalni obsah; nalézt obdélnik s danym obvodem tak, aby jeho obsah
byl maximalini aj.

Jak je vidét, pfiklady na hledani globalnich extrémi jsou casto zadavany
,Slovné“. Chceme vlastné z urcité mnoZiny objektu (geometrickych objektu, fy-
zikalnich situaci atd.) vybrat ten, pro néjZ urCity udaj vychazi maximailni, resp.
minimalni. Podivejte se napfiklad na stranu 3, kde jsme si zadani tfi takovych
uloh uvedli. Nyni konecné mame dostatecny matematicky aparat, abychom si
tyto ulohy vyresili. Je jasné, Ze je-li uloha zadana ,slovné®, je tfeba nejdfive vytvo-
fit ,matematickou” formulaci problému — vyjadrit funkci f, jejiz globalni maximum,
resp. minimum budeme uréovat. Rikdme, Ze vytvaiime matematicky model dané
ulohy.

Hledani globalnich maxim a minim funkci jedné proménné patfi mezi nejjedno-
dussi extremalni ulohy. Touto problematikou se (v daleko vétsi obecnosti) zabyva
napf. linearni programovani, kvadratické programovani, konvexni programovani,
nelinearni programovani, variacni pocet a teorie optimalniho Fizeni.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni

e urcit globalni extrémy spojité funkce na uzavieném a ohrani¢eném intervalu,

e fesit ,,slovni* dlohy vedouci na hledani globalnich extrémii.
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Definice 10.1. Necht M C D(f)axg € M.

Rekneme, Ze funkce f nabyvd na mnoziné M globdlniho maxima v bodé xg, jestlize pro
v8echna x € M plati f(x) < f(xp).

Rekneme, Ze funkce f nabyvd na mnoZiné M globdlniho minima v bodé x, jestliZze pro
v8echna x € M plati f(x) = f(xo).

Nabyvé-li funkce f na mnoZiné M globalniho maxima nebo minima v bodé x¢, fikdme,
7e funkce f nabyvd na mnoZiné M globdlniho extrému v bodé x.

Misto globélni extrém se nékdy pouziva ndzev absolutni extrém.

Poznamka 10.2.

1. Pfedchozi definice fikd, Ze funkce f nabyva na mnoZiné M globalniho maxima v bo-
dé xo, jestlize f(xp) = max{f(x),x € M}, a funkce f nabyva na mnoziné¢ M global-
niho minima v bodé xy, jestlize f(xg) = min{ f(x),x € M}.

2. Globélni maximum, resp. minimum, funkce f na M miZe, ale nemusi existovat.
Uvedme si tii priklady:

i) Funkce f(x) = x> m4 na mnoZiné M = (—1, 1) globalni maximum v bodé x = 1
a globalni minimum v bodé x = —1.

i1) Funkce f(x) = x2 m4 na mnoziné M = (0, 1) globalni minimum v bodé x = 0.
Globalni maximum neexistuje, nebot’ neexistuje maximalni prvek mnoZiny funkc-
nich hodnot této funkce na zadané mnoZing.

iii) Funkce f(x) = }C ma na mnoZiné M = (2, oo) globdlni maximum v bodé x = 2 a
globdlni minimum neexistuje.

3. Funkce miiZe na mnoZiné M nabyvat globalniho maxima, resp. minima, ve vice bodech
— funkéni hodnota v t€chto bodech musi byt stejnd. Napt. funkce f(x) = sinx nabyva

na mnoziné M = (0, 4) globdlniho maxima v bodech x = 7 ax = 57“ a globdlniho
minima v bodech x = 37“ ax = 77“

4. Rozdil mezi lokdlnim a globdlnim extrémem je podstatny. Zatimco u lokdlniho extrému
musi piisluSné nerovnost platit jen v né¢jakém okoli bodu xg, u globédlniho extrému musi
byt splnéna na celé uvazované mnoziné.

P1i hledani globdlnich extrém se nejprve omezime na pripad, kdy bude funkce f spojitd a
mnoZina M bude uzavieny a ohraniceny interval. V takovém piipadé¢ budeme mit existenci
globalnich extrémi zajisténu.

Véta 10.3 (Weierstrassova). Necht je funkce f spojitd na uzavieném ohraniceném in-
tervalu (a, b), a, b € R. Pak funkce f nabyvd na (a, b) globdlniho maxima i globdlniho
minima.

Je-li tedy interval uzavieny a ohraniceny a funkce f spojitd, pak globalni extrémy
urcité existuji. Podivejme se, v jakych bodech mohou byt. Je-li v bodé x( globdlni extrém a
X0 € (a, b), je v xq ilokdlni extrém (je-li totiZ napf. f(x) = f(xp) pro vSechnax € (a, b),
tim spiS tato nerovnost plati na né¢jakém okoli bodu xg) — viz obr. 10.1. Tedy globalni
extrém milZe nastat
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i) bud’ v bodé lokdlniho extrému v intervalu (a, b),
i1) nebo v krajnim bod€ x = a, resp. x = b.

Napriklad na obr. 10.1 je nejmensi funkéni hodnota (globdlni minimum) ve vnitfnim
bodé x, kde je soucasné lokdlni minimum, avSak nejvétsi hodnota (globdlni maximum)
je v krajnim bodé b.

max -

min -

O (xo)

Obr. 10.1

Jsou-li splnény predpoklady Weierstrassovy véty, pak vime, zZe globalni extrémy exis-
tuji a jsou bud’ v bodech lokdlnich extrémi anebo v krajnich bodech daného intervalu.
Staci tedy jiZ pouze porovnat funkéni hodnoty v ,,podezielych bodech®.

Postup hledani globalnich extrémi spojité funkce f na uzavieném a ohrani¢eném
intervalu (a, b) lze tedy shrnout do t€chto tif bodu:

1. Vintervalu (a, b) najdeme body ,,podezielé z lokdlnich extrému‘:

a) Body, v nichZ je derivace nulova (staciondrni body).
b) Body, v nichZ derivace neexistuje.

2. Vypocteme funkéni hodnoty ve vSech bodech podezielych z lokalnich extrémi a v kraj-
nich bodech intervalu (a, b).

3. Vybereme bod, ve kterém ma funkce f nejvétsi, resp. nejmensi, funkéni hodnotu.
V tomto bodé€ nabyva funkce f globdlniho maxima, resp. globalniho minima.

Poznamka 10.4. Mame-li diky tvrzeni Weierstrassovy véty zarucenu existenci globdl-
nich extrémil, nemusime ovéfovat, zda v bodech ,,podezielych* z existence lokalniho
extrému tento extrém skute¢né nastava. Jestlize vezmeme v Gvahu néjaky stacionarni bod,
ve kterém funkce nema lokélni extrém, nic se nedéje. Tento bod nemiZe byt ani bodem
globdlniho extrému. Zjisti se to pfi porovnavani funkénich hodnot v jednotlivych pode-
zielych bodech. Pokud naopak globdlni extrém nastava ve vice bodech, vySe uvedenym
zpusobem je najdeme vSechny.

o
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@ Priklad 10.5. Najdéte globalni extrémy funkce f: y = x* — 8x% + 4 na mnoZin&¢ M =
= (1, 3).

Reseni. Funkce f je spojitd, interval (1, 3) je uzavieny a ohranieny, tudiz dle Weier-
strassovy véty existuje jak globdlni minimum, tak globdlni maximum. Lze tedy pouZzit
zminény postup.

1. V intervalu (1, 3) najdeme body ,,podezielé* z lokdlnich extréml. K tomu budeme
potiebovat derivaci: f'(x) = 4x> — 16x.

a) Uréime staciondrni body:
) =0 & 4x—16x=0 & 4x(x>’—4)=0.

Jeden kofen je x; = 0. Dalii kofeny dostaneme zrovnice x> —4 = 0, tedy xp 3 = +2.
Nasli jsme tfi stacionarni body x; = 0, x = 2, x3 = —2. V intervalu (1, 3) lezi
pouze xg = 2.

b) Zadny dalii bod nepfipadd v dvahu, nebot derivace existuje v kazdém bod& mno-
Ziny M.

2. Vypocteme funkéni hodnoty v podezielych bodech a v krajnich bodech intervalu (1, 3).

f2)=2"-8224+4=—12, f(1) = 1*-8.1>+4 = -3, f(3) =3*-8.32+4=13.

y y=f(x)’,
|

|
\
|
\
|
|
l
|
|
\
|
|
|
4
|
\
|
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3. Vybereme nejvétsi a nejmensi z hodnot f(2) = —12, f(1) = =3, f(3) = 13. Dosta-
vame, Ze funkce f nabyvéd na mnoZiné M globdlniho minima v bodé xo = 2, f(2) =
= —12 a globdlniho maxima v bodé¢ b = 3, f(3) = 13. Pro ilustraci uvddime graf
funkce f — viz obr. 10.2. A

Priklad 10.6. Najdéte globalni extrémy funkce f na intervalu (—1, 2):

fry=1=3(x2+2x)4

Reseni. Funkce f je spojitd, interval (—1,2) je uzavieny a ohrani¢eny, proto miiZzeme
opét vyuZzit Weierstrassovu vétu.

1. V intervalu (—1,2) najdeme body ,,podezielé” z lokdlnich extrémi. Predpis pro
funkci f upravime do tvaru f(x) =1 — (x2+ 2x)4/ 3a zderivujeme:

f'(x)——é—l (x2+2x)_é-(2x+2)—_§.L
> 5 UxT+2x

a) Nalezneme staciondrni body:

Fo=0 & -—o. 2L o 0o 1
X) = — = xo = —1.
5 Vx4 2x
Staciondrnim bodem funkce f je tedy bod xo = —1, ale —1 ¢ (—1, 2), tudiZ jej

nebudeme pocitat mezi podezielé body.

b) Dale ur¢ime body, v nichZ derivace neexistuje, tj. body, v nichZ je jmenovatel zlomku
roven nule: x; =0, x; = —2. Bod x; = —2 ¢ (—1, 2), ddle proto uvazujeme pouze
bod x; = 0.

2. Ur¢ime funk¢ni hodnoty v podezielych bodech a v krajnich bodech intervalu (—1, 2):

FO =1, f(-)=0, f@=1-38=-43

3. Porovndme funk¢ni hodnoty v podezielych bodech: f(2) = 1 — V8 = —4.3,
f(=1)=0, f(0) = 1. Funkce f tedy nabyva na intervalu (—1, 2) globdlniho ma-
xima v bodé x; = 0, f(0) = 1 a globdlntho minima v bodé¢ b = 2, f(2) =1 —
— V8= 43 A

V nasledujicim piikladé si ukdZzeme, jak se dd pri hledani globalnich extrému postupo-
vat v piipadé, Ze nejsou splnény predpoklady Weierstrassovy véty, tedy nemame zarucenu
existenci globalnich extrémi. Musime proto vyuZit jinych vlastnosti, napf. monotonie,
abychom mohli rozhodnout, ve kterych bodech globdlni extrémy existuji, pfipadné proc¢
dand funkce néktery z globalnich extrémi nema.

Priklad 10.7. Zjistéte, zda existuji globaln{ extrémy funkci f, g na zadanych mnozinach.
Pokud existuji, naleznéte je:

a) f:y=arctgx, My = (-1, 1), b)g:y=—x+sgnx, M= (—1,1).

o
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Resent.

a) Interval (—1, 1) neni uzavieny, tudiZz nelze vyuzit Weierstrassovu vétu. V takovém
piipad¢ se snazime alesponi ¢aste¢né vysetfit pribéh funkce — zname-li graf funkce,
pak mtizeme ihned odpovédét, zda existuji globalni extrémy.

Vypoctéme derivaci funkce f. Dostaneme:
1

1+x2°

Plati, Zze f'(x) > 0 pro vSechna x € R, tudiZ i pro x z mnoZiny (—1, 1). Funkce

je tedy rostouci na M1, a tudiz nemd v Zddném bod¢ mnozZiny M; lokdlni extrém.

V pravém krajnim bodé je nejvétsi funkéni hodnota (pro kazdé x € (—1, 1) plati, ze

f(x) £ f(1)). Nejmensi funkéni hodnota vak neexistuje (levy krajni bod do intervalu

(—1, 1) nepatii). Tedy globalniho maxima funkce f nabyvd v bodé 1, f(1) = ¥

globalniho minima funkce f na mnoZiné M| nenabyva — viz obrazek 10.3 a).

) =

y y
. 1
It
y = arctgx y=—Xx-+sgnx
i 0 I 1 0 (S
1Y
-1
-1
a) b)

Obr. 10.3

b) V tomto pifipadé je interval uzavieny a ohraniceny, ovSem funkce g neni na tomto
intervalu spojitd. Tedy opét nelze vyuZzit Weierstrassovu vétu.
Vyuzijeme znalosti funkce signum a piedpis pro funkci g si vyjadiime takto:

—x —1, prox e (—1,0),
gx) = 0, prox =0,
—x+1, prox e (0,1).

Nynf jiZ snadno nacrtneme graf funkce g (nemusime nic dalSiho vySetfovat, jednd se
o jednoduchou funkci) — viz. obr. 10.3 b). Z obrazku vidime, Ze funkce g nema na
mnoziné M» ani globdlni maximum, ani globalni minimum. (BliZime-li se do bodu

sV 2

nula zprava, funk¢ni hodnoty se bliZi k hodnoté 1, tj. hm gx) = hm (—x+1) =
= 1, ale této hodnoty nikdy nedosdhnou, nebot g(O) = 0 Analoglcky hm gx) =
= lim (—x — 1) = —1, ale g(0) = 0). A

x—0~
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¥ zec

V soucasné dob¢ hraje v praxi velice dileZitou roli optimalizace. Hledame ,,nejlepsi
nebo ,,nejhorsi“ feSeni néjakého problému. NaSe tloha o globdlnim maximu nebo minimu
je pravé ulohou takového typu (ovSem velice specidlni a jednoduchou) — viz nésledujici

ptiklady.

Piiklad 10.8. Muz v lodce je vzddlen 12 km od pobieZi (majiciho tvar piimky). Chce se
co nejrychleji dostat do mista na pobrezi, které je od néj vzdaleno 20 km. Rozhodnéte,
kde se md vylodit, vite-li, Ze dokédze veslovat rychlosti 6 km/h a po bfehu se pohybovat
rychlosti 10 km/h.

Reseni. Nacrtneme si danou situaci:

16
pobrezi X 16 — x
pl/ /¢ B
A lodka
12 20 B cilové misto
C misto vylodéni
A

Cilem ulohy je zjistit, v kterém misté na pobiezi je vhodné se vylodit, chceme-li se co
nejrychleji dostat z mista A na mofi do cilového mista B na pobiezi. Celkovy cas, ktery
nam zabere pfesun z bodu A do B, si oznaCme ¢. Pfitom Cas veslovani oznacme #; a Cas
pohybu po sousi #,. Tedy

=1+ n.

Cas t; spo¢teme jako podil vzdalenosti bodi A, C a rychlosti veslovéni. Bod C necht
oznacuje misto vylodéni. Pak

_1AC|
1= e

Obdobné Cas 1, je podil vzdalenosti bodl C, B a rychlosti pohybu po sousi. Tj.
]
710

Nyni je tfeba vyjadrit velikosti |AC| a |C B|. Necht bod D oznacuje patu kolmice vedené
z bodu A na pobfieZzi. Trojihelnik AD B je pravouhly, pomoci Pythagorovy véty vypoc-
teme, Ze |DB| = 16. Oznacime-li si velikost tsecky C D pismenem x, viz nacrtek, pak
|CB| =16 — x.

Konecné aplikaci Pythagorovy véty na trojihelnik AC D dostaneme

|AC| = \/ 144 + x2,

Dosazenim do vztahu pro ¢as mame

|AC| n |ICB| V144 4 x? n 16 — x

t =1 I =
() =t +h="—¢ 10 6 10
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Nalezli jsme funkci # (x) proménné x, jejiZ globdlni minimum budeme nyni hledat. Pfitom
neznama x muize nabyvat hodnot z intervalu M = (0, 16).

Matematicka formulace dlohy: Najdéte globalni minimum funkce

V144 +x2 16 —x
6 * 10

t(x) =

na mnoziné M = (0, 16).

Vidime, Ze funkce ¢ je spojitd, interval M je uzavieny a ohraniceny, podle Weierstras-
sovy véty tedy globdlni minimum bude existovat.
1. Vintervalu (0, 16) najdeme body ,,podezielé* z lokdlniho extrému. K tomu potiebujeme

derivaci funkce ¢: {

X
C6V144+x2 107

a) Ur¢ime body, v nichZ je derivace nulova:

t'(x)

X 1
6144 +x2 10

Vyfesenim této rovnice dostaneme jediny stacionarni bod x = 9.
b) Zadné dalsi podezielé body nemdme, protoze derivace existuje na celém intervalu.

flx)y=0 & — 0.

2. VySetfime funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu a v bodech ,,podezielych*
z extrému, které se nachdzeji uvnitf intervalu.
100

108 96
t(0) = —, t9) = —, 1(16) = —.
0 =35 O =35 (16) = =5

3. Funkce ¢ nabyva na mnoZziné M globédlniho minima v bodé x = 9.

Muz se dostane nejrychleji z mista A do mista B, pokud se vylodi ve vzdalenosti 9 km od
mista D, tj. 7 km od cilového mista B. A

Priklad 10.9. Urcete rozméry otevieného zahradniho bazénu se ¢tvercovym dnem daného
objemu 32 m? tak, aby se na vyzdéni jeho dna a stén spotiebovalo co nejméné materialu.

Reseni. Bazén ma tvar kvadru. Oznaéme pismenem a, a > 0, délku strany podstavy,
pismenem v, v > 0, vySku tohoto kvadru. Objem V, V > 0, kvadru se ¢tvercovou
podstavou a a vyskou v se vypocte podle nasledujiciho vzorce:

) Vv
V=za-v=uv= — -
a
Ozna¢me obsah podstavy S; a obsah jedné stény S;. Pak pro obsah podstavy plati
S1 = a? a pro obsah jedné stény plati S, =a - v =a - 7= %
Vyzdit se maji Ctyfi stény a dno, tedy celkova plocha k vyzdéni se rovna

1%
S=S4+4-S=a>+4.-—.
a
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Matematicka formulace ulohy: Najdéte globdlni minimum funkce S:
Vv
S@)=a*+4-—
a

na intervalu (0, co) (proménnd a se uvazuje pouze v tomto intervalu vzhledem k slovnimu
zadani dlohy — je to délka strany). Zde nemuiZeme vyuZzit Weierstrassovu vétu, protoze
dany interval neni uzavieny ani ohraniceny. Tedy v této chvili nevime, zda funkce S vibec
néjaké globdlni minimum bude mit. Budeme vySetfovat monotonii funkce S na intervalu
(0, 00).

1. Vypocteme derivaci funkce S:

, 4V
S(a):2a——2.
a

2. Ur¢ime intervaly, na nichZ je S’ kladn4, resp. zdporna.

a) Ur¢ime nulové body derivace:

4V
S@)=0 2a—— =0 & 22> =4V & ag=2V.
a
Po dosazeni hodnoty V = 32 m?3, dostdvame ap =4 m.
b) Rozdélime interval (0, o0) bodem ay = 4 na dva disjunktni intervaly (0, 4), (4, 00).
¢) Ur¢ime znaménko S’ na téchto intervalech: Na intervalu (0, 4) je S’ zdpornd a na
intervalu (4, oo) je S’ kladna.

3. Monotonie: Funkce S je na (0, 4) klesajici a na (4, oo) rostouci. S mé tedy v bodé ag
ostré lokalni minimum.

Vzhledem k vySetfené monotonii vidime, Ze bod lokdlntho minima musi byt zdroven
bodem globédlniho minima funkce S na intervalu (0, co) (v Zddném jiném bodé nemiiZe
byt funk¢ni hodnota nizsi).

Zavér: Bazén bude spliiovat zadané podminky, bude-li mitrozmérya =4 m,v =2m A

Nyni pristupme k feSeni tif piikladd, jejichZ zadani jsme si uvedli v ivodni kapitole
na strané 3.

Priklad 10.10. Z bievna kruhového prifezu s polomérem r = 20 cm mame vytesat tram,
ktery bude mit prifez ve tvaru obdélniku se stranami z a v (,,zakladnou* a ,,vyskou®). Jak
mame volit z a v, aby trdm mél maximalni nosnost, vime-li, Ze jeho nosnost je Umérna
prvni mocniné z a druhé mocniné v?

Reseni. Znazornime-li si schématicky do obrizku priifez bievna jako kruh a prifez hle-
daného trdmu jako obdélnik vepsany do daného kruhu — viz obr. 10.4, miZeme zadani
ulohy zformulovat takto:

Jaké rozméry mé mit obdélnik vepsany do kruhu s polomérem 20 cm, mé-li byt soucin
zékladny z a druhé mocniny vysky v maximalni?

o
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Podle Pythagorovy véty plati
’ ( 2 2/ 7

v? = 4r? — 2.

N

odkud

I

Chceme, aby trdm mél maximélni nosnost, tedy ptime se, pro
kterd z je

Obr. 10.4

fl) ==z (41’2 — 22) =427 -7

maximdlni. Cislo z hleddme pouze na intervalu (0, 40), nebot §itka trdmu musi byt vétsi
nebo rovna nule a nemiZe byt vétsi neZ priomér bievna, tj. z nemuize byt vétsi nez 2r = 40.

Matematicka formulace dlohy: Najdéte globdlni maximum funkce f dané predpisem
f@=4%7-27

na intervalu (0, 40).
Protoze funkce je spojitd a interval ohrani¢eny a uzavieny, podle Weierstrassovy véty
globdlni maximum existuje. Pouzijeme zndmy postup.

1. Najdeme body podezielé z lokalniho extrému v intervalu (0, 40). K tomu potiebujeme
derivaci funkce f.

() = 4r? — 322

a) Najdeme stacionérni body funkce f:

/ 2 2 4r2
ff)=0 <& 4r"-3z"=0 & zo=+= 5

ProtoZe uvaZzujeme pouze z > 0, dostdvdme jediny staciondrni bod:

4r2 2 23
- = —=r= r.
3 V3

20 =+

Po dosazeni za r = 20 cm, ziskame

23
ZOzT*/_-zoﬁzm.

b) ProtoZe derivace existuje na celém intervalu (0, 40), je zo jediny podeziely bod
z lokélniho extrému.
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2. Vypocteme funkéni hodnotu v bodé zg a v krajnich bodech zadaného intervalu.

16
f(z0) = > V3r3 =24633,6 >0,

f0)=4-202-0-0°=0,
f£(40) = 4 - 207 - 40 — (40)° = 0.

3. Nejvétsi funkéni hodnotu nabyva funkce f v bodé€ zg, ktery je tedy bodem globalniho
maxima. Vzhledem ke slovni formulaci dlohy dopocitdme i vySku trdmu:

vo:w/4r2—ir2:\/§r:ﬁ-20532,6-
3 3 3

Zavér: Maximalni nosnost 24 633,6 cm? bude mit trdm o obdéInikovém priifezu s rozméry
z0=23,1cmavy=32,6 cm. A

Priklad 10.11. Svételny zdroj Z, (napf. pouli¢ni svitilna) ma vzdalenost 36 m od svétel-
ného zdroje Z;. Zdroj Z, mé osmkrat vétsi intenzitu nez zdroj Z;. Ktery bod na spojnici
obou zdrojui bude nejméné osvétleny? (Intenzita osvétleni svételnym zdrojem je piimo
umeérnd intenzité zdroje a klesa s druhou mocninou vzdalenosti od uvaZzovaného zdroje.)

ReSeni. Oznaéme a, a > 0, intenzitu zdroje Z;. Intenzita zdroje Z; je 8a. Ozname
déle x vzdélenost bodu P na spojnici bodli Z| a Z, méfenou od zdroje Z;. Pak intenzita
osvétleni v bodé P od zdroje Z; bude imérnd &islu a /x2, od zdroje Z» &islu 8a /(36 — x)?
(se stejnou konstantou umérnosti).

Tedy mdme najit na intervalu (0, 36) takové x, pro které bude soucet obou intenzit
minimalni.
Matematicka formulace: Najdéte globalni minimum funkce f dané predpisem

a 8a
fx) = ;+—(36—x)2 , a = konst.

na intervalu (0, 36).
Interval neni uzavieny, nelze tedy vyuZzit Weierstrassovu vétu. Nevime, zda globalni
minimum bude existovat. Pokusime se vysetfit monotonii funkce f na intervalu (0, 36).

1. Vypocteme prvni derivaci funkce f.

F(x) = (ax™2) + 8a(36 — x) ™2 = —2ax 3 + 8a(=2)(36 — x) (1) =
2a n 16a
x3 (36—x)3

2. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladn4, resp. zdporna.
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a) Najdeme staciondrni body:

F)=0 o 2a . 16a 0
X) = _— _— =

x3 (36 —x)3
Rovnici mizeme fesit tak, Ze zlomky na levé strané prevedeme na spole¢ného
jmenovatele. (Zkuste to, nebude to hezka rovnice!) Ale protoze x > 0a36 —x > 0,

muZeme predchozi rovnici upravit takto:

20 16a (36 —x)*  16a - (36—x)3_8 -
x3 (36 —x)3 x3 " 2a x3 -

36 —x
& =2 & 36—x=2x & 3x=36 & x=12.

X

Staciondrnim bodem je tedy bod xo = 12.
Funkce f ma vSude v otevieném intervalu (0, 36) prvni derivaci. Tedy lokalni
extrémy muZe mit pouze ve staciondrnich bodech.

b) Rozdélime interval (0, 36) bodem xo = 12 na dva intervaly. Dostaneme (0, 12),
(12, 36).

¢) V kazdém z nich vybereme jeden bod, napt. v prvnim bod 2 a ve druhém 20, a
ur¢ime znaménko prvni derivace v téchto bodech:

+-% = 0.004a > 0.

@) =-2 220 0249 <0 £(20)
= —— = — < - —
e =5 4100 162

4 173

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty plati, Ze f'(x) < Oprox € (0,12)a f'(x) > 0
pro x € (12, 36).
Funkce f je tudiZ na intervalu (0, 12) klesajici a na intervalu (12, 36) rostouci. V bodé
xo = 12 tedy nabyva ostrého lokalniho minima.
Z vySe uvedeného je zfejmé, ze v zddném bod¢ intervalu (0, 12) ani intervalu (12, 36)
nemuze byt funkéni hodnota nizsi, nez je funk¢ni hodnota v bodé xo = 12, tedy funkce f
nabyva v bodé xop = 12 i globalniho minima.

Jest€ vypocteme funkéni hodnotu funkce f v bodé xog = 12:

f(12)—a+ 8a _a+8a_a+ 8a _a+2a_3a_a
122 (36—12)2 122 242 122 0 22.122 144 144 144 487
Zavér: Nejméné osvétleny bod se nachazi ve vzdalenosti 12 m od zdroje Z;. A

Priklad 10.12. Z kanalu $itky a = 6 m vychazi pod pravym uhlem kanal $iitky » = 4 m
(viz obr. 10.5). Najdéte nejvétsi délku tyce, kterou je mozno splavit z jednoho kanalu do
druhého.
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Reseni. Ozna¢me pismenem [ délku tyle. Z obrazku 10.5 je
zfejmé, Ze pro délku tyce, kterou je jeSté¢ moZzno splavit z jed-
noho kandlu do druhého, plati

I=0+bh=Vx2+a2+ b+

Dile je vidét, Ze plati

[
=19
Ky

Obr. 10.5

Dosadime do vztahu pro délku / a dostaneme

I(x)=Vx2+a2+ b2+— Vxr+at+— \/x2 a2=\/x2—|—a2-(1+2).
X

Nejvétsi délka tyce, kterou je jeSt€ moZno splavit, nesmi byt vétSi neZ minimum funkce /
na intervalu (0, +00). Je to vlastné ,,vzpfi¢end* poloha tyce. Samoziejmé kratsi tyC lze
splavit také (,,nedrhne* o stény kandlu), ovSem nds zajima nejdel$i mozZna tyc, tedy pravé
,vzpricend poloha®. Delsi by uz ,,neprosla®.

Matematicka formulace tlohy zni tedy takto: Najdéte globalni minimum funkce / dané

predpisem
b
I(x) =Vx%+a?. (l + —> .
X

na intervalu (0, +00).
Interval neni uzavieny ani ohraniceny, nelze vyuzit Weierstrassovu vétu. VySetifime
monotonii funkce / na intervalu (0, +00).

1. Vypocteme prvni derivaci funkce /.

ﬂ.<1+é)+ x2+a2.(_£):

Va2 a? X x?

_ x+b be2+a2_x3+bx2—b(x2+a2)_ x3 —a%b

T J2+ad x? B x2v/x2 + a? 22t at

2. Uréime intervaly, na nichz je [’ kladnd, resp. zdporna.

I'(x) =

a) Najdeme stacionérni body:

I'x)=0 & x> —a’h=0 & xo=a2b =624

Funkce / m4 derivaci vSude na intervalu (0, o0), bod x( je tedy jedinym bodem
»podezielym * z lokdlniho extrému.
b) Rozdé&lime interval (0, 0o) bodem xq = 23/18 nadvaintervaly (0, 23/18), (23/18, c0).

=218 =5,2.

o
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¢) V kazdém z nich vybereme jeden bod, napt. 1 a 10 a uréime znaménko prvni derivace

v téchto bodech:

1—62%.4 1000 — 62 - 4
I'(l) = ——— < 0; I'(10) = ———— > 0.
100+/100 + 62

1V1 4 62
Funkce [ tedy na intervalu (0, 23/18) kles4 a na intervalu (2:/18, 00) roste. V bodé

xo = 23/18 je tedy ostré lokdlni minimum.
Bod xg je jedinym bodem, kde muZe nastat globdlni minimum. Funkce [ je spojitd a

kladna na intervalu (0, co) a klesa vlevo od xg a roste vpravo od xg. Tedy funkce / nabyva

v bodé x( také globalniho minima.
Pro nejvétsi délku hledané tyce, tj. funkéni hodnotu funkce / v bod€ xo dostaneme

3 2 b 4 2 b
Ixo) =/ (Vab) +a2.(1+3—): dopira 142 ) =
a’ - b’

a%b
- \/az(a‘§b§ +1) (1 +a_§b%> =a<a‘§b§ + 1)é (a_gb% + 1) —
2 2 3 I o3\? <b§ —l—a%>; 3
:a-(a_§b§+1)2:a b —|—2a =a P :<a§+b§)2
3

Po dosazeni hodnot ¢ = 6 m, b = 4 m dostaneme /(xg) = 14 m.
Zavér: Nejvetsi délka tyce, kterou je mozno splavit z jednoho kanalu do druhého, je
A

tudiz asi 14 metru.

Pojmy k zapamatovani

— globdlni maximum a minimum funkce f na mnoZiné M,

— Weierstrassova véta.

9 Kontrolni otazky
1. Vysvétlete vztah mezi Weierstrassovou vétou a globalnimi extrémy.

2. Jak hleddme globalni extrémy dané funkce v ptipadé, Ze nejsou splnény piredpoklady

Weierstrassovy véty?
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Priklady k procviceni
1.

@ ——p

Najdéte globdlni extrémy funkce f (pokud existuji):

a) f: y=x2—6x+10, x € (—1,5), b) f: y=x21nx, x € (l,e),

¢) f:y=x-=3Inx, x e (l,¢?), d f:y=3(x—2)2 x€/(0,3),
1—x

e) f:y=arctg——, x € (0, 1), f) f:ry=x% xe€(0,00).
1+x

. Mezi v§emi kladnymi ¢isly vyberte to, jehoZ soucet s pfevracenou hodnotou je minim4lni.
. Mezi v§emi obdélniky daného obsahu P vyberte ten, ktery ma nejmensi obvod.

. Mezi v§emi okny daného obvodu a, které maji tvar sjednoceni obdélniku a ptlkruhu sestrojeného

nad jednou jeho stranou, vyberte to, které m4 nejvétsi obsah.

. Urcete rozméry parniho kotle tvaru vélce tak, aby pri daném objemu V bylo ochlazovani pary

ve vélci nejmensi, tj. aby povrch vélce byl minimélni.

. Z obdélnikového plechu o velikosti 80 cm krat 50 cm se ma po odstfiZzeni stejné velkych ¢tverct

v rozich plechu vyrobit krabice bez vika. Jak velké Ctverce je tfeba odstiihnout, aby vznikla
krabice méla maximélni objem, a jak velky bude tento objem?

. Na pfimce o rovnici y = 3x + 1 najdéte bod, ktery je nejbliZze bodu (8, —5).
. Do elipsy o poloosach a, b vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

. Najdéte kladna ¢isla a, b tak, aby body A = (a,0), B = (0,b), C = (2,4) leZely na jedné

pfimce a aby vzdalenost bodl A a B byla minimélni. Vypoctéte tuto vzdalenost.

10. Z 1 m? betonu mame, pokud je to mozné, odlit co nejvysii téleso bud’ ve tvaru krychle, nebo

koule, nebo koule postavené na krychli.

Fokk ok
Lenost ¢ini vSechny véci obtiZnymi, pile v§echny snadnymi.
Energie a vytrvalost si dobude vSech véct.

(B. Franklin)

skokeskokosk
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Kapitola 11

Aproximace funkce polynomem

Pruvodce studiem

V inZenyrskych disciplinach jsou ¢asto ruzné vztahy vyjadfovany velmi sloZitymi
funkcemi. A tak prirozené vznika otazka, zda by bylo mozné danou sloZitou funkci
nahradit (aproximovat) funkci jednodussi, jejiz hodnoty Ize snadno vypocitat.

Tato problematika je v sou¢asné matematice velmi podrobné propracovana.
My se v této kapitole seznamime s tim, jak Ize danou funkci na okoli néjakého
bodu (1. lokalné) aproximovat pomoci polynomialnich funkci. Polynomy maji totiz
spoustu vyhodnych viastnosti. Napfiklad to, Ze funkcni hodnotu kazdého poly-
nomu Ize vypocitat pouze pomoci operaci scitani a nasobeni. Dalsi velmi péknou
vlastnosti je to, Ze polynomy maji derivace libovolného radu a derivaci polynomu
dostavame opét polynom.

Postupné si ukaZeme, jak zvolit polynomialni funkci, abychom se pfi vypoctu
funkéni hodnoty dopustili co nejmensi chyby, jak Ize chybu odhadnout, jak zavisi
chyba aproximace na tom, jak daleko jsme od zadaného bodu, atd.

v v

Nejprve se budeme vénovat nejjednodussi aproximaci pomoci polynomu prv-
niho stupné, tj. danou funkci budeme v okoli néjakého bodu nahrazovat linearni
funkci. Dale pak budeme funkci aproximovat obecné polynomem n-tého stupne.

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete umét

e najit diferencidl funkce v daném bodé,
e definovat pojem diferencovatelnosti funkce,

e najit Taylortv polynom funkce v daném bodé.
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11.1 Diferencial

Jak jsme jiZ v ivodu naznacili, budeme se nejprve vénovat aproximaci zadané funkce f
pomoci linearni funkce.

Necht' f je funkce zndzornénd na obr. 11.1 a xo libovolny bod. Vezméme nyni malé
¢islo  (kladné nebo zdporné) a posuiime se z bodu xg do bodu xy + A.

Cislo h nékdy nazyvame pririistek nezdvisle proménné a rozdil f(xo + h) — f(xo)
nazyvame pririistek zdvisle proménné neboli pfiriistek funkcnich hodnot.

y=rf®

oA h) o 3
0 G0+ ) = f(x0)
F(xg) Foeeeer ——
- | : i
o Xolﬁ/—’h ixo +h X
Obr. 11.1

Chceme nyni funkci f nahradit v okoli &'(xg) funkef linearni. Tj. chceme najit takové
¢islo A € R, aby v ,,dostatecné blizkosti* bodu xq platilo:

fxo+h)— f(xo) =A-h.

Pii tomto nahrazeni se dopoustime jist¢ chyby. Ozna¢me si ji w(h). Je to funkce
proménné A, pro niz tedy dostdvame:

wh) = f(xo+h) — f(xo) —A-h. (11.1)

Chceme zjistit, zda existuje takové ¢islo A, Ze funkce w (h) definovand vztahem (11.1)
nabyva pro ,,dostate¢né mald* & ,,velmi malych* hodnot. Zde je tfeba se zamyslet nad tim,
co budeme rozumét pod pojmem ,,velmi mala* hodnota.

Mohli bychom poZadovat, aby }}1_% w(h) = 0, tedy

lim e (h) = lim (f(xo +h) — f(x0) — A - h) =0.

To vSak neni rozumné, nebot pro spojitou funkci f by této ,,mife presnosti* vyhovovala
jakdkoliv volba A € R.

v

I w(h) . fxo+h)— fxo) —A-h .
im —— = lim = lim

h—0 h h—0 h h—0

(f(XO-I-h;—f(XO) —A).

o
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Tedy
im®®_0 & A= fim /M-S0

h—0 h h—0 h

PoZadujeme-li, aby }}in%) %h) = 0, pak existuje pravé jedno ¢islo A € R spliujici vztah
—

(11.1).

Definice 11.1. Predpoklddejme, Ze je funkce f definovand na néjakém okoli bodu xy.
Existuje-li takové ¢islo A € R, Ze pro funkci w definovanou vztahem (11.1) plati

lim %h) = 0, pak fikdme, Ze funkce f je v bodé x¢ diferencovatelnd.

h—0
Linedrni funkci d fy, definovanou pfedpisem d fy,(h) = A - h nazyvame diferencidlem

funkce f v bodé x.

Pfedpoklddejme nyni, Ze je funkce f v bodé€ x( diferencovatelnd a diferencial d f, (h)
je dan vztahem d f,,(h) = A - h. VSimnéme si, C¢emu je rovno ¢islo A. Odvodili jsme, Ze

plati
. fxo+h) — f(xo)
A = lim .
h—0 h
Dle pozndmky 7.4 a definice 7.2 je tedy
A = f'(xp).

Véta 11.2. Funkce f jev bodé xo € R diferencovatelnd pravé tehdy, kdyz existuje viastni
derivace f'(xo) funkce f v bodé x. Pro diferencidl pak plati

dfy,(h) = f'(x0) -h prokazdé h € R.

Diikaz. Véta ma tvar ekvivalence, musime tedy dokdzat obé€ implikace.
1. Predpokladame, Ze je funkce f diferencovatelnd v bodé€ xo, tj. existuje takové Cislo
A € R, ze plati

. w(h) . fxo+h)— f(xo) —A-h
lim —— = lim =0.
h—0 h h—0 h

Z toho jednoznacné vyplyva, Ze

. fot+h)— f(xo0)
A—}}I_I)I}) 5 = f (x0).

Dokézali jsme, Ze z diferencovatelnosti funkce v bodé€ xo plyne existence vlastni deri-

vace f’(xo) a je rovna A.
2. Predpokladejme, Ze existuje vlastni derivace f’(xg). Chceme ukdzat, Ze funkce f je
diferencovatelna v bodé€ x¢. Tj. chceme ukazat, Ze existuje Cislo A € R takové, Ze

i J G0+ — fo) —A-h
im =0.
h—0 h
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Polozme A = f’(x(). Pak
.mf(xo+h)—f(xo)—A-h

fxo+h)— f(xo) — f'(x0) - h _

li = lim
h—0 h h—0 h
h) — h) —
~ lim (f(xo+ ;l £ (x0) _f/(x0)> = lim f(xo+ })l £ (x0) —}}i_r&)f/(xo) _
= f'(x0) — f'(x0) = 0.
Dokaézali jsme, Ze hledané ¢islo A existuje, tedy funkce f je diferencovatelna. O
y y=fkx)
F oA h) doee A f————
: t
. h) —
=V d i) }f(x0+ ) — f(x0)
<
(0] X0 X0+ h X

Obr. 11.2

Poznamka 11.3.

1.
2.

Z ptedchozi véty vyplyva, Ze pokud diferencidl existuje, je uréen jednoznacné.
Tvrzeni, ze funkce f je v bodé€ xo diferencovatelnd, je totéz, jako Ze funkce f ma
v bod€ x( derivaci f'(xo). Tedy napiiklad vétu ,,ma-li funkce f je v bodé x( derivaci,
pak je v tomto bodé spojitd*, bychom mohli pfeformulovat ,,je-li funkce f v bodé xg
diferencovatelnd, je v bodé x( spojita®.

. ProtoZe je diferencovatelnost funkci jedné proménné totéZ jako vlastnost miti derivaci,

je diferencidl funkci jedné proménné celkem nezajimavy. Podstatného vyznamu nabude
az pri studiu diferencidlniho poctu funkci vice proménnych.

. Vsimnéme si nyni geometrického vyznamu diferencidlu — viz obr. 11.2.

V bodé€ (xg, f(x0)) jsme sestrojili ptimku ¢ ke grafu funkce f. V pravouhlém troju-
helniku AC B, ktery ndm vznikne, je |[AC| = h a |BC| = d fy,(h). Pro smérnici této
pfimky plati

_IBCI _dfiy(h) _ f'xo) -

TlACl Tk g o)

ki =tgo

Vyslo ndm, Ze smérnice piimky ¢ je rovna prvni derivaci v bodé€ xo. Jednda se tedy
o tecnu ke grafu funkce f sestrojenou v dotykovém bodé (xq, f (xo)).

o
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Skute¢né funkéni hodnota v bodé€ xo + & je tedy souctem dvou Casti:
e f(xp) + dfx,(h), coz je vlastn€ hodnota na tecn€ ¢ (iseCka E B),

e w(h), coz je Cast mezi tecnou ¢ a grafem funkce f (Gsecka B D).
Piiklad 11.4. Necht je ddno xo = 1. Najdéte d fy,(h), kde f(x) = vx2 + 1.

Reseni. Vypoéteme derivaci funkce f. Vyjde

/ _ I 2 % ! _1 2 _% _ X
f(x)_(\/xz-l—l)_[(x +1)] =307+ = e
Tedy
dfig(h) = f'(x0) - h = ——— .

\/)C()2 +1

Pro xo =1 je
1

1
——h=—h.
V12412 V2 A
Vsimnéte si, Ze vysledkem je funkce proménné £ (diferencial je funkce). Pro kon-
krétni & pak dostaneme konkrétni vysledek. Napi. pro 2 = 0,01 je

dfi(h) =

1 0,01 .
NESE 0,01 7 0,007.

Nyni si vSimneme pouziti diferencidlu. Prvni se bude tykat priblizného vypoctu hod-
noty f(xo + h). Jak jsme jiz konstatovali diive — viz obr. 11.2, je pro f'(xg) # 0 a
,.dostateCné malé“ i, isecka B D mnohem kratSi nez useCka BC a lze ji tedy pfi srovnani
s ni s urcitou chybou zanedbat. Jinymi slovy w(h) zanedbdvame ve srovnani s d fy,(h).
Tim dostaneme ze vztahu (11.1) ptiblizny vzorec

df1(0,01) =

fxo+h) = f(x0) + f'(x0) - . (11.2)

Obecny odhad chyby, které se pouzitim tohoto pfiblizného vzorce dopustime, nebu-
deme prozatim provadét — lze to udélat pomoci Taylorovy véty, o které budeme hovorit
déle.

Piiklad 11.5. Necht je ddna funkce f pfedpisem f(x) = x> — 5x2 + 6x + 10. Vypoctéte
hodnotu rozdilu f(xo + h) — f(xp) a porovnejte tuto hodnotu s hodnotou diferencidlu

funkce f v bod€ xo = 5 pro nasledujici hodnoty piiristku A:
a)h =1, b)h =0,1, c) h =0,01.

Reseni. Nejprve vypoéteme hodnoty piirtstkd f (xo + &) — f(xo) pro xo = 5 a riizné
hodnoty h:

a)proh = Lje f(xo+h) — f(x0) = f(5+1) — f(5) = 42,
b) pro ki = 0,1je f(xo+h) — f(xo) = £(5+0,1) — £(5) = 3,201,
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c) proh =0,01je f(xo+h)— f(x0) = f(5+0,01)— f£(5) =0,311001.

Vyjddfeme nyni diferencidl d fy, (k) funkce f v bod€ xo: d fy,(h) = f'(x0) - h.
Vypoéteme derivaci funkce f: f’(x) = 3x% — 10x + 6.
Dosadime bod xo = 5: f/(5) = 31. Tedy d f5(h) = 31 - h.

a) proh =1jedfs(1) =31,
b) proh =0,1jedfs5(0,1) = 3,1,
c) pro h = 0,01 je df5(0,01) = 0,31.

Nyni porovnejme hodnoty rozdilu f (xo+h) — f(xo) a diferencidlu d fy, (/). OznaCme
pismenem Ch chybu, které se dopoustime, pokud tento rozdil nahradime diferencidlem:

a) Ch(l) =11,
b) Ch(0,1) = 0,101,
¢) Ch(0,01) = 0,001 001.
Zavér: Vidime, Ze nahrazeni rozdilu funkénich hodnot diferencidlem pfi pevné zvoleném

VVVVVV

Cisle xg je tim presnéjsi, ¢im jsou hodnoty prirGstku 2 mensi (v absolutni hodnot¢). A

Tedy pokud zndme hodnotu néjaké funkce a jeji derivace pouze v jednom bodé a
funkce splituje nase predpoklady (existuje konec¢nd derivace této funkce v daném bod¢),
muiZeme odhadnout funkéni hodnoty v bodech, které jsou ,,blizko* danému bodu, pomoci
diferencidlu.

Priklad 11.6. Uzitim diferencialu vypoctéte priblizné: @
a) /382, b) Inl,3, c) sin(—0,22).

Reseni. Ve viech ptipadech budeme vyuZivat vztah (11.2). Cislo xo budeme volit tak, aby
f (xp) bylo mozno vypocist bez pouziti kalkulacky.

a) Oznatme f(x) = +/x, xo = 400, h = —18. Dile

V400 40

| =

f'(x0) = f'(400) =

| =

£ = %
Tedy
V382 = f(x0) + f/(x0) - h = /400 + % - (—18) =20 — 2% = 19,55.
b) Oznatme f(x) = Inx, xo = 1, h = 0, 3. Derivace
flx) = % fxo) = f'(1) =1,

tedy
In1,3= f(xo) + f'(x0)-h=In1+1-0,3=0+0,3=0,3.
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¢) Oznalme f(x) = sinx, xo = 0, h = —0,22. Plati f'(x) = cosx, f'(0) = 1, tedy
sin(—=0,22) = f(xo) + f'(x0) - h =sin0+ 1-(—=0,22) = —0,22. A

Poznamka 11.7.

Pouziti diferencidlu na feSeni tiloh podobnych predchozimu ptikladu je v dne$ni dobé kal-
kulacek a pocitacli nepopiratelné archaismem. Zptsob, jakym tyto stroje pocitaji, ovSem
dobre ilustruje.

Vzorec (11.2) Ize také pouzit, pokud nezname analyticky predpis funkce f a hodnoty
f(x0) a f/(xo) jsme ziskali napf. méfenim. Zasadni vyznam ma tento vztah (11.2) rovnéz
ve fyzice a dalSich technickych disciplinach pfi odvozovani nejriiznéjSich vzorci, kdy se
vyS$$i mocniny prirtistku (tj. u nds vyraz w(h)) zanedbavaji. Tyto ¢leny vlastné zmizi pfi
néjakém limitnim pfechodu. PouZiti diferencidlu znamena linearizaci problému.

Jinym ptikladem pouziti diferencidlu je odhad absolutni a relativni zmény veli¢iny.
S t€mito pojmy se Casto setkdme pii riznych méfenich. Pfi naSem oznaceni absolutni

zménou rozumime ¢islo Ch = f(xo + h) — f(xo) a relativni zménou Cislo Ch, = % .
Z toho, co jiz vime, plynou nésledujici pfibliznd vyjadieni pro tyto zmény.
Absolutni zména: Ch =dfy,(h),
Ch dfy,(h
Relativni zména: Ch, = x®)

S fo) f(o)
Pozdéji uvidime, jak Ize vyjadfit a odhadnout chyby téchto pfibliznych vzorci.
Priklad 11.8. Do plechu jsou vrtany kruhové otvory o poloméru » = 1,2 cm. Nepresnosti

vyroby je zplisobeno, Ze skute¢ny polomér se muize liSit a to maximaln€ o 0,1 cm. Urcete
pribliZzné absolutni a relativni zménu obsahu kruhového otvoru.

Reseni. Obsah kruhu je ddn vzorcem f(r) = mr2. Nejprve mame urdit absolutni zmé&nu
f(r)— f(1,2), jestlize vime, Ze r se li$i od 1,2 maximdlné o h = 0,1, tj. plati [r — 1,2] <
< 0,1. Protoze f'(r) = (mtr?)’ = 2mr, dostaneme

Ch=dfioh)=f(1,2)-h=2m-1,2-0,1 = 0,247 = 0,7536.

Pro odhad relativni zmény pak vyjde

Ch . 0,24m 024w 1
Ch, = = - = - =0,1667.
fxo) w(1,22 1447 6

Absolutni zména obsahu kruhového otvoru je piiblizng 0,75 cm?, relativni zména je
pfiblizné 0,17, tj. 17%. A

U vypocti tohoto typu je nevyhodné, Ze si nemtzeme pifedem zadat pfesnost vypoctu
(velikost chyby). Jsme pouze schopni, pokud zndme skute¢nou hodnotu, vzniklou chybu
odhadnout. Vypocty hodnot s pfedem danou pifesnosti budeme provadét v casti 11.2
tykajici se Taylorova polynomu.
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Na zavér tohoto oddilu uvedeme definici diferenciali vyssich fada.

Definice 11.9. Necht' n € N. Diferencidlem n-tého rddu funkce f v bodé xo nazyvime
funkci d" fy, danou piedpisem:

d" fro(h) = £ (x0) - h". (11.3)

Diferencidl n-tého fadu funkce f v bodé xq je tedy polynom stupné nejvyse rovného n.

11.2 Tayloruv polynom

V oddile 11.1 jsme hovorili o diferencialu. Jednalo se o nahrazeni funkce na okoli daného
bodu linedrni funkci, tedy polynomem stupné jedna. Je pfirozené poloZit si otdzku, zda
by bylo moZzné nahradit vychozi funkci polynomem vyssiho stupné, napf. stupné dva
(grafem je parabola), ktery by ji nahrazoval presnéji. Je-1i t funkce, jejimZ grafem je te¢na
k funkci f v bodé€ xq, pak zfeymé plati:

J(xo) =1(X0) «eveeiiiin te¢na prochazi bodem (xq, f(xo)),
flxo) =1/ (x0) cooveenian.. derivace f’(xp) je stejnd jako smérnice te¢ny.

Po polynomu, ktery hleddime, budeme obdobné pozadovat, aby v bodé xo mél nejen stejnou
funk¢ni hodnotu a derivaci, ale aby se shodovaly i dal$i derivace. Obecné budeme chtit
funkci f, kterd ma v bodé x( alespon n-tou derivaci, nahradit polynomem 7" takovym, Ze

f(x0) = T (xp),
f'(x0) = T'(x0),
1" (x0) = T" (x0),

FP(x0) = T™ (xp).

Je otdzkou, zda takovy polynom existuje a jak ho najdeme.
Polynom 7" miizeme (jako kazdy polynom n-tého stupné€) vyjadfit v tomto tvaru:

T(x) = ap + ay(x — xo) + ar(x — x0)> + - - - + an(x — xp)"™. (11.4)
Vypocteme vSechny derivace polynomu 7 az do n-tého radu:

T'(x) = a; + 2a2(x —x0) + -+ +n - ay(x —xp)" !,
T"x)=2-lay+3-2a3(x —x0) +---+n-(n—1) -a,(x —xo)”_z,

TWx)=n-n—1)-0—2)-(n—3)-----3:2-1-a,.
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Dosadime bod xg:

T'(x0) = ai,
T"(x0) = 2! ay,
T" (x0) = 3! a3,

T (x0) = n! ay,.
Pripomenime, Ze pro faktoridl pfirozeného &isla n plati:
nl=n-n—1)-(m—2)- ... -3-2.1; pfitom klademe: 0! = 1.

Nyni porovndme tyto hodnoty s derivacemi funkce f v bod€ x(o (poZadujeme, aby se
hodnoty derivaci funkce f a 7' v bodé xp shodovaly) a osamostatnime koeficienty a,:

f(xo) = T(x0) = ao = ap = f(xo),
f'(x0) =T'(x0) = a1 = a1 = f'(x0),
1 1 1 1
7 (x0) =T (x0) =2lay = a=5f (o)
(n) (n) 1 (n)
S (x0) =T (x0) = nlay = =T (x0).
Dosadime-li koeficienty ay, . .., a, do vztahu (11.4) pro polynom 7', dostdvame

1 1
T(x) = [ (o) + f'(x0)(x = x0) + 5 (x0)(x — x0)2 4+ ;f“”(xo)(x — x0)".

Definice 11.10. Necht funkce f mé v bodé€ xg derivace do fddu n. Pak se polynom

™ (x0) "

(x — xo)

J'(x0) (x—x0)+f (x0) x4t

Tn(x) = f(xo) + = 21 nl

nazyva Tayloriiv! polynom n-tého stupné funkce f v bodé& xj.

Poznamka 11.11.
1. Funkce T, je skute¢né€ polynom — proménnd je x a vSe ostatni jsou konstanty.

2. Stupeii polynomu 7}, je nejvyse n. Pokud £ (xo) # 0, je stupefi pravé n, pokud plati
Ff™(x0) = 0, je stupeti mensi neZ n. Je-li T, nulovym polynomem, pak stupeti neni
definovan — viz pozndmka 4.27.

'Brook Taylor (1685-1731) (&ti tejlor) — anglicky matematik. Zabyval se analyzou, mechanikou a
balistikou.
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3. Cislo xg nazyvame stied Taylorova polynomu.
4. Tayloriiv polynom Ize zapsat pomoci diferencidlii vyssich fada takto:
dfeg(h) | 4 fu () d" fo (h)

T T

Yev s

, kde h = x — xg.

T (x) = f(x0) +

Vevs

Poznamka 11.12. Nahradime-li danou funkci v okoli bodu xo Taylorovym polynomem,
dopoustime se tim urcité chyby. Zamysleme se nyni nad touto chybou, kterou si oznaéme
R(x). Plati

R(x) = f(x) = T(x),
kde f(x) je funkéni hodnota funkce f v bodé x a T (x) je funkéni hodnota Taylorova
polynomu v bod¢ x.

e Podivejme se nejprve na nejjednodussi pripad, kdy funkci nahrazujeme Taylorovym
polynomem prvniho stupné. Vysli jsme z toho, Ze poZadujeme

f(x0) = T (x0),
f'(x0) = T'(x0).

Pritom f(xg) — T (x9) = R(xg) a f'(x0) — T'(x9) = R'(xp). PoZadujeme tedy, aby
platilo

R(xp) =0, R'(xp) = 0. (11.5)
2 — .

X—X0

Lze ukdzat, Ze z platnosti (11.5) vyplyva platnost limity lim

X—>X0

Diikaz. Predpokladejme, Ze plati R(xg) = R’(xo) = 0. Pak

. R(x) . R(x) — R(xo)
lim = lim ——
X—=>x0 X — X X—> X0 X — X0

= R'(xp) = 0.

Pfi dpravé jsme pridali do Citatele ¢len R(xg), ktery je podle predpokladu nulovy,
takZe nezméni hodnotu limity. [

e Prejdéme nyni k dalSimu ptipadu, kdy funkci nahrazujeme Taylorovym polynomem
druhého stupné. Rekli jsme si, e budeme pozadovat, aby platilo
f(x0) =T (xo),
f'(x0) = T'(x0),
J"(x0) = T"(x0).
Pritom f (xo) — T (x0) = R(x0), f'(x0) — T'(x0) = R'(x0) a f"(x0) — T"(x0) =
= R”(xp). PoZadujeme tedy, aby platilo
R(x9) =0, R’ (x0) = 0, R" (xp) = 0. (11.6)

Lze ukézat, Ze z platnosti (11.6) vyplyva platnost limity lim % =
X—> X0

o
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Diikaz. Predpoklddejme, Ze plati R(xg) = R'(xg) = R”(xg) = 0. Pak

. R(x) Lp .. R'(x) . R'(x)—R'(x0) R"(x0)
lim ——— = lim ————— = lim = =
x—x0 (x —x0)2  x—x02(x —xg) x—x0  2(x — xg) 2

0.

V prvnim kroku jsme limitu, kterd je typu 8, resili I’'Hospitalovym pravidlem a
v dal$im kroku jsme pridali do Citatele ¢len R’(xq), ktery je podle predpokladu
nulovy, takZe nezméni hodnotu limity. [

e Analogicky bychom nalezli podminku pro chybu, které se dopustime, nahrazujeme-
-1i funkci Taylorovym polynomem rn-tého stupné:
lim _R®) =0. (11.7)
x=30 (x = x0)"
Je tedy skutecné pravda, Ze ¢im vyssi stupent Taylorova polynomu pouZijeme, tim bude
nahrazeni pfesnéjsi? Jinak feceno, ¢im vyssi stupen Taylorova polynomu pouzijeme, tim
bude chyba mensi? Podivejme se na podminku pro chybu (11.7) — aby byla splnéna,
pak pro x velmi blizkd x¢p musi byt ¢islo |R(x)| ,,mnohokrite mensi*“ nez |x — xo|".
Se zvétSujicim se n se |x — xp|" zmenSuje a tim se také musi zmenSovat |R(x)|. Tedy
skutec¢né 1ze Cekat, Ze ¢im vyssi stupeni Taylorova polynomu pouzijeme, tim bude nahrazeni
presnéjsi.

@ Piiklad 11.13. Najdéte Taylortv polynom
a) 1. stupné, b) 2. stupné, c¢) 3. stupné

funkce f: y = Inx se sttedem v bodé xo = 1.

ResSeni. Mame xo = 1. Pro napsani 71(x), T>(x) a T3(x) potfebujeme urcit hodnoty
funkce a prvnich tif derivaci v bodé xo = 1. Je

fx) =1Inx = S =0,
= — F =1,
£ = —% — £ = -1,
fx) = % — (1) =2.

Tedy hledané polynomy vypadaji takto:
a)Tix)=04+1-x—-1)=x—1,

f" (x0) 1
b) To() = Ti(x) + “— (x —x0)" = (x = ) = - (x = )%,
" X 1 1
O Ty(x) = To() + 3(, O (r— ) = (x — 1) - S G= DT =1
Graf funkce f a Taylorovych polynomt 1., 2. a 3. stupné ilustruje obrazek 11.3. A
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y //y=T1(x) y y /y=T3(x)
// y=Inx y=Inx /-y =Inx
/ //\y=T2(x) /

0 /1 X 0 /1 X o0 /1 X
,/

/]

/

/
a) b) )

Obr. 11.3: Funkce Inx a jeji Taylorovy polynomy

Priklad 11.14. Najdéte Taylortiv polynom 4. stupné funkce f: y = xInx se stredem @
v bodé xg = 1.

Reseni. Mame xg = 1, n = 4. Pro napsdni T4(x) potiebujeme ur¢it hodnoty funkce a
prvnich ¢tyf derivaci v bodé xo = 1. Je

f@x) =xlnx — F(1y =0,
f'(x) =Inx +x%:1nx+1 — () =1,
1
fl(x) = " - [ =1,
1
f///(x) — __2 :> f///(l) — _1’
X
£ (x) = 33 — 1) =2.
X
Obecné je
140 = 760 + 02 -+ L
1" “)
! 3(,’“ O (v —xpf + L 45’“0)( —xo)*.
Po dosazeni vyjde
Ta(x) = 0+ - D+ 4 2o 13 D* =
@) =04 =D+ S @D o = D s = D =

Dt e Lo
=G -DHs - = - D S - DY
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11.3 Tayloruv vzorec

Nyni si vS§imnéme vztahu funkce a jejiho Taylorova polynomu. Jiz vime, Ze nahradime-li
funkci f na okoli daného bodu Taylorovym polynomem, dopoustime se tim urcité chyby.
Chybu nahrazeni funkce Taylorovym polynomem mutzeme vyjadfit v tomto tvaru:

Ry(x) = f(x) = Tp(x).
Vyjadreni funkce f ve tvaru
J ) =Ta(x) + Rn(x)

nazyvame Tayloritv vzorec funkce f v bodé x¢. Funkci R, nazyvame zbytek po n-tém
clenu v Taylorové vzorci funkce f v bodé xy.

Vyznam zbytku je zndzornén na obr. 11.4. Velikost zbytku ndm fikd, jak moc se 1i${
T, od f.Cim mensi bude zbytek, tim pfesn&ji bude piblizné vyjadient

Jx) = Ty(x).

Tento vztah bude obecné pochopitelné platit jen v ,,malém* okoli bodu x, tj. |x — xg|
musi byt ,,malé*. Jak malé, se dozvime v ndsledujici véte.

y=f)
}y = Ry (x)
| _y =T, (x)
0 X0 x x
Obr. 11.4

Véta 11.15 (Taylor). Necht md funkce [ v okoli O (xq) bodu xo vlastni derivace aZ do
Fddun + 1, n =2 1. Necht x € O(xg). Pak existuje Cislo & leZici mezi xo a x takové, Ze
plati:

f(x) =Ty(x) + Ru(x),

kde
Fotbe) et

Ry (x) = E (x —x0)" .
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Poznamka 11.16.

1.

Uvedena podoba zbytku R, se nazyva Lagrangeiiv tvar zbytku. Existuje fada jinych

Yev s

(mnohdy vhodnéjsich, ale sloZitéjsich) tvarti zbytku.

Cislo £, které zdvisi pfi pevném stiedu xo na volb& x, nemusi byt dano jednoznacné.
Véta netikd nic o konkrétni hodnoté ¢isla £&. Mluvi jen o jeho existenci. Zdédlo by se
tedy, Ze jeji uzitek bude maly. AvSak to, ze & lezi mezi xp a x — viz obr. 11.5, ndm
casto umoznuje alespont odhadnout velikost zbytku R, (x), tj. najit konstantu, kterd
shora omezuje jeho absolutni hodnotu, coz je v aplikacich velmi uZite¢né. Ukdzeme to
v nésledujicich piikladech.

X & X0

Obr. 11.5

. VSimnéte si, Ze zatimco pro uréeni 7, potiebujeme, aby f méla n derivaci, predchozi

véta vyZaduje o jednu derivaci vice, tj. n + 1.

Ve specidlnim piipadé, kdy stfed je xo = 0, mluvime o Maclaurinové! vzorci (a Mac-
laurinové polynomu). Jeho podoba je

o 1o,
X

fx) = )+ T x+ 5 x" 4+ R, (x).

(n)
L)
n!

Priklad 11.17. Najdéte Taylortiv vzorec pro n = 2, xo = 1 funkce f dané piedpisem
f(x) = arctg x.

Reseni. NapiSeme nejprve obecné tvar Taylorova vzorce pro n = 2:

f(x) =T(x)+ Ry(x) =

:f(l)-i-f(l)(x—1)+m(x_l)2+f (é)

3
1 21 3 oD

Je tedy nutné vypocitat tfi derivace funkce f dané predpisem f(x) = arctgx:

[l =

X241
£ = 0(x2+1)—1-2x _ |
(xz + 1)2 (xz + 1)2
Py = —2(x% + 1)? 4+ 2x - 2(x% 4+ 1)2x _ (2 + D[22 + 1) +2x -2 - 2x] _
(x2 + 1)4 (xz + 1)4
—2x?—248x>  6x?-2
= (xz + 1)3 = (xz + 1)3 ’

1 Colin Maclaurin (1698-1746) (¢ti mekldérin) — skotsky matematik, zabyval se analyzou a geometrii.

o
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Po dosazeni xop = 1 dostaneme

L
f(l):arctgl:z,
= =1
1241 27
) = -2-1 1
124+ D2 2
Pak
1 1 1
arctgx:g+%(x—1)—%(x—1)2+¥(x—1)3:
" ey ey B2y
=—+-x@-1)—-—=-x- —— (x — 1),
4 2 4 6(£2 + 1)3
kde & lezi mezi ¢islem 1 a x. A

Uk4Zeme si, jak je mozné odhadnout velikost zbytku v Taylorové vzorci.

Priklad 11.18. Uréete maximalni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0,9; 1,1)
funkci f(x) = arctg x Taylorovym polynomem 2. stupné v bodé xp = 1.

/@ Pro zajemce:
8

Reseni. Obecné jsme chybu uréili v pfedchozim piikladé:

62 — 2
6824 1)

Abychom zlomek zvétsili, musime zvétsit Citatel a zmensit jmenovatel.

(x—17% kde0,9 <& <1,1.

Citatel: |6&2 — 2|
VyuZijeme pravidla pro pocitani s nerovnostmi a fakt, ze £ < 1,1.
1662 —2| < 6|E> +2<6-1,124+2=09,26.

Jmenovatel: |6(&2 + 1)%] = 6(£2 + 1)°.
Protoze £2 > 0,je £2+ 1> 1,atedyi6(£2 + 1) > 6-1° = 6.

Celkem dostaneme

62 -2 9,26
B A P 20— yp <
667+ 1) 6

<1,55x — 11 £1,55-0,1° = 0,001 55 < 0,001 6.

Ry (x)| =

JestliZze tedy v intervalu (0,9; 1,1) nahradime funkci f(x) = arctgx Taylorovym polynomem
druhého stupné

T = S =) — 2 (e —1)?
2X—Z E.x Z.x s

tj. zanedbame zbytek R;(x), pak je chyba, které se dopustime, mensi nez 0,001 6. A
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Poznamka 11.19.

Z ptedchoziho ptikladu je vidét, Ze zatimco napsani Taylorova polynomu je tiloha pomérné
snadnd (staci znat vzorec a umét derivovat), je odhad zbytku pomérné obtizn4 tloha, ktera
casto vyzaduje umét odhadnout velikost nékterych funkénich hodnot, k ¢emuz jsou tfeba

znalosti po¢itani s nerovnostmi.

Priklad 11.20. Najdéte Maclaurintiv vzorec pro n = 1 funkce f dané pfedpisem f(x) = @
=14 x2

Reseni. Obecny tvar hledaného vzorce je

f(0) f"(S) 2
X,

J&x) = f0)+ o

Vypocitdme derivace:

£ = [+ = S0 +ad 2 =
X+
2+1_2
W FTox 2 Edlo |

Va2l Va2

x2+1 X241 :«/(x2—|—1)3.

Dosadime bod xp = 0 a dostaneme

f0)=V1+0>=1,

[ =

0
110 = =0
Tedy
m:1+%x+f/;(!§)x2: %ﬁxz
kde & je ¢islomezi O a x. A

Priklad 11.21. Najdéte Taylordv vzorec pro n = 3, xo = —2 funkce dané predpisem @
f(x) =2x3 —3x2+x 5.

Reseni. Obecny tvar bude

f(_)( +2)+f(_)( 122 +f (_)

f(x) = f(=2)+ (x +2)° + R3(x),
kde
FAE)

R3(x) = 1

(x +2)*.
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Postupné dostavame

fx)=2x"=3x>4+x-5 = f(=2) =2(=2)* —3(=2)? =2 — 5= —35,
f(x) = 6x> —6x + 1 — f1(=2) = 6(=2)> —6(=2) +1 =37,
f(x) =12x — 6 =  f"(=2) =12(=2) — 6 = —30,
£ (x) = 12 — (=2 =12,
[P =0 =  [fPe=o0

Dostdvame tedy, Ze pro libovolnou hodnotu &isla & je zbytek nulovy:
Ri(x) = % (x +2)* = 0.
Plati tedy presné
Fx) = =35+37(x +2) — 15(x +2)> + 2(x +2)°. A

Poznamka 11.22.

Situace, kterd nastala v pfedchozim piikladé, tj. Ze zbytek je nulovy a Ze plati piesné
rovnost f(x) = T,(x), vznikne vZdy, kdyZ funkce f bude polynom stupné m = n. Pak je
totiz f**+1 nulova funkce a tedy R, (x) = 0 pro kazdé x € R.

Podivdme-li se na vysledek pfedchoziho ptikladu, lze fici, Ze jsme vlastné prepsali
polynom f na tvar, ve kterém se vyskytuji pouze mocniny vyrazu x + 2 (zatimco v zadani
jsou mocniny x). Casto se tato tiloha formuluje takto: Rozvisite dany polynom f vzhledem
k mocnindm x — xo. Ulohu fe$ime tak, Ze najdeme Taylorav polynom 7}, kde n = st f,
se stfedem v bod¢ x.

Pro zajemce:

Predchozi priklad je moZno fesit i algebraicky. Nejprve pfeformulujme zadani:
Priklad 11.23. UvaZujme vektorovy prostor P; polynomi stupné maximalné 3 s bazi £ =
= (x3,x2,x,1). Uréete soufadnice polynomu p(x) = 2x> — 3x?> + x — 5 vzhledem k bdzi

F = ((x +2)3, (x +2)% (x +2), 1).

Reseni. Zname soufadnice polynomu p(x) vbazi E: [p]lg = (2, 3,1, =5).
Chceme urcit soufadnice polynomu p(x) v bazi F: [plr = (#1, 2, 13, t4). Plati

pPX) =0(x+2° +hH(x+2°+50x+2) 414 1.
Po dosazeni polynomu p(x) a Gpravé dostdvame

2% 324 x—=5=103 46X+ 12x +8) + (x> + 4x + 4) + 13(x +2) + 14.
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Vime, Ze dva polynomy se rovnaji, rovnaji-li se koeficienty u stejnych mocnin x. Porovnianim
koeficientil u stejnych mocnin x dostaneme soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé #y, t, 3, #4:

2 =1,
-3 =61 + 1,
1 =126, + 41, + t3,
=5 =8t + 41, + 2t5 + t4.

Jejim vyfeSenim dostaneme t; = 2, f, = —15, 13 = 37, t4 = —35. Polynom p(x) m4 tedy v bazi F
soufadnice [p]r = (2, —15, 37, —35), tj. plati:

p(x) =2(x +2)° — 15(x +2)> +37(x + 2) — 35. A

Piiklad 11.24. Rozviiite polynom f: y = 2x* —3x3 +x2 — x 4+ 5 vzhledem k mocnindm
x—2.

Reseni. Resime analogicky jako pfedchozi piiklad. Nejprve oviem zvolme xo = 2. Déle
uréime

f)y=2x* =3 +x>—x+5 — f2) =15,
fl(x)=8x3—9x?+2x — 1 = f'(2) =31,
F"(x) =24x> — 18x + 2 — ") =62,
7 (x) = 48x — 18 — f(2) =18,
fOx) =48 = @) =48,
O =o.

Vytvofime Taylortiv polynom 4. stupné funkce f v bodé xo:

1 1
L) =@+ [ Q@ =2+ 2 ") - 2)% + 3/ @0 - 2)° +
+ % fPQ)x —2)* =
=154+31(x —2) +31(x —2)> + 13(x — 2)°> + 2(x — 2)*.

ProtoZe je f© (x) = 0 pro kazdé x € R, z Taylorovy véty dostidvame, Ze f(x) = T4(x)
pro kazdé x € R.
Funkci f tedy Ize zapsat ve tvaru

Fx)=2(x ="+ 13(x —2)°> +31(x —2)> + 31(x —2) + 15. A

Nyni si uvedeme Maclaurinovy vzorce nékterych elementarnich funkci, se kterymi se
velmi Casto setkdvame. Najdeme tvar pro obecné n.

o
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a) f:y=¢e",

Reseni.

a) f:y=e',x eR.
Pro derivace plati

b) f: y =sinx,

@ Priklad 11.25. Najdéte Maclaurinovy vzorce nasledujicich funkci pro obecné n:

c) f:y=-cosx,

d) f:iy=Inl+x),x>—1.

floy=e, ffy=e.....fPw =e" [V =e"

Dosadime xyp = 0. Vyjde

fO=e"=1, F/O)=e"=1, f"0)=e"=1,..., f™0) =" =1.

Diéle plati
FUE) = ¢,
Tedy
xz X3 x"
e =1+x+_—-+~+ -+ —+R(x), (11.8)
2! 3! n!
kde
n+1
R, (x) eg, pficemz & lezi mezi body 0 a x. (11.9)

BRCEE

b) f: y =sinx, x € R. Je vyhodné najit polynom sudého stupné 2n.

Postupné dostdvame

f(x) =sinx == f(0) =sin0 =0,
f'(x) = cosx = £(0) =cos0 =1,
f"(x) = —sinx — f7(0) = —sin0 =0,
f"(x) = —cosx = £"(0) = —cos0 = —1,
F®(x) =sinx — F®0) =sin0 = 0,
FOx) = cosx = FO0) =cos0 =1,
f(6)(x) = —sinx == f(6)(0) = —sin0 =0,
FD(x) = —cosx = FDO) = —cos0=—1 atd.
Tedy
sinx:O—i—ll!x—i—z%xz—%x +%x4+$x5+%x6—%x7+---—|—R2n(x):
x5 o, xn
:ﬁ_§+§_ +--+ (=1 (2n 1)!+R2n(x)’
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kde
2n+1

2n 4+ 1)!
VSimnéte si, Ze vzorec obsahuje jen liché mocniny x.

Ry (x) = (=" cos &, priCemz & lezi mezi body O a x.

c) f:y=cosx,x € R.Je vyhodné najit polynom lichého stupné 2n 4 1.

Obdobné jako pro sinus dostaneme

¥2 x4 46 X
cosx =1— ol + TR +--+ (=D ) + Ropt1(x), (11.10)
kde
x2n+2
Ryp+1(x) = (—1)”+1m cos &, pricemz & lezi mezi body 0 a x.
n .
Vsimnéte si, Ze vzorec obsahuje jen sudé mocniny x.
d f:y=In(l+x),x > —1.
Postupné dostdvame
f(x) =In(1+x) — f(O)=In1=0,
==+ = fO=——=1
1+x 140 ’
=40 — 0= ——— =—1
(14 x)? (1+0)? ’
o =240t = = = =2
(14 x)3 (1+0)3 ’
~y(mn—D! _
fM@ = (=" 1m = [P0 ==D"w -,
!
D () = ()1 _
10 = 0
Po dosazeni a vykraceni faktoridld vyjde
ln(l+x)—£—x—2+£—£+ +(—1)"_1ﬁ+R (x)
12 3 4 no T
kde
n+1

X
R,(x) = (=1)" . , pricemz & leZi mezi body 0 a x.
n(x) = ( )nJrl drep P 3 y N
Doposud jsme si ukazovali, jak 1ze pfi daném n odhadnout R, (x). Castd je viak i
opacnd udloha — urcit n tak, aby zbytek R, (x) byl mensi nezZ predem dané Cislo (tj. je
tieba urdit, kolik ¢lent se musi secist, aby chyba byla mensi nez zadané ¢islo).

o
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Priklad 11.26. Uzitim Maclaurinova vzorce vypoctéte hodnotu Cisla e s chybou mensi
nez 0,001.

Reseni. VyuZzijeme Maclaurinova vzorce (11.8) pro e* a dosadime x = 1. Vyjde

o 1 1 1 1 R.(1
e =e= +ﬁ+5+§+"'+a+ n(1).
Pritom podle (11.9) je
eé A4 4 v 7 .
R,(1) = m , pficemz & leZi mezi body O a 1.
Ptame se, kolik ¢lenti madme secist, aby byla chyba mensi nez 0,001, tj. |R,(1)| < 0,001,
neboli
ef
(n+1)!
Potfebujeme shora odhadnout ef. Vzhledem k tomu, Ze exponencidlni funkce je rostouct,
& < lae < 3, dostaneme:

< 0,001, kdeé& € (0,1).

ef <el <3.

Tudiz
ef 3

R, (1) = < .
n(1) n+D!  m+1)
Hleddme tedy prvni pfirozené ¢islo n, pro néz bude

< 0,001.
(n+1)!
Postupné dostdvame
1 - 53 0,001
n = - ==>=0 )
20 2
3 3 1
=5 — =—=—> 0,001,
" 6720 240
3 3 1
n==~6 = — = —— < 0,001.

7175040 1680

Pro n = 6 vyjde hodnota ¢isla e:

. 1 1 1 1 1 1 .
s chybou mensi nez 0,001.
Pro porovnani: hodnota ¢isla e vypoctend na zakladé definice 5.23 zaokrouhlend na osm
desetinnych mist je e = 2,718 28182 ... . Chyba vyjadieni ¢isla e pomoci Maclaurinova

polynomu 6. stupné je tedy mensi nez 0,000 226 226. A
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Priklad 11.27. Uzitim Taylorovy véty urcete, pro kterd x € R plati pfiblizny vzorec: @
2

X
cosx =1— > s presnosti 1073,

Reseni. Oznaéme f(x) = cosx. Maclauriniv polynom 3. stupné& funkce f je roven
vyrazu na pravé strané zadané rovnosti. Tedy chyba, kterd vznika pii nahrazeni funkce
kosinus timto polynomem, je podle (11.10):

kde & lezi mezi body 0 a x.
V zadéni se pozaduje, aby vztah platil s presnosti 0,001, tedy aby absolutni hodnota

chyby R3(x) byla mensi nebo rovna 0,001: |R3(x)| < 0,001:

cos& - x 4

24

4
|coskl - x*] _ Ix*]
24 = 24

4
IRy = | <

Vyuzili jsme toho, Ze | cos &| < 1. Hleddme tedy takové x € R, pro néZ plati

4
Ll < 0,001.
24

Z toho okamyzit& plyne [x*| < 0,024, §j. x € (—3/0,024; 3/0,024 ) = (—0,39; 0,39).
Pokud dosadime x z tohoto intervalu (napf. 0,16) a vypocteme hodnotu kosinu pomoci
uvedeného vztahu, bude se od skute¢né hodnoty cos 0,16 liSit aZ na ¢tvrtém desetinném
misté (anebo déle). Zkuste si tento vypocet provést na svych kalkulackach (pozor! hodnota
0,16 neni ve stupnich, ale v radidnech). A

V predchozich prikladech jsme nékolikrat naznacili, Ze v malém okoli stiedu se se
zvySujicim se stupném Taylorova polynomu chyba aproximace, tj. velikost zbytku v Tay-
lorové vzorci, zmenSuje. To sice plati v ,,rozumnych® ptipadech, ale obecné tomu tak
bohuzel neni, jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad 11.28. Najdéte Maclaurinv polynom stupné n = 2 funkce @
—1/x2
e prox # 0,
fx) =
0 pro x = 0.
Reseni. Spoé&itejme prvni derivaci v bodé 0:
—1/x2 —0
L) = lim ———— = lim e’y= lim — = [f} 2 im =
x—>0+ X y—>—+00 y—>+o0 ey o0 y——+00 2yey

Pti vypoctu jsme pouZili vétu o limité sloZené funkce (y = %) a I’Hospitalovo pravidlo.
Obdobné dostaneme f’ (0) = 0, dohromady f’(0) = 0.

o
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Druhou derivaci v bodé 0 musime pocitat stejné jako prvni derivaci pfimo z definice.
Dostavame

—1/X2 / —1 2
£7(0) = lim w — lim ﬁ —
x—0 X x—0 x4
: .4 .
= lim 2<a_yy2 = lim LA lim 4e Y =0,
y—>—+00 y—>+4o0o ¥ y—>—400
pficemZ jsme ve vypoctu pouZzili vétu o limité slozené funkce (y = xiz) a dvakrat

I’Hospitalovo pravidlo.
Proto Maclauriniiv polynom druhého stupné funkce f je

To(x) =0+0-x+0-x>=0,

tj. tento polynom je nulovy.

Neni tézké indukci ukdzat, Ze dana funkce ma nulovy Taylortiv polynom stupné n pro
vSechnan € N — viz [7, str. 160].

Tedy tento priklad ilustruje situaci, kdy se zvySujicim se stupném Taylorova polynomu
se velikost zbytku nezmensSuje. A

Pojmy k zapamatovani

— diferencidl funkce f v bod¢ xo,

— diferencovatelnost,

— diferencidl n-tého fadu funkce f v bod¢ xo,

— Taylortiv polynom n-tého stupné funkce f v bodé x,
— Taylortiv vzorec funkce f v bodé xo,

— Maclaurindv polynom funkce f v bodé xo.

Kontrolni otazky

1. Kdy je funkce diferencovatelnd v bodé x¢?

2. Jaky je geometricky vyznam diferencidlu funkce v bodé x¢?

3. Jakym zptsobem lze vyuzit diferencidlu funkce k vypoctu piiblizné funkéni hod-

noty?

4. Jakym zptsobem lze vyuzit diferencidlu funkce pfi odhadu absolutni a relativni
zmény?

. Vysvétlete pouziti Taylorova polynomu.

. Zformulujte Taylorovu vétu a popiste Lagrangetv tvar zbytku.

. Kdy mluvime o Maclaurinové vzorci funkce f ?

0 3 N W

. Uvedte Maclaurinovy vzorce funkci e, sin x, cos x.
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Priklady k procviceni
1.

10.

11.

@ ——p

Vypoctéte diferencidl funkce v obecném bod€ xp € D(f):

2
1
a) f:yzxzxi_l, b) f:y=sin’x, c) f:y=arcsin;.

. Najdéte prirtstek funkce f a jeji diferencidl v bodé x pro dané #, je-li:

a) f:y=3x2,x0=1,h=0,1, b) f:y=x3—4x2—10x—12,x0=0,h=0,2.

. Vypoctéte diferencidl funkce f v bodé xq pro dany pfirdstek 4.

/1
a) fry=4x>+3x, xo=1, h=0,2, b) f:y= l+7x,xo:0,h:—0,2,
— X
©) fry=I(x++1+x2), xg=0, h =0,01,

bl

, h=0,1.
4

d) f:y=sin*x, xo=

. UZitim diferencidlu urcete pfibliZnou hodnotu vyrazu:

a) /267, b) 1,04, c) arctgl,l1.

. Odhadnéte pomoci diferencidlu absolutni a relativni zménu funkéni hodnoty funkce f, jestlize

a) fiy=x*+1,x=1 h=0,2, b) f:y=tgx, xo=0, h =—0,01.

. Délka hrany krychle je x = 5 m 4 0,01 m. Odhadnéte absolutn{ a relativni zménu objemu

krychle.

. S jakou pfesnosti je tfeba zméfit polomér koule, aby pfi vypoctu objemu koule relativni zména

nepfesahovala 1%?

. Rozviiite podle mocnin x — a polynom.

a) fiy=x>—2x+5a=1, b) fry=x*-3x>—10x +11, a =2.

. Napiste Taylordv polynom tfetiho stupné funkce:

a) f:y=Inxvokoliboduxy=1, b) f: y=cos%v0kolfbodux0=g.

Napiste Maclaurintiv polynom tietiho stupné funkce:

14+x
1—x

a) f:y=e™, b) f:y=

NapisSte Maclauriniv polynom #n-tého stupné, kde n € N, funkce:

1
1—x

a) f:y=In(+x), by fiy=
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12. Pomoci Taylorova vzorce (pro n = 3) pfiblizné vypoctéte:
a) /30, b) arctg0,8.
13. UZitim Maclaurinova vzorce vypoctéte:
a) Hodnotu &isla e s chybou mensi nez 1073, b) /5 s chybou mensi nez 10~
Autotest
1
1. Vypoctéte diferencial funkce f v bodé xy pro dané h. Pritom f: y = 7 xo=1,h=0,3.
X
2. Uzitim diferencialu uréete pribliznou hodnotu vyrazu:
a) 1n0,94, b) /0.
3. Napiste Maclaurintiv polynom n-tého stupné funkce f: y = e,
4. Pomoci Maclaurinova polynomu druhého stupné urcete pfibliznou hodnotu vyrazu 3/1,5.
. . I+x . .
5. Uzitim Maclaurinova vzorce funkce f: y = In 1 pro obecné n vypoctéte hodnotu In 3
s chybou mensf nez 1073,
6. Rozviiite polynom f: y = x* — 2x% + x — 2 vzhledem k mocnindm x + 1.

skskoksk

Malo lidi vi, jak mnoho musi clovek védet, aby poznal, jak mdlo vi.
(F. Vymazal)

Svét hleda lidi, kteri dovedou néco udélat, ne lidi, kteri uméji vysvétlovat,
proc¢ néco neudélali.

(H. Rowlandova)

sookskoksk
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Kapitola 1

1.a) 24a%b3, b) 2, c) 242,

a2—_5+1’a #0,a #—b,a # —1,a # 1.

>~
Il

. kK ={9},

LK =(2,3)U(5,7).
K =(-4,3).

K ={1}.

. K = (3, 00).

N S < Y. I N S R )

K = UpeplF + kv 3 + 2km).

—
o

. 28 minut.

Kapitola 2

1. M = {8, 16, 24, 32, 40, 48},

2.a) minA neexistuje, maxA =9, inf A =0,
b) min B neexistuje, max B neexistuje, inf B = —o0,
¢) minC =1, max C neexistuje, infC =1,
d) min D neexistuje, max D neexistuje, inf D = —o0,
e) min E neexistuje, max E neexistuje, inf E = —oo,
f)  min F neexistuje, max F neexistuje, inf F = —oo0,

3. Ax B={(1,1),(1,2),(,3),(2,1),(2,2), (2,3)},
BxA={1,1),(1,2),2,1),(2,2),3,1), (3, 2)}.

5. Pfedpoklddame-li, 7e x = y, pak nelze délit vyrazem x>

d)

ENE|

supA =09,

sup B = 400,
sup C = 400,
sup D = 400,
sup E = 400,
sup ' = +400.

— Xy, nebot’ je roven nule.

o
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Kapitola 3
1. a) neklesajici, b) suda,
2. a) suda, b) suda,
e) suda, f) licha,
3. Ano
7. a) soumérné podle osy y,
c) H(f)=(0,00),
e) klesajici,
g) licha.
8.a) ne, b) ne, c)
f) ano, g) ano, h)
9. a) vSechny liché funkce,
10. Na druhy bfeh se prevezou oba chlapci,

b) vSechny sudé funkce,

c) neklesajici, licha, d) suda.

c) licha, d) ani sudi ani licha,
g) licha, h) ani suda ani licha.
b) soumérny podle pocatku,
d) soumérné podle pocatku,

f) je vzdy prosta,
ano, d) ano, e) ne,
ne, 1) ne, J) ne.

¢) vSechny funkce.

jeden z nich se s lodkou vriti. Pieveze se

jeden z pratel a druhy syn vesluje zpét. Znovu se pieplavi oba chlapci a znovu se jeden

z nich vréati. Pak se pfeveze druhy pfitel a
druhy bieh pteplavi oba chlapci.

Kapitola 4 — oddil 4.1

1.

2.

. a)

. a)
. a)

druhy syn se vriti s lodkou. Nakonec se na

a) 2, b) 2, c) —1, d) o0, e) —2.
a) 32, b) 1, c) /2, d) 1/125, e) 1/9, f) 1//3.
25, b) 2, c) 10, d z>0, e) 1/100.
ca) D(f) = (-00,2), b) D(f) = (=00, —2) U (2, +00),
©) D(f)=(—o0,—1)U (I, +00), d) D(f) = (0, +00),
e) D(f)=(-1/2,1), f) D(f) = (—o0, 1) U (4, 00),
g) D(f) = (0, +00), h)y D(f) = (=3,1),
) D(f)=(=1,1), ) D(f) = (=2,00),
k) D(f) = (—o0,—2)U (3, o0).
licha, b) licha.
fliy=2—¢" D(f ™) =R,
by y—ln«/x —2x =2, D(f~1) = (1 + /3, +00),
o) fliy= ‘tj;f‘, D(f1) = (00, 1) U (1, +00),
d fliy=32 D(fH=R
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e) f y—1n<3—x2> D(f~" = (0,V3),
) fliy=mhZ, D(FYH = (1, +o0).

Kapitola 4 — oddil 4.2

1. a) R~ {0}, b) R~ {-2,2}, c) (1, +400),
d) (—oo,1)U(2,400), e) (—oo,—1)U(l,+00), f) (=3,—-1)U(—1,400),
g (-4,2)U3,+00), h) R

2. a) = D(f)—( 00, +00), b) s=—1:D(f)=(—00,0)U (0, +00),
Q) 5= % D(f) = (0, +00), d) s==3:D(f) = 0. +o0).
3. a) licha, rostouci, b) suda, ohrani¢ena zdola, c) licha, prosta,
d) lich4, klesajici, e) suda, ohraniena shora, f) licha, prosta.
z 1 4 1
4. a) nema smysl, b) -3, ¢) nemd smysl, d) R

5.a) fliy=4yx—1, xe(l,o00), b)) fly=—V1-x2 xe(01),
o fliy=-L xeR~{1}, d) fly =35 x e (—22,28).

x—1

Kapitola 4 — oddil 4.3

l.a) D(f) =R~ {k=, k € Z}, b) D(f) =R~ {2kn, k € 7},
o) D(f)=R~{Qk+ DI, keZ), d) D(f) =R~ {2km, k € Z},
e) D(f)=R~{Qk+ DI, keZ), f) D(f) =R~ {4k + DI, k € Z},
g D(f) =R~ {kE, keZ} hy D(f)= U (—%+2kn, %+ 2kn),
keZ
) D(f)= U ZF+2kn, T+2kmn), ) D)= U CE+2kmn, 3% 4 2km)
ke ke
K D(f)=UE +kn, 3n+kn), D D(f)= U(Z+km in+kn).
keZ keZ

2.a) D(f)=(1/3,1), b) D(f)=(=3/2,5/2), ¢ D(f)=(=00,0)U(l, +00),
d) D(f)=(=L3), e D(f)=(,2), f) D(f) =(=1,00),
g D(f)=@G/2,11), h) D(f)=(=1/3,1), ) D(f)=(=L1),

D D=yt ¥

3.a) m, b) 4m, c) T d =
e) 4m, H m, g im h) 4n
4' a) % b) _%’ C) %’ d) _%7 e) %7 f) T,
g I h)y 2, i I, Doz, k) 0, D 3n
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5.2) x € (0,7 b) xe(—1,1), ¢) xe(0,7), d) x € (=00, 00).
6. a) ”:yz%(l—arccos%), D(f~YH =(=2,2)

b) fliy=1(2+arctglx —2)), D(f™1) = (o0, +00)

o) fliy=3(14+cos ), D(f~1) = (3,3 +4n)

d fliy=24cotgl—x), D(f H=2-m72)

e) f~'iy=13(+arcsinx), D(f~1) =(-1,1)

N fliy=3@+wgx-0), DfFH=0-31+%

g fliy=1(-1+arccos2 —x)), D(fH =(1,3).
7.2) f:y=+1-x2, b) f:y= Tixf

Kapitola 4 - oddil 4.5

1. a) X1,2,3 = 1, b) X1,2 = 2, X3 = —3,
c) x12=0,x34=1,x5=73/2, d) x1=2,x34=-2,
e) x1=2,x34=1,x5=-=2, H xi=1+i,xx=1—-i,x34=-3,x5 =2,
2 x12=1,x3=-3,x4=35, h) xjo==%i,x3=—-1,x45=2.

2.2 fiy=-pE-2a7 -1,

b) fry=¢(x—Dx—2)x*+1),
©) fiy=-—3(x—272x—-3)(x>—2x+2),
d) fry=g0%—2x+2)(x%—4x +5),
e) fiy=gx+ D —2)72
f) fry=—-2*+Dx -1,
2 fiy=3*=2x+2)(x - D(x—2).
23 — 2x 4x +5
3.3.) —4+m, b) 2X+2+x2_2x,
) —6x2+5x—8
c) 3x°+3+ PR
4.2) (x+DEZ=x+1), b)) (x —2)(x +2)(x2 + 4),
) (x=3)x4+ D=1, d) 5+ Dx —=5)(x—1/5),
e) (x—DZ4+x+1), ) (x —2)(x +2)(x* +3),
g) (x— D(BxZ+2x+5), hy 4+ Dx—2)x2+x+1),

) (x—Dx+3)x—-HE>+x+3).
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Autotest ke kapitole 4
1.
2
2. a) suda, b) ani sud4 ani licha,
3.a) (=2,2/3), b)
4. a) O, b) 1/2, c) mw/4,
5. Musi.
6. Neni monoténni.
7. b), ).
8. MuzZe ale nemusi.
x—2 1
9. f—lzyz%, x eR.

1 5
10. f~': y = —arccos(x +3) + =,

2 4
11.

y
1- .........
O 1 X
2)
12.x1 = =2, x334=1, x5=0.

13. Nejvyse.
14. Nemuze.
15. 6.

(—o00, =2) U (3, +00),

0 3 x

c) suda.
c) (0,1)U {4, +00).

d) w/4.

x € (—4, =2).
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Kapitola 5

1.

10.

1.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

.a) 0, b)

a) —oo, b) %, c) 0,

La) 1, b) 1, c) /6.
.a) 0, b) O, c) 0, d 9, e) 1,

.a) 0o, b) O, c) 1, d) 0, e) 1/6,

OO W=

a) —1. b)

a) ne, b) ano, c) ne,
d) ne, e) ne, f) ano.

ano, d = 4.

tdloha ma dvéteSeni:a)d =4,a; =5,b)d = —4, a; = 13.
uloha ma dvé feSeni: a) g = 2,a; =2,b)g = 1/2,a; = 16.
pocet vloZenych &isel je 10, diference d = 3.

8 s.

1,74 mm.

9cm, 12cm, 15cm.

1 2
mm.

Autotest ke kapitole 5

1.a) +/5/10, b) 0, c) /e, d)
2.a) O, b) 0.

3. napft. a, = n.

f) oo.

. a) neexistuje, b) 0, c¢) neexistuje, d 1, e 0, f) neexistuje.
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Kapitola 6
1.a) —-3/5, b) 1, c) 1, d 1, e) 1/m, f) m/4.
2.a) 1, b) —7/27, c) 1/2, d —1/v2, e) 3/2,
f) 9/10, g —2/5, h) —1/2, i) —5/12.
3.a) 6, b) 4, c) 4,
d -—-1/12, e) 1/24, f) 0
4.a) 0, b) 3/5, ¢c) oo, d) Hoo, e) f) 2/5.
5.a) -1, b) O, c) —1.
6.a) O, b) 0, c) O.
7.a) T7/4, b) 1/3, c) 1.
Napovéda k 7¢): vyuzijte dpravu arciinx =z na(r;ii;’igx) .
8.a) —oo, b) neexistuje, c) oo, d) neexistuje,
e) —oo, f) —oo, g) neexistuje, h) neexistuje.
9.a) 2, b) oo, c) =l.
10. a) spojitd, b) nespojita, C) nespojita, d) nespojitd.
11.a) .X():O, b) X()Z—l, C) XQZO, d) X0=0, e) X0=0.
Autotest ke kapitole 6
1. Nemusi byt.
2. Je.
3. Existuje vlastni.
4. Nejvyse.
5. Napt. y = ﬁ
y
y=12
6. a) Napf. b) Napr.
lo X
7.2) —1, © I, d 1.
8. a) neexistuje, b) —o0.
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Kapitola 7

l.ay 0, b)/5/2.

5 -1 -1
2' a) S.X ) b) xS 9 C) Sw )
5x3—4 2 1 5 -5
VS T T D
g) 9x2—\/%?—)%, h) %+3si:12x’ i) 6x2+5cosx.
3.2) 7,17, -13, by =22 _1 g
4.2) 5x*—3x2—10x, b) x&tsin20 ¢ 2xlnx+x+1,
COSs“ X X
d) 2xcotgx — Slfl—zx , e) ;‘zj% — /x sinx, f) cos2x,
3
g) 2?30%4— 1“4/_’;72 , h) (%x/x5+\/x7)ex, i) e*(cosx + x(cosx —sinx)).
1 1 e (sin x —cos x)
5. ) (x+1)2° b) 1—sinx °’ <) sin? x ’
d) 2(1—2x) ) —43/x f) x In 10log x —(14-x2) arctg x
(1—x+x2)2 3(x—3/x)%° (x4x3)In 101og? x ’
) e¥ (1+x—x24x3) h) x(2x arctg x+1) In x—(x2+1) arctg x i Qlnx+1)(x%4+x)—x2Ilnx
& (EESEE vin’x : o 1)? '
6. a) 6e*, b 2, ¢) F.xe(—oo,—1)U(l,00),
1 1 —6x>
d) T2 e) W,XGR\{” f) ﬁ

7.a) t@?x, D(f)=D(f") = Ueg(—5 + 2km, 3 + 2km),
b) 2 D) = (—v2,¥2), D(f) = (=v/2,0) U (0, V2),

V2—x2
2 1 _ —
C) x2£4+\/m9 D(f)_ <O’ 2)aD(f/)_(0’ 2)
8.8) oy b s ORRVEES d) 2rarctg},
xe* —e* V14+x e’
) ite D Grevices 8 h A
1 \x
9.2) (=) [i% — Wm0 -x)],
b) (x?+ D&~ [2xarctgx + In(x? + 1)],
¢) xS"¥(cosxlInx + Si%).
2 in2 _n.2
10. a) 2cos2x, by Zeosxdbsinx c) ﬁ d) (isz)z .
11.a) 4sin2x, b) —é,x € (0, 00), c) (12 + 8x)e?*.
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n—1 "
12. a) % ,x € (0, 00), b) nl, ) (=D k(k+;)+n (ktn—1)

13.a) t:x+2y—4=0,n:2x—y—-3=0,

) 11 —2x+2y+ 55 =0, n: 2x 42y - B2 ¢
c) t:4x+y—8=0,n:x—-4y—-2=0,
d t:x—ey=0niex+y—1—e>=0.

14. t1: y=—-16, t: y=16.

15. 11: y:2x—%, t: y:2x+%
16. 11 =25s,tp =3 s.

17. 1,90 V.

18. 500 m.

_ _yv
19. va() = —H.

_ _ 3401—100 _
20. v(t) = NEYTEmT e d =10, 29.

Autotest ke kapitole 7
1. je,
2. je,
3. muze byt,
4. nemusi existovat,
5.y=1|x—-2|,
6. (f:tg)/: f/:tg/ (fg)/: f/g+fg/, (5)/: f/gg_z.fg/’
7.a) 12x3 —7—#5, b) —oF, c) x(12x2),xe( 1,0)U (0, 1),
2x
) . e) l“eegx ,x € (0, 00).

8. fl(x) = (1+x2)27f(1)_0f(2) 32.-f'0) =

9. f'(2) =%, f"(1) = —1,
10. t: x+2y=0,n:2x —y =0.

Kapitola 8

La) 4, b) I, o 4, & -3, e & D %, g 400, h) 0, i) oo

2.a) 0, b &, ¢ 0, d) 0, e 1, f 0
_9

3.a) 1, b) O, c) e, d o, e) e 2, f) e
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4. Nenf spojitd, lim f(x) = 1.
x—3

Autotest ke kapitole 8
l.a) -1, b) 1/e, c) 2/3, d -—1.

2.sgn f: +_é_(:) +

3. nenf spojitd, lim f(x) = —3
X—>T

Kapitola 9

1. VSechny uvedené extrémy jsou ostré.
a) klesd na (—oo, 5/4), roste na (5/4, +00), min: f(5/4) = —17/8,
b) klesdna (0, 1) a (e2, +00), roste na (1, e2),
min: f(1) =0, max: f(e?) = 4/e?,
c) roste na (—o00) a (0, 400), extrémy nejsou,
d) klesana (—oo, —1) a (0, 1), roste na (—1,0) a (1, +00),
max: f(0)=1,min: f(—1)=0, f(1) =0,
e) roste na (—oo, 0), klesd na (0, +00), max: f(0) = 3,
f) roste na (—oo,0) a (1, +00), klesi na (0, 1), min: f(1) =e,
g) roste na (0, 4), klesd na (4, 8), max: f(4) =4,
h) roste na (—oo, —2) ana (2, 00), klesa na (—2, 2),
max: f(—2) =e!% min: f(2) =e7'°,
1) roste na (—oo, —26) ana (1, 0o), klesa na (—26, 1),
max: f(—26) =29, min: f(1) =2.

2. a) konkdvni na (—o0, 0), konvexni na (0, +00), infl. bod x = 0,

b) konkdvni na (-2, +00),

¢) konvexni na (—o0, —i/i) a (1, +00), konkavni na (—3/5, 1),
infl. bod x = —3/2,

d) konvexni na (—oo, —1/3+/3) a (1/3+/3, +00), konkdvni na (—1/3+/3,0) a
(0, 1/3+/3), infl. body x = —1/3v/3 ax = 1/3/3,

e) konvexni na (—\/5, 0)a (\/§, +00), konkavni na (—oo0, _ﬁ) a (0, \/g),
infl. body x = —/3,x =0ax = /3,

f) konvexni na (w/2 + 2kw, 31/2 + 2km), konkdvni na (0 + 2k7, /2 + 2km) a
(B7w/2 + 2km,2n 4 2km), kde k € Z
infl. body x = t/2 + 2k7, k € Z,
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g) konvexni na (—oo, —3) a (3, 00), nem4 infl. body,
h) konvexnina (—oo, 1 — % V2)ana(l — % V2, 00),

konkavni na (1 — %\/5 1 —I—%\/i),inﬂ. body x =1 — %ﬁax =1+ %«/ﬁ,
1) konkavni na (—oo, —4), konvexni na (—4, 1) a (1, o0), infl. bod x = —4.

3.a) x=-3,x=3,y=0, b) x=0, y=0, ¢c) x=0, y=x,

d x=1,y=1, e) x=2,y=3x, ) x=—-1,x=1, y=x,
g x=0, y=nx, h) y=x+4/3, ) x=-1/e, y=x+1/e.
4.a) D(f) =R, sgn f: — 2 + 1 + ,sgn f': + 1 + 1 — ,max: f(—1) =
=4, min: f(1) =0,sgn f”: _— . * infl. bod x = 0.
0
b) D(f) =R~ {0}, lichd, sgn f: —— o+  sgnf/: —+ : - : - : *
O —
max: f(—1) = =2, min: f(1) =2,sgn f’: _— o T  asymptotyx =0,y = x.
0
¢) D(f) =R~ {—+/3,V3}, lichd,sgn f: —+ o — , + . =
-3 0 V3
sgn f/r - o T o T gonf’: £ o = , F o = infl. bod x = 0,
_J3 3 -3 0 V3
asymptoty x = —+/3,x = +/3,y = 0.
d) D(f) = (-2, 2), sudd, sgn f: o—— + = o,Sgnf/ZoL;o,
2 -3 J3 2 -2 0 2

max: f(0) = In4, sgn f”: ﬁ’ asymptoty x = —2, x = 2.

e) D(f):(—l,l),liché,sgnf:l - : + l,sgnf/; N

—1 1
sgn - o;ﬁ, infl.bod x = 0, asymptoty x = —1, x = 1.
D(f)y=R,sgnf:_+ , + =  sonf': —— T =, =
f) D(f) gn f —— gn f YR
max: f(4/3) = (2/3)3/4, min: f(0) =0,sgn f": _— o — o + |
0 2
infl. bod x = 2, asymptota y = —x + 2/3.
@ D(H)=R~{0hsgnf: — o+ . senf’: * , = , F min:f(l)=e,
0 0 1
sgn f”: _— o *  asymptotyx =0,y =x + 1.
0
h) D(f) =R, lichd,sgn f: _— , *  sgnf': —— 1 + 1 i
0 —
in- _1/2 . _1/2 . — —+ — +
min: f(—1) = —e ,max: f(l1) =e ,sgn f: : : : ,
-3 0 V3
infl. bod x = 0, x = —/3, x = /3, asymptota y = 0.
i) D(f) =R, lichd,sgn f: _—  +  sgnf’': = ° + ; i
0 —
min: f(—1) = —n/2, max: f(1) = /2, sgn f": —— 1 + : - 1 +

infl. bod x = 0, asymptota y = 0.
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5.

a) ne, b) ne, c) ne, d) ano, e) ne,
f) ano, g) ano, h) ano, 1) ne, Jj) ano.

Autotest ke kapitole 9

L fiy=x

. Rostouci.

© N N L A W N

. MiZe nastat.

3 x0=0.

. Konkavni.
.f:y=v3x2,xo=0.
.f:y:x4,xo=0.

f:y:smx xo = 0.

X b

. Roste na (—o0, —1) a (1, +00), klesd na (—1, 1),

max: f(—1)=2,min: f(1)=0.

. Konvexni na (0, 1), konkavni na (—1, 0), infl. bod (0, 0).
10.
11.

x =22,y =x.
D = R~ {=2,2}, sen f: —F - + sonfli_t+ o+, — —
f) (2.2 s fr o=t st b=

max: f(0) = —1/2,sgn f": —+ s t _ asymptoty x = %2,y =0.

ST
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Kapitola 10

1.

O o0 3 O

10.

a)
c)
d)

f)
1.

max:
max:
max:

max:

. Obdélnik ma rozméry

f(=1)=17, min: f(3) =1, b) max: f(e):ez, min: f(1) =0,
f(®) =e*>—6, min: f(3)=3—1n27,
f(O):i/Z, min: f(2) =0, e) max: f(O):%,min: f(2) =0,

e

neexistuje, min: f(%) =e °.

. Ctverec o strané +/P.

2a
447

a o . N 24
a 7.7 » pulkruh je nad vétsi stranou.

. Polomér vilce r = {/ 21, vyska valce v = {/ v
T T

. Ctverce o strané 10 cm.

. Bod [—1, —2].

. Strany obdélnika jsou aﬁ, b\/z.

ca=2(1+4),b =22+ <2), vzdilenost je piiblizn& 8,32.

Na krychli o hrané 3} T = 0,75 m je tfeba postavit kouli o priméru

3

V6

n(V/6+/7)

Kapitola 11

1.

2.

© N o W

a)

a)
b)

. a)
.a)

a)

b)

—2x0

NN

m = 1,03 m.

—=_ . h, b) 3sinxgcosxp -k, c) —=L__ .p.
(x02—1)2 ) X0 X0 ) ol /_xoz—l

fxo4h) — f(x +0) = 0,63, dfy,(h) = 0,6,
flxo+h) — f(x +0) =—2,152, dfy,(h) = —2.

b) —0,2, c) 0,01, d O,1.

b) 1,2, c) 0,835398.

074’ 0527 b) _0,0l, nelZe.

. 0,0033r.

. 20,75 m, £0,006.

ca) =D 430 =D+ (x—1)+4,

(x —=2)*+8(x =23 +21(x —2)2 +10(x —2) — 5.
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10. a)

11. a)
12. a)

13. a)

=12 | =13
(x—1) = 5=+ 5-,

4
1+Qx+b9+§

x2 x3 x4

X7 T3 -7
3,107,

2,71828,

Autotest ke kapitole 11

.a)

AN R W =

. —0,15,
—0,06,

S R MR <

x3,

4 (=D

n! °

. 0,970,
. 2(3+ 55 + 65 + g55) = 0.5490,
) =—4+x+DH4x+ D2 =4+ D3+ (x + DA

x"
n

b

2 @-% _ @=3?  G=3)
b) %(1_ x1!22 B x2!222 T x3!223 )
b) 14 2x +2x% +2x3.

b) 14+x+x2+x34- 42"
b) 0,674
b) 2,2361.
b) 2,08,
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