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Přı́klady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Cvičenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5 Posloupnosti a řady 57
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Přı́klady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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Rejstřı́k 135

Značenı́ 137



1. Množiny, zobrazenı́, relace
Prvnı́ kapitola je věnována základnı́m pojmům teorie množin. Pojednává o množinách a základ-

nı́ch množinových operacı́ch (sjednocenı́, průnik, rozdı́l), uspořádaných dvojicı́ch a kartézských
součinech. Pojem množiny a uspořádané dvojice je považován za intuitivně zřejmý a nedefinuje
se (naivnı́ teorie množin). Všechny ostatnı́ pojmy, uvedené v této kapitole (a snad i v celém textu),
jsou již definovány pomocı́ těchto základnı́ch pojmů.

Dále definujeme pojem zobrazenı́ a uvádı́me jeho základnı́ vlastnosti (surjektivnost, injektiv-
nost, bijektivnost). Definujeme kompozici zobrazenı́ a inverznı́ zobrazenı́.

Závěr kapitoly je věnován binárnı́m relacı́m, a to zejména ekvivalencı́m (je ukázán jejich vztah
k rozkladům) a uspořádánı́m (je zaveden pojem uspořádané množiny a s nı́m souvisejı́cı́ pojmy
maxima a minima, suprema a infima a izotonnı́ho zobrazenı́).

1.1 Prvky a množiny. Množina je souhrn nějakých věcı́. Patřı́-li věc x do množiny X, řı́káme
také, že v nı́ ležı́, že je jejı́m prvkem, nebo že množina X tuto věc obsahuje. V takovém přı́padě
pı́šeme x ∈ X. V opačném x 6∈ X.

Množina je jednoznačně určena, jsou-li jednoznačně určeny jejı́ prvky. Tuto skutečnost budeme
mı́t na mysli, kdykoli budeme zavádět nějakou novou množinu.

Množina, neobsahujı́cı́ žádný prvek, se nazývá prázdná a značı́ ∅.
Množina, obsahujı́cı́ pouze prvek x, se značı́ takto:

{x} (1.1.1)

Množina všech prvků množiny X, které majı́ vlastnost P, se značı́ takto:

{x ∈ X | má vlastnost P}. (1.1.2)

Řekneme, že množina Y je podmnožinou množiny X (a množina X nadmnožinou množiny Y),
jestliže každý prvek množiny Y je prvkem množiny X. Pı́šeme Y ⊂ X nebo X ⊃ Y. Nenı́-li
množina Y podmnožinou množiny X, pı́šeme Y 6⊂ X nebo X 6⊃ Y.

Množina z (1.1.2) je samozřejmě podmnožinou množiny X; každý jejı́ prvek totiž je prvkem množiny X.
Naopak, libovolnou podmnožinu Y množiny X můžeme zapsat uvedeným způsobem. Platı́ totiž:

Y = {x ∈ X | x ∈ Y}. (1.1.3)

Z definice podmnožiny okamžitě plyne, že každá množina je svou vlastnı́ podmnožinou (skutečně, každý
prvek množiny X je prvkem množiny X). Můžeme psát

X = {x ∈ X | x ∈ X} (1.1.4)

nebo třeba

X = {x ∈ X | x = x}. (1.1.5)

Jak jsme již uvedli, množina je jednoznačně určena svými prvky. Proto platı́ i že z X ⊂ Y a současně
Y ⊂ X plyne X = Y. Tohoto jednoduchého faktu budeme velmi často užı́vat.

Ve výrazu (1.1.2) nám nic nebránı́ zvolit za P vlastnost, kterou žádný prvek z X nemá. Dostaneme tak
prázdnou množinu. Napřı́klad
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6 1. Množiny, zobrazenı́, relace

∅ = {x ∈ X | x 6= x}. (1.1.6)

Prázdná množina je tedy podmnožinou každé množiny. Na tuto okolnost se stojı́ za to podı́vat podrobněji.
Předevšı́m si uvědomme, že tvrzenı́ ,,když A, tak B,“ je nepravdivé jedině v přı́padě, že výrok A je

pravdivý a výrok B nepravdivý (slib ,,když budeš hodný, koupı́m ti lı́zátko“ tedy nesplnı́me jedině v přı́padě,
že děcko bylo hodné a my jsme mu lı́zátko stejně nekoupili). To znamená, že je-li výrok A nepravdivý, je
celé tvrzenı́ pravdivé, bez ohledu na výrok B (ověřte si to na již uvedeném výroku s lı́zátkem a na výroku
,,koho uštkne had, ten umře“).

Tvrzenı́ ,,když A, tak B“ řı́ká totéž, co tvrzenı́ ,,ne A nebo B“ (,,Když to uděláš, tak jednu dostaneš“;
,,Nedělej to nebo jednu dostaneš“).

Zpět k prázdné množině: jestliže x ∈ ∅, pak x ∈ X (všimněme si, že prvnı́ výrok je nepravdivý!). Podle
definice podmnožiny jsme tedy ukázali, že ∅ ⊂ X.

Totéž můžeme řı́ct takto: x /∈ ∅ nebo x ∈ X, což je vždy pravda kvůli prvnı́ polovině.
Ještě jinak řečeno — každý prvek prázdné množiny je prvkem množiny X; kdyby totiž nějaký nebyl,

měla by prázdná množina prvky!1).
Někde se můžete setkat s tvrzenı́m, že prvky prázdné množiny majı́ jakoukoliv vlastnost; skutečně, jak

jsme již řekli, výrok ,,pokud x ∈ ∅, pak x má vlastnost P“ (jinak řečeno x /∈ ∅ nebo x má vlastnost P) platı́
at’je P jakákoli vlastnost.

Množině, jejı́miž prvky jsou množiny, se někdy řı́ká systém množin. Systém všech podmnožin
množiny X se značı́ exp X. Tedy Y ∈ exp X, právě když Y ⊂ X.2)

Systému všech podmnožin množiny X se také někdy řı́ká potenčnı́ množina a v literatuře se také značı́
P(X) nebo 2X .

Jak jsme již ukázali, pro každou množinu X platı́ ∅ ⊂ X a X ⊂ X. Máme tedy ∅ ∈ exp X a X ∈ exp X.

1.2 Základnı́ množinové operace. Množina, tvořená těmi prvky, které ležı́ alespoň v jedné
z množin X a Y, se nazývá sjednocenı́ množin X a Y a značı́ se X ∪ Y (x ∈ X ∪ Y, právě když
x ∈ X nebo x ∈ Y).

Zavádı́me značenı́ {x, y} = {x} ∪ {y}, {x, y, z} = {x} ∪ {y} ∪ {z}, atd. O množině zapsané
tı́mto způsobem řı́káme, že je zapsaná výčtem prvků.

Pro každou množinu X tedy napřı́klad platı́ {∅, X} ⊂ exp X. Co je exp ∅?
Uvědomte si, že pokud x = y, je množina {x, y} jednoprvková. Této nepřı́jemnosti se v některých

přı́padech nevyhneme.

Množina, tvořena těmi prvky, které ležı́ v každé z množin X a Y, se nazývá průnik množin X
a Y a značı́ se X ∩ Y (x ∈ X ∩ Y, právě když x ∈ X a x ∈ Y). Průnik množin lze tedy definovat
takto:

X ∩ Y = {x ∈ X | x ∈ Y}. (1.2.1)

Množina, tvořená těmi prvky, které ležı́ v množině X a neležı́ v množině Y, se nazývá rozdı́l
množin X a Y a značı́ se X \ Y (x ∈ X \ Y, právě když x ∈ X a x /∈ Y). Platı́ tedy:

X \ Y = {x ∈ X | x /∈ Y}. (1.2.2)

Řekneme, že množiny X a Y jsou disjunktnı́, jestliže platı́

X ∩ Y = ∅. (1.2.3)

Řekneme, že množiny systému množin S jsou po dvou disjunktnı́, jsou-li disjunktnı́ každé dvě
různé množiny systému S.

Věta 1.1. Necht’X, Y, a Z jsou množiny. Platı́

1)Každý růžový nosorožec nosı́ brýle. Nebo snad ne? Který je nenosı́?
2)Řekneme-li ,,A, právě když B“, myslı́me tı́m, že výroky A a B bud’oba platı́ nebo oba neplatı́ — jsou to ekvivalentnı́

výroky (někdy také řı́káme ,,A platı́ tehdy a jen tehdy, když platı́ B“)
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X ∪ Y = Y ∪ X, (komutativita sjednocenı́)
X ∩ Y = Y ∩ X, (komutativita průniku)
jestliže X ⊂ Y a Y ⊂ Z, pak X ⊂ Z, (tranzitivita inkluze)
X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y) ∪ Z, (asociativita sjednocenı́)
X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y) ∩ Z, (asociativita průniku)
X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y) ∩ (X ∪ Z), (distributivita sjednocenı́ vzhledem k průniku)
X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y) ∪ (X ∩ Z). (distributivita průniku vzhledem ke sjednocenı́)

D ů k a z. Podle definice sjednocenı́ je množina X∪Y množinou všech prvků, které ležı́ v množině X
nebo v množině Y. Množina Y∪ X je definována stejně. Tı́m je dokázána komutativita sjednocenı́.
Podobně se postupuje při důkazu komutativity průniku.

Dokážeme tranzitivitu inkluze. Předpokládejme, že platı́ X ⊂ Y a Y ⊂ Z a zvolme prvek
x ∈ X. Pak (definice podmnožiny) určitě x ∈ Y. Jelikož Y ⊂ Z, pak (definice podmnožiny)
x ∈ Z. Podı́vejme se co jsme udělali: Pro libovolný prvek x ∈ X jsme ukázali, že x ∈ Z. To
(podle definice podmnožiny) znamená, že X ⊂ Z.

Důkaz asociativity sjednocenı́ a průniku přenecháme čtenáři. Z distributivnı́ch zákonů doká-
žeme pouze prvnı́.

Zvolme prvek x ∈ X ∪ (Y ∩ Z). Podle definice sjednocenı́ tento prvek ležı́ v množině X nebo
v množině Y ∩ Z. Předpokládejme, že ležı́ v množině X. Pak jistě ležı́ v množině X ∪ Y (definice
sjednocenı́) i v množině X ∪ Z (tatáž definice). Ležı́ tedy i v jejich průniku. Ležı́-li prvek x
v množině Y ∩ Z, ležı́ v každé z množin Y a Z. Proto ležı́ v X ∪ Y i v X ∪ Z. Ležı́ tedy i v průniku
těchto množin. Tı́m jsme dokázali, že X ∪ (Y ∩ Z) ⊂ (X ∪ Y) ∩ (X ∪ Z).

Zvolme nynı́ prvek x ∈ (X ∪ Y) ∩ (X ∪ Z). Podle definice průniku tento prvek ležı́ v každé
z množin X ∪Y a X ∪ Z. Ležı́-li v množině X, ležı́ i v množině X ∪ (Y ∩ Z) (definice sjednocenı́).
Neležı́-li v množině X, musı́ ležet v každé z množin X a Y, ležı́ tedy v jejich průniku, a tedy
i v množině X ∪ (Y ∩ Z). Tı́m jsme dokázali, že (X ∪ Y) ∩ (X ∪ Z) ⊂ X ∪ (Y ∩ Z).

Výraz (X ∪ Y) ∪ Z označujeme X ∪ Y ∪ Z. Dı́ky asociativitě sjednocenı́ platı́ i X ∪ Y ∪ Z =

= X ∪ (Y ∪ Z). Podobně klademe X ∩ Y ∩ Z = (X ∩ Y) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z).
Nynı́ zobecnı́me sjednocenı́ a průnik množin na systémy množin. Necht’Sje neprázdný systém

množin. Sjednocenı́m systému S nazýváme množinu, tvořenou těmi prvky, které ležı́ alespoň
v jedné množině systému S. Značı́me ji ∪S. Je-li systém S neprázdný definujeme jeho průnik
jako nazýváme množinu, tvořenou těmi prvky, které ležı́ v každé množině systému S. Označenı́:
∩S.3)

Platı́ tedy: x ∈ ∪S právě tehdy, když existuje množina X ∈ S taková, že x ∈ X; x ∈ ∩S, právě když
pro každou množinu X ∈ Splatı́ x ∈ X.

Jsou-li množiny systému Spo dvou disjunktnı́, pak ∩S = ∅. Opak ale pro každý systém neplatı́.
Jak si snadno ověřı́te, je-li S = {X,Y}, pak ∪S = X ∪ Y a ∩S = X ∩ Y.

Uspořádaná dvojice objektů x a y je objekt, který se značı́ (x, y) a má následujı́cı́ vlastnost:

(x, y) = (x′, y′), právě když x = x′ a y = y′.

Kartézský součin množin X a Y je množina všech uspořádaných dvojic (x, y) takových, že x ∈ X
a y ∈ Y. Značı́ se X × Y.

Věta 1.2. Pro libovolné množiny X, Y, X′, Y′ platı́:

X × Y = ∅, právě když X = ∅ nebo Y = ∅; (1.2.4)
(X × Y) ∪ (X′

× Y) = (X ∪ X′)× Y; (1.2.5)
(X × Y) ∩ (X′

× Y′) = (X ∩ X′)× (Y ∩ Y′). (1.2.6)

Jestliže X × Y 6= ∅, pak

3)Průnik prázdného systému množin by vedl k ,,množině všech prvků,“ která, jak se ukazuje v teorii množin, je
vnitřně rozporným pojmem. Ukazuje slabiny takto zavedené naivnı́ teorie množin.
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X′
× Y′

⊂ X × Y, právě když X′
⊂ X a Y ⊂ Y′. (1.2.7)

D ů k a z. Prvnı́ tvrzenı́ vlastně řı́ká, že X × Y 6= ∅, právě když X 6= ∅ a Y 6= ∅. Nynı́ už je
situace jasná: prvnı́ tvrzenı́ totiž znamená, že existuje dvojice (x, y), zatı́mco druhé, že existuje
prvek x ∈ X a prvek y ∈ Y, což jsou ekvivalentnı́ výroky.

Dokažme nynı́ vztah (1.2.5). Jestliže dvojice (x, y) ležı́ ve sjednocenı́ množin X ×Y a X′
×Y,

pak určitě ležı́ v jedné z nich. Ležı́-li v množině X × Y, znamená to, že x ∈ X a y ∈ Y.
Jelikož z prvnı́ho vztahu plyne x ∈ X ∪ X′, dostáváme (x, y) ∈ (X ∪ X′)× Y. Ležı́-li v množině
X′

× Y, stejným postupem vyvodı́me, že opět (x, y) ∈ (X ∪ X′) × Y. Tı́m jsme ukázali, že
(X × Y) ∪ (X′

× Y) ⊂ (X ∪ X′)× Y. Opačnou inkluzi dokážeme úplně stejně.
Zbylé dva vztahy necháme na čtenáři.

Kontrolnı́ otázky

1. Může být množina zároveň prvkem?

2. Platı́: ∅ = {∅}?

3. Co je sjednocenı́m prázdného systému množin?

4. Co je sjednocenı́m a průnikem systému exp X?

1.3 Zobrazenı́. Necht’ X a Y jsou množiny Z ⊂ X × Y taková podmnožina, že ke každému
prvku x ∈ X existuje právě jeden prvek y ∈ Y, splňujı́cı́ podmı́nku (x, y) ∈ Z. Množina Z
spolu s množinami X a Y se nazývá zobrazenı́ z množiny X do množiny Y. Množina X se nazývá
definičnı́ obor, množina Y obor hodnot, množina Z graf tohoto zobrazenı́. Označı́me-li toto
zobrazenı́ f , pı́šeme X = Dom f , Y = Codom f a Z = Gr f .

Z uvedené definice vyplývá, že zobrazenı́ f a g se rovnajı́, právě když

Dom f = Dom g, Codom f = Codom g a Gr f = Gr g. (1.3.1)

Zkratka pro ,,zobrazenı́ f z množiny X do množiny Y“ je f : X → Y. Je-li x ∈ X, pak prvek
y ∈ Y takový, že (x, y) ∈ Gr f (tento prvek je podle definice zobrazenı́ jediný, takže nemůže dojı́t
k omylu), označujeme symbolem f (x) a nazýváme hodnotou zobrazenı́ f v bodě x nebo obrazem
bodu x při zobrazenı́ f 4).

Rozdı́l mezi zobrazenı́m a grafem zobrazenı́ je jemný: podle našı́ definice je obojı́ tatáž množina, ale
v prvnı́m přı́padě kromě grafu máme zafixovány ještě definičnı́ obor a obor hodnot.

Chceme-li zadat zobrazenı́, musı́me tedy zadat tři věci: definičnı́ obor, obor hodnot a graf. Definičnı́
obor a obor hodnot (společně s označenı́m zobrazenı́) se obvykle zadávajı́ zároveň zápisem f : X → Y.

Je-li X neprázdná množina je nutně neprázdná i Y.

Pro libovolnou množinu X definujeme zobrazenı́ idX: X → X tak, že pro každé x ∈ X
položı́me

idX(x) = x (1.3.2)

Toto zobrazenı́ se nazývá identické zobrazenı́ (nebo identita) množiny X.

Identitu množiny X jsme tedy označili symbolem idX . Jejı́m definičnı́m oborem je množina X, oborem
hodnot je množina X, jejı́m grafem je množina {(x, y) ∈ X × X | x = y}.

Jednoduchým zobecněnı́m identického zobrazenı́ je tzv. kanonické vloženı́: bud’Y podmnožina
množiny X. Zobrazenı́ i : Y → X, definované pro každé x ∈ Y předpisem

4)V matematické analýze bývá obvyklé nazývat prvky množin body. Až se začneme zabývat množinami, které
v matematické analýze vystupujı́, pochopı́me proč.
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i (x) = x, (1.3.3)

se nazývá kanonické vloženı́ množiny Y do množiny X.

Všimněme si, že ačkoli předpisy (1.3.2) a (1.3.3) jsou stejné, zobrazenı́, která definujı́, jsou různá. Lišı́
se totiž definičnı́mi obory. Teprve v přı́padě, že X = Y, by platilo idX = i .

Necht’ X a Y jsou množiny. Zobrazenı́ pr1, definované pro každé (x, y) ∈ X × Y předpisem5)

pr1(x, y) = x, (1.3.4)

se nazývá prvnı́ kartézská projekce. Podobně druhá kartézská projekce je zobrazenı́ pr2, definované
pro každé (x, y) ∈ X × Y předpisem

pr2(x, y) = y. (1.3.5)

Dalšı́ tři méně triviálnı́ přı́klady zobrazenı́. Necht’ X je množina. Předpisy

c(Y) = X \ Y pro každé Y ⊂ X,
u(Y1,Y2) = Y1 ∪ Y2 pro každé Y1,Y2 ⊂ X,

p(Y) = Y × Y pro každé Y ⊂ X,
(1.3.6)

jsou definována zobrazenı́ c: exp X → exp X; u: (exp X)× (exp X) → exp X a p: exp X → exp(X × X).

Zobrazenı́ f : X → Y se nazývá surjektivnı́ (surjekce, zobrazenı́ na množinu Y), jestliže pro
každé y ∈ Y existuje alespoň jedno x ∈ X takové, že f (x) = y. Zobrazenı́ f se nazývá injektivnı́
(injekce, prosté), jestliže pro každé y ∈ Y existuje nejvýše jedno x ∈ X takové, že f (x) = y.
Zobrazenı́ f se nazývá bijektivnı́ (bijekce), jestliže pro každé y ∈ Y existuje právě jedno x ∈ X
takové, že f (x) = y.

Ihned vidı́me, že každá bijekce je současně surjekce i injekce a naopak.
Z uvedených přı́kladů zobrazenı́ je identita bijektivnı́ a kanonické vloženı́ injektivnı́. Pokud je Y 6= ∅, je

prvnı́ kartézská projekce pr1: X × Y → X surjektivnı́. Dokážeme postupně všechna tato tvrzenı́. Všechny
důkazy jsou velmi prosté, je ale užitečné si je projı́t.

Jak už vı́me, dokázat bijektivnost zobrazenı́ znamená dokázat jeho surjektivnost a injektivnost. Dokázat
surjektivnost identity idX znamená najı́t ke každému prvku y ∈ Codom idX prvek x ∈ Dom idX takový, že
idX(x) = y. Takový prvek ale snadno najdeme, je to přı́mo prvek y. Pro x = y totiž platı́ idX(x) = idX(y) =

= y. Takže jsme hledaný prvek našli. Injektivnost identity idX ukážeme snadno: jestliže idX(x1) = idX(x2),
pak podle definice identity (1.3.2) platı́ x1 = x2 (pokud tento důkaz nechápete, přečtěte si znovu definici
injektivnı́ho zobrazenı́).

Dı́ky tomu, že předpisy (1.3.2) a (1.3.3) jsou stejné, ukáže se injektivnost kanonického vloženı́ úplně
stejně, jako injektivnost identity.

Ještě k surjektivitě kartézské projekce pr1: X × Y → X. Zvolı́me libovolný prvek z ∈ X a najdeme
k němu prvek množiny X × Y, jehož obrazem je tento prvek. Hledáme tedy uspořádanou dvojici (x, y)
takovou, že pr1(x, y) = z. Levá strana této rovnice je ovšem rovna x (podle (1.3.4)), dostáváme tedy x = z.
Vidı́me tedy, že hledanou uspořádanou dvojicı́ je dvojice (z, y), kde y je úplně libovolný prvek množiny Y.
Skutečně, pro takovouto dvojici platı́ pr1(z, y) = z. (Kde jsme využili, že množina Y nenı́ prázdná? Proč
by důkaz v přı́padě, že by prázdná byla, selhal?)

V (1.3.6) je zobrazenı́ c bijektivnı́, zobrazenı́ u surjektivnı́ a zobrazenı́ p injektivnı́. Důkazy 2. a 3.
tvrzenı́ přenecháme čtenáři, zde dokážeme pouze bijektivnost zobrazenı́ c. Nejprve dokážeme surjektivitu
tohoto zobrazenı́. Podle definice máme ke každému prvku Z ∈ Codom c najı́t prvek Y ∈ Dom c takový, že
c(Y) = Z. Takový prvek existuje, je to množina Y = X \ Z. Skutečně, platı́

c(Y) = c(X \ Z) = (tak jsme prvek Y definovali)
= X \ (X \ Z) = (podle definice zobrazenı́ c)
= Z. (proč?)

5)Přesné by bylo napsat na levé straně pr1((x, y)); z pochopitelných důvodů si ale v takových předpisech jedny
závorky odpouštı́me.
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Nynı́ k injektivitě. Máme ukázat, že ke každému prvku Z ∈ Codom c existuje nejvýše jeden prvek
Y ∈ Dom c takový, že c(Y) = Z. Uděláme to takto: ukážeme, že jestliže jsou takové prvky dva, pak se
rovnajı́. Necht’ tedy c(Y1) = c(Y2). Podle definice zobrazenı́ c máme X \ Y1 = X \ Y2. Pak ovšem musı́
platit také

X \ (X \ Y1) = X \ (X \ Y2),

což ovšem (jak už vı́me!) znamená Y1 = Y2.

Mějme zobrazenı́ f : X → Y a g: Y → Z. Zobrazenı́ g ◦ f : X → Z, definované předpisem

(g ◦ f )(x) = g( f (x)), (1.3.7)

se nazývá složené zobrazenı́ nebo kompozice zobrazenı́ f a g.6)

Je-li f : X → Y libovolné zobrazenı́, X′ podmnožina množiny X a i : X′
→ X kanonické

vloženı́, pak kompozice f ◦ i : X′
→ Y se nazývá zúženı́ zobrazenı́ f na množinu X′ a označuje

symbolem f |X′ .

Uvažme zobrazenı́ j : X → X × X, definované pro každé x ∈ X předpisem j (x) = (x, x), a prvnı́
kartézskou projekci pr1: X × X → X. Pak j ◦ pr1: X × X → X × X a pro (x, y) ∈ X × X platı́

( j ◦ pr1)(x, y) = j (pr1(x, y)) = j (x) = (x, x). (1.3.8)

Dále pr1 ◦ j : X → X a

(pr1 ◦ j )(x) = pr1( j (x)) = pr1(x, x) = x. (1.3.9)

Vidı́me tedy, že pr1 ◦ j = idX .
Uvažujme zobrazenı́ c z (1.3.6). Pro libovolnou množinu Y ⊂ X máme

(c ◦ c)(Y) = c(c(Y)) = c(X \ Y) = X \ (X \ Y) = Y. (1.3.10)

Je tedy

c ◦ c = idexp X . (1.3.11)

Přidejme nynı́ k zobrazenı́m (1.3.6) ještě jedno: necht’n: exp X × exp X → exp X je zobrazenı́, defino-
vané pro každé dvě podmnožiny Y a Z množiny X předpisem

n(Y, Z) = Y ∩ Z. (1.3.12)

Pokuste se dokázat tento vztah:7)

c ◦ n = u(c, c). (1.3.13)

Věta 1.3. Pro libovolná zobrazenı́ f : X → Y, g: Y → Z a h: Z → U platı́

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f ). (asociativita kompozice zobrazenı́)(1.3.14)

D ů k a z. Zobrazenı́ na levé i pravé straně majı́ stejný definičnı́ obor i obor hodnot. Stačı́ tedy
porovnat grafy. Z definice kompozice zobrazenı́ nám ovšem vyjde, že pro každé x ∈ X je

((h ◦ g) ◦ f )(x) = (h ◦ g)( f (x)) = h(g( f (x)))
a

(h ◦ (g ◦ f ))(x) = h((g ◦ f )(x)) = h(g( f (x))).

6)Symbol g ◦ f čteme ,,g po f .“ Vyjadřujeme tı́m to, co skutečně děláme: aplikujeme zobrazenı́ g po zobrazenı́ f .
7)Necháme na čtenáři, aby sám pochopil, co jsme mysleli symbolem (c, c). Hodně zdaru!
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Mějme zobrazenı́ f : X → Y a g: Y → X. Zobrazenı́ g se nazývá inverznı́ zobrazenı́ k zobra-
zenı́ f (nebo inverze zobrazenı́ f ), jestliže platı́

g ◦ f = idX (1.3.15)
a

f ◦ g = idY . (1.3.16)

Zobrazenı́, které má inverzi, se též nazývá invertibilnı́.

Věta 1.4. Každé zobrazenı́ má nejvýše jednu inverzi.
D ů k a z. Necht’ f : X → Y je zobrazenı́ g1, g2: Y → X dvě jeho inverze8) Pak platı́

g1 = g1 ◦ idY (proč?)
= g1 ◦ ( f ◦ g2) = (plyne z (1.3.16))
= (g1 ◦ f ) ◦ g2 = (plyne z (1.3.14))
= idX ◦g2 = (plyne z (1.3.15))
= g2 (proč?)

Dostali jsme tedy g1 = g2.

Podle Věty 1.4 je inverze zobrazenı́ f definována jednoznačně. Proto ji můžeme označit: f −1.
Je-li zobrazenı́ f invertibilnı́, je invertibilnı́ i zobrazenı́ f −1 a platı́

( f −1)−1
= f. (1.3.17)

Věta 1.5. Každé zobrazenı́ má inverzi, právě když je bijektivnı́.
D ů k a z. Plyne (jak?) z toho, že je-li g ◦ f injekce, je f injekce, a je-li g ◦ f surjekce, je g
surjekce (dokažte!).

Před chvı́lı́ jsme dokázali (1.3.11), že pro zobrazenı́ c z (1.3.6) platı́ c−1
= c.

Věta 1.6. Složenı́ dvou bijekcı́ je bijekce. Přesněji: Bud’te f : X → Y, g: Y → Z dvě bijekce,
potom zobrazenı́ g ◦ f je bijekce a platı́

(g ◦ f )−1
= f −1

◦ g−1. (1.3.18)

D ů k a z. Důkaz ponecháváme čtenáři jako lehké cvičenı́.

Necht’ f : X → Y je zobrazenı́, X′
⊂ X, Y′

⊂ Y. Definujeme množinu

f (X′) = {y ∈ Y | existuje x ∈ X′ takové, že f (x) = y} (1.3.19)

(často budeme použı́vat zjednodušený zápis f (X′) = { f (x) ∈ X | x ∈ X′
}) a množinu

f −1(Y′) = {x ∈ X | f (x) ∈ Y′
}. (1.3.20)

Množina f (X′) se nazývá obraz množiny X′ při zobrazenı́ f , množina f −1(Y′) vzor množiny Y′

při zobrazenı́ f .
Speciálně, obraz množiny X při zobrazenı́ f (tedy množina f (X)) se označuje symbolem Im f

a nazývá obraz zobrazenı́ f .
Vzor množiny Y′ při zobrazenı́ f existuje, i když zobrazenı́ f nenı́ invertibilnı́. Pokud by f invertibilnı́

bylo, znamenal by symbol f −1(Y′) dvě různé věci: vzor množiny Y′ při zobrazenı́ f a obraz množiny Y′

při zobrazenı́ f −1. Tyto dvě množiny se ovšem naštěstı́ rovnajı́.
Pro zobrazenı́ f : X → Y je vždy f −1(Y) = X.
Položme X = {x1, x2, x3}, Y = {y1, y2, y3} a definujme zobrazenı́ f : X → Y předpisem

8)g1, g2: Y → X je běžně užı́vaná zkratka pro g1: Y → X, g2: Y → X. Podobných zkratek budeme použı́vat vı́ce,
aniž bychom na ně jednotlivě upozorňovali.
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f (x1) = y2,
f (x2) = y3,
f (x3) = y2.

Dále položme X′
= {x1, x2} a Y′

= {y1, y2}. Máme

f (X) = f ({x1, x2, x3}) = { f (x1), f (x2), f (x3)} = {y2, y3, y2} = {y2, y3},
f (X′) = f ({x1, x2}) = { f (x1), f (x2)} = {y2, y3}

a

f −1(Y) = {x1, x2, x3},

f −1(Y′) = {x1, x3}.

Kontrolnı́ otázky

1. Jak sestrojı́me graf inverznı́ho zobrazenı́?

2. Můžeme hovořit o vzoru f −1(A) množiny A i u zobrazenı́ f , které nenı́ injektivnı́?

3. Jaký je rozdı́l mezi zobrazenı́m a grafem zobrazenı́?

4. Jaký je rozdı́l mezi obrazem zobrazenı́ a oborem hodnot?

5. Jaký je rozdı́l mezi vloženı́m a identitou?

1.4 Binárnı́ relace. Necht’X je množina, Z ⊂ X × X. Množinu Z spolu s množinou X nazýváme
binárnı́ relacı́ na množině X.

Množina Z se nazývá graf této relace. Označı́me-li tuto relaci σ , pı́šeme Z = Gr σ . Pokud pro
prvky x, y ∈ X platı́ (x, y) ∈ Gr σ , pı́šeme x σ y.

Relaci na množině X, jejı́mž grafem je množina (X × X) \ Gr σ , označujeme symbolem 6σ .
Vztah x 6σ y tedy platı́, právě když neplatı́ x σ y.
Podobně jako u zobrazenı́ nestačı́ zadat jen graf relace, relace je zadána, jestliže jsou zadány dvě věci:

množina X a graf.

Uvažujme relaci σ na množině X. Tato relace se nazývá reflexivnı́, jestliže pro každý prvek
x ∈ X platı́ x σ x. Relace σ se nazývá symetrická, jestliže pro každé dva prvky x, y ∈ X z x σ y
vyplývá y σ x, a antisymetrická, když x σ y a y σ x znamená x = y. Konečně, relace σ je
tranzitivnı́, když pro každé tři prvky x, y, z ∈ X platı́: jestliže x σ y a y σ z, pak x σ z.

Relace, která je reflexivnı́, symetrická a tranzitivnı́, se nazývá ekvivalence. Relace, která je
reflexivnı́, antisymetrická a tranzitivnı́, se nazývá (částečné) uspořádánı́. Ekvivalence se většinou
označuje symbolem ,,∼“,uspořádánı́ symbolem ,,≤“.9)

Relace na množině X, jejı́ž graf je celá množina X × X, je ekvivalence. Uspořádánı́ je to jedině
v přı́padě, když X je prázdná nebo jednoprvková množina. Relace na množině X, jejı́mž grafem je množina
{(x, x) | x ∈ X}

10), je ekvivalence i uspořádánı́. Je přirozené označit tuto relaci symbolem ,,=“.
Pro libovolné zobrazenı́ f : X → Y můžeme na množině X zadat ekvivalenci ∼ f , když položı́me

x ∼ f y, právě když f (x) = f (y). Tuto ekvivalenci nazýváme zadanou (indukovanou) zobrazenı́m f .
Ukážeme nynı́, že se skutečně jedná o ekvivalenci. Že se jedná o relaci, je zřejmé (zadali jsme množinu X

a podmnožinu kartézského součinu X × X, tvořenou uspořádanými dvojicemi (x, y), pro které platı́ f (x) =

= f (y)). Musı́me tedy ověřit reflexivitu, symetrii a tranzitivitu této relace.
Aby byla tato relace reflexivnı́, musı́ pro každé x ∈ X platit x ∼ f x. To ovšem znamená f (x) = f (x).

Aby byla symetrická, musı́ pro každé dva prvky x, y ∈ X z x ∼ f y (což znamená f (x) = f (y)) plynout
y ∼ f x (což znamená f (y) = f (x)). Podmı́nka tranzitivity zase vyžaduje, aby každé tři prvky x, y, z ∈ X,

9)Výraz x ≤ y se čte, jak označenı́ napovı́dá: x je menšı́ nebo rovno y.
10)K označenı́ viz poznámka za vztahem (1.3.19)
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které splňujı́ f (x) = f (y) a f (y) = f (z), splňovaly také f (x) = f (z). Vidı́me tedy, že všechny tyto
podmı́nky jsou splněny.

Mějme množinu X, na množině exp X definujeme relaci inkluze, označujeme ji symbolem ⊂. Pro
podmnožiny Y, Z množiny X platı́ Y ⊂ Z jestliže Y je podmnožinou Z.

Nynı́ si ještě ukážeme, jak lze zavést uspořádánı́ podmnožin pomocı́ inkluze. Necht’ X je množina. Pro
libovolné dvě množiny Y, Z ∈ exp X položme Y ≤ Z, jestliže Y ⊂ Z. Tı́m jsme definovali relaci ≤ na
množině exp X. Podı́vejme se, zda se jedná o uspořádánı́. Pro každé Y, Z,U ∈ exp X musı́ platit

Y ⊂ Y, (reflexivita)
jestliže Y ⊂ Z a Z ⊂ Y, pak Y = Z, (antisymetrie)
jestliže Y ⊂ Z a Z ⊂ U, pak Y ⊂ U. (tranzitivita)

Vidı́me, že tyto podmı́nky jsou splněny (o prvnı́ch dvou jsme hovořili na začátku odstavce 1.1, třetı́ je
tranzitivita inkluze z Věty 1.1).

1.5 Ekvivalence a rozklady. Věnujme se nynı́ podrobněji některým základnı́m vlastnostem
ekvivalencı́. Nejprve uvedeme definici rozkladu.

Systém Spodmnožin X nazýváme pokrytı́m množiny X′
⊂ X, jestliže platı́ ∪S ⊃ X′.

Rozkladem množiny X nazýváme systém Sjejı́ch podmnožin (tedy podmnožinu exp X) takový,
že ∅ /∈ S, S je pokrytı́ množiny X (to znamená ∪S ⊃ X) a množiny systému S jsou po dvou
disjunktnı́. Jednotlivé množiny systému S se nazývajı́ třı́dy rozkladu S.

Následujı́ tři přı́klady rozkladu množiny X: systém S1 = {X}, systém S2 = {{x} | x ∈ X}
11) a systém

S3 = {Y, X \ Y}, kde Y je podmnožina splňujı́cı́ Y /∈ {∅, X}.

Necht’ S je rozklad množiny X. Vzhledem ke druhé a třetı́ podmı́nce z definice rozkladu
existuje ke každému prvku množiny x ∈ X právě jedna množina Y ∈ S taková, že x ∈ Y (druhá
podmı́nka zaručuje, že existuje alespoň jedna, třetı́ zase, že existuje nejvýše jedna). Tuto množinu
označujeme [x]S a nazýváme třı́dou rozkladu S, definovanou prvkem x.

Položme

x ∼ y, právě když [x]S = [y]S (1.5.1)

Tı́mto předpisem jsme definovali relaci ∼ na množině X. Platı́:

Věta 1.7. Relace ∼, definovaná předpisem (1.5.1), je ekvivalence.
D ů k a z. Je jednoduchý; tvrzenı́ plyne z toho, že relace ,,=“ je ekvivalence.

O ekvivalenci (1.5.1) řı́káme, že je zadaná (nebo indukovaná) rozkladem S.
Necht’∼ je ekvivalence na množině X. Pro každý prvek x ∈ X klademe

[x]∼ = {y ∈ X | x ∼ y} (1.5.2)

Předpisem

S = {[x]∼ | x ∈ X} (1.5.3)

je nynı́ definován systém Spodmnožin množiny X. Platı́:

Věta 1.8. Systém S, definovaný předpisem (1.5.3), je rozklad množiny X.
D ů k a z. Dokážeme postupně platnost všech třı́ podmı́nek z definice rozkladu. 1. Relace ∼ je
reflexivnı́ (protože je to ekvivalence). Každá z množin [x]∼ tedy obsahuje prvek x a je neprázdná.
Skutečně, má-li platit x ∈ [x]∼, musı́ podle (1.5.2) být x ∼ x, což je splněno dı́ky reflexivitě.

2. Plyne přı́mo z toho, co jsme už ukázali: jestliže pro každý prvek x ∈ X platı́ x ∈ [x]∼, je
∪S = X. (Pro každé x ∈ X z x ∈ [x]∼ totiž plyne x ∈ ∪S, čı́mž je dokázána inkluze X ⊂ ∪S.
Opačná inkluze je zřejmá (proč?).)

3. Předpokládejme, že existujı́ množiny [y]∼, [z]∼ takové, že [y]∼ ∩ [z]∼ 6= ∅. Pak existuje
prvek x ∈ [y]∼ ∩ [z]∼. Z (1.5.2) plyne y ∼ x, z téhož vztahu a symetrie ekvivalence ∼ plyne

11)Opět (a naposledy): k označenı́ viz poznámka za vztahem (1.3.19).
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x ∼ z. Z tranzitivity ekvivalence ∼ tedy máme y ∼ z. Zvolme nynı́ libovolně u ∈ [z]∼. Máme
z ∼ u (ze vztahu (1.5.2)), neboli y ∼ u (z y ∼ z a tranzitivity). To ale znamená, že u ∈ [y]∼, čili
[z]∼ ⊂ [y]∼ (z definice podmnožiny). Podobně můžeme ukázat, že [y]∼ ⊂ [z]∼ (to již necháváme
na čtenáři), což znamená, že platı́ [y]∼ = [z]∼. Podı́váme-li se znovu na začátek tohoto důkazu,
vidı́me, že jsme dokázali třetı́ podmı́nku definice rozkladu.

O rozkladu (1.5.3) řı́káme, že je zadaný ekvivalencı́ ∼. Nazýváme jej faktorovou množinou
množiny X podle ekvivalence ∼ a označujeme symbolem X/∼. Třı́dy rozkladu S se pak nazývajı́
také třı́dy ekvivalence ∼. Zobrazenı́ π : X → X/∼, definované pro každé x ∈ X předpisem

π(x) = [x]∼, (1.5.4)

se nazývá faktorová projekce.
Uvědomte si, že faktorová projekce je vždy surjektivnı́.
Prozkoumejte indukovanou ekvivalenci, faktorovou množinu a faktorovou projekci u dřı́ve uvedených

rozkladů S1, S2 a S3.

1.6 Uspořádané množiny. Množinu nazýváme uspořádanou, je-li na nı́ dáno uspořádánı́. V tomto
odstavci se budeme zabývat základnı́mi vlastnostmi uspořádaných množin. Pokud neuvedeme
jinak, budeme vždy předpokládat, že na množině X je zavedeno uspořádánı́ ≤.

Předpokládejme, že Y je podmnožina množiny X. Pak prvek x ∈ X se nazývá hornı́ závorou
množiny Y, jestliže pro každý prvek y ∈ Y platı́ y ≤ x. Prvek x ∈ X se nazývá dolnı́ závorou
množiny Y, jestliže pro každý prvek y ∈ Y platı́ y ≥ x.12)

Prvek x ∈ X se nazývá největšı́m prvkem množiny Y (maximem), je-li jejı́ hornı́ závorou a
platı́-li x ∈ Y. Prvek x ∈ X se nazývá nejmenšı́m prvkem množiny Y (minimem), je-li jejı́ dolnı́
závorou a platı́-li x ∈ Y. Snadno se zjistı́ (jak?), že největšı́ i nejmenšı́ prvek množiny Y existuje
nejvýše jeden. Můžeme tedy zavést značenı́: max Y a min Y.

Prvek x ∈ X se nazývá supremem množiny Y, je-li nejmenšı́m prvkem množiny jejı́ch hornı́ch
závor. Prvek x ∈ X se nazývá infimem množiny Y, je-li největšı́m prvkem množiny jejı́ch dolnı́ch
závor. Opět, supremum i infimum množiny Y existuje nejvýše jedno. Zavádı́me značenı́: sup Y,
inf Y.

Platı́ tedy

sup Y = min{x ∈ X | x je hornı́ závora množiny Y} (1.6.1)
inf Y = max{x ∈ X | x je dolnı́ závora množiny Y}. (1.6.2)

(Tyto rovnosti platı́, pokud uvedené minimum přı́padně maximum existuje.)

Věta 1.9. Jestliže existuje maximum množiny Y, pak existuje i jejı́ supremum a platı́

sup Y = max Y. (1.6.3)

Jestliže existuje minimum množiny Y, pak existuje i jejı́ infimum a platı́

inf Y = min Y. (1.6.4)

D ů k a z. Předpokládejme, že existuje maximum množiny Y ⊂ X a označme je y. Podle definice
maxima je y hornı́ závora množiny Y. Je-li x nějaká jiná hornı́ závora množiny Y, pak je většı́ nebo
rovna než libovolný prvek množiny Y, platı́ tedy i x ≥ y (jelikož y ∈ Y). Takže y je nejmenšı́
hornı́ závora množiny Y.

Důkaz druhé části věty se provede stejně.

Přı́klad 1.10. Necht’ x1, x2, x3, x4 jsou po dvou různá,13) X = {x1, x2, x3, x4}. Zaved’me na množině X
uspořádánı́, jehož graf je množina

12)
≥ je vlastně dalšı́ relace, kterou jsme dosud nedefinovali; čtenář si ji jistě rád definuje sám.

13)Předpokládám, že obratu ,,po dvou různá“ rozumı́te (srovnejte též s definicı́ po dvou disjunktnı́ch množin).
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{(x1, x1), (x1, x2), (x1, x3), (x1, x4), (x2, x2), (x2, x4), (x3, x3), (x3, x4), (x4, x4)}

(ověřte, že je to skutečně uspořádánı́!). Toto uspořádánı́ se dá přehledněji znázornit následujı́cı́m diagramem,
v němž jsou výše nakresleny prvky většı́ a na stejné úrovni prvky nesrovnatelné:14)

x4

x2 x3

x1

Uvažujme nynı́ množinu Y ⊂ X, Y = {x1, x2, x3}. Množina hornı́ch závor této množiny je {x4}. To
znamená, že maximum množina Y nemá (žádná jejı́ hornı́ závora v nı́ neležı́) a sup Y = min{x4} = x4.

Necht’ X a Y jsou dvě uspořádané množiny. Zobrazenı́ f : X → Y se nazývá izotonnı́, jestliže
pro každé dva prvky x, x′

∈ X takové, že x ≤ x′, platı́ f (x) ≤ f (x′).15) Izotonnı́ bijekce se
nazývá izomorfismus uspořádaných množin.

Uvažme uspořádanou množinu X z přı́kladu 1.10 a množinu U = {u1,u2}, kde u1 6= u2. Za-
ved’me dále na množině exp U uspořádánı́ pomocı́ inkluze (viz konec odstavce 1.4). Pak zobrazenı́
f : exp U → X, dané předpisem

f (∅) = x1,

f ({u1}) = x2,

f ({u2}) = x3,

f ({u1,u2}) = x4

je izomorfismus uspořádaných množin.

Kontrolnı́ otázky

1. Můžeme hovořit o sjednocenı́ či průniku relacı́ na množině? Jaký majı́ význam?

2. Jak souvisı́ zobrazenı́ a relace na množině, nenı́ jedno zvláštnı́m přı́padem druhého?

Přı́klady

1. Dokažte, že pro každé tři podmnožiny A, B,C množiny X, platı́ C\(A∪ B) = (C\ A)∩(C\ B).
Řešenı́: Zvolme libovolný prvek x ∈ C \ (A ∪ B). Z definice rozdı́lu množin plyne, že x ∈ C a
x /∈ A ∪ B. To znamená, že x ∈ C a zároveň x neležı́ ani v jedné z množin A, B, tedy x ∈ C \ A,
x ∈ C \ B (opět z definice rozdı́lu množin). Konečně, jestliže x ležı́ jak v množině C \ A tak
i v množině C \ B, musı́ (podle definice průniku množin) ležet i v množině (C \ A) ∩ (C \ B).
Tı́m je dokázána inkluze C \ (A ∪ B) ⊂ (C \ A) ∩ (C \ B).

Nynı́ zvolme libovolný prvek x ∈ (C \ A) ∩ (C \ B). To znamená, že x ležı́ v množině C \ A
a současně v množině C \ B. Využijeme definici rozdı́lu množin a dostaneme, že x ∈ C, x /∈ A a
x /∈ B. Protože prvek x neležı́ ani v jedné z množin A, B neležı́ ani ve sjednocenı́ těchto množin,
tedy x /∈ A ∪ B. Jak již vı́me, prvek x ležı́ v množině C a současně neležı́ v množině A ∪ B. To
ale znamená, že x ∈ C \ (A ∪ B). A tı́m je dokázána inkluze C \ (A ∪ B) ⊃ (C \ A) ∩ (C \ B).

14)Nesrovnatelné prvky jsme nedefinovali. Co to asi je?
15)Zde jsme se dopustili určité nepřesnosti, jaké se v matematice dopouštı́me často: symbol ,,≤“ na levé straně označuje

jinou relaci, než tentýž symbol na straně pravé! V takových přı́padech se vždy očekává, že je čtenář při věci a nenechá
se stejným označenı́m různých objektů zmást.
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2. Dokažte, že pro každé zobrazenı́ f : X → Y a množiny A, B ⊂ X, platı́ f (A ∪ B) = f (A) ∪

f (B).
Řešenı́: Zvolme libovolný prvek y ∈ f (A ∪ B). Pak existuje prvek x ∈ A ∪ B takový, že
f (x) = y. Prvek x ležı́ v množině A nebo v množině B (to plyne z definice sjednocenı́).
Předpoládejme nejprve, že ležı́ v množině A. Potom ale prvek y musı́ ležet v množině f (A) a
tı́m spı́še v množině f (A) ∪ f (B). Nynı́ předpokládejme, že x ležı́ v množině B. Potom ale
prvek y musı́ ležet v množině f (B) a tedy i v množině f (A) ∪ f (B). Tı́m je dokázána inkluze
f (A ∪ B) ⊂ f (A) ∪ f (B).

Zvolme libovolný prvek y ∈ f (A)∪ f (B). Prvek y ležı́ v množině f (A) nebo f (B) (což plyne
znovu z definice sjednocenı́). Předpokládejme nejprve, že y ležı́ v množině f (A). To znamená, že
existuje prvek x ∈ A takový, že f (x) = y. Z definice sjednocenı́ také plyne, že x ležı́ v množině
A ∪ B. Potom ale prvek f (x) = y musı́ ležet v množině f (A ∪ B). Nynı́ předpokládejme, že y
ležı́ v množině f (B). Existuje tedy prvek x takový, že x ∈ B a f (x) = y. Z definice sjednocenı́
plyne, že x ležı́ v množině A ∪ B. Potom ale prvek f (x) = y musı́ ležet v množině f (A ∪ B).
Tı́m je dokázána i inkluze f (A ∪ B) ⊃ f (A) ∪ f (B).

3. Necht’ f : X → Y, A ⊂ X, B ⊂ Y. Dokažte, že je-li f (A) ⊂ B, pak A ⊂ f −1(B).
Řešenı́: Zvolme x ∈ A libovolně. Z předpokladu f (A) ⊂ B vı́me, že f (x) ∈ B (zde jsme využili
také tranzitivity inkluze, porovnej s Větou 1.1). Tedy, protože f (x) ∈ B, musı́ x ∈ f −1(B) (jak
je požadováno v definici vzoru množiny, porovnej s (1.3.20)). Tı́m je důkaz hotov.

4. Necht’X je neprázná uspořádaná množina. Nalezněte množinu hornı́ch (dolnı́ch) závor množiny
∅ ⊂ X.
Řešenı́: Nejprve vyřešı́me problém pro množinu hornı́ch závor. Necht’x ∈ X je libovolný. Tedy
podle definice: prvek x ∈ X je hornı́ závorou prázdné množiny, jestliže pro každý prvek y ∈ ∅

platı́ y ≤ x. To je ale splněno! Protože neexistuje prvek prázné množiny většı́ než náš prvek x
(nebo snad ano? Který?), je x hornı́ závora ∅. Množinou hornı́ch závor ∅ je celá množina X.
Obdobně pro dolnı́ závory.

5. Necht’X je neprázdná a A ⊂ exp X. Uvažujme podmnožinu exp X s uspořádánı́m ⊂. Najděte
sup A.
Řešenı́: Dokážeme, že sup A = ∪A. Označme S = ∪A. Je nutno ověřit dvě podmı́nky. 1. Že
množina S je hornı́ závorou A, tedy, že pro libovolnou množinu B ∈ A platı́ B ⊂ S. To je ale
zřejmé z definice sjednocenı́ systému (vezmeme-li si libovolný prvek b ∈ B, existuje množina
systému S, která tento prvek obsahuje: množina B). 2. Je nutno ověřit, že množina S je nejmenšı́
hornı́ závora množiny A, neboli, že pro každou jinou hornı́ závoru C platı́ S ⊂ C. Zvolme prvek
x ∈ S. Pak existuje nějaká množina B ∈ A taková, že x ∈ B (porovnej s definicı́ sjednocenı́
systému). Protože ale C je hornı́ závora množiny A, musı́ platit B ⊂ C a tedy i x ∈ C. Proto
S ⊂ C. Ukázali jsme tedy, že S je nejmenšı́ hornı́ závora množiny A. Tı́m je důkaz ukončen.

6. Rozhodněte, zda existuje množina, která nemá supremum.
Řešenı́: Položme A = {a,b, c}, kde prvky a,b, c jsou po dvou různé. Uvažujeme na množině A
relaci ≤≤ s grafem {(a,b), (a, c), (a,a), (b,b), (c, c)}. Snadno se ověřı́, že tato relace je uspořá-
dánı́. Tvrdı́me, že množina A nemá supremum. Pokud by ho měla, byl by to jeden z prvků b, c
(prvek a to být nemůže protože a ≤≤ b a a 6= b). Nemůže to být prvek b, protože c ≤≤/ b. Obdobně
lze dospět k závěru, že supremem nemůže být ani prvek c. Množina A tedy nemá supremum.

7. Předpokládejme, že relace R = X × X na X je uspořádánı́. Dokažte, že pak množina X je
prázdná nebo jednoprvková.
Řešenı́: Předpokládejme, že množina X obsahuje dva různé prvky a,b a že na nı́ je relace
R = X × X uspořádánı́. Platı́, že a R b i b R a, protože (a,b) ∈ R a (b,a) ∈ R. Relace
uspořádánı́ musı́ být antisymetrická (jak je uvedeno v definici uspořádánı́). Z a R b a b R a
tedy plyne a = b. Celkově tedy každé dva prvky jsou shodné, a množina X má nanejvýš jeden
prvek. Skutečnost, že na prázdné a jednoprvkové množině se jedná o uspořádánı́, již přenecháváme
k ověřenı́ čtenáři.
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Cvičenı́

1. Platı́ rovnost ∅ = {∅}?

2. Najděte přı́klad množin A, B,C tak, aby platilo:

a) A ∪ (B × C) 6= (A ∪ B)× (A ∪ C); b) A ∩ (B × C) 6= (A ∩ B)× (A ∩ C).
3. Dokažte, nebo vyvrat’te: Pro každé tři množiny A, B,C platı́:

a) (A \ B) \ C = (A \ B) \ (C \ B); b) (A \ B) ∪ C = (A ∪ C) \ B;

c) (A \ B) ∩ C = (A ∩ C) \ B.
4. Dokažte, že pro každé tři podmnožiny A, B,C množiny X platı́:

a) C \ (A ∩ B) = (C \ A) ∪ (C \ B); b) A \ B = A ∩ (X \ B);

c) (X \ (A \ B) = B ∪ (X \ A); d) A \ A = ∅, A \ ∅ = A;

e) A ∪ A = A, A ∩ A = A.
5. Dokažte, že pro každé tři množiny A, B,C platı́:

a) A × (B ∩ C) = (A × B) ∩ (A × C); b) A × (B ∪ C) = (A × B) ∪ (A × C);

c) A × (B \ C) = (A × B) \ (A × C); d) je-li A ⊂ B potom A × C ⊂ B × C.
6. Dokažte, že pro každé dvě množiny A, B platı́ exp A∪exp B ⊂ exp(A∪ B), a dokažte, že v tomto

výraze obecně neplatı́ rovnost.

7. Vysvětlete, proč každá bijekce je vždy injekce a surjekce.

8. Co je grafem inverznı́ho zobrazenı́? (Přesněji: Jak lze z grafu invertibilnı́ho zobrazenı́ dostat graf
jeho inverze?)

9. Dokažte větu 1.6 (složenı́ bijekcı́ je bijekce, včetně vzorce (1.3.18)).

10. Necht’ f : X → X a A ⊂ X taková, že f (A) ⊂ A.

a) Dokažte, že potom A ⊂ f −1(A).

b) Uved’te přı́klad f a množiny A, aby navı́c platilo:
1. f (A) 6= A a A = f −1(A),
2. f (A) = A a A 6= f −1(A).

11. Necht’ f : X → Y, g: Y → Z jsou zobrazenı́ taková, že zobrazenı́ g◦ f je surjektivnı́. Dokažte, že

a) zobrazenı́ g je surjektivnı́. b) Je-li g injektivnı́ pak je f surjektivnı́.
12. Uved’te přı́klad zobrazenı́ f : X → Y a g: Y → Z tak, aby g ◦ f byla bijekce a přitom f nebylo

surjektivnı́ a g nebylo injektivnı́.

13. Je zřejmé, že pro libovolné zobrazenı́ f : X → Y a libovolný bod x ∈ X platı́ x ∈ f −1( f (x)).
Uved’te přı́klad zobrazenı́ f a bodu x, kdy f −1( f (x)) 6= {x}.

14. Necht’ f : X → Y, A ⊂ X. Dokažte, že je-li f injektivnı́, pak f −1( f (A)) = A.

15. Dokažte, že pro každé zobrazenı́ f : X → Y a libovolné množiny A, B ⊂ X a C, D ⊂ Y platı́:

a) f (A ∩ B) ⊂ f (A) ∩ f (B); b) f −1(C ∪ D) = f −1(C) ∪ f −1(D);

c) f −1(C ∩ D) = f −1(C) ∩ f −1(D); d) f −1(C \ D) = f −1(C) \ f −1(D);

e) f ( f −1(C)) = C ∩ f (X); f) f (A) \ f (B) ⊂ f (A \ B).
16. Necht’ f : X → Y je zobrazenı́ a A ⊂ X a B ⊂ Y jsou libovolné množiny. Dokažte:

a) je-li zobrazenı́ f injektivnı́, pak f −1( f (A)) = A;

b) je-li zobrazenı́ f surjektivnı́, pak f ( f −1(B)) = B.
17. Necht’ Z ⊂ X × X. Dokažte, že Z ⊂ pr1(Z)× pr2(Z). Platı́ i opačná inkluze?

18. Definujme zobrazenı́ f : exp X×exp X → exp X předpisem f (Y, Z) = (Y∪ Z)\(Y∩ Z). Najděte
f −1(∅).

19. Je vždy průnikem (sjednocenı́m) dvou relacı́ opět relace? Jak tomu bude pro systém relacı́?
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20. Je vždy průnikem (sjednocenı́m) dvou ekvivalencı́ opět ekvivalence?

21. Necht’ X = {a,b, c,d}, kde a,b, c,d jsou po dvou různá. Je relace R = {(a,a), (c,d), (b, c)}
zobrazenı́ z X do X?

22. Necht’ X je uspořádaná množina. Pro libovolné prvky x, y definujme relaci x < y, jestliže x ≤ y
a x 6= y. Dokažte, že pro graf této relace platı́:

Gr(<) = Gr(≤) \ Gr(=)

Dále dokažte, že tato relace je tranzitivnı́, že pro libovolný prvek x ∈ X platı́ x 6< x, a že jestliže
pro dva prvky x, y ∈ X platı́ x < y, pak y 6< x.

23. Mějme zobrazenı́ f : X → Y. Definujeme ekvivalenci ∼ na X takto: x ∼ y právě, když
f (x) = f (y). (Že se jedná skutečně o ekvivalenci, již bylo ukázáno.) Nynı́ definujeme zobrazenı́
F : X/∼ → f (X) takto: F([x]∼) = f (x). Ověřte, že toto zobrazenı́ je korektně definováno16).
Dále ověřte, že toto zobrazenı́ je bijekce a navı́c že platı́ f = i ◦ F ◦ π , kde i : f (X) → X je
kanonické vloženı́ a π : X → X/∼ je přı́slušná faktorová projekce.

24. Necht’X je libovolná množina. Definujeme na množině exp X následujı́cı́ relaci. Dvě podmnožiny
A, B množiny X jsou v relaci, právě když existuje bijekce f : A → B. Dokažte, že tato relace je
ekvivalence.

25. Necht’ X je uspořádaná množina. Pokuste se najı́t supremum (infimum) prázdné množiny v X.
Využijte výsledků z přı́kladu 4.

26. Uvažujme podmožinu A ⊂ exp X s uspořádánı́m ⊂. Co je infimem tohoto systému? Využijte
obdobný postup jako v řešenı́ přı́kladu 5.

27. Obdobně jako v přı́kladu 6 se pokuste najı́t množinu, která nemá infimum.

16)Ověřte, že je jednoznačně určeno, co je obrazem třı́dy [x]∼.



2. Reálná čı́sla, funkce reálné proměnné
V této kapitole zavádı́me množinu, na nı́ž stojı́ celá matematická analýza: množinu reálných

čı́sel. V literatuře lze nalézt různé způsoby zavedenı́ množiny reálných čı́sel. V zásadě je lze
rozdělit do třı́ kategoriı́: intuitivnı́, axiomatický a konstruktivnı́. Intuitivnı́ přı́stup spočı́vá v tom, že
se množina reálných čı́sel nedefinuje, pouze se konstatuje, že je tento pojem čtenáři intuitivně jasný
(např. ze střednı́ školy), a bez důkazu se vyjmenujı́ základnı́ vlastnosti reálných čı́sel. Axiomatický
přı́stup spočı́vá v tom, že se množina reálných čı́sel vymezı́ pomocı́ základnı́ch vlastnostı́. Součástı́
tohoto vymezenı́ obvykle bývá důkaz existence a jednoznačnosti — tedy že množina s danými
vlastnostmi existuje a je jediná. U konstruktivnı́ho přı́stupu se množina reálných čı́sel konstruuje
z jiné, intuitivně nebo axiomaticky zavedené množiny (např. přirozených čı́sel).

V tomto textu použı́váme axiomatický přı́stup a důkaz existence a jednoznačnosti zaváděné
množiny reálných čı́sel vynecháváme (kvůli jeho komplikovanosti a nepotřebnosti pro dalšı́ části
textu). Tento přı́stup tedy obsahuje prvky přı́stupu intuitivnı́ho (nepochybujeme o tom, že množina
reálných čı́sel existuje a že má uvedené vlastnosti) s tı́m, že jsme ubezpečeni o tom, že výčet
výchozı́ch vlastnostı́ množiny reálných čı́sel je úplný a bezesporný (vı́me, že z nich lze existenci
a jednoznačnost množiny reálných čı́sel dokázat).

Základnı́ roli v definici množiny reálných čı́sel hraje axiom spojitosti a v dalšı́m textu pak věta
o supremu, která je s tı́mto axiomem ekvivalentnı́.

Dále definujeme ostatnı́ základnı́ čı́selné množiny: množinu přirozených, celých, racionálnı́ch
a iracionálnı́ch čı́sel s tı́m, že otázku existence iracionálnı́ch čı́sel odsouváme na později.

Závěrem této kapitoly se zabýváme základnı́mi vlastnostmi funkcı́ reálné proměnné, jako
jsou monotonnost, extrémy, konvexnost, parita. Definujeme také základnı́ operace na množinách
funkcı́, afinnı́ a mocninné funkce.

2.1 Binárnı́ operace. Binárnı́ operacı́ na množině X rozumı́me libovolné zobrazenı́ z kartézského
součinu X × X do X. Hodnotu binárnı́ operace ∗ v bodě (x, y) ∈ X × X označujeme x ∗ y.

Necht’X je množina. Pak průnik, sjednocenı́ a rozdı́l množin definujı́ binárnı́ operace na množině exp X
(prvnı́ a druhá byly definovány v (1.2.1) a (1.3.6)). Tyto operace se značı́ (jak jinak) ∩, ∪ a \.

Označme YX množinu všech zobrazenı́ z X do Y. Pro libovolná dvě zobrazenı́ f, g ∈ XX platı́
g ◦ f ∈ XX . Kompozice zobrazenı́ tedy definuje binárnı́ operaci ◦ na množině XX .

Operace ∗ na množině X se nazývá komutativnı́, když pro každé dva prvky x, y ∈ X platı́

x ∗ y = y ∗ x, (2.1.1)

a asociativnı́, když pro každé tři prvky x, y, z ∈ X platı́

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (2.1.2)

(tuto hodnotu značı́me x ∗ y ∗ z).
Neutrálnı́m prvkem operace ∗ na množině X rozumı́me takový prvek e ∈ X, že pro každé

x ∈ X platı́

e∗ x = x,
x ∗ e = x. (2.1.3)

Věta 2.1. Každá binárnı́ operace má nejvýše jeden neutrálnı́ prvek.

19
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D ů k a z. Předpokládejme, že e1,e2 jsou dva neutrálnı́ prvky operace ∗. Z prvnı́ rovnice (2.1.3)
plyne, že e1 ∗ e2 = e2 (jelikož e1 je neutrálnı́ prvek), z druhé rovnice zase e1 ∗ e2 = e1 (jelikož e2
je neutrálnı́ prvek). Dostáváme e1 = e2.

Uvažujme operace průniku, sjednocenı́ a rozdı́lu množin na množině exp X. Z věty 1.1 plyne, že průnik
a sjednocenı́ jsou komutativnı́ a asociativnı́. Neutrálnı́m prvkem průniku je množina X (jelikož pro každé Y
platı́ X ∩ Y = Y ∩ X = Y), neutrálnı́m prvkem sjednocenı́ je prázdná množina (Y ∪ ∅ = ∅ ∪ Y = Y).
Operace rozdı́lu množin ukazuje, že neutrálnı́ prvek nemusı́ existovat (pro každé Y ⊂ X je Y \ Y = ∅;
odtud plyne, že jedině prázdná množina má šanci být neutrálnı́m prvkem. Jak se ovšem snadno ověřı́, bude
jı́m, jedině když X = ∅).

Má-li operace ∗ na množině X neutrálnı́ prvek e, pak inverznı́m prvkem (inverzı́) prvku x
(vzhledem k operaci ∗) nazveme takový prvek y, že

y ∗ x = e,
x ∗ y = e. (2.1.4)

Věta 2.2. Každý prvek množiny X s asociativnı́ operacı́ ∗ má vzhledem k této operaci nejvýše
jednu inverzi.
D ů k a z. Bud’te e neutrálnı́ prvek operace ∗ a y1, y2 dvě inverze prvku x ∈ X. Pak

y1 = y1 ∗ e = (e je neutrálnı́ prvek)
= y1 ∗ (x ∗ y2) = (y2 je inverze prvku x)
= (y1 ∗ x) ∗ y2 = (asociativita ∗)
= e∗ y2 = (y1 je inverze x)
= y2.

Inverznı́ prvek k prvku x je tedy u asociativnı́ch operacı́ určen jednoznačně. Obvykle jej
značı́me x−1. Z definice ihned plyne, že (x−1)−1

= x.
Důkaz předchozı́ věty nápadně připomı́ná důkaz věty 1.4. To nenı́ náhoda.
Je-li e neutrálnı́ prvek operace ∗, je e∗ e = e, a tedy e = e−1.
Je-li operace ∗ asociativnı́ a má-li každý z prvků x a y inverzi, pak má inverzi i prvek x ∗ y a platı́

(x ∗ y)−1
= y−1

∗ x−1. Je totiž:

(y−1
∗ x−1) ∗ (x ∗ y) = (y−1

∗ (x−1
∗ x)) ∗ y = (y−1

∗ e) ∗ y = e
a

(x ∗ y) ∗ (y−1
∗ x−1) = (x ∗ (y ∗ y−1)) ∗ x−1

= (x ∗ e) ∗ x−1
= e.

2.2 Pole. Množina X se nazývá pole, splňuje-li následujı́cı́ podmı́nky:
1. Na množině X je dána komutativnı́ a asociativnı́ operace s neutrálnı́m prvkem. Každý prvek

množiny X má vzhledem k této operaci inverzi.

Tuto operaci budeme značit + a nazývat sčı́tánı́ v poli X. Jejı́ neutrálnı́ prvek označı́me 0.
Inverznı́ prvek k prvku x označı́me −x.

2. Na množině X je dána komutativnı́ a asociativnı́ operace s neutrálnı́m prvkem různým od 0.
Každý prvek množiny X \ {0} má vzhledem k této operaci inverzi.

Tuto operaci budeme značit · a nazývat násobenı́ v poli X. Často budeme mı́sto x · y psát pouze
xy. Neutrálnı́ prvek označı́me 1 a inverznı́ prvek k prvku x označı́me x−1. Při zápisu budeme
dodržovat obvyklou přednost násobenı́ před sčı́tánı́m.

3. Pro každé tři prvky x, y, z ∈ X platı́ distributivnı́ zákon:

x(y + z) = xy + xz.
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Věta 2.3. Pro každé pole platı́: 1. 0 · x = 0 pro každý prvek x.
2. 0 nemá vzhledem k násobenı́ inverzi.
3. (−1)x = −x pro každý prvek x.
D ů k a z. 1. Předevšı́m, jelikož 0 + 0 = 0 (0 je vzhledem ke sčı́tánı́ neutrálnı́ prvek), máme
0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x (distributivnı́ zákon). Označı́me-li si tedy 0 · x = y, máme
y = y + y a

y = y + 0 = (0 je neutrálnı́ prvek)
= y + (y + (−y)) = (−y je inverze y)
= (y + y)+ (−y) = (asociativita sčı́tánı́)
= y + (−y) = (viz. výše)
= 0. (−y je inverze y)

2. Pro inverznı́ prvek nuly by platilo 0 · 0−1
= 1. Podle předchozı́ho bodu ovšem 0 · 0−1

= 0.
To je spor, protože z definice pole vı́me, že 0 6= 1.

3. Platı́

x + (−1) · x = 1 · x + (−1) · x = (1 je neutrálnı́ prvek)
= (1 + (−1)) · x = (komutativita násobenı́ a distributivita)
= 0 · x = (−1 je inverze 1)
= 0. (bod 1.)

To ovšem znamená, že inverzı́ prvku x vzhledem ke sčı́tánı́ (tedy prvkem −x) je prvek (−1)x.
Tı́m je důkaz hotov.

Mějme nynı́ na poli X dáno uspořádánı́ ≤. Řekneme, že toto uspořádánı́ je úplné, jestliže
pro každé dva prvky x, y ∈ X nastane alespoň jedna z možnostı́ x ≤ y a y ≤ x (prvky x a y
jsou srovnatelné). Dále řekneme, že toto uspořádánı́ je slučitelné (kompatibilnı́) se sčı́tánı́m a
násobenı́m v poli X, jestliže pro každé tři prvky x, y, z ∈ X platı́:

Jestliže x ≤ y, pak x + z ≤ y + z. (2.2.1)
Jestliže 0 ≤ x a 0 ≤ y, pak 0 ≤ xy. (2.2.2)

Pole X se nazývá uspořádané, je-li na něm dáno úplné uspořádánı́, slučitelné se sčı́tánı́m a
násobenı́m.1)

Ne každé pole je uspořádané. To znamená, že na něm neexistuje uspořádánı́ slučitelné s operacemi
v poli. Přı́kladem takového pole jsou komplexnı́ čı́sla, která čtenář zná ze střednı́ školy.

Připomeňme, že v uspořádané množině vztah x < y znamená, že x ≤ y a x 6= y.

Věta 2.4. V každém uspořádaném poli platı́: 1. 0 < 1.
2. Z x + z ≤ y + z plyne x ≤ y.
3. Z 0 < x plyne 0 < x−1.
4. Je-li 0 < z, pak jsou vztahy x ≤ y a xz ≤ yzekvivalentnı́.
D ů k a z. 1. Kdyby 0 6< 1, muselo by být 1 ≤ 0 (uspořádánı́ je úplné). Položı́me-li v (2.2.1) x = 1,
y = 0 a z = −1, dostaneme 1 + (−1) ≤ 0 + (−1), neboli (protože −1 je inverze 1 a 0 je neutrálnı́
prvek) 0 ≤ −1. Ted’položme v (2.2.2) x = −1 a y = −1. Dostaneme 0 ≤ (−1)(−1). Vı́me ale
(poznámka za větou 2.3), že (−1)(−1) = 1. Dostáváme tedy 0 ≤ 1, což spolu s předpokladem
1 ≤ 0 dává 1 = 0, a to je spor s definicı́ pole. Z předpokladu 0 6< 1 jsme vyvodili spor, platı́ tedy
0 < 1.

1)Úplnost uspořádánı́ v poli je podmı́nka natolik přirozená, že mı́váme sklon považovat ji za samozřejmost. Uvě-
domme si ovšem, že i v praxi se setkáváme s neúplnými uspořádánı́mi: Když na množině studentů položı́me s1 < s2
(s1 je horšı́ student, než s2), jestliže student s1 má horšı́ studijnı́ průměr než student s2, dostaneme neúplné uspořádánı́
(definované samosebou předpisem: s1 ≤ s2, jestliže s1 < s2 nebo s1 = s2). Pro dva různé studenty se stejným studijnı́m
průměrem totiž neplatı́ ani s1 < s2, ani s2 < s1 a samozřejmě ani s1 = s2.
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2. Podle (2.2.1) z x + y ≤ y + z plyne (x + z) + (−z) ≤ (y + z) + (−z), to ovšem (podle
asociativnı́ho zákona, proto, že −z je vzhledem ke sčı́tánı́ inverze z, a proto, že 0 je vzhledem ke
sčı́tánı́ neutrálnı́ prvek) znamená x ≤ y.

4. Předpokládejme, že x ≤ y. Pak podle (2.2.1) platı́ x + (−x) ≤ y+ (−x), čili 0 ≤ y+ (−x).
Nynı́ můžeme použı́t (2.2.2) na prvky x + (−y) a z (o kterém předpokládáme 0 ≤ z). Dostáváme
0 ≤ (y + (−x))z a podle distributivnı́ho zákona 0 ≤ yz + (−x)z. Ted’ si stačı́ uvědomit, že
(−x)z = −(xz) (to plyne z bodu 3 věty 2.3 a asociativity násobenı́), a aplikovat na nerovnost
0 ≤ yz+ (−(xz)) a prvek xzvztah (2.2.1). Tı́m je dokázáno, že z x ≤ y plyne xz ≤ yz.

Nynı́ můžeme snadno dokázat bod 3 Připust’me, že tvrzenı́ tohoto bodu neplatı́, tedy že existuje
prvek x takový, že sice 0 < x, ale 0 6< x−1 (existence prvku x−1 vyplývá z definice pole; je totiž
x 6= 0). To znamená, že x−1

≤ 0 (z úplnosti uspořádánı́) a (podle části bodu 4, kterou jsme již
dokázali) že x−1x ≤ 0x. Podle bodu 1 věty 2.3 máme 1 ≤ 0, což je spor s bodem 1 této věty,
který jsme již dokázali.

Zbývá nám dokázat druhou polovinu bodu 4: Je-li 0 < z, je také 0 < z−1, a z xz ≤ yzvyplývá
xzz−1

≤ yzz−1, což znamená x ≤ y.
Tı́m je celá věta dokázána.

Kromě sčı́tánı́ a násobenı́ zavádı́me v poli ještě odčı́tánı́: x − y = x + (−y) a dělenı́: x/y (nebo
x
y ) = xy−1 (pouze pro y 6= 0; 0−1 neexistuje).

Prvky x, splňujı́cı́ x > 0 (přı́padně x < 0) nazýváme kladné (přı́padně záporné). Pokud splňujı́
x ≥ 0 (přı́padně x ≤ 0), nazýváme je nezápornými (přı́padně nekladnými).

Jsou-li x, y dva prvky uspořádaného pole X, x ≤ y, pak množinu prvků z ∈ X takových,
že x < z < y nazýváme otevřeným intervalem s koncovými body x a y a označujeme (x, y).2)

Množinu prvků z ∈ X takových, že x ≤ z ≤ y, nazýváme uzavřeným intervalem s koncovými
body x a y a označujeme [x, y]. Množinu prvků z ∈ X takových, že x ≤ z < y (přı́padně
x < z ≤ y), nazýváme polootevřeným intervalem s koncovými body x a y, uzavřeným v x a
otevřeným v y (přı́padně otevřeným v x a uzavřeným v y) a označujeme [x, y) (přı́padně (x, y]).
Ve všech těchto přı́padech prvek y − x (který je určitě nezáporný), nazýváme délkou přı́slušného
intervalu.

Dále klademe (x,∞) = {y ∈ X | y > x}, [x,∞) = {y ∈ X | y ≥ x}, (−∞, x) = {y ∈

∈ X | y < x} a (−∞, x) = {y ∈ X | y ≤ x}. Tyto množiny nazýváme nevlastnı́ intervaly.
Občas se nám bude hodit toto označenı́: pro dvě množiny Y, Z ⊂ X pı́šeme Y ≤ Z, jestliže

pro každé prvky y ∈ Y a z ∈ Z platı́ y ≤ z. Podobně zavádı́me značenı́ Y < Z, Y ≥ Z a Y > Z.
Vztah {y} ≤ Z zapisujeme y ≤ Z (a podobně v ostatnı́ch přı́padech).

Pro množinu Y ⊂ X klademe −Y = {−y | y ∈ Y}. Pro dvě množiny Y, Z ⊂ X klademe
Y + Z = {y+ z | y ∈ Y, z ∈ Z}. Podobným způsobem definujeme množiny Y−1 (pokud 0 /∈ Y),
Y − Z, Y · Z a Y/Z (pokud 0 /∈ Z).

2.3 Reálná čı́sla. Řekneme, že uspořádané pole X je spojitě uspořádané, jestliže ke každým
dvěma neprázdným podmnožinám Y, Z ⊂ X takovým, že Y ≤ Z, existuje prvek x ∈ X, splňujı́cı́
podmı́nku Y ≤ x ≤ Z (axiom spojitosti).

Každé spojitě uspořádané pole se nazývá množina reálných čı́sel a označuje symbolem R.
Prvky množiny reálných čı́sel se nazývajı́ reálná čı́sla.

Abychom mohli zformulovat následujı́cı́ důležitou větu, uvedeme ještě definici, která by se
hodila spı́še do odstavce o uspořádaných množinách.

Podmnožina Y uspořádané množiny X se nazývá shora (zdola) ohraničená, má-li hornı́ (dolnı́)
závoru. Podmnožina, která je současně shora i zdola ohraničená, se nazývá ohraničená.

Věta 2.5 (o supremu). Každá neprázdná shora ohraničená podmnožina R má supremum.
D ů k a z. Necht’Y ⊂ R je neprázdná a shora ohraničená. Položme Z = {z ∈ R | Y ≤ z} (Z
je tedy množina všech hornı́ch závor množiny Y). Tato množina je rovněž neprázdná (Y je shora
ohraničená — má hornı́ závoru). Navı́c platı́ Y ≤ Z, takže podle axiomu spojitosti existuje prvek

2)Předpokládáme, že čtenář vždy rozlišı́, kdy se jedná o interval a kdy o uspořádanou dvojici.
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x ∈ X takový, že Y ≤ x ≤ Z. Jelikož Y ≤ x, je také x hornı́ závora množiny Y, tedy x ∈ Z.
Jelikož nadto x ≤ Z, je x = min Z. Dostáváme x = sup Y.

Následujı́cı́ Věta o infimu se dá dokázat stejným způsobem jako Věta o supremu.

Věta 2.6 (o infimu). Každá neprázdná zdola ohraničená podmnožina R má infimum.

Necht’ x, y ∈ R, x < y. Podle definice intervalu je y ≥ [x, y]. Současně ovšem platı́ y ∈ [x, y], což
znamená, že y = max[x, y]. Podle věty 1.9 je tedy y = sup[x, y].

Uvažujme nynı́ otevřený interval (x, y). Opět platı́, y ≥ (x, y), nicméně y /∈ (x, y). To znamená, že
y 6= max(x, y). Má interval (x, y) maximum? Kdyby bylo z = max(x, y), muselo by být z< y (to je totiž
jediná možnost, která zbývá). K takovému čı́slu ovšem vždy najdeme prvek intervalu (x, y), který je většı́.
Napřı́klad pro čı́slo u = (z + y)/23) platı́ z < u < y (ověřte!). To znamená, že z 6= max(x, y) a interval
(x, y) tedy nemá maximum.

Čı́slo y je ovšem hornı́ závorou intervalu (x, y), což, jak jsme ukázali před chvı́lı́, pro žádné menšı́ čı́slo
neplatı́. Máme tedy y = sup(x, y).

Následujı́cı́ věta uvádı́ často použı́vané kritérium existence suprema v R.

Věta 2.7. Necht’z ∈ R, X ⊂ R. Následujı́cı́ dvě podmı́nky jsou ekvivalentnı́:
1. z = sup X,
2. z ≥ X a ke každému y < z existuje x ∈ X takové, že y ≤ x ≤ z.
D ů k a z. Předpokládejme, že platı́ 1. Podle definice suprema je z ≥ X. Zvolme čı́slo y < z.
Kdyby neexistovalo x ∈ X s uvedenou vlastnostı́, bylo by y hornı́ závorou množiny X menšı́
než z, což je spor s 1.

Necht’platı́ podmı́nka 2. Prvnı́ jejı́ část řı́ká, že z je hornı́ závora množiny X. Druhá část zase,
že žádná hornı́ závora y nenı́ menšı́. Je tedy z nejmenšı́ hornı́ závora této množiny.

Podobná věta platı́ i pro infimum. Zkuste ji zformulovat a dokázat.

Poslednı́ věta tohoto odstavce řı́ká, že axiom spojitosti je ekvivalentnı́ s větou o supremu.

Věta 2.8. Necht’ X je uspořádané pole, jehož každá neprázdná shora ohraničená množina má
supremum. Pak X je spojitě uspořádané.
D ů k a z. Musı́me dokázat, že v X platı́ axiom spojitosti. Zvolme tedy dvě neprázdné podmnožiny
Y, Z ⊂ X, Y ≤ Z a hledejme prvek x ∈ X splňujı́cı́ podmı́nku Y ≤ x ≤ Z.

Jelikož množina Z je neprázdná, je množina Y shora ohraničená. Podle předpokladu věty tedy
má supremum. Ukážeme, že toto supremum splňuje podmı́nku Y ≤ sup Y ≤ Z. Prvnı́ část této
podmı́nky (Y ≤ sup Y) plyne okamžitě z definice suprema (sup Y je hornı́ závora množiny Y).
Druhá z věty 2.7: Kdyby pro nějaký prvek z ∈ Z platilo z < sup Y, existoval by prvek y ∈ Y
většı́ než z, což by byl spor s předpokladem Y ≤ Z. Můžeme tedy položit x = sup Y.

2.4 Přirozená čı́sla. Řekneme, že množina X ⊂ R je induktivnı́, jestliže 1 ∈ X a jestliže z x ∈ X
plyne x + 1 ∈ X.

Přı́klady induktivnı́ch množin: R, (0,∞), [1,∞).

Uvedeme nynı́ jednoduché tvrzenı́:

Lemma 2.9. Průnik libovolného systému induktivnı́ch množin je induktivnı́ množina.
D ů k a z. Necht’ S je systém induktivnı́ch množin. Ověřı́me, že množina ∩S je induktivnı́. Pro
libovolnou množinu X ∈ S platı́ 1 ∈ X (X je induktivnı́). Proto 1 ∈ ∩S. Jestliže x ∈ ∩S, pak
x ∈ X pro každé X. Jelikož každé X ∈ S je induktivnı́ množina, ležı́ x + 1 v každé množině
systému S. Platı́ tedy i x + 1 ∈ ∩S.

Množinou přirozených čı́sel nazýváme průnik systému všech induktivnı́ch podmnožin R. Zna-
čı́me ji N. Jejı́ prvky nazýváme přirozená čı́sla.

3)Ach! Čı́slo 2 jsme ovšem zatı́m nedefinovali. Honem to tedy napravı́me: položı́me 2 = 1 + 1; a k problému se ještě
později vrátı́me.
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Věta 2.10 (základnı́ vlastnosti množiny přirozených čı́sel). 1. N je induktivnı́.
2. (princip matematické indukce) Jestliže X ⊂ N je induktivnı́ množina, pak X = N.
3. N má nejmenšı́ prvek. Platı́ min N = 1.
4. Je-li n ∈ N, n 6= 1, pak n − 1 ∈ N.
5. Pro každé n ∈ N je (n,n + 1) ∩ N = ∅.
6. (dobré uspořádánı́) Každá neprázdná podmnožina N má nejmenšı́ prvek.
7. (Archimedova vlastnost) Pro každé x ∈ R existuje n ∈ N takové, že n > x.
D ů k a z. 1. Plyne z definice množiny přirozených čı́sel a předchozı́ho lemmatu.

2. Z definice množiny přirozených čı́sel plyne, že N ⊂ X.
3. Jelikož N je induktivnı́ množina, je 1 ∈ N. Jelikož množina [1,∞) je induktivnı́ (ověřte!),

je N ⊂ [1,∞). Každý prvek intervalu [1,∞) je ovšem většı́ nebo roven 1, totéž tedy platı́ i pro
prvky množiny N.

4. Necht’n 6= 1 a n− 1 /∈ N. Pak množina N \ {n} je induktivnı́ a máme N ⊂ N \ {n}. To ovšem
nastane jedině v přı́padě, že n /∈ N.

5. Využijeme princip matematické indukce. Necht’X je množina všech přirozených čı́sel n, pro
něž je (n,n + 1) ∩ N = ∅. Dokážeme, že tato množina je induktivnı́:

Nejprve je třeba ukázat, že 1 ∈ X. Položme Y = {1} ∪ [2,∞). Tato množina je induktivnı́
(ověřte), platı́ tedy N ⊂ Y. Navı́c, jak snadno plyne z definice intervalů, Y ∩ (1, 2) = ∅. To
znamená, že (1, 2) ∩ N = ∅, a tedy 1 ∈ X.

Nynı́ předpokládejme, že n ∈ X, a připust’me, že n + 1 /∈ X, tedy že existuje přirozené čı́slo x,
ležı́cı́ v intervalu (n+ 1,n+ 2). Platı́ n+ 1 < x < n+ 2 (z definice otevřeného intervalu) a x 6= 1
(podle bodu 3.). Je tedy x −1 ∈ N (podle bodu 4.) a n < x −1 < n+1. To je spor s předpokladem
n ∈ X. Je tedy i n + 1 ∈ X.

Dokázali jsme tedy, že množina X je induktivnı́. Z principu matematické indukce nynı́ plyne,
že X = N. To je ovšem přesně to, co jsme měli dokázat.4)

6. Bud’Y ⊂ N podmnožina, která nemá nejmenšı́ prvek. Položme X = {n ∈ N | n < Y}.5)

Platı́ X ∩ Y = ∅. Ukážeme, že množina X je induktivnı́:
Jelikož 1 je nejmenšı́ přirozené čı́slo (bod 3.), musı́ být 1 < Y nebo 1 ∈ Y. Druhý přı́pad ovšem

nenastává, jinak by totiž 1 byla nejmenšı́m prvkem množiny Y (která nejmenšı́ prvek nemá). Je
tedy 1 < Y, neboli 1 ∈ X.

Nynı́ předpokládejme, že n ∈ X (platı́ tedy n < Y) a podı́vejme se, zda n + 1 ∈ X. Mezi
čı́sly n a n + 1 neležı́ žádný prvek množiny Y (bod 5.) a čı́slo n + 1 také nenı́ jejı́m prvkem —
jinak by totiž bylo jejı́m nejmenšı́m prvkem. Odtud ovšem plyne, že n+1 < Y, neboli n+1 ∈ X.

Tı́m jsme dokázali, že množina X je induktivnı́. Podle principu matematické indukce tedy
X = N, což znamená, že Y = ∅ (množiny X a Y jsou disjunktnı́). Tı́m jsme dokázali, že jedině
prázdná podmnožina množiny N nemá nejmenšı́ prvek.

7. Předpokládejme, že podmnožina všech reálných čı́sel x takových, že pro každé n ∈ N platı́
n ≤ x je neprázdná, a označme si ji X. Máme N ≤ X a podle axiomu spojitosti existuje prvek
x ∈ R takový, že N ≤ x ≤ X. Určitě neplatı́ x ∈ N (to by bylo i x + 1 ∈ N, což je ve sporu
s N ≤ x) a tedy ani x − 1 /∈ N (to by bylo ve sporu s x /∈ N). Nynı́ ovšem vidı́me, že x − 1 > N
(interval (x − 1, x) nepochybně žádné přirozené čı́slo neobsahuje; čı́slo o 1 většı́ by totiž bylo
většı́ než x), a dostáváme se do sporu: Před chvı́lı́ jsme tvrdili, že x ≤ X, a ted’ nám vycházı́
x − 1 ∈ X. Tento spor dokazuje, že množina X je prázdná.

Tı́m je věta dokázána.

Označenı́ některých přirozených čı́sel: 2 = 1+1, 3 = 2+1, 4 = 3+1, 5 = 4+1, 6 = 5+1, 7 = 6+1,
8 = 7+1, 9 = 8+1. Dalšı́ přirozená čı́sla se dajı́ jednoznačně vyjádřit pomocı́ dekadického zápisu, kterým
se ovšem na tomto mı́stě nebudeme zabývat.

Pro n ∈ N označujeme {1, . . . ,n} = {m ∈ N | m ≤ n}. Existuje-li bijekce mezi množinou X a
touto množinou, řı́káme, že množina X má n prvků. Množina se nazývá konečná, když je prázdná

4)Co jsme měli dokázat?
5)Co znamená n < Y?
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nebo existuje čı́slo n ∈ N takové, že tato množina má n prvků. Ostatnı́ množiny se nazývajı́
nekonečné.

Nynı́ můžeme uvést pojem uspořádané n-tice, který je zobecněnı́m pojmu uspořádané dvo-
jice. Necht’ n je přirozené čı́slo. Předpokládejme, že pro každé čı́slo i ∈ {1, . . . ,n} máme dán
objekt xi .6) Uspořádaná n-tice objektů x1, . . . , xn je objekt označovaný (x1, . . . , xn) takový, že
rovnost (x1, . . . , xn) = (x′

1, . . . , x′
n) nastane, právě když pro každé čı́slo i ∈ {1, . . . ,n} platı́

xi = x′

i .
Kartézským součinem množin X1, . . . , Xn rozumı́me množinu

X1 × . . .× Xn = {(x1, . . . , xn) | x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn}. (2.4.1)

Speciálně, jestliže pro každé i ∈ {1, . . . ,n} je Xi = X, pı́šeme

X1 × . . .× Xn = Xn. (2.4.2)

Tuto množinu nazýváme n-tou kartézskou mocninou množiny X.
Pro i ∈ {1, . . . ,n} definujeme i -tou kartézskou projekci pri : X1 × . . .× Xn → Xi předpisem

pri (x1, . . . , xn) = xi . (2.4.3)

Necht’X je množina. Libovolné zobrazenı́ a: N → X se nazývá posloupnost prvků množiny X.
Pro n ∈ N označujeme an = a(n) a posloupnost a zapisujeme (an), nebo (an)n∈N.

2.5 Celá, racionálnı́ a iracionálnı́ čı́sla. Množinu Z = −N∪{0}∪N nazýváme množinou celých
čı́sel. Množinu Q = {p ·q−1

| p ∈ Z a q ∈ N} nazýváme množinou racionálnı́ch čı́sel. Množinu
I = R\Q nazýváme množinou iracionálnı́ch čı́sel. Prvky těchto množin nazýváme (po řadě) celá,
racionálnı́ a iracionálnı́ čı́sla.

Věta 2.11. V každém otevřeném intervalu v R délky většı́ než 1 ležı́ celé čı́slo.
D ů k a z. Necht’x, y ∈ R, y − x > 1. Hledáme celé čı́slo p takové, že p ∈ (x, y).

1. Předpokládejme, že x ≥ 0 a označme X množinu přirozených čı́sel většı́ch než x. Tato
množina je neprázdná (to plyne z Archimédovy vlastnosti množiny N — věta 2.10) a má nejmenšı́
prvek (tatáž věta, bod 6.). Položme p = min X. Platı́ p− x ≤ 1 (jinak by bylo p− 1 ∈ X), a tedy
p < x.

2. Jestliže x < 0 a y > 0, pak podmı́nce vyhovuje 0.
3. Jestliže y ≤ 0 (tı́m pádem x < 0), pak interval (−y,−x) obsahuje přirozené čı́slo (to jsme

ukázali v prvnı́m bodě), řekněme n. Čı́slo p = −n ležı́ v intervalu (x, y).

Věta 2.12. V každém neprázdném otevřeném intervalu v R ležı́ racionálnı́ čı́slo.
D ů k a z. Necht’x, y ∈ R, x < y. Hledáme racionálnı́ čı́slo p · q−1 takové, že p · q−1

∈ (x, y).
Řešı́me tedy dvojici nerovnic

x < p · q−1 < y. (2.5.1)

S těmito nerovnicemi je ekvivalentnı́7) podmı́nka

qx < p < qy. (2.5.2)

Nynı́ budeme postupovat takto: Najdeme přirozené čı́slo q tak, aby délka intervalu (qx,qy)
byla většı́ než 1. Pak, podle věty 2.11, bude zaručena existence celého čı́sla p, které v tomto
intervalu ležı́. Bude tedy splněno (2.5.2) a tı́m i (2.5.1).

Podmı́nka, kterou musı́ splňovat hledané přirozené čı́slo q, je

6)Často řı́káme prostě: Mějme dány objekty x1, . . . , xn.
7)Dvojice (p,q) splňuje (2.5.1), právě když platı́ (2.5.2).
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qy − qx > 1. (2.5.3)

Ta je ovšem ekvivalentnı́ podmı́nce

q >
1

y − x
. (2.5.4)

Hledané čı́slo q tedy existuje, vyplývá to z Archimédovy vlastnosti.
Tı́m je důkaz ukončen.

Podobná věta platı́ i pro iracionálnı́ čı́sla; zatı́m ovšem nenı́ v našich silách ji dokázat. Zatı́m, popravdě
řečeno, ani nevı́me, zda vůbec nějaké iracionálnı́ čı́slo existuje. (Všimli jste si?)

Přı́ležitostně budeme použı́vat následujı́cı́ pojmy, vztahujı́cı́ se k celým čı́slům: dělitelnost čı́sel, zbytek
po dělenı́, soudělná a nesoudělná, sudá a lichá čı́sla. Věřı́me, že definice všech těchto pojmů, stejně jako
jejich základnı́ vlastnosti, je čtenář schopen zformulovat sám.

Kontrolnı́ otázky

1. Je prázdná množina ohraničená? Existuje jejı́ maximum a minimum?

2. Z čeho vyplývá, že existuje v R čı́slo, které nenı́ přirozené?

3. Z čeho vyplývá, že existuje v R čı́slo, které nenı́ celé?

4. Z čeho vyplývá, že existuje v R čı́slo, které nenı́ racionálnı́?

5. Je největšı́ prvek podmnožiny v R určen jednoznačně?

6. Jaký je vztah suprema a maxima množiny v R?

2.6 Funkce reálné proměnné. Funkcı́ reálné proměnné rozumı́me libovolné zobrazenı́ f : X →

→ R, kde X ⊂ R (někdy pı́šeme f : X ⊂ R → R).
Funkce f : X ⊂ R → R se nazývá shora ohraničená (zdola ohraničená, ohraničená) na

množině X′
⊂ X, je-li taková množina f (X′) ⊂ R.

Největšı́ hodnotou (maximem) funkce f : X ⊂ R → R na množině X′
⊂ X nazýváme

čı́slo max f (X′) (označenı́: maxx∈X′ f (x)). Řekneme, že funkce f této hodnoty nabývá v bodě
x ∈ X′, jestliže f (x) = max f (X′) (jestliže existuje maximum, existuje i tento bod; platı́ totiž
max f (X′) ∈ f (X′)).

Podobně: Nejmenšı́ hodnotou (minimem) funkce f : X ⊂ R → R na množině X′
⊂ X nazýváme

čı́slo min f (X′) (označenı́: minx∈X′ f (x)). Řekneme, že funkce f této hodnoty nabývá v bodě
x ∈ X′, jestliže f (x) = min f (X′).

Řekneme, že maximum (přı́padně minimum) funkce f na množině X′
⊂ X je ostré, jestliže

existuje právě jeden bod této množiny, v němž funkce maxima (přı́padně minima) nabývá. Je-li
takových bodů vı́c, řı́káme, že maximum (minimum) je neostré.

Maximum a minimum se souhrnně nazývajı́ extrémy.

Jak už jsme řekli, bod, v němž funkce maxima nebo minima na dané množině nabývá, vždy existuje. To
ale nemusı́ platit o supremu a infimu:

Supremem funkce f : X ⊂ R → R na množině X′
⊂ X nazýváme čı́slo sup f (X′) (ozna-

čenı́: supx∈X′ f (x)). Infimem funkce f na množině X′ nazýváme čı́slo inf f (X′) (označenı́:
infx∈X′ f (x)).

Řekneme, že funkce f : X ⊂ R → R je na množině X′
⊂ X rostoucı́ (nerostoucı́, klesajı́cı́,

neklesajı́cı́), jestliže pro každé dva body x, y ∈ X′, x < y, platı́ f (x) < f (y) ( f (x) ≥ f (y),
f (x) > f (y), f (x) ≤ f (y)). Je-li funkce f rostoucı́ (nerostoucı́, klesajı́cı́, neklesajı́cı́) na celé
množině X, nazývá se prostě rostoucı́ (nerostoucı́, klesajı́cı́, neklesajı́cı́). Souhrnně se takové
funkce nazývajı́ monotonnı́. Funkci, která je rostoucı́ nebo klesajı́cı́ řı́káme pojemryze monotonnı́.
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Řekneme, že funkce f : X ⊂ R → R je konvexnı́ na intervalu I ⊂ X, jestliže pro každé tři
body x, y, z ∈ I , x < y < z, platı́

f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x) ≥ 0. (2.6.1)

Řekneme, že funkce f : X ⊂ R → R je konkávnı́ na intervalu I ⊂ X, jestliže pro každé tři body
x, y, z ∈ I , x < y < z, platı́

f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x) ≤ 0. (2.6.2)

Je-li definičnı́ obor funkce interval a je-li funkce na tomto intervalu konvexnı́ (konkávnı́), nazývá
se prostě konvexnı́ (konkávnı́).

Funkce f : X ⊂ R → R se nazývá sudá (lichá), jestliže pro každý bod x ∈ X platı́ −x ∈ X a
f (−x) = f (x) ( f (−x) = f (−x)).

Funkce f : X ⊂ R → R se nazývá periodická, jestliže existuje čı́slo p > 0 takové, že x ∈ X,
právě když x + p ∈ X, a jestliže x ∈ X, pak f (x + p) = f (x). Čı́slo p se nazývá perioda
funkce f .

Funkce f : X ⊂ R → R taková, že množina f (X) je jednoprvková, se nazývá konstantnı́.
Je-li f (X) = {c}, pı́šeme f = c.8) Konstantnı́ funkce, stejně jako funkce idR, jsou speciálnı́m
přı́padem afinnı́ch funkcı́. Funkce f : R → R se nazývá afinnı́, existujı́-li čı́sla p,q ∈ R taková,
že pro každé x ∈ R platı́ f (x) = px + q.

Množina Y ⊂ R2 se nazývá přı́mka, existujı́-li čı́sla a,b ∈ R, ne současně rovna nule, taková,
že

Y = {(x, y) ∈ R2
| ax + by = 0} (2.6.3)

Souvislost afinnı́ch funkcı́ s přı́mkami je jednoduchá:

Věta 2.13. Funkce f : R → R je afinnı́, právě když je jejı́ graf přı́mka.
D ů k a z. Důkaz si čtenář jistě rád udělá sám.

Uvedená věta neřı́ká, že každá přı́mka je grafem nějaké funkce!
Afinnı́ funkce f (x) = px + q je rostoucı́, právě když je p > 0, a klesajı́cı́, právě když je p < 0.9)

Ukážeme prvnı́ část tohoto tvrzenı́: Předpokládejme, že funkce f je rostoucı́. Pak musı́ platit f (0) < f (1)
(podle definice rostoucı́ funkce), což ovšem vede k q < p + q, neboli p > 0. Naopak, necht’ p > 0. Pak
pro libovolné x, y ∈ R, x < y, platı́ px < py, čili px + q < py + q, což znamená, že f (x) < f (y) a
funkce f je rostoucı́.

Každá afinnı́ funkce je konvexnı́ i konkávnı́. Pro libovolné tři body x1, x2, x3 ∈ R totiž platı́

f (x1)(x3 − x2)+ f (x2)(x1 − x3)+ f (x3)(x2 − x1) =

= (px1 + q)(x3 − x2)+ (px2 + q)(x1 − x3)+ (px3 + q)(x2 − x1) =

= p(x1x3 − x1x2)+ q(x3 − x2)+ p(x2x1 − x2x3)+ q(x1 − x3)+

+ p(x3x2 − x3x1)+ q(x2 − x1) =

= p(x1x3 − x1x2 + x2x1 − x2x3 + x3x2 − x3x1)+ q(x3 − x2 + x1 − x3 + x2 − x1) =

= 0.

Pokusme se nynı́ vyjasnit definici konvexnı́ funkce. Označme y1 = f (x1), y2 = f (x2), y3 = f (x3),
kde x1 < x2 < x3. Podmı́nka (2.6.1) v nı́ž se zvolı́ x = x1, y = x2 a z = x3 se dá přepsat na

x1 x2 x3

y1
y2

y3

g(x2)
g

f

y2 ≤
y1(x3 − x2)+ y3(x2 − x1)

x3 − x1
. (2.6.4)

Položı́me-li

8)Napřı́klad symbolem 2 tedy někdy označujeme čı́slo a někdy konstantnı́ funkci!
9)Definice funkce f , kterou jsme na tomto mı́stě uvedli, je neúplná: neuvedli jsme ani definičnı́ obor, ani obor hodnot

této funkce. Dohodněme se, že v takových přı́padech bude definičnı́m oborem množina všech reálných čı́sel, která lze
do pravé strany předpisu dosadit (v našem přı́padě tedy R), a oborem hodnot množina R. V přı́padě nejasnostı́ ovšem
musı́me být schopni kdykoli uvést přesnou definici!
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g(x) =
y1(x3 − x)+ y3(x − x1)

x3 − x1
, (2.6.5)

dostaneme afinnı́ funkci g: R → R (to se snadno zjistı́ úpravou
vztahu (2.6.5)), pro kterou platı́ g(x1) = y1, g(x3) = y3 (dosazenı́m
do (2.6.5)) a g(x2) ≥ y2 z (2.6.4). Dostáváme tedy tento výsledek:
funkce f je konvexnı́ na intervalu I , právě když pro každé tři body
x1, x2, x3, x1 < x2 < x3, platı́ f (x2) ≤ g(x2), kde g je afinnı́
funkce, jejı́mž grafem je přı́mka, procházejı́cı́ body (x1, f (x1)) a
(x3, f (x3)).

Necht’ f, g: X ⊂ R → R jsou dvě funkce. Funkci ( f + g): X → R, definovanou pro každé
x ∈ X předpisem ( f + g)(x) = f (x) + g(x), nazýváme součtem funkcı́ f a g. Součinem
těchto funkcı́ nazýváme funkci ( f · g): X → R, definovanou pro každé x ∈ X předpisem
( f · g)(x) = f (x) · g(x). Tı́m jsme definovali operace sčı́tánı́ a násobenı́ na množině RX .

Množina RX s těmito operacemi ovšem nenı́ pole. Které podmı́nky z definice pole nesplňuje?

Uspořádánı́ na množině RX je definováno takto: Klademe f ≤ g, právě když pro každé x ∈ X
platı́ f (x) ≤ g(x).

Ověřte, že takto definovaná relace na RX je skutečně uspořádánı́. Je toto uspořádánı́ úplné?

Mocninná funkce se definuje pomocı́ konečného počtu násobenı́.
Při definici mocninné funkce postupujeme takto: pro každé čı́slo x ∈ R položı́me

x1
= x,

x2
= x · x.

(2.6.6)

Dostaneme funkce pow1: R → R a pow2: R → R, definované pro každé x ∈ R předpisy pow1(x) = x
a pow2(x) = x2. Tyto definice pak zobecnı́me na libovolné přirozené čı́slo tı́m, že pro každé n ∈ N a x ∈ R
položı́me xn+1

= xn
· x a pown+1 = xn+1. Tento postup je založený na principu matematické indukce

a k jeho použitı́ nás opravňuje následujı́cı́ věta:

Věta 2.14. Existuje právě jedna posloupnost funkcı́ (pown)n∈N, pown: R → R taková, že

pow1 = idR (2.6.7)

a pro každé n ∈ N,

pown+1 = idR · pown . (2.6.8)

D ů k a z. Lze provést pomocı́ principu matematické indukce. (Ukáže se, že množina všech
přirozených čı́sel m takových, že pro každé n ∈ {1, . . . ,m} existuje právě jedna funkce pown tak,
že jsou splněny podmı́nky (2.6.7) a (2.6.8), je induktivnı́.)

Funkce pown z předchozı́ věty se nazývá mocninná funkce s exponentem n. Hodnota této
funkce v bodě x se označuje xn.

Mocninná funkce má následujı́cı́ základnı́ vlastnosti:

Věta 2.15. Pro každé m,n ∈ N platı́:
1. powm · pown = powm+n.
2. powm ◦ pown = powm·n.
3. Je-li n liché, je funkce pown lichá. Je-li n sudé, je funkce pown sudá.
4. Funkce pown je na intervalu (0,∞) rostoucı́.
5. Je-li x > 1 a m> n, je xm > xn. Je-li 0 < x < 1 a m> n, je xm < xn.
D ů k a z. 1. Necht’ n ∈ N. Ukážeme, že množina X všech čı́sel m ∈ N, pro která platı́
powm · pown = powm+n, je induktivnı́. Prvnı́ podmı́nka definice induktivnı́ množiny řı́ká, že má
platit pow1 · pown = pow1+n. Je tedy splněna (podle (2.6.7) a (2.6.8)) a máme 1 ∈ X. Druhá
podmı́nka řı́ká, že z powm · pown = powm+n musı́ plynout powm+1 · pown = powm+1+n. To je
ovšem splněno, opět dı́ky (2.6.7) a (2.6.8).
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2. Důkaz tohoto vztahu necháme na čtenáři (je třeba postupovat podobně, jako v prvnı́m
přı́padě).

3. Necht’X je množina všech přirozených čı́sel, pro která tvrzenı́ platı́. Jelikož funkce pow1 =

= idR je lichá, 1 ∈ X. Předpokládejme, že n je liché čı́slo a funkce pown lichá. Pak pown+1 =

= idR · pown a funkce pown+1 je sudá (jako součin dvou lichých funkcı́ — viz cvičenı́ 27 k teto
kapitole). Podobně, je-li čı́slo n sudé a funkce pown sudá, je funkce pown+1 rovna součinu liché
a sudé funkce a je lichá. Celkově, n + 1 ∈ X.

4. Opět využijeme princip matematické indukce.10) Pro n = 1 je pown = idR, což je ros-
toucı́ funkce. Nynı́ necht’n ∈ N. Je-li funkce pown na intervalu (0,∞) rostoucı́, pak pro každé
x, yB R∈(0,∞), x < y, platı́

xn+1
= x · xn < (definice funkce pown+1)
< y · xn < (jelikož xn > 0 a x < y)
< y · yn

= (y > 0 a pown je rostoucı́)
= yn+1 (definice funkce pown+1)

a funkce pown+1 je na intervalu (0,∞) rostoucı́.
5. Je-li x > 1, je xn+1 > xn — to plyne z věty 2.4, tvrzenı́ 4, s neostrou nerovnostı́ nahrazenou

ostrou11) (viz cvičenı́ 7). Podobně, je-li k ∈ N, k > 1 a x > 1, xn+k > xn, pak xn+k+1 > xn. Prvnı́
část tvrzenı́ tedy plyne z principu matematické indukce. Druhá část tvrzenı́ se dokáže podobně.

Na závěr uvedeme ještě několik přı́kladů funkcı́.
Absolutnı́ hodnotou reálného čı́sla x nazýváme čı́slo |x|, které je rovno x, je-li x ≥ 0, a −x,

jestliže x < 0. Dostáváme funkci | · |: R → R.
Celou částı́ [x] reálného čı́sla x nazýváme největšı́ celé čı́slo, které je menšı́ nebo rovno x.

Dostáváme funkci [·]: R → R.
Pro reálné čı́slo x klademe χ(x) = 0, je-li x ∈ I, a χ(x) = 1, je-li x ∈ Q. Dostáváme

Dirichletovu funkci χ : R → R.
Riemannova funkce %: R → R je definována takto: Jestliže x ∈ I, je %(x) = 0. Jestliže

x ∈ Q, pak existuje celé čı́slo p a přirozené čı́slo q, která jsou nesoudělná a x = p/q. Klademe
%(x) = 1/q.

Kontrolnı́ otázky

1. Jaký je rozdı́l mezi oborem hodnot a obrazem zobrazenı́ (funkce)?

2. Existuje funkce, která je současně sudá i lichá?

3. Musı́ mı́t každá funkce supremum, přı́padně maximum?

4. Existuje funkce, která je současně rostoucı́ i klesajı́cı́? Existuje funkce, která je současně
rostoucı́ i klesajı́cı́, i v přı́padě, že jejı́ definičnı́ obor má vı́ce než jeden bod.

5. Existuje funkce, která je současně nerostoucı́ i neklesajı́cı́?

Přı́klady

1. Rozhodněte, které z množin N,Z,Q, I s operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ jsou pole a která z nich
jsou spojitě uspořádaná.

10)Co bychom si bez něj počali?
11)Znaménkům ≤ a ≥ se někdy řı́ká neostrá nerovnost, znaménkům < a > ostrá.
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Řešenı́: Dokážeme, že množina Z s operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ celých čı́sel nenı́ pole. Budeme
ověřovat podmı́nky uvedené v definici pole. Sčı́tánı́ na množině Z je komutativnı́ a asociativnı́
operace s neutrálnı́m prvkem 0 (a to je celé čı́slo) taková, že každé celé čı́slo má vzhledem k této
operaci inverzi v množině Z (čı́slo opačné). Násobenı́ na množině Z je komutativnı́ a asociativnı́
operace s neutrálnı́m prvkem 1, ale existuje celé čı́slo různé od 0 takové, že nemá v Z vzhledem
k této operaci inverzi. Z s operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ nenı́ pole. Ostatnı́ přı́pady necháváme na
čtenáři.

Podı́vejme se, zda pole Q s operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ je spojitě uspořádané. Zvolme
libovolně čı́slo z ∈ I a uvažujme dvě podmnožiny X,Y množiny Q: X = {r ∈ Q | r < z}
a Y = {r ∈ Q | r > z} Množiny X,Y jsou neprázdné a platı́ X ≤ Y. Předpokládejme, že
existuje x ∈ Q takové, že X ≤ x ≤ Y. Potom ale bud’x > z nebo x < z (možnost x = z nastat
nemůže protože z ∈ I a x ∈ Q). Pokud x > z, tak v intervalu (z, x) existuje nějaké racionálnı́
čı́slo (věta 2.12), a neplatı́ tedy x ≤ Y. Pokud x < z, tak podle stejné věty existuje nějaké
racionálnı́ čı́slo v intervalu (x, z), a neplatı́ tedy X ≤ x. Z předpokladu, že existuje racionálnı́
čı́slo s uvedenou vlastnostı́, jsme tedy v obou přı́padech dostali spor. Takové racionálnı́ čı́slo tedy
neexistuje a Q nenı́ spojitě uspořádané pole.12)

2. Uvažujme Dirichletovu funkci χ . Najděte funkce χ2, [] ◦ χ , χ(1 − χ), χ ◦ χ , χ ◦ [].
Řešenı́: Ukážeme, že χ(1 − χ) = 0. Pokud x ∈ Q, tak χ(x) = 0 a tedy (χ(1 − χ))(x) =

= 0(1 − 0) = 0. Pokud x ∈ I, tak χ(x) = 1 a tedy (χ(1 −χ))(x) = 1(1 − 1) = 0. Zbylé přı́pady
necháváme čtenáři.

3. Dokažte, že funkce f : R → R, f (x) = x − |x| je na intervalu (−∞, 0] rostoucı́ a na intervalu
[0,∞) konstatnı́.
Řešenı́: Bud’te x, y ∈ (−∞, 0) taková, že x < y. Potom f (x) = x−|x| = x−(−x) = x+x = 2x,
obdobně f (y) = 2y tedy platı́ f (x) < f (y). To ovšem znamená, že funkce f je na intervalu
(−∞, 0) rostoucı́.

Necht’x ≥ 0. Potom f (x) = x − |x| = x − x = 0. To znamená, že funkce f je na intervalu
[0,∞) konstantnı́.

4. Uvažujme stejnou funkci, jako v předcházejı́cı́m přı́kladě. Dokažte, že tato funkce je na R
konkávnı́.
Řešenı́: Máme dokázat, že pro každé tři body x, y, z takové, že x < y < z, platı́

f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x) ≤ 0

Nynı́ mohou nastat následujı́cı́ možnosti:
1. x, y, z ∈ (−∞, 0). Potom

f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x) =

= (x − (−x))(z − y)+ (y − (−y))(x − z)+ (z − (−z))(y − x) =

= 2x(z − y)+ 2y(x − z)+ 2z(y − x) =

= 2(xz− xy + yx − yz+ zy− zx) =

= 0.

2. x, y ∈ (−∞, 0) a z ∈ [0,∞). Potom

f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x) =

= (x − (−x))(z − y)+ (y − (−y))(x − z)+ (z − z)(y − x) =

= 2x(z − y)+ 2y(x − z)+ 0(y − x) =

= 2(xz− xy + yx − yz) =

= 2z(x − y)
≤ 0.

12)Tento důkaz je tedy založen na existenci alespoň jednoho iracionálnı́ho čı́sla. To jsme sice zatı́m neukázali, ale
časem na to dojde.
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3. x ∈ (−∞, 0) a y, z ∈ [0,∞). Potom

f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x) =

= (x − (−x))(z − y)+ (y − y)(x − z)+ (z − z)(y − x) =

= 2x(z − y)+ 0(x − z)+ 0(y − x) =

= 2x(z − y) ≤

≤ 0.

4. x, y, z ∈ [0,∞). Potom

f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x) =

= (x − x)(z − y)+ (y − y)(x − z)+ (z − z)(y − x) =

= 0(z − y)+ 0(x − z)+ 0(y − x) =

= 0.

Jak je vidět, ve všech přı́padech jsme zjistili, že f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x) ≤ 0.
Z definice vyplývá, že uvedená funkce je konkávnı́.

5. Bud’ f : R \ {0} → R,

f (x) =
x

|x|
.

Zjistěte, je-li funkce f sudá, lichá.
Řešenı́: Pro každé x ∈ R \ {0} platı́

f (−x) =
−x

| − x|
= −

x

|x|
= − f (x).

To znamená, že funkce f je lichá. Zároveň ale

f (1) =
1
|1|

=
1
1 = 1,

a tedy f nenı́ sudá (proč?).

6. Necht’ f : R → R, f (x) = 2+(−1)[x]. Dokažte, že funkce f je periodická, a určete jejı́ periodu.
Řešenı́: Pro každé x ∈ R platı́ [x] ≤ x < [x] + 1, a tedy [x] + 2 ≤ x + 2 ≤ [x] + 2 + 1. [x] + 2
je tedy největšı́ celé čı́slo, které nenı́ většı́ než x + 2, a tedy [x + 2] = [x] + 2. Dostáváme

f (x + 2) = 2 + (−1)[x+2]
=

= 2 + (−1)[x]+2
=

= 2 + (−1)[x](−1)2 =

= 2 + (−1)[x]
=

= f (x).

Funkce f je tedy periodická s periodou 2.

Cvičenı́

1. Je skládánı́ zobrazenı́ komutativnı́ operace?

2. Uved’te přı́klad neasociativnı́ binárnı́ operace.

3. Co je neutrálnı́m prvkem operace sjednocenı́, průnik, rozdı́l podmnožin množiny X a kompozice
zobrazenı́ z X do X?
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4. Uvažujme množinu exp X s operacı́ sjednocenı́. Má každý prvek Y ∈ exp X inverzi vzhledem
k uvažované operaci?

5. Řekneme, že dvě celá čı́sla m,n jsou v relaci ∼, jestliže jejich rozdı́l je celočı́selný ná-
sobek trojky. Ověřte, že se jedná o ekvivalenci. Přı́slušnou faktorovou množinu označı́me
Z3 a jednotlivé třı́dy rozkladu 0̄ = [0]∼, 1̄ = [1]∼, 2̄ = [2]∼. Na množině Z3 definu-
jeme operaci sčı́tánı́ takto: [m]∼ + [n]∼ = [m + n]∼. Operaci násobenı́ definujeme stejně:
[m]∼ ·[n]∼ = [m·n]∼. Ověřte, že tyto operace jsou korektně definovány.13) Ověřte, že množina Z3
s takto definovanými operacemi je pole. Uvažujme na množině Z3 relaci ≤≤, jejı́ž graf je množina
{(0̄, 0̄), (1̄, 1̄), (2̄, 2̄), (0̄, 1̄), (0̄, 2̄), (1̄, 2̄), }. Ověřte, že se jedná o uspořádánı́. Zjistěte, zda je toto
uspořádánı́ slučitelné se zmı́něnými operacemi sčı́tánı́ a násobenı́.

6. Dokažte, že pro každá dvě x, y ∈ R jsou vztahy x ≤ y, 0 ≤ y − x, x − y ≤ 0 a −y ≤ −x
ekvivalentnı́.

7. Dokažte, že pro každá tři reálná čı́sla x, y, z ∈ R platı́:

a) Jestliže x < y, pak x + z< y + z. b) Jestliže 0 < x a 0 < y, pak 0 < xy.

c) Jestliže 0 < z, jsou vztahy x < y a xz< yzekvivalentnı́.
8. Dokažte, že množina N je nekonečná.

9. Dokažte, že každá konečná pomnožina R má maximum a minimum.

10. Ukažte, že pro každá dvě reálná čı́sla x, y platı́:

a) (−x) · (−y) = xy; b) | − x| = |x|;

c) |xy| = |x| · |y|; d) |x + y| ≤ |x| + |y|;

e) ||x| − |y|| ≤ |x − y|.
11. Ukažte, že pro každá tři reálná čı́sla x, y, z platı́: Jestliže x < y a z< 0, pak xz> yz.

12. Ukažte, že pro každá tři reálná čı́sla x, y, ε, ε > 0 platı́: |x − y| < ε právě tehdy, když x ∈

∈ (y − ε, y + ε).

13. Zjistěte, zda pro každé x ∈ R platı́:

a) x/x = 1; b) x/x2
= 1/x;

c) x2/x = x.
14. Zjistěte, pro která x ∈ R jest:

a) x < −2x; b) x2
− 5x + 6 > 0;

c) |x + 2| + 3|x − 1| − 2|x − 3| > 0; d) (x − 1)(x + 2)(x − 3)
(x + 4)(x − 5)(x + 6) > 0.

15. Najděte reálná čı́sla x, y taková, že

a) x − y < x + y; b) xy> x/y.
16. Rozhodněte, zda existujı́ taková dvě reálná čı́sla x, y, že xy > x a xy > y (resp. xy < y a

xy< x).

17. Rozhodněte, zda existujı́ taková dvě reálná čı́sla x, y, že x + y < x (resp. x + y < x a x + y < y).

18. Najděte supremum, infimum, maximum a minimum množin (−3, 2), {5, 0},
{1

7 ,
1
10

}
, {−4, 4},

{−7}, [1,∞).

19. Najděte sup X a inf X, jestliže

a) X = {1/n | n ∈ N}; b) X = {r ∈ Q | r > 0};

c) X = {(n + 1)/n | n ∈ N}; d) X = {1 + 1/n | n ∈ N}.
20. Najděte maximum, minimum, supremum a infimum (jestliže existujı́) následujı́cı́ch množin:

a) množina všech celých záporných čı́sel, b) množina všech záporných čı́sel,

c) intervaly (0, 1), [−2, 1], (0, 3], [0,∞), d) množina [0, 1] ∪ [2, 3],

13)Ověřte, že je-li [m]∼ = [m′]∼ a [n]∼ = [n′]∼, je i [m + n]∼ = [m′
+ n′]∼. Podobně pro násobenı́.
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e) množina všech iracionálnı́ch čı́sel z in-
tervalu (0, 1),

f) množina všech racionálnı́ch čı́sel z (0, 1),

g) množina {n + 1/n | n ∈ N}, h) množina {(−1)n · (n/(n+ 1)) | n ∈ N}.
21. Najděte maximum, minimum, supremum a infimum (jestliže existujı́) funkce f na množině Y,

jestliže:

a) f : R → R, f (x) = x2 a Y = {(−1)n/n | n ∈ N};

b) f : R → R, f (x) = −2x a Y = {(−1)n(n + 1) | n ∈ N};

c) f = % a Y = {1/n | n ∈ N}.
22. Platı́ věta o supremu (infimu) i v množinách N,Z,Q?

23. Předpokládejme, že množiny X,Y ⊂ R majı́ supremum. Nalezněte:

a) sup(X ∪ Y); b) inf(−X);

c) inf(1/X) (za předpokladu 0 < X).
24. Existuje funkce, která je zároveň sudá i lichá?

25. Ukažte, že pro každou lichou funkci f platı́: Jestliže 0 ∈ Dom f , potom f (0) = 0.

26. Bud’ f : R → R funkce taková, že: Jestliže x ∈ Dom f , potom −x ∈ Dom f . Ukažte, že funkci f
lze vyjádřit jako součet sudé a liché funkce.

Návod: f (x) =
1
2 ( f (x)+ f (−x))+

1
2 ( f (x)− f (−x)).

27. Bud’te f1, f2: R → R sudé funkce, bud’te g1, g2: R → R liché funkce. Rozhodněte, které
z uvedených funkcı́ jsou sudé (resp. liché): f1 + f2, g1 + g2, f1 · f2, g1 · g2, f1 + g1, f1 · g1,
f1 ◦ g1, g1 ◦ f1.

28. Zjistěte, které z následujı́cı́ch funkcı́ jsou sudé resp. liché:

a) f (x) = x/|x|; b) f (x) = x4
− 2x2;

c) f (x) = (2 − x)/(2 + x); d) f (x) = x − x3/6 + x5/120;

e) f (x) = 2.
29. Existuje ke každé funkci funkce inverznı́? Může existovat inverznı́ funkce k funkci periodické?

30. Ukažte, že každá z následujı́cı́ch funkcı́ je sama k sobě inverznı́:

a) f (x) = x; b) f (x) = −x; c) f (x) = 1/x;

d) f (x) =
x + 1
x − 1; e) f (x) = 2 +

1
x − 2; f) f (x) =

ax + b
x − a , (a,b ∈

∈ R).
31. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’ f : R → R funkce rostoucı́ na každém intervalu (−n,n), kde

n ∈ N. Pak je f rostoucı́ na R.

32. Sestrojte rostoucı́ funkce f, g na intervalu (x, y) tak, aby funkce f · g nebyla rostoucı́ na (x, y).

33. Existuje funkce f : R → R, která je současně rostoucı́ na R a lichá (resp. rostoucı́ na R a sudá)?

34. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’te f, g: R → R funkce takové, že f je neklesajı́cı́ na R a f + g
je klesajı́cı́ na R. Pak g je klesajı́cı́ na R.

35. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’ f : R → R funkce neklesajı́cı́ na intervalu (x, y). Pak je pro
každé z ∈ R množina f −1(z) ∩ (x, y) prázdná nebo jednoprvková nebo interval.

36. Rozhodněte, na kterých intervalech jsou dané funkce rostoucı́ a na kterých klesajı́cı́:

a) f (x) = x2; b) f (x) = x3; c) f (x) = |x|;

d) f (x) = x + |x|.
37. Je-li funkce f : R → R rostoucı́, je nutně

a) funkce 2 f rostoucı́, b) funkce − f klesajı́cı́, c) funkce f 2 rostoucı́?
38. Necht’funkce f i g jsou definovány na stejném intervalu.
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a) Jsou-li funkce f i g rostoucı́, je funkce f + g také rostoucı́?

b) Najděte rostoucı́ funkci f a klesajı́cı́ funkci g tak, aby funkce f + g byla rostoucı́.
39. Sestrojte funkce f, g: X ⊂ R → R tak, aby platilo f · g = 0 a neplatilo ani f (X) = {0} ani

g(X) = {0}. Je možné nalézt takové funkce pro libovolnou neprázdnou množinu X?

40. Rozhodněte, zda platı́ následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’ f : R → R funkce taková, že pro každý otevřený
interval J platı́ f (J) ⊂ J. Pak f = idR.

41. Načrtněte graf funkce f , je-li:

a) f (x) = |x + 1| + |x − 1|; b) f (x) = |x − 1|; c) f (x) = −x|x|;

d) f (x) = (x − 1)/(x + 1).

42. Necht’ p: R \ {0} → R, p(x) =
1
x − 1. Ověřte, že platı́:

a) p + p ◦ (− idR) = −2; b) p ◦ (2 idR) =
1
2(p − 1); c) p ◦ (1 − idR) =

1
p ;

d) −1
p ◦ (idR +1) = p + 2; e) 1

p + 1 = p ◦

(
1

idR

)
+ 1.

43. Známe-li graf funkce f (x), jak sestrojı́te grafy funkcı́ f (−x), − f (x), f (x+c), f (x)+c, a · f (x),
f (a · x)?

44. Jsou dány funkce f a g. Najděte | f |, f + g, f − g, f · g, f/g, f ◦ g, g ◦ f , platı́-li:

a) f, g: R → R, f (x) = 3x, g(x) = 2 − x;

b) f, g: R → R, f (x) =

{
0 pro x ≤ 0,
x pro x > 0, , g(x) =

{
0 pro x ≤ 0,

−x2 pro x > 0;

c) f, g: [0, 2] → [0, 2], f (x) =

{
x pro x ∈ [0, 1],

2 − x pro x ∈ (1, 2], , g(x) =

{
x pro x ∈ Q,

2 − x pro x ∈ I.

45. Necht’ f, g: R → R,

f (x) =

{
|x| pro x < 1,

2x − 1 pro x ≥ 1, g(x) =

{
2 − x2 pro x < 0
x + 2 pro x ≥ 0.

a) Určete, pro která x platı́ f (x) = 0, g(x) = 0, f (x) = x, g(x) = x, f (x) = g(x),
f (g(x)) = 1, g( f (x)) = 1.

b) Dokažte, že f (x) ≥ 0 pro všechna x.

c) Dokažte, že g( f (x)) > 0 pro všechna x.

d) Zjistěte, zda existuje inverznı́ funkce k funkcı́m f , g.

e) Určete funkci f ◦ g a načrtněte jejı́ graf.
46. Bud’te f periodická funkce s periodou p a n přirozené čı́slo. Ukažte, že čı́slo np je také perioda

této funkce.

47. Ukažte, že každá konstantnı́ funkce je periodická.

48. Udejte přı́klad nekonstantnı́ periodické funkce, která nemá nejmenšı́ periodu.

49. Které z následujı́cı́ch funkcı́ f : R → R jsou periodické:

a) f (x) = [x]; b) f (x) = x − [x].
50. Necht’funkce f, g: R → R jsou periodické se stejnou periodou. Dokažte, že funkce f + g a f · g

jsou periodické.

51. Je součet dvou periodických funkcı́ vždy periodická funkce?

52. Určete supx∈X f (x), infx∈X f (x), maxx∈X f (x), minx∈X f (x), je-li:

a) f : R → R, f (x) = x2 a X = R; b) f : R → R, f (x) = x2 a X = (−3, 2);

c) f : R \ {0} → R, f (x) = 1/x a X = (−∞, 0).
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53. Bud’te f, g, h: R → R ohraničené funkce a necht’pro každé x ∈ R platı́ h(x) 6= 0. Rozhodněte,
zda funkce f + g, f · g, 1/h, g/h jsou ohraničené na R.

54. Necht’ f : R → R. Ukažte, že je f konvexnı́ na R, jestliže

a) f (x) = |x| − x; b) x2.





3. Základy topologie
V této kapitole uvádı́me nejzákladnějšı́ topologické pojmy nutné k porozuměnı́ následujı́cı́m

kapitolám. Čtenář zde nalezne definice pojmů: topologie, indukovaná topologie, okolı́ bodu,
kompaktnı́ množina, spojité zobrazenı́, souvislá množina, homeomorfismus a dalšı́. Dále zde
uvádı́me některá základnı́ tvrzenı́ týkajı́cı́ se definovaných pojmů.

Přı́klady a cvičenı́ k této kapitolce byly sloučeny s přı́klady a cvičenı́mi v následujı́cı́ kapitole,
nebot’se týkajı́ pouze přirozené topologie na R.

3.1 Topologický prostor. Na množině X je zadána topologie, je-li určen systém τ podmnožin X
splňujı́cı́ podmı́nky (axiomy topologie):

1. ∅, X ∈ τ ;
2. jsou-li Y, Z ∈ τ potom Y ∩ Z ∈ τ ;
3. je-li S ⊂ τ potom ∪S ∈ τ .

Prvkům systému τ řı́káme otevřené množiny, množině, na nı́ž je zadána topologie, topologický
prostor. Otevřené množině obsahujı́cı́ bod x ∈ X budeme řı́kat okolı́ bodu x. Množina Y ⊂ X se
nazývá uzavřená, pokud X \ Y je otevřená.

Často použı́vaným kritériem toho, zda množina Y je otevřená, je to, zda ke každému bodu y ∈ Y existuje
jeho okolı́ U takové, že U ⊂ Y. Důkaz tohoto tvrzenı́ přenecháváme čtenáři.

Druhý axiom topologie lze snadno rozšı́řit na libovolný konečný systém množin. Tohoto faktu budeme
využı́vat.

Přı́kladem topologického prostoru je R s přirozenou topologiı́. Tomuto prostoru je věnována následujı́cı́
kapitola, ale pro ilustraci si uvedeme definici přirozené topologie již nynı́. Množina U ⊂ R se nazývá
otevřená v přirozené topologii R, jestliže ke každému bodu x ∈ U existuje otevřený interval I takový, že
x ∈ I ⊂ U .

Snadno zjistı́me, že interval (0, 1) je otevřená množina, ale interval [0, 1] ani (0, 1] otevřenou množinou
nenı́.

Necht’Y ⊂ X a τ je topologie na X. Položme

τY = {Y ∩ U | U ∈ τ }. (3.1.1)

Věta 3.1. Vztah (3.1.1) definuje topologii na množině Y.
D ů k a z. Ověřı́me postupně všechny axiomy topologie.
Axiom 1: V definici (3.1.1) jednou z množin U je i množina ∅ (topologie na X přece splňuje
prvnı́ axiom topologie). Dostáváme, že ∅ ∈ τY. Podobně jednou z množin U bude i X, máme tedy
Y ∈ τY.
Axiom 2. Necht’U,V ∈ τY. Ze vztahu (3.1.1) plyne, že existujı́ množiny U ′,V ′

∈ τ takové, že
U = Y ∩ U ′ a V = Y ∩ V ′. Máme

U ∩ V = (Y ∩ U ′) ∩ (Y ∩ V ′) =

= (Y ∩ Y) ∩ (U ′
∩ V ′) = (asociativita a komutativita)

= Y ∩ (U ′
∩ V ′) ∈ τY. (definice τY)

Axiom 3. Necht’S ⊂ τY, ukážeme, že ∪S ∈ τY. Ze vztahu (3.1.1) plyne, že existuje systém S′
⊂ τ

takový, že S = {Y ∩ U | U ∈ S′
}.

∪S = ∪{Y ∩ U | U ∈ S′
} =
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= Y ∩
(
∪ {U | U ∈ S′

}
)

= (ověřte!)
= Y ∩ (∪S′) ∈ τY. (∪S′

∈ τ )

Topologii definované vztahem (3.1.1) se řı́ká indukovaná topologie na Y. Množinu Y s touto
topologiı́ nazýváme topologický podprostor topologického prostoru X.

Necht’Y je podmnožinou X. Pak prvek x ∈ X splňuje právě jednu z následujı́cı́ch podmı́nek:
1. existuje okolı́ U bodu x takové, že U ⊂ Y;
2. existuje okolı́ U bodu x takové, že U ⊂ X \ Y;
3. pro každé okolı́ U bodu x je splněno U ∩ Y 6= ∅ a U ∩ (X \ Y) 6= ∅.

Bod splňujı́cı́ prvnı́ (resp. druhou, resp. třetı́) podmı́nku se nazývá vnitřnı́m (resp. vnějšı́m, resp.
hraničnı́m) bodem množiny Y. Množinu všech vnitřnı́ch bodů množiny Y nazýváme vnitřek
množiny Y a značı́me int Y. Obdobně definujeme vnějšek množiny Y, který značı́me ext Y, a
hranici množiny Y označovanou fr Y. Množinu cl Y = Y ∪ fr Y nazveme uzávěrem množiny Y.
Množina Y ⊂ X je hustá v X, pokud cl Y = X. Bod x je hromadný bod množiny Y, jestliže
v každém okolı́ x ležı́ bod množiny Y různý od x.

Jako lehké cvičenı́ si zkuste dokázat, že pro každou uzavřenou množinu Y platı́ cl Y = Y.
To, že pro každý prvek x ∈ X platı́ právě jedna z podmı́nek 1–3, vede k závěru, že máme-li libovolnou

množinu Y ⊂ X potom int Y ∪ fr Y ∪ ext Y = X a že množiny int Y, fr Y, ext Y jsou po dvou disjunktnı́.
Z toho, jak jsou definovány, je vidět, že množiny int Y a ext Y jsou otevřené, a přidáme-li fakt, že

sjednocenı́ vnitřku, vnějšku a hranice je celý prostor, dostaneme, že hranice je uzavřená množina.

Topologický prostor X je nesouvislý, pokud existujı́ neprázdné otevřené disjunktnı́ množiny
U,V takové, že U ∪ V = X. Topologický prostor je souvislý, nenı́-li nesouvislý. Podmnožina Y
topologického prostoru X se nazývá souvislá, je-li souvislý topologický prostor Y s indukovanou
topologiı́. Podobně pro nesouvislost.

Napřı́klad množina X = (0, 1) ∪ {3} je v R nesouvislá. (Množinami U a V jsou zde U = (0, 1),
V = {3}

1))

Topologický prostor X se nazývá Hausdorffův, jestliže pro každé dva různé body x, y ∈ X
existujı́ okolı́ U bodu x a okolı́ V bodu y taková, že U ∩ V = ∅.

Řekneme, že systém Spodmnožin X pokrývá množinu (je pokrytı́m množiny) A ⊂ X, jestliže
∪S ⊃ A. Pokrytı́ se nazývá konečné, jestliže systém S je konečný.2) Pokrytı́ je otevřené, jestliže
všechny množiny z S jsou otevřené. Libovolnou podmnožinu S′

⊂ S nazveme podpokrytı́m
pokrytı́ Smnožiny A, jestliže S′ je pokrytı́m A.

Podmnožina A topologického prostoru X se nazývá kompaktnı́, jestliže ke každému otevřenému
pokrytı́ množiny A existuje jeho konečné podpokrytı́ množiny A.

Věta 3.2. V Hausdorffově topologickém prostoru je každá kompaktnı́ množina uzavřená.
D ů k a z. Bud’te X Hausdorffův topologický prostor, A jeho kompaktnı́ podmnožina. Pokud
X \ A = ∅, což je otevřená množina, je A uzavřená. Předpokládejme, že X \ A 6= ∅, a zvolme
libovolné x ∈ X \ A. Ke každému bodu a ∈ A existuje okolı́ Ua bodu x a okolı́ Va bodu a
takové, že Ua ∩ Va = ∅.3) Systém {Va | a ∈ A} je otevřeným pokrytı́m A, existuje tedy jeho
konečné podpokrytı́ S = {Va1, . . . ,Van}. Položı́me U = Ua1 ∩ . . . ∩ Uan ; že se jedná o okolı́
bodu x je zřejmé, navı́c U je disjunktnı́ s ∪S, což je nadmnožina A. Tedy U je disjunktnı́ s A,
a proto U ⊂ X \ A. Dokázali jsme, že ke každému prvku x ∈ X \ A existuje okolı́ U takové,
že U ⊂ X \ A. To stačı́ k tomu (porovnej s poznámkou za definicı́ topologie), aby X \ A byla
otevřená.

Věta 3.3. Uzavřená podmnožina kompaktnı́ množiny je kompaktnı́.

1)Ano správně, množina V = {2} je v indukované topologii na X otevřená, protože V = (2, 4) ∩ X.
2)To znamená, že počet prvků množiny S je konečný.
3)Jsme přece v Hausdorfově prostoru, ne?
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D ů k a z. Necht’ A je uzavřená podmnožina kompaktnı́ množiny Y topologického prostoru X.
Zvolme libovolné otevřené pokrytı́ S množiny A a pokusme se najı́t konečné podpokrytı́ A.
Množina X \ A je otevřená (doplněk uzavřené množiny) a systém S′

= S∪ {X \ A} je otevřeným
pokrytı́m Y. Protože Y je kompaktnı́, existuje jeho konečné podpokrytı́ T ′

⊂ S′ množiny Y,
pokrytı́ T = T ′

\ {X \ A} je konečným podpokrytı́m Smnožiny A.

Bud’te X,Y topologické prostory. Řekneme, že zobrazenı́ f : X → Y je spojité v bodě x ∈ X,
jestliže pro každé okolı́ U bodu f (x) existuje okolı́ V bodu x takové, že f (V) ⊂ U . Zobrazenı́ f
je spojité, je-li spojité v každém bodě x ∈ X. Zobrazenı́ f je nespojité v bodě x ∈ X, nenı́-li v něm
spojité. Zobrazenı́ je nespojité, pokud nenı́ spojité v každém bodě x ∈ X.

Pokud budeme někdy hovořit o spojitosti zobrazenı́ f : X → Y na množině X′
⊂ X, budeme tı́m mı́t na

mysli spojitost zobrazenı́ f |X′ vzhledem k indukované topologii na X′.

Věta 3.4. Zobrazenı́ f : X → Y je spojité, právě když vzorem každé otevřené množiny v Y je
otevřená množina v X.
D ů k a z. Budiž f spojité a U otevřená množina v Y. Ukážeme, že f −1(U ) je otevřená v X.
Podle poznámky za definicı́ topologie stačı́ ukázat, že ke každému bodu x ∈ f −1(U ) existuje jeho
okolı́ V takové, že V ⊂ U . Množina U je otevřená a obsahuje bod f (x), je to tedy okolı́ f (x),
k němu ze spojitosti f v bodě x existuje okolı́ U bodu x takové, že f (U ) ⊂ V , to znamená, že
U ⊂ f −1(V).

Předpokládejme nynı́, že vzorem každé otevřené množiny je otevřená množina. Zvolme libo-
volný bod x ∈ X a dokažme, že f je v něm spojité. Zvolme okolı́ U bodu f (x) libovolně, U
je otevřená množina a podle předpokladu je jejı́ vzor V = f −1(U ) otevřená množina. Protože
x ∈ V a f ( f −1(U )) ⊂ U ,4) našli jsme okolı́ V bodu x takové, že f (V) ⊂ U .

Obdobně lze dokázat, že pro spojité zobrazenı́ platı́, že vzor každé uzavřené množiny je uzavřená
množina.

Věta 3.5. Bud’te f : X → Y, g: Y → Z spojitá zobrazenı́. Pak g ◦ f je spojité zobrazenı́.
D ů k a z. Podle věty 3.4 stačı́ ukázat, že vzor libovolné otevřené množiny je otevřená množina.
Necht’ V ⊂ Z je otevřená. Potom (g ◦ f )−1(V) = f −1(g−1(V)) (ověřte!), ale U = g−1(V) je
podle věty 3.4 otevřená a podle stejné věty je otevřená i f −1(U ) = f −1(g−1(V)).

Věta 3.6. Spojitý obraz kompaktnı́ množiny je kompaktnı́ množina.
D ů k a z. Necht’ f : X → Y je spojité zobrazenı́ topologických prostorů a A ⊂ X je kompaktnı́
podmnožina. Ověřı́me, že f (A) je kompaktnı́ podmnožina. Necht’S je otevřené pokrytı́ množiny
f (A). Uvažujme systém T = { f −1(U ) | U ∈ S}, to je otevřené pokrytı́ A. (Že se jedná o pokrytı́
plyne z faktu, že pokud f (A) ⊂ B, potom A ⊂ f −1(B). Ověřte pro B = ∪S! Otevřenost množin
f −1(U ) plyne z věty 3.4.) Pokrytı́ T má konečné podpokrytı́ { f −1(U1), . . . , f −1(Un)} množiny
A. Hledaným podpokrytı́m Smnožiny f (A) je {U1, . . . ,Un}.5)

Věta 3.7. Spojitý obraz souvislé množiny je souvislá množina.
D ů k a z. Předpokládejme, že při spojitém zobrazenı́ f : X → Y by obrazem souvislé množiny
A ⊂ X byla nesouvislá množina B = f (A). Pak musı́ existovat disjunktnı́ otevřené množiny
U,V ⊂ Y takové, že ani jedna z množin U ∩ f (A) a V ∩ f (A) nenı́ prázdná a (U ∩ f (A)) ∪

∪ (V ∩ f (A)) = f (A).6) Všimněme si množin f −1(U ) ∩ A a f −1(V) ∩ A. Jsou to otevřené
množiny v indukované topologii na A (množiny f −1(U ), f −1(V) jsou otevřené množiny v X
jako vzory otevřených množin při spojitém zobrazenı́ věta 3.4). Dále jsou to disjunktnı́ množiny,
protože U a V jsou disjunktnı́; jsou neprázdné, protože U ∩ f (A) 6= ∅ a V ∩ f (A) 6= ∅. Nakonec:
( f −1(U ) ∩ A) ∪ ( f −1(V) ∩ A) ⊂ A a současně

4)Ověřte!
5)Zde jsme využili toho faktu, že máme-li f : X → Y a X1, . . . , Xn ⊂ X potom f (X1 ∪ . . .∪ Xn) = f (X1)∪ . . .∪

f (Xn) (viz. přı́klad 1.2), a že pokud Y′
⊂ f (X), potom f ( f −1(Y′)) = Y′.

6)Indukovaná topologie na f (A)!
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( f −1(U ) ∩ A) ∪ ( f −1(V) ∩ A) =

= A ∩ ( f −1(U ) ∪ f −1(V)) = (distributivita)
= A ∩ f −1(U ∪ V) ⊃ (cvičenı́ 1.15.b))
⊃ A ∩ f −1( f (A)) = (protože U ∪ V ⊃ f (A))
= A. (proč?)

To znamená, že ( f −1(U ) ∩ A) ∪ ( f −1(V) ∩ A) = A, a proto je A nesouvislá. To je spor, A má
být podle předpokladu souvislá.

Bijektivnı́ zobrazenı́ f : X → Y topologických prostorů nazveme homeomorfismus, pokud f
i f −1 jsou spojitá. Existuje-li mezi dvěma topologickými prostory homeomorfismus, řı́káme, že
jsou homeomorfnı́.

Užitı́m vět 3.6 a 3.7 dostáváme, že se souvislým (resp. kompaktnı́m) prostorem může být homeomorfnı́
pouze souvislý (resp. kompaktnı́) prostor. Napřı́klad [0, 1] a [0, 1) ∪ 2 nemohou být homeomorfnı́.

Věta 3.8. Kompozice dvou homeomorfismů je homeomorfismus.
D ů k a z. Plyne (jak?) z toho, že složenı́ dvou bijekcı́ je bijekce (věta 1.6) a že složenı́ dvou
spojitých zobrazenı́ je spojité (věta 3.5).

Kontrolnı́ otázky

1. Jaký je rozdı́l mezi topologiı́ a topologickým prostorem.

2. Je vnitřek množiny vždy otevřená množina?

3. Je topologie množina?

4. Co jsou prvky topologie?

5. Lze na každé množině zadat nějakou topologii?



4. Topologické vlastnosti množiny reálných
čı́sel
V této kapitole definujeme přirozenou topologii na množině reálných čı́sel a uvádı́me jejı́ základnı́
vlastnosti: charakterizujeme souvislé a kompaktnı́ množiny v R, uvádı́me (jako důsledek obecných
topologických tvrzenı́ z předchozı́ kapitoly) Bolzanovu a Weierstrassovu větu.

Dále se zabýváme základnı́mi vlastnostmi spojitých funkcı́ reálné proměnné a definujeme
pojem limity.

4.1 Přirozená topologie na R. Množina U ⊂ R se nazývá otevřená, jestliže ke každému bodu
x ∈ U existuje otevřený interval I takový, že x ∈ I ⊂ U .

Věta 4.1. Systém všech otevřených množin U ⊂ R je topologie na R.
D ů k a z. Pro prázdnou množinu a celé R definice platı́, prvnı́ axiom topologie je tedy splněn.

Necht’U,V jsou otevřené, pak pro bod x ∈ U ∩ V existujı́ otevřené intervaly I , J takové, že
x ∈ I ⊂ U a x ∈ J ⊂ V . Ovšem I ∩ J je otevřený interval a platı́ x ∈ I ∩ J ⊂ U ∩ V , to
znamená, že U ∩ J je otevřená a je splněn druhý axiom topologie.

Necht’Sje systém otevřených množin, zvolme libovolný prvek x ∈ ∪S. Potom existuje U ∈ S
tak, že x ∈ U . Protože U je otevřená, existuje otevřený interval I tak, že x ∈ I ⊂ U . Z definice
sjednocenı́ systému vı́me, že x ∈ I ⊂ U ⊂ ∪S. To dokazuje platnost třetı́ho axiomu topologie.

Nebude-li uvedeno jinak, budeme vždy množinu R uvažovat s přirozenou topologiı́.
Snadno se lze přesvědčit, že R s přirozenou topologiı́ je Hausdorffův topologický prostor.

Podı́vejme se, jak vypadajı́ souvislé a kompaktnı́ množiny v R. Nejprve uvedeme jednoduché
pomocné tvrzenı́:

Lemma 4.2. Necht’X ⊂ R je množina taková, že pro každé x, y ∈ X, x < y, platı́ [x, y] ⊂ X.
Pak X je interval.1)

D ů k a z. Přenecháme čtenáři.

Věta 4.3. Necht’X je neprázdná podmnožina. Následujı́cı́ dvě podmı́nky jsou ekvivalentnı́:
1. X je souvislá,
2. X je interval.
D ů k a z. Předpokládejme, že množina X je souvislá a nenı́ interval. Podle předchozı́ho lemmatu
tedy existujı́ body x, y, z takové, že x < z< y, x, y ∈ X a z /∈ X. Pak ale množiny (−∞, z)∩ X
a (z,∞) ∩ X jsou neprázdné, otevřené v X a tvořı́ rozklad množiny X. To ovšem znamená, že X
nenı́ souvislá množina. Dokázali jsme tedy, že každá neprázdná souvislá množina je interval.

Necht’X je interval a předpokládejme, že je nesouvislý. Existujı́ tedy disjunktnı́ množiny U , V
otevřené v R takové, že U ∩ X a V ∩ X jsou neprázdné a X = (U ∩ X) ∪ (V ∩ X). Zvolme
tedy x ∈ U ∩ X a y ∈ V ∩ X; můžeme předpokládat, že x < y. Protože X je interval, platı́
[x, y] ⊂ X. Položme z = sup(U ∩ (x, y)); to určitě existuje a platı́ pro ně, že x < z< y (z 6= y,
protože V je otevřená množina, existuje otevřený interval J tak, aby y ∈ J ⊂ V). Bod z ležı́
v (x, y) ⊂ X, ležı́ tedy v jedné z množin (x, y) ∩ U , (x, y) ∩ V . V množině (x, y) ∩ U ale ležet
nemůže, protože by existoval otevřený interval I 3 z tak, že I ⊂ (x, y) ∩ U , a z by nebylo hornı́
závora U ∩ (x, y). V množině V ∩ (x, y) ležet také nemůže, protože by existoval otevřený interval

1)Množina R je ovšem taky interval (poopravte si definici uvedenou dřı́ve).
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J 3 z tak, že J ⊂ (x, y) ∩ V , a z by nebylo nejmenšı́ hornı́ závora U ∩ (x, y). To je ale ve sporu
s X = (U ∩ X) ∪ (V ∩ X).

Důsledek 4.4 (Bolzano). Je-li I ⊂ R interval a f : I → R spojitá funkce. Pak f (I ) je interval.
D ů k a z. Plyne z předchozı́ věty a z věty 3.7.

Důsledek 4.5 (Darbouxova vlastnost). Necht’ f : [a,b] → R je spojitá a c takové, že f (a) <
c < f (b) (přı́padně f (a) > c > f (b)), pak existuje x ∈ (a,b) takové, že f (x) = c.
D ů k a z. Plyne přı́mo z Bolzanovy věty.

Darbouxovu vlastnost lze jednoduše popsat, řekneme-li, že spojitá funkce nabývá na intervalu všech
mezihodnot.

Lemma 4.6 (Heine-Borel). Každý interval [x, y] ⊂ R je kompaktnı́ množina.
D ů k a z. Necht’ S je otevřené pokrytı́ intervalu [x, y]. Označme A množinu všech z ∈ [x, y]
takových, že existuje konečné podpokrytı́ T ⊂ S intervalu [x, z]. Jistě x ∈ A a y ≥ A. Existuje
tedy z0 = sup A. Nynı́ ověřı́me dvě věci: 1. z0 ∈ A, 2. z0 = y. Tı́m bude náhle tvrzenı́ dokázáno.

1. Předpokládejme, že z0 /∈ A a zvolme U ∈ S tak, že z0 ∈ U . Jelikož množina U je otevřená
existuje otevřený interval (a,b) ⊂ U obsahujı́cı́ z0. Protože z0 = sup A, existuje prvek z ∈ A,
který ležı́ v (a,b). Necht’T ⊂ S je konečné pokrytı́ intervalu [x, z]. Pak T ∪ {U } ⊂ S je konečné
pokrytı́ intervalu [x, z0], z0 ∈ A a dostáváme spor.

2. Předpokládejme, že z0 < y a označme T ⊂ Skonečné podpokrytı́ intervalu [x, z0]. Množina
U ∈ T , která obsahuje bod z0, obsahuje i nějaký otevřený interval I ⊂ [x, y] takový, že z0 ∈ I .
Pro libovolný bod z ∈ I , z> z0, nynı́ T pokrývá interval [x, z]. To znamená, že z ∈ A a dostáváme
spor s tı́m, že z0 = sup A.

Věta 4.7. Necht’X ⊂ R je neprázdná podmnožina. Následujı́cı́ dvě podmı́nky jsou ekvivalentnı́:
1. X je kompaktnı́,
2. X je uzavřená a ohraničená.
D ů k a z. Předpokládejme, že množina X je kompaktnı́. Podle věty 3.2 je X uzavřená. Předpo-
kládejme, že množina X nenı́ ohraničená. Pak systém {(−n,n) | n ∈ N} je jejı́ otevřené pokrytı́,
které nemá konečné podpokrytı́. To ale znamená, že je ohraničená.

Předpokládejme, že množina X je uzavřená a ohraničená. Pak existuje uzavřený interval
[x, y] ⊂ R takový, že X ⊂ [x, y]. Tento interval je kompaktnı́ (podle předchozı́ho lemmatu), X
je jeho uzavřená podmnožina, a podle věty 3.3 je tedy kompaktnı́.

Důsledek 4.8. Každá neprázdná kompaktnı́ podmnožina R má maximum a minimum.
D ů k a z. Plyne z předchozı́ věty a z toho, že každá neprázdná uzavřená ohraničená množina v R
má maximum a minimum (proč?).

Důsledek 4.9 (Weierstrass). Každá spojitá funkce, definovaná na neprázdné kompaktnı́ podmno-
žině R má maximum a minimum.
D ů k a z. Plyne z toho, že spojitý obraz kompaktnı́ množiny je kompaktnı́ množina (věta 3.6),
z věty 4.7 a předchozı́ho důsledku.

4.2 Vlastnosti spojitých funkcı́ v R. Funkce f : X ⊂ R → R se nazývá spojitá zleva (přı́padně
zprava) v bodě x0 ∈ X, je-li v tomto bodě spojité jejı́ zúženı́ na množinu X ∩ (−∞, x0] (přı́padně
[x0,∞)). Veškeré výsledky o spojitosti funkce v bodě, které uvedeme, se dajı́ snadno převést na
spojitost zprava a zleva. Následujı́cı́ tvrzenı́ je jednoduchým důsledkem definic:

Věta 4.10. Funkce f : X ⊂ R → R je spojitá v bodě x0 ∈ X, právě když je v tomto bodě spojitá
zleva i zprava.

Věta 4.11. Funkce f : X ⊂ R → R je spojitá v bodě x0 ∈ X, právě když ke každému otevřenému
intervalu J se středem v bodě f (x0) existuje otevřený interval I se středem v bodě x0 tak, že
f (I ∩ X) ⊂ J.
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D ů k a z. Necht’ f je spojitá v x0. Pak k otevřenému intervalu J se středem v bodě f (x0) existuje
okolı́ U bodu x0 v topologii R tak, že f (U ∩ X) ⊂ J (to plyne z definic indukované topologie a
spojitosti). Podle definice přirozené topologie toto okolı́ ovšem obsahuje nějaký otevřený interval I
se středem v x0. Platı́ f (I ∩ X) ⊂ J.

Zvolme nynı́ naopak libovolné okolı́ V bodu f (x0). Podle definice přirozené topologie toto
okolı́ obsahuje nějaký otevřený interval J se středem v f (x0). K němu ovšem podle předpokladu
najdeme otevřený interval I se středem v bodě x0 tak, že f (I ∩ X) ⊂ J ⊂ V . Tı́m je dokázána
spojitost funkce f v bodě x0.

Důsledek 4.12 (ε–δ kritérium spojitosti). Funkce f : X ⊂ R → R je spojitá v bodě x0, právě
když ke každému čı́slu ε > 0 existuje čı́slo δ > 0 takové, že pro každé x ∈ X, které splňuje
|x − x0| < δ, platı́ | f (x)− f (x0)| < ε.
D ů k a z. Stačı́ si uvědomit, že množina všech x ∈ R takových, že |x − x0| < δ, je interval (x0 −

δ, x0 +δ) a množina všech y ∈ R takových, že |y− f (x0)| < ε, je interval ( f (x0)−ε, f (x0)+ε).

Dokažme spojitost funkce f : R → R, f (x) = |x|. Zvolme x0 ∈ R, δ > 0 a položme ε = δ. Nynı́ pro
každé x ∈ R, pro které platı́ |x − x0| < δ, máme

| f (x)− f (x0)| =
∣∣|x| − |x0|

∣∣
≤ |x − x0| (cvičenı́ 2.10 e))
< δ = ε.

Definujme funkci signum sgn: R → R předpisem

sgn(x) =

{
−1, jestliže x < 0,

0, jestliže x = 0,
1, jestliže x > 0.

Dokažme nespojitost funkce signum v bodě 0. Musı́me najı́t okolı́ U bodu sgn(0) = 0 tak, že pro každé
okolı́ V bodu 0 neplatı́ f (V) ⊂ U . Položme U =

(
−

1
2 ,

1
2

)
, zvolme nynı́ libovolné okolı́ V bodu 0 a

ukažme, že V obsahuje bod x takový, že f (x) /∈
(
−

1
2 ,

1
2

)
. Protože V je otevřená, obsahuje interval I se

středem v 0. Zvolme x ∈ I , x > 0. Platı́ sgn(x) = 1 /∈
(
−

1
2 ,

1
2

)
.

Věta 4.13. Funkce f : R \ {0} → R, f (x) = 1/x je spojitá.
D ů k a z. Necht’x0 ∈ R, x0 6= 0. K čı́slu ε > 0 zvolme δ tak, aby

0 < δ < min

{
|x0|

2
,
εx2

0

2

}
. (4.2.1)

Nynı́ ze vztahu |x − x0| < δ plyne jednak

δ > |x − x0| = |x0 − x| ≥

≥
∣∣|x0| − |x|

∣∣ ≥ (cvičenı́ 2.10 e))
≥ |x0| − |x|,

což znamená, že

|x| > |x0| − δ > 0, (4.2.2)

jednak ∣∣∣∣1x −
1

x0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x0 − x

xx0

∣∣∣∣ ≤
|x0 − x|

|x||x0|
<

|x0 − x|

(|x0| − δ)|x0|
<

δ

(|x0| − δ)|x0|
<

δ(
|x0| −

|x0|

2

)
|x0|
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=
2δ

x2
0

=
2δ

εx2
0

ε <
δ

δ
ε = ε.

Věta 4.14. Necht’ f, g, h: X ⊂ R → R jsou funkce spojité v bodě x0 a 0 /∈ h(X). Pak následujı́cı́
funkce jsou rovněž spojité v bodě x0:
1. f + g,
2. f · g,
3. f/h.
D ů k a z. 1. Zvolme ε > 0. Jelikož funkce f a g jsou spojité v x0, existujı́ čı́sla δ1, δ2 > 0
taková, že pro x ∈ (x0 − δ1, x0 + δ1) je | f (x) − f (x0)| < ε/2 a pro x ∈ (x0 − δ2, x0 + δ2) je
|g(x)− g(x0)| < ε/2. Položme δ = min{δ1, δ2}. Pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) nynı́ máme

| f (x)+ g(x)− f (x0)− g(x0)| ≤ | f (x)− f (x0)| + |g(x)− g(x0)| <

< ε/2 + ε/2 = ε.

2. Zvolme ε > 0. Jelikož funkce f a g jsou spojité v x0, existujı́ čı́sla δ1, δ2,M > 0 taková,
že pro x ∈ (x0 − δ1, x0 + δ1) je | f (x)| < M (každá funkce spojitá v bodě x0 je na nějakém jeho
okolı́ ohraničená — viz cvičenı́ 37), | f (x)− f (x0)| < ε/(2|g(x0)|) a pro x ∈ (x0 − δ2, x0 + δ2)

je |g(x)− g(x0)| < ε/(2M). Položme δ = min{δ1, δ2}. Pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) máme

| f (x)g(x)− f (x0)g(x0)| =

= | f (x)g(x)− f (x)g(x0)+ f (x)g(x0)− f (x0)g(x0)| ≤

≤ | f (x)||g(x)− g(x0)| + |g(x0)|| f (x)− f (x0)| <

< M
ε

2M
+ |g(x0)|

ε

2|g(x0)|
= ε.

3. Plyne (jak?) z důsledku 4.12, z věty 3.5, věty 4.13 a z bodu 2. této věty.

Důsledek 4.15. Pro každé n ∈ N je funkce pown spojitá.
D ů k a z. Plyne matematickou indukcı́ ze spojitosti funkce idR (přı́klad 1 této kapitoly) a z bodu
2. věty 4.14.

Důsledek 4.16. Necht’ f, g: X ⊂ R → R jsou spojité funkce, a,b ∈ R. Pak funkce a f + bg je
spojitá.
D ů k a z. Plyne ze spojitosti konstantnı́ funkce a z bodů 1. a 2. věty 4.14.

Důsledek 4.17. Každá afinnı́ funkce je spojitá.
D ů k a z. Plyne ze spojitosti funkce idR a předchozı́ho důsledku.

Věta 4.18. Necht’ f, g: X ⊂ R → R jsou spojité funkce. Pak
1. Množina všech x ∈ X takových, že f (x) = g(x), je uzavřená v X.
2. Množina všech x ∈ X takových, že f (x) ≤ g(x), je uzavřená v X.
D ů k a z. Podle věty 4.14 je funkce h = f − g spojitá. Prvnı́ množina je rovna h−1

{0}, druhá
h−1(−∞, 0]. Jsou to tedy vzory uzavřených množin při spojitém zobrazenı́.

Důsledek 4.19. Necht’ f, g: X ⊂ R → R jsou spojité funkce, A ⊂ X množina hustá v X. Pak
z f |A = g|A plyne f = g.
D ů k a z. Podle předchozı́ věty je množina B všech x ∈ X, pro něž f (x) = g(x), uzavřená v X.
Platı́ X = cl A ⊂ cl B = B, neboli B = X.

Důsledek 4.20. Necht’ f, g: X ⊂ R → R jsou spojité funkce, A ⊂ X množina hustá v X. Pak
z f |A ≤ g|A plyne f ≤ g.
D ů k a z. Stejný jako důkaz předchozı́ho důsledku.

Věta 4.21. Libovolný neprázdný otevřený interval v R je homeomorfnı́ s R.
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D ů k a z. Mějme dva otevřené intervaly (a1,b1) a (a2,b2). Funkce f : R → R,

f (x) =
x − b1

a1 − b1
a2 +

x − a1

b1 − a1
b2

je afinnı́. Funkce f −1 existuje (jak se lze snadno přesvědčit) a je rovněž afinnı́. f je tedy home-
omorfismus. Navı́c, f (a1,b1) = (a2,b2). Přı́slušným zúženı́m tedy dostaneme homeomorfismus
intervalů (a1,b1) a (a2,b2).

Definujme nynı́ zobrazenı́ g: R → (−1, 1) předpisem

g(x) =
x

1 + |x|

(ověřte, že pro každé x ∈ R je f (x) ∈ (−1, 1)). Toto zobrazenı́ má inverzi:

g−1(x) =
x

1 − |x|

(ověřte, že se jedná o inverzi). Zobrazenı́ g i g−1 jsou spojitá (to plyne z věty 4.14 a spojitosti
absolutnı́ hodnoty) a g je homeomorfismus. Množina R je tedy homeomorfnı́ s intervalem (−1, 1),
a tedy, podle toho, co jsme dokázali před chvı́lı́, i s libovolným jiným ohraničeným otevřeným
intervalem (kompozice dvou homeomorfismů je homeomorfismus! Věta 3.8).

Konečně pro intervaly (−∞,a) a (b,∞) platı́ g(−∞,a) = (−1,a/(1 + |a|)) a g(b,∞) =

(b/(1 + |b|), 1).
Tı́m je celá věta dokázána.

Věta 4.22. Necht’ I je interval. Libovolná rostoucı́ nebo klesajı́cı́ spojitá funkce f na intervalu I
je homeomorfismus I a f (I ). Libovolná prostá spojitá funkce f na intervalu I je rostoucı́ nebo
klesajı́cı́.
D ů k a z. 1. Předpokládejme napřı́klad, že funkce f je spojitá a, řekněme, rostoucı́. Pak f
je bijekce mezi množinami I a f (I ) a stačı́ dokázat, že zobrazenı́ f −1: f (I ) → I 2) je spojité.
Obrazem libovolného intervalu [a,b] ⊂ I je podle důsledku 4.4 nějaký interval; jelikož funkce f je
rostoucı́, musı́ to být interval [ f (a), f (b)]. Podobný výsledek zı́skáme pro polootevřené a otevřené
intervaly. Nynı́ již prvnı́ část tvrzenı́ (pro rostoucı́ funkci) plyne z důsledku 4.12. Pro klesajı́cı́
funkci lze tvrzenı́ dokázat podobně.

2. Předpokládejme, že funkce f je spojitá a prostá a zvolme libovolně body x1, x2, x3 ∈ I ,
x1 < x2 < x3. Snadno se vidı́, že platı́ f (x1) < f (x2) < f (x3), nebo f (x1) > f (x2) > f (x3).
Kdyby totiž bylo napřı́klad f (x1) < f (x2) a f (x3) < f (x2), pak by podle důsledku 4.12 existoval
bod y ∈ f (x1, x2)∩ f (x2, x3), který by měl vzor jak v intervalu (x1, x2), tak v intervalu (x2, x3).
To by byl spor s injektivnostı́ funkce f .

Zvolme nynı́ libovolné dva body a,b ∈ I , a < b, a předpokládejme, že f (a) < f (b).
Z tohoto předpokladu odvodı́me, že funkce f je rostoucı́ (z předpokladu f (a) > f (b) se dá
stejným postupem odvodit, že je klesajı́cı́). Připust’me, že funkce f nenı́ rostoucı́, čili, že existujı́
body c,d ∈ I , c < d, s vlastnostı́ f (c) > f (d). Nynı́ se snadno vidı́, že at’ je vzájemná
poloha bodů a,b, c,d jakákoli, vždy z nich lze vybrat trojici x1 < x2 < x3, která nesplňuje
f (x1) < f (x2) < f (x3) ani f (x1) > f (x2) > f (x3).

Důkaz je hotov.

Kontrolnı́ otázky

2)Přesně řečeno, udělali jsme tohle: vzali jsme funkci f̄ : I → f (I ), definovanou stejným předpisem, jako funkce f
(zúženı́ oboru hodnot) a zjistili, že je to bijekce. Našli jsme inverznı́ funkci f̄ −1 a označili ji f −1. Je to určitá nepřesnost;
proto je třeba, abys byl, milý čtenáři, při věci.
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1. Můžeme hovořit o spojitosti nebo nespojitosti zobrazenı́ f : X → Y, kde X,Y jsou obecné
množiny bez zadaných topologii?

2. Která z následujı́cı́ch definicı́ spojitosti funkce f : R → R je ekvivalentnı́ s definicı́ z tohoto
textu. Pravı́me že f : R → R je je spojitá, jestliže
a) pro každý interval (a,b) je f −1(a,b) otevřená množina v R;
b) pro každý interval (a,b) je f −1(a,b) otevřený interval;
c) pro každé x0 ∈ R existuje ε > 0 takové, že pro každé δ > 0 platı́: je-li |x − x0| < δ,
potom | f (x)− f (x0)| < ε;
d) pro každé x0 ∈ R a pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že platı́: je-li |x − x0| < δ,
potom | f (x)− f (x0)| < ε.

3. Je-li f + g nespojitá funkce, znamená to, že f nebo g je nespojitá?

4. Je-li f + g spojitá funkce, znamená to, že f i g jsou spojité?

5. Je výrok ,,Funkce f : X ⊂ R → R nenı́ spojitá na X.“ ekvivalentnı́ s výrokem ,,Existuje
x0 ∈ X a ε > 0 tak, že pro každé δ > 0 existuje x ∈ X takové, že |x − x0| < δ a
| f (x)− f (x0)| ≥ ε“?

6. Vyplývá z Bolzanovy věty (důsledek 4.4), že obraz otevřené množiny je opět otevřená
množina?

4.3 Limita. Mějme topologický prostor X, Hausdorffův topologický prostor Y, zobrazenı́ f : A ⊂

X → Y a bod x0 hromadný bod množiny A. Limitou zobrazenı́ f v bodě x0 nazýváme prvek
y0 ∈ Y takový, že zobrazenı́ f̄ : A ∪ {x0} → Y, definované předpisem

f̄ (x) =

{
f (x), jestliže x 6= x0,

y0, jestliže x = x0, (4.3.1)

je spojité v x0.
Je-li y0 limitou zobrazenı́ f v bodě x0, pı́šeme y0 = limx→x0 f (x).

Dalo by se řı́ci, že limita je takový prvek prostoru Y, kterým je třeba funkci f v bodě x0 dodefinovat
(předefinovat), aby byla v x0 spojitá. Vyzkoušejte si to na funkci | sgn(x)|.

Často budeme pracovat s limitou zobrazenı́ f , zúženého na nějakou podmnožinu A ∩ B, kde
B ⊂ A. V takovém přı́padě použı́váme tuto symboliku:

lim
x→x0

f |A∩B(x) = lim
x→x0
x∈B

f (x). (4.3.2)

Věta 4.23. Necht’ f : A ⊂ X → Y. Pak lim x→x0
x∈A

f (x) = y0, právě když ke každému okolı́ V bodu

y0 existuje okolı́ U bodu x0 tak, že f ((U \ {x0}) ∩ A) ⊂ V .
D ů k a z. Věta je přı́mým důsledkem definic limity spojitého zobrazenı́ a indukované topologie.

Důsledek 4.24 (ε–δ kritérium limity). Funkce f : X ⊂ R → R má v hromadném bodě x0
množiny X limitu y0, právě když ke každému čı́slu ε > 0 existuje čı́slo δ > 0 takové, že pro každé
x ∈ X, x 6= x0, které splňuje |x − x0| < δ, platı́ | f (x)− y0| < ε.

Věta 4.25. Každé zobrazenı́ má v daném bodě nejvýše jednu limitu.
D ů k a z. Necht’ y1, y2 jsou dvě různé limity zobrazenı́ f : A ⊂ X → Y v bodě x0 ∈ X, V1 a V2
taková okolı́ bodů y1 a y2, že V1 ∩ V2 = ∅ (tato okolı́ existujı́ — prostor Y je Hausdorffův). Podle
věty 4.23 existujı́ okolı́ U1 a U2 bodu x0 taková, že f (U1 ∩ A) ⊂ V1 a f (U2 ∩ A) ⊂ V2. Jelikož
x0 je hromadný bod množiny A, existuje bod x ∈ A, x 6= x0, který ležı́ současně v množinách U1
a U2. Pro tento bod ale platı́ f (x) ∈ V1 ∩ V2, což je spor.
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Věta 4.26 (limita složeného zobrazenı́). Bud’te X,Y, Z topologické prostory, x0 hromadný bod
množiny A ⊂ X. Dále bud’te f : A → Y zobrazenı́, které má limitu y0 = limx→x0 f (x), a
g: Y → Z zobrazenı́ spojité v y0. Pak zobrazenı́ g ◦ f má limitu v bodě x0 a platı́

lim
x→x0

(g ◦ f )(x) = g(y0). (4.3.3)

D ů k a z. Plyne přı́mo z definice limity a věty 3.5.

Než aplikujeme pojem limity na funkce reálné proměnné, zavedeme následujı́cı́ pomocný
pojem: Rozšı́řenou množinou reálných čı́sel nazýváme množinu R = R ∪ {−∞,∞}, kde −∞ a
∞ jsou libovolné dva různé prvky, tzv. nevlastnı́ body, které nejsou reálnými čı́sly.3)

Pro libovolné x ∈ R klademe −∞ < x a x < ∞. Tı́m jsme rozšı́řili uspořádánı́ na R na
množinu R.

Ověřte, že jsme na R opravdu definovali uspořádánı́.

Věta 4.27 (zobecněná věta o supremu a infimu). Každá množina X ⊂ R má v R supremum a
infimum.
D ů k a z. Je-li množina X neohraničená shora (přı́padně zdola), je sup X = ∞ (přı́padně
inf X = −∞). Je-li X = ∅, je sup X = −∞ a inf X = ∞.4) Pro ostatnı́ množiny plyne existence
suprema z věty 2.5 a infima z věty 2.6.

Topologii na R definujeme pomocı́ topologie na R takto: Množina X ⊂ R je otevřená, jestliže
jsou splněny následujı́cı́ podmı́nky:
1. množina X ∩ R je otevřená v R,
2. jestliže −∞ ∈ X, pak pro nějaké x ∈ R platı́ [−∞, x) ⊂ X,
3. jestliže ∞ ∈ X, pak pro nějaké x ∈ R platı́ (x,∞] ⊂ X.5)

Ověřte, že takto definovaný systém otevřených množin na R je opravdu topologie.

Limity funkcı́ reálné proměnné vždy uvažujeme v množině R. V limitě limx→x0 f (x) tedy
může být x0 = −∞ nebo x0 = ∞ (pokud je −∞ nebo ∞ hromadným bodem definičnı́ho oboru
funkce f ) a může také vyjı́t limx→x0 f (x) = −∞ nebo limx→x0 f (x) = ∞. V prvnı́m přı́padě
pak hovořı́me o limitě v nevlastnı́m bodě, ve druhém o nevlastnı́ limitě.

Následujı́cı́ věta je důsledkem definice limity a definice topologie na množině R.

Věta 4.28 (ε–δ kritérium limity). Bud’ X ⊂ R množina taková, že ∞ je jejı́ hromadný bod,
f : X ⊂ R → R funkce. Prvek y0 ∈ R je limitou f v bodě ∞, právě když ke každému čı́slu ε > 0
existuje čı́slo δ > 0 takové, že pro každé čı́slo x ∈ X, které splňuje x > δ, platı́ | f (x)− y0| < ε,
je-li y0 ∈ R; přı́padně f (x) > ε, je-li y0 = ∞; přı́padně f (x) < −ε, je-li y0 = −∞.

Podobná věta platı́ i pro limitu v bodě −∞. Čtenář si ji může sám zformulovat.

Limity

lim
x→x0
x<x0

f (x) a lim
x→x0
x>x0

f (x)

nazýváme limitou zleva a limita zprava. Značı́me je limx→x−

0
f (x) a limx→x+

0
f (x).

Věta 4.29. Bud’ f : X ⊂ R → R monotonnı́ funkce. Je-li x0 hromadný bod množiny (−∞, x0)∩ X,
pak existuje limita

lim
x→x−

0

f (x). (4.3.4)

3)Prvkům ∞ a −∞ nenı́ třeba přikládat nějaký zvláštnı́ význam. Jsou to prostě pomocné prvky.
4)Proč? Porovnejte vyslovená tvrzenı́ s definicemi suprema, infima, hornı́ a dolnı́ závory.
5)Intervaly [−∞, x) a (x,∞] definujeme, jak čtenář předpokládá.
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Je-li x0 hromadný bod množiny (x0,∞) ∩ X, pak existuje limita

lim
x→x+

0

f (x). (4.3.5)

D ů k a z. Dokážeme existenci limity limx→x−

0
f (x) pro přı́pad, že funkce f je neklesajı́cı́.

Označme y0 = supx<x0
f (x)6) a zvolme libovolné okolı́ V bodu y0. Jistě pro každý bod x ∈ X,

x < x0, platı́ f (x) ≤ y0 a jistě existuje bod x1 ∈ X, x1 < x0, takový, že f (x1) ∈ V (obojı́ plyne
z věty 2.7). Pak ale f ((x1, x0)∩ X) ⊂ V . Tı́m je tvrzenı́ dokázáno. Kde jsme využili, že funkce f
je neklesajı́cı́?

Věta 4.30. Necht’ f : X ⊂ R → R je funkce, x0 ∈ R bod uzávěru množiny (−∞, x0] ∩ X
i množiny [x0,∞)∩ X. Pak limita limx→x0 f (x) existuje, právě když existujı́ limity limx→x−

0
f (x)

a limx→x+

0
f (x) a jsou si rovny. Platı́

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x−

0

f (x) = lim
x→x+

0

f (x) (4.3.6)

D ů k a z. Důkaz přenecháme čtenáři.

V následujı́cı́ větě výjimečně předpokládáme, že funkce f, g, h mohou nabývat i nevlastnı́ch
hodnot.

Věta 4.31 (o třech limitách). Bud’te f, g, h: X ⊂ R → R funkce, f ≤ g ≤ h, x0 ∈ cl X.
Existujı́-li limity limx→x0 f (x) a limx→x0 h(x) a platı́-li

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

h(x) = y0, (4.3.7)

pak existuje i limita limx→x0 g(x) a je rovna y0.
D ů k a z. Necht’ V je okolı́ bodu y0, J ⊂ V interval, obsahujı́cı́ bod y0. Z existence limit
funkcı́ f a h plyne, že existuje okolı́ U bodu x0 takové, že f (U ∩ X) ⊂ J a také h(U ∩ X) ⊂ J.
Z předpokladu f ≤ g ≤ h ovšem plyne, že i g(U ∩ X) ⊂ J.

Nynı́ uvedeme několik základnı́ch pravidel pro počı́tánı́ s limitami.

Věta 4.32. Necht’ f1, f2: X ⊂ R → R, x0 ∈ cl X. Platı́:
1. Jestliže limx→x0 f1(x) = y1 ∈ R a limx→x0 f2(x) = y2, pak limx→x0( f1 + f2)(x) = y1 + y2.
2. Jestliže limx→x0 f1(x) = ∞ a funkce f2 je zdola ohraničená, pak limx→x0( f1 + f2)(x) = ∞.
3. Jestliže limx→x0 f1(x) = −∞ a funkce f2 je shora ohraničená, pak limx→x0( f1 + f2)(x) =

−∞.
D ů k a z. 1. Jestliže x0 ∈ X, pak funkce f1 a f2 jsou spojité v x0 a f1(x0) = y1, f2(x0) = y1. To ale
znamená, že funkce f1 + f2 je v tomto bodě také spojitá (věta 4.14.1.) a ( f1 + f2)(x0) = y1 + y2.
V přı́padě, že x0 /∈ X použijeme tutéž argumentaci na funkce f̄1, f̄2 z definice limity.
2. Necht’ m je dolnı́ závora funkce f2. Bud’ M libovolné čı́slo a U takové okolı́ bodu x0, že
f1(U ) > M −m. Pak pro každé x ∈ U platı́ ( f1 + f2)(x) = f1(x)+ f2(x) > (M −m)+m = M .
3. Dokáže se podobně jako 2.

Věta 4.33. Necht’ f1, f2: X ⊂ R → R, x0 ∈ cl X, m ∈ R. Platı́:
1. Jestliže limx→x0 f1(x) = y1 ∈ R a limx→x0 f2(x) = y2 ∈ R, pak limx→x0( f1 · f2)(x) = y1y2.
2. Jestliže limx→x0 f1(x) = ∞ a f2 > m> 0, pak limx→x0( f1 · f2)(x) = ∞.
3. Jestliže limx→x0 f1(x) = ∞ a f2 < m< 0, pak limx→x0( f1 · f2)(x) = −∞.

4. Jestliže limx→x0 f1(x) = −∞ a f2 > m> 0, pak limx→x0( f1 · f2)(x) = −∞.
5. Jestliže limx→x0 f1(x) = −∞ a f2 < m< 0, pak limx→x0( f1 · f2)(x) = ∞.

6)Tı́m máme samozřejmě na mysli supremum funkce f , zúžené na množinu (−∞, x0). Podobnou symboliku
použı́váme i dále.
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6. Jestliže limx→x0 f1(x) = 0 a | f2| < m, pak limx→x0( f1 · f2)(x) = 0.
D ů k a z. 1. Plyne z věty 4.14.2.
2. Bud’M libovolné čı́slo a U takové okolı́ bodu x0, že f1(U ) > M/m. Pak pro každé x ∈ U platı́
( f1 · f2)(x) = f1(x) · f2(x) > (M/m) · m = M .
Body 3, 4, 5 se dokážı́ podobně jako bod 2.
6. Dokažte sami (viz cvičenı́).

Kontrolnı́ otázky

1. Které z následujı́cı́ch definicı́ limity jsou ekvivalentnı́ s definicı́ limity v tomto textu. Řek-
neme, že funkce f : R → R má v bodě x0 ∈ R limitu a ∈ R jestliže
a) existuje okolı́ U bodu a takové, že pro každé okolı́ V bodu x0 platı́ f (V \ {x0}) ⊂ U ;
b) existuje okolı́ U bodu a takové, že existuje okolı́ V bodu x0 platı́ f (V \ {x0}) ⊂ U ;
c) pro každé okolı́ V bodu x0 existuje okolı́ U bodu a takové, že platı́ f (V \ {x0}) ⊂ U ;
d) pro každé okolı́ U bodu a existuje okolı́ V bodu x0 takové, že platı́ f (V \ {x0}) ⊂ U .

2. Je výrok ,,Funkce f nemá v bodě x0 vlastnı́ limitu.“ ekvivalentnı́ s výrokem ,,Pro každé
a ∈ R, pro každé ε > 0 a pro každé δ > 0 existuje x ∈ R takové, že |x − x0| < δ a
| f (x)− f (x0)| ≥ ε.“?

3. Je-li limx→x0 f (x) = limx→x0 g(x) = ∞, lze něco řı́ci o limitách limx→x0 f (x) + g(x) a
limx→x0 f (x)g(x)?

Přı́klady

1. Ukažte, že idR je homeomorfismus.
Řešenı́: Je nutné ukázat, že idR je spojité a že jeho inverze je spojitá. Vzhledem k tomu, že inverze
k identitě je identita, stačı́ ukázat, že idR je spojitá. Musı́me tedy ukázat, že je spojitá v každém
bodě. Zvolme x ∈ R a ukážeme, že idR je v něm spojitá. Zvolme libovolné okolı́ U bodu idR(x)
a za okolı́ V bodu x vezměme V = U . Snadno vidı́me, že idR(V) = V = U ⊂ U . Tı́m je důkaz
ukončen.

2. Ukažte, že neexistuje homeomorfismus mezi množinami (a,b) a (c,d].
Řešenı́: Předpokládáme, že existuje homeomorfismus h: (c,d] → (a,b). Potom ale h(d) = r ∈

(a,b). Protože h je homeomorfismus, platı́ h(c,d) = (a,b) \ {r }. To znamená, že spojitým
zobrazenı́m h je souvislá množina zobrazena na nesouvislou, a to je spor s větou 3.7. Tı́m je důkaz
ukončen.

3. Vypočı́tejte

lim
x→∞

2x2
+ 5x − 15

3x2
+ 5

.

Řešenı́: Čitatel i jmenovatel podělı́me nejvyššı́ mocninou jmenovatele, a využijeme pravidel pro
počı́tánı́ s limitami:

lim
x→∞

2x2
+ 5x − 15

3x2
+ 5

= lim
x→∞

2 +
5

x
−

15

x2

3 +
5

x2
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=

lim
x→∞

2 + lim
x→∞

5

x
− lim

x→∞

15

x2

lim
x→∞

3 + lim
x→∞

5

x2

=
2 + 0 − 0

3 + 0
=

3

2
.

4. Vypočı́tejte

lim
x→4

x2
− 8x + 16

x2
− 7x + 12

.

Řešenı́: Protože se jedná o limitu typu 0
0 , můžeme čitatele i jmenovatele upravit na součin koře-

nových činitelů a potom krátit a dále použı́t pravidla pro počı́tánı́ s limitami. Tedy

lim
x→4

x2
− 8x + 16

x2
− 7x + 12

= lim
x→4

(x − 4)2

(x − 4)(x − 3)
= lim

x→4

x − 4

x − 3
=

lim
x→4

x − 4

lim
x→4

x − 3
=

0

1
= 0.

5. Bud’te f, g: R → R a x0 ∈ R takové, že limx→x0 f (x) = 0 a funkce g je ohraničená na nějakém
okolı́ x0. Ukažte, že potom limx→x0 f (x)g(x) = 0.
Řešenı́: Protože g je ohraničená, existujı́ čı́sla M a δ′ taková, že |g(x)| < M pro každé x splňujı́cı́
0 ≤ |x − x0| < δ′.

Ověřı́me, že pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pokud |x−x0| < δ, potom | f (x)g(x)−
0| < ε. Zvolme tedy ε > 0. Položı́me ε′ = ε/M . Z toho že limx→x0 f (x) = 0, plyne existence
δ > 0 (může být δ′ > δ) takového, že pokud 0 < |x − x0| < δ, potom | f (x) − 0| < ε′. Je
třeba ověřit, že | f (x)g(x) − 0| < ε, máme-li x takové, že 0 < |x − x0| < δ < δ′, platı́ pro něj
| f (x)g(x)− 0| = | f (x)||g(x)| < Mε′ = ε. Tı́m je důkaz ukončen.

6. Vypočtěte

lim
x→∞

x
(√

1 + x2 − x
)
.

Řešenı́: Výraz v limitě rozšı́řı́me výrazem
√

1 + x2 + x. Dostaneme

lim
x→∞

x
(√

1 + x2 − x
)

= lim
x→∞

x
(√

1 + x2 − x
)√1 + x2 + x√

1 + x2 + x
=

= lim
x→∞

x(1 + x2
− x2)√

1 + x2 + x
= lim

x→∞

1√
1 +

1

x

=
1

2
.

7. Vypočtěte

lim
x→1

x2
− x

√
x − 1

.

Řešenı́: Tentokráte rozšı́řı́me funkci výrazem
√

x + 1. Máme

lim
x→1

x2
− x

√
x − 1

= lim
x→1

(x2
− x)

(√
x + 1

)
x − 1

= lim
x→1

x
(√

x + 1
)

= 2.
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8. Necht’n ∈ N. Vypočtěte limitu

lim
x→1

x − 1

xn
− 1

.

Řešenı́: Zlomek v limitě upravı́me na tvar

x − 1

xn
− 1

=
x − 1

(x − 1)(xn−1
+ xn−2

+ · · · + 1)
.

Proto

lim
x→1

x − 1

xn
− 1

= lim
x→1

1

xn−1
+ xn−2

+ · · · + 1
=

1

n
.

9. Vypočtěte limitu

lim
x→0

5
√

x + 1 − 1

x
.

Řešenı́: Funkce v limitě je složenou funkcı́ f ◦ g, kde g(x) =
5
√

x + 1 a f , kde

f (x) =


x − 1
x5

− 1
pro x 6= 1,

1
5 pro x = 1.

Funkce f je podle předchozı́ho přı́kladu spojitá v bodě 1 (v předchozı́m přı́kladě nám vyšla limita
hornı́ větve rovna 1

5 ). Jelikož

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

5
√

x + 1 = 1

Podle věty o limitě složené funkce máme

lim
x→0

5
√

x + 1 − 1

x
= lim

x→0
f (g(x)) = f (1) =

1

5
.

Cvičenı́

1. Dokažte: Bud’te A, B ⊂ X. Pokud A ⊂ B, potom cl A ⊂ cl B.

2. Dokažte: Necht’ f : X → Z je spojité zobrazenı́ a Y ⊂ X. Potom zobrazenı́ f |Y je také spojité.

3. Uved’te přı́klad nekonečného systému otevřených množin v R tak, aby jeho průnik nebyla otevřená
množina.

4. Uved’te přı́klad nekonečného systému uzavřených množin v R tak, aby jeho sjednocenı́ nebyla
uzavřená množina.

5. Je sjednocenı́ (průnik) dvou souvislých množin v R opět souvislá množina?

6. Je sjednocenı́ (průnik) dvou kompaktnı́ch v R množin opět kompaktnı́ množina?
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7. Nalezněte vnitřek, vnějšek, hranici, uzávěr a množinu hromadných bodů v R množin (ve všech
přı́padech a,b, c ∈ R a a < b < c):

a) (a,b); b) (a,b]; c) Q;

d) N; e) {1/n | n ∈ N}; f) [a,b) ∪ (b, c];

g) (a,b) ∩ Q; h) {n/(n + 1) | n ∈ N}; i) [a,∞).
8. Uvažujme R s přirozenou topologiı́. Rozhodněte, zda

a) systém S = {(−5, 1), (0, 3), [0, 1], (2, 5), (3, 9)} je otevřeným pokrytı́m množiny
{1, 2, 3};

b) systém S = {(n − 1,n + 1) | n ∈ N} je otevřeným pokrytı́m množiny {1} ∪ (2, 5], a
najděte konečné podpokrytı́.

9. Dokažte, že systém S = {(1/n, 1) | n ∈ N} je otevřené pokrytı́ intervalu (0, 1) a že z něj nelze
vybrat konečné podpokrytı́.

10. Které z následujı́cı́ch podmnožin R jsou kompaktnı́ a proč:

a) {0}; b) {1, . . . ,n}; c) (0, 1);

d) (0, 1]; e) {1/n | n ∈ N} ∪ {0}; f) {1/n | n ∈ N}.

11. Ukažte, že množina R je kompaktnı́.

12. Které z následujı́cı́ch množin jsou okolı́m bodu ∞:

a) R; b) (0,∞); c) N;

d) (0,∞]; e) R \ {0}; f) N ∪ {∞};

g) R \ (0, 1); h) R.
13. Které z následujı́cı́ch podmnožin R jsou souvislé a proč:

a) {1, 2}; b) (0, 1); c) [1, 2];

d) (0, 1) ∪ (1, 2]; e) R; f) R \ {0};

g) Q; h) {1/n | n ∈ N}.
14. Přı́mo z definice nebo pomocı́ ε–δ kritéria dokažte, že zobrazenı́ f : R → R, f (x) = 5x je spojité.

15. Přı́mo z definice nebo pomocı́ ε–δ kritéria dokažte, že zobrazenı́ f : R → R, f (x) = x2 je spojité.

16. Dokažte, že
a) f : R → R, f (x) = 7x je spojitá v 7; b) χ je nespojitá v každém bodě;

c) idR ·χ je spojitá pouze v nule; d) χ ◦ χ je spojitá;

e) % je spojitá pouze v iracionálnı́ch čı́slech;

f) f : R → R, f (x) =
1
4 sgn(x −

43
28) je nespojitá v 43

28 .

17. Zjistěte, kde jsou následujı́cı́ funkce spojité:

a) 7x; b) 3x2;

c) x · sgn(x).
18. Bud’te f, g: R → R spojité funkce a a ∈ R. Dokažte, že potom f + g, f − g, f · g a a · f jsou

spojité funkce.

19. Uved’te přı́klad nespojitých funkcı́ tak, aby jejich součet (rozdı́l) byl spojitá funkce.

20. Uved’te přı́klad spojité funkce tak, aby jejı́ inverze byla nespojitá.

21. Necht’a,b ∈ R, a < b. Uved’te přı́klad nespojité funkce, která nenabývá na [a,b] maxima ani
minima.

22. Necht’a,b ∈ R, a < b. Uved’te přı́klad spojité funkce, která nenabývá maxima (ani minima) na
intervalu (a,b).

23. Ukažte, že zobrazenı́ f : R → R, f (x) = 3x (resp. f (x) = −x) je homeomorfismus.
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24. Ukažte, že jsou-li f, g spojité funkce na R, pak množina {x ∈ R | f (x) 6= g(x)} (resp.
{x ∈ R | f (x) < g(x)}) je otevřená.

25. Vyvrat’te následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’ A hustá množina v R, f, g spojité funkce na R takové, že
f |A < g|A. Potom f < g.

26. Necht’a,b, c,d ∈ R, a < b, c < d. Najděte nějaký homeomorfismus intervalů (a,b) a , (c,d).

27. Necht’ a,b, c,d, r, s ∈ R, a < b, c < d, r ¡ s. Ukažte, že neexistuje homeomorfismus mezi
množinami:

a) (a,b) a [c,d]; b) (a,b) ∪ (c,d) a (r, s), kde b ≤ c.
28. Uved’te přı́klad funkcı́ f, g: R → R tak, aby

a) limx→0 f (x) = limx→0 g(x) = 0 a limx→0 f (x)/g(x) = 256;

b) limx→0 f (x) = limx→0 g(x) = ∞ a limx→0 f (x)/g(x) = 0;

c) limx→0 f (x) = limx→0 g(x) = ∞ a limx→0 f (x)− g(x) = ∞.

29. Necht’limx→0 f (x) = ∞ a limx→0 f (x)g(x) = 1. Vypočtěte limx→0 g(x). Necht’limx→0 f (x) =

0 a limx→0 f (x)g(x) = 1. Co platı́ pro limitu limx→0 g(x)?

30. Pomocı́ definice limity vypočtěte

a) limx→−∞ 1/x; b) limx→∞ 1/x; c) limx→0− 1/x;

d) limx→0+ 1/x; e) limx→0 x · χ(x).
31. Vypočı́tejte

a) lim
x→∞

−3x2
+ 2x2

+ x

17x3
− x2

+ 10
; b) lim

x→∞

x2
+ 6x + 125

−6x3
+ 4

; c) lim
x→0

x2
+ 6x

−6x3 ;

d) lim
x→2

x2
− 4x + 4

x − 2
; e) lim

x→∞

x2
+ 2x + 4

x − 2
; f) lim

x→0

√
2 + x −

√
2

x
;

g) lim
x→∞

1

x

√
x3

x − 1
; h) lim

x→1

x2
−

√
x

√
x − 1

; i) lim
x→0+

x3
+ 6x

5x3
+ x2 + |x + 2|;

j) lim
x→∞

x
√

x + 1
; k) lim

x→1

x − 1
3
√

x − 1
; l) lim

x→0+
sgn(x);

m) lim
x→1+

2x − 1

|x − 1|
; n) lim

x→1−

2x − 1

|x − 1|
; o) lim

x→∞

√
x + 1 − 1

√
x + 1 + 1

;

p) lim
x→2

2x2
− 10x + 12

x2
+ 5x − 14

; q) lim
x→4

x2
− 8x + 16

x2
− 7x + 12

; r) lim
x→∞

x2
+ 7x − 44

x2
− 6x + 8

;

s) lim
x→∞

√
x3

x − 1
− x; t) lim

x→∞

√
x2 + 1 −

5
√

x2 − 1
3
√

x3 + 1 −
4
√

x3 − 1
.

32. Vypočı́tejte následujı́cı́ limity:

a) lim
x→1

x

1 − x
; b) lim

x→1

1

1 − x
−

3

1 − x3 ;

c) lim
x→1

x2
− 1

2x2
− x − 1

; d) lim
x→2

x3
− 2x2

− 4x + 8

x4
− 8x2

+ 16
;

e) lim
x→3

√
x + 13 − 2

√
x + 1

x2
− 9

; f) lim
x→−2

3
√

x − 6 + 2

x3
+ 8

;

g) lim
x→∞

√
x2 + 1 +

√
x

4
√

x3 + x − x
; h) lim

x→∞
x
(√

x2 + 1 − x
)
;
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i) lim
x→∞

√
x2 + 1 −

3
√

x2 − 1
4
√

x4 + 1 −
5
√

x4 + 1
; j) lim

x→∞

5
√

x7 + 3 +
4
√

2x3 − 1
6
√

x8 + x7 + 1 − x
;

k) lim
x→∞

√
x2 + 1 −

√
x2 − 1; l) lim

x→∞

3
√

x3 + x2 + 1 −
3
√

x3 − x2 + 1;

m) lim
x→2

1

x(x − 2)2
− x2

− 3x + 2; n) lim
x→1

x + 2

x2
− 5x + 4

+x−43(x2
−3x+2);

o) lim
x→∞

√
x +

√
x +

√
x

√
x + 1

;
p) lim

x→∞

3
√

x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x.

33. Necht’ f : R → R je taková, že pro každé x0 ∈ R je limx→x0 f (x) = 0. Rozhodněte zda platı́:

a) f (R) = {0};

b) f je spojitá na R;

c) f je omezená na R;

d) f je omezená na každém omezeném intervalu J ⊂ R.

34. Dokažte, že existuje x ∈ (0, 2) takové, že x6
+ x5

+ x4
+ x3

+ x2
− x − 1 = 0. (Návod: Užijte

Darbouxovu vlastnost.)

35. Dokažte, že každý polynom lichého stupně má alespoň jeden reálný kořen.

36. Vypočı́tejte následujı́cı́ limity, jestliže a > 0:

a) lim
x→∞

2−x; b) lim
x→0

2−x; c) lim
x→∞

2(x−1)/(x+2);

d) lim
x→∞

(
loga(2x + 1)− loga(x + 2)

)
; e) lim

x→∞
loga x − loga(3x + 2).

37. Dokažte, že pokud existuje konečná limita funkce v nějakém bodě, potom existuje jeho okolı́, na
kterém je tato funkce ohraničená.

Výsledky

3. {(−1/n, 1 + 1/n)}. 4. {[1/n, 1 − 1/n] | n ∈ N}. 5. Ne (ano). 6. Ano (ano). 7. a) int A =

(a,b), ext A = (−∞,a) ∪ (b,∞), fr A = {a,b}, cl A = [a,b]; b) int A = (a,b), ext A =

(−∞,a) ∪ (b,∞), fr A = {a,b}, cl A = [a,b]; c) int A = ∅, ext A = ∅, fr A = R, cl A = R;
d) int A = ∅, ext A = R \ N, fr A = N, cl A = N; e) int A = ∅, ext A = R \ (A ∪ {0}),
fr A = A ∪ {0}, cl A = A ∪ {0}; f) int A = (a,b) ∪ (c,d), ext A = R \ ([a,b] ∪ [c,d]),
fr A = {a,b, c,d}, cl A = [a,b] ∪ [c,d]; g) int A = ∅, ext A = (−∞,a)∪ (b,∞), fr A = [a,b],
cl A = [a,b]; h) int A = ∅, ext A = R \ (A ∪ {1}), fr A = A ∪ {1}, cl A = A ∪ {1}; i) int A =

(a,∞), ext A = (−∞,a), fr A = {a}, cl A = [a,∞). 8. a) Nenı́ otevřené; b) je, napřı́klad
{(0, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 5), (4, 6)}. 10. a) Je; b) je; c) nenı́; d) nenı́; e) je; f) nenı́. 12. a) Nenı́,
neobsahuje bod ∞; b) nenı́; c) nenı́; d) je; e) je; f) nenı́, neobsahuje žádný interval (a,∞); g) nenı́,
(R \ (0, 1)) ∩ R jenı́ otevřená v R h) je. 13. a) Nenı́; b) je; c) je; d) nenı́; e) je; f) nenı́; g) nenı́;
h) nenı́. 17. a) Všude; b) všude; c) jen v 0 19. sgn a − sgn, 20. f : [0, 1] ∪ (2, 3] →, f (x) = x
pro x ∈ [0, 1] a f (x) = x − 1 pro x ∈ (2, 3]. 21. f : [a,b] → R, f (x) = x pro x ∈ (a,b) a
f (x) = (a + b)/2 pro x ∈ {a,b}. 22. f (x) = 1/((x − a)(x − b)). 25. Protipřı́klad: A = R \ {0}

a f (x) = 0, g(x) = x2. 28. a) f (x) = 256x, g(x) = x; b) f (x) = 1/x2, g(x) = 1/x4;
c) f (x) = 2/x2, g(x) = 1/x2. 30. a) 0; b) 0 c) −∞; d) ∞; e) 0. 31. a) 0; b) 0; c) −∞; d) 0;
e) ∞; f)

√
2/4; g) 1; h) 3; j) ∞; k) 3; l) 1; o) 1; p) −

2
9 ; q) 0; r) 1; s) 1

2 ; t) −∞. 32. a) Neexistuje;
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b) −1; c) 2
3 ; d) 1

4 ; e) −
1

16 ; f) neexistuje; g) −1; h) 1
2 ; i) 1; j) ∞; k) 0; l) 2

3 ; m) ∞; n) neexistuje;
o) 1; p) 2. 33. a) ne; b) ne; c) ne; d) ano. 36. a) 0; b) 1; c) 2; d) loga(2); e) − loga(3).





5. Posloupnosti a řady
Tato kapitola je věnována posloupnostem reálných čı́sel, funkcı́ a nekonečným čı́selným řa-

dám. Definujeme pojmy limes superior a limes inferior, věnujeme se problematice konvergence
posloupnosti. Zavádı́me pojem bodová a stejnoměrná konvergence posloupnostı́ funkcı́.

Zavádı́me pojem řada a jejı́ konvergence. Dále se věnujeme řadám s kladnými členy, uvádı́me
četná kritéria jejich konvergence. Závěr je věnován absolutně a neabsolutně konvergentnı́m řadám
a s tı́m souvisejı́cı́ problematice přerovnánı́ řad.

5.1 Limita a hromadné hodnoty. Mějme posloupnost (xn) prvků Hausdorffova topologického
prostoru X. Jelikož ∞ je hromadným bodem množiny N, můžeme uvažovat limitu limn→∞ xn.
Pokud nedojde k mýlce, budeme tuto limitu označovat prostě lim xn.

Následujı́cı́ kritérium pro limitu posloupnosti je přı́mým důsledkem definice limity:

Věta 5.1. Posloupnost (xn) prvků topologického prostoru X má limitu x0, právě když pro každé
okolı́ U bodu x0 existuje přirozené čı́slo n0 takové, že pro každé přirozené čı́slo n > n0 platı́
xn ∈ U .

Prvek x0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (xn), jestliže ke každému jeho okolı́ U
existuje nekonečně mnoho přirozených čı́sel k takových, že xk ∈ U .

Věta 5.2. Množina hromadných hodnot libovolné posloupnosti je uzavřená.
D ů k a z. Označme A množinu hromadných hodnot posloupnosti (xn). Zvolme libovolný prvek
x ∈ X \ A. Jelikož x nenı́ hromadnou hodnotou, musı́ mı́t okolı́ U , které obsahuje pouze konečně
mnoho členů posloupnosti (xn). Pak ale každý prvek okolı́ U má tutéž vlastnost a U ⊂ X \ A.
Tı́m jsme dokázali, že množina X \ A je otevřená.

Věta 5.3. Předpokládejme, že topologický prostor X je kompaktnı́, a uvažujme posloupnost (xn)

prvků X.
1. (xn) má hromadnou hodnotu.
2. Má-li posloupnost (xn) jedinou hromadnou hodnotu x0, pak lim xn = x0.
D ů k a z. 1. Předpokládejme, že žádný prvek množiny X nenı́ hromadnou hodnotou posloupnosti
(xn). Pak každý prvek x ∈ X má okolı́ Ux, které obsahuje pouze konečně mnoho členů posloupnosti
(xn). Systém S = {Ux | x ∈ X} je otevřené pokrytı́ množiny X a má konečné podpokrytı́ T ⊂ S.
Nynı́ je zřejmé, že ve sjednocenı́ systému T ležı́ jen konečně mnoho členů posloupnosti (xn).
Ovšem ∪T = X a máme co? A máme spor.

2. Kdyby neplatilo lim xn = x0, pak existuje okolı́ U prvku x0 takové, že v množině X \ U
ležı́ nekonečně mnoho členů posloupnosti (xn). Tyto prvky tvořı́ posloupnost v kompaktnı́m
topologickém prostoru X \ U ,1) která má podle bodu 1 hromadnou hodnotu, různou od x0. To je
spor.

5.2 Posloupnosti reálných čı́sel. Pravı́me, že posloupnost reálných čı́sel je konvergentnı́, má-li
limitu v R. Je-li limitou této posloupnosti ∞ nebo −∞, řı́káme, že je divergentnı́. Posloupnost,
která nenı́ ani konvergentnı́, ani divergentnı́, se nazývá oscilujı́cı́.

Ze cvičenı́ 11 k předchozı́ kapitole vı́me, že množina R je kompaktnı́. Podle věty 5.3 má tedy
každá posloupnost reálných čı́sel v R hromadnou hodnotu — množina hromadných hodnot je

1)Jak vı́me, že je kompaktnı́?

57
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neprázdná. Podle věty 5.2 je tato množina navı́c uzavřená, což ovšem dohromady znamená, že má
nejmenšı́ a největšı́ prvek. Můžeme tedy zformulovat následujı́cı́ výsledek:

Věta 5.4. 1. Každá posloupnost reálných čı́sel má v R největšı́ a nejmenšı́ hromadnou hodnotu.
2. Je-li tato posloupnost navı́c ohraničená, jsou tyto hromadné hodnoty reálná čı́sla.
D ů k a z. Bod 1 jsme dokázali v předchozı́m odstavci, bod 2 je zřejmý.

Největšı́ hromadná hodnota posloupnosti reálných čı́sel (xn) se nazývá limes superior po-
sloupnosti (xn) a označuje lim supn→∞ xn nebo lim sup xn. Nejmenšı́ hromadná hodnota této
posloupnosti se nazývá limes inferior posloupnosti (xn) a označuje lim infn→∞ xn nebo lim inf xn.

Je-li σ rostoucı́ posloupnost přirozených čı́sel, pak posloupnost (xσn) se nazývá posloupnost
vybraná z posloupnosti (xn) nebo podposloupnost posloupnosti (xn).

Věta 5.5. Bud’(xn) posloupnost reálných čı́sel. Pak bod x0 ∈ R je hromadnou hodnotou této
posloupnosti, právě když existuje vybraná posloupnost xσn taková, že lim xσn = x0.
D ů k a z. Bud’U okolı́ bodu x0. Předpokládejme, že existuje vybraná posloupnost xσn taková, že
lim xσn = x0. Označme n0 přirozené čı́slo takové, že pro každé n ≥ n0 je xσn ∈ U (věta 5.1). Pak
pro k = σn0, σn0+1, σn0+2, . . . je xk ∈ U , tedy x0 je hromadný bod.

Nynı́ dokážeme opačné tvrzenı́ pro x0 ∈ R (pro x0 ∈ {∞,−∞} přenecháme důkaz čtenáři).
Označme In interval (x0 − 1/n, x0 + 1/n). Pomocı́ principu matematické indukce zkonstruujeme
vybranou posloupnost (xσn) takovou, že pro každé n je xn ∈ In. Označme σ1 nejmenšı́ přirozené
čı́slo, pro které xσ1 ∈ I1 (takových přirozených čı́sel je podle předpokladu nekonečně mnoho).
Podobně označme σ2 nejmenšı́ přirozené čı́slo většı́ než σ1, pro které xσ2 ∈ I2 (přirozených
čı́sel k > σ1, pro která xk ∈ I2, je nekonečně mnoho). Předpokládejme nynı́, že již máme čı́sla
σ1 < · · · < σn, která naši podmı́nku splňujı́. Pak σn+1 budiž nejmenšı́ přirozené čı́slo, pro které
σn+1 > σn a xσn+1 ∈ In+1. Tı́m je hledaná vybraná posloupnost (xσn) zkonstruována a věta
dokázána.

Posloupnost (xn) prvků množiny R se nazývá cauchyovská, jestliže ke každému reálnému čı́slu
ε > 0 existuje přirozené čı́slo n0 takové, že pro každé n1,n2 > n0 platı́

|xn1 − xn2 | < ε. (5.2.1)

Věta 5.6. Každá konvergentnı́ posloupnost reálných čı́sel je cauchyovská. Každá cauchyovská
posloupnost reálných čı́sel je konvergentnı́.
D ů k a z. Bud’(xn) konvergentnı́ posloupnost reálných čı́sel, x0 jejı́ limita. Zvolme libovolné čı́slo
ε > 0 a označme n0 přirozené čı́slo takové, že pro každé n > n0 je |xn − x0| < ε/2. Bud’te nynı́
n1,n2 > n0. Máme

|xn1 − xn2 | = |xn1 − x0 + x0 − xn2 | ≤ |xn1 − x0| + |x0 − xn2 | <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Každá konvergentnı́ posloupnost je tedy cauchyovská.
Mějme nynı́ cauchyovskou posloupnost (xn) a označme n0 přirozené čı́slo takové, že pro každé

n1,n2 ≥ n0 je |xn1 − xn2 | < 1. Dále označme

M = max{x1, x2, . . . xn0} + 1,
m = min{x1, x2, . . . xn0} − 1.

Nynı́ pro libovolné n ∈ {1, 2, . . . ,n0 − 1} platı́ xn < M a pro n ≥ n0 je |xn − xn0 | < 1,
což znamená, že xn < xn0 + 1 ≤ M . Posloupnost (xn) je tedy shora ohraničená čı́slem M .
Stejným způsobem se dokáže, že posloupnost (xn) je také zdola ohraničená čı́slem m. Položme
a = lim inf xn a b = lim sup xn. Máme a,b ∈ R (věta 5.4).

Předpokládejme, že a < b, a položme ε =
1
3(b − a). Pak existuje přirozené čı́slo n0 takové,

že pro každé n1,n2 > n0 je |xn1 − xn2 | < ε. Zvolme nynı́ k, l > n0 tak, aby |xk − a| < ε a
|xl − b| < ε (čı́sla k, l existujı́, jelikož a a b jsou hromadné hodnoty — věta 5.5). Dostáváme
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xl > b − ε, xk < a + ε, čili

xl − xk > b − ε − a − ε = 3ε − 2ε = ε,

a to je spor, jelikož podle předpokladu, xl − xk < ε.
Platı́ tedy a = b a tvrzenı́ plyne z věty 5.3.

5.3 Posloupnosti funkcı́. Necht’Y ⊂ X ⊂ R. Uvažujme posloupnost ( fn) funkcı́ fn: X → R.
Řı́káme, že tato posloupnost konverguje bodově k funkci f : Y → R na množině Y, jestliže pro
každé x ∈ Y platı́ limn→∞ fn(x) = f (x). Funkce f se nazývá limita posloupnosti ( fn) a označuje
lim fn. Řı́káme, že posloupnost ( fn) konverguje k funkci f na množině Y stejnoměrně, jestliže ke
každému ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n ≥ n0 a x ∈ Y platı́ | fn(x)− f (x)| < ε.

Z uvedených definic ihned plyne: Jestliže posloupnost ( fn) konverguje k funkci f na množině Y
stejnoměrně, pak k této funkci na této množině konverguje i bodově. Tuto implikaci lze obrátit
napřı́klad jsou-li funkce fn konstantnı́.

Jestliže posloupnost ( fn) konverguje bodově na množině Y a jestliže množina Y obsahuje
všechna čı́sla x ∈ X, pro něž existuje limn→∞ fn(x), pak se množina Y nazývá oborem konver-
gence posloupnosti ( fn).

Necht’ fn: R → R,

f (x) =
x

n
.

Pro každé x ∈ R platı́ limn→∞ fn(x) = 0; oborem konvergence této posloupnosti je tedy množina R.
Předpokládejme nynı́, že množina Y ⊂ R je ohraničená a −M < Y < M . K libovolnému ε > 0 zvolme
n0 ∈ N tak, aby M/n0 < ε. Pak pro každé n ≥ n0 a x ∈ Y platı́ | fn(x)| = |x/n| ≤ |x/n0| ≤ M/n0 < ε.
Posloupnost ( fn) tedy konverguje stejnoměrně k nule na Y. Nenı́-li ovšem množina Y ohraničená, najdeme
ke každému ε > 0 a n ∈ N čı́slo x ∈ Y takové, že |x| > nε, neboli |x/n| = | fn(x)| > ε. V tomto přı́padě
tedy posloupnost ( fn) na Y stejnoměrně nekonverguje.

Věta 5.7. Jestliže k posloupnosti ( fn) funkcı́ fn: X → R a funkci f : Y → R, kde Y ⊂ X ⊂ R,
existuje posloupnost (yn) taková, že lim yn = 0 a pro každé n ∈ N a x ∈ Y je | fn(x)− f (x)| < yn,
pak posloupnost ( fn) konverguje stejnoměrně k funkci f na množině Y.
D ů k a z. Zvolme ε > 0 a označme n0 takové čı́slo, že pro každé n > n0 platı́ yn < ε. Pak pro
každé x ∈ Y platı́ | fn(x)− f (x)| < ε a tvrzenı́ je dokázáno.

Následujı́cı́ tvrzenı́ budeme často použı́vat.

Věta 5.8. Posloupnost ( fn) konverguje stejnoměrně na Y ⊂ R, právě když ke každému ε > 0
existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n1,n2 > n0 a každé x ∈ Y platı́ | fn1(x)− fn2(x)| < ε.
D ů k a z. Jestliže posloupnost ( fn) konverguje stejnoměrně na Y k funkci f , pak k libovolnému
ε > 0 existuje čı́slo n0 takové, že pro každé x ∈ Y a n1,n2 > n0 platı́

| fn1(x)− f (x)| <
ε

2
,

| fn2(x)− f (x)| <
ε

2
.

(5.3.1)

Máme tedy

| fn1(x)− fn2(x)| = | fn1(x)− f (x)+ f (x)− fn2(x)| ≤

≤ | fn1(x)− f (x)| + | fn2(x)− f (x)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Předpokládejme nynı́ naopak, že je splněna druhá podmı́nka tvrzenı́. Zvolme ε > 0 a označme n0
čı́slo takové, že pro každé n,m> n0 a x ∈ Y platı́
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| fn(x)− fm(x)| <
ε

2
. (5.3.2)

Podle předpokladu je posloupnost ( fn(x)) cauchyovská a existuje tedy čı́slo f (x) takové, že
limn→∞ fn(x) = f (x). Máme tedy

| fn(x)− f (x)| = lim
m→∞

| fn(x)− fm(x)| ≤
ε

2
< ε (5.3.3)

tvrzenı́ je dokázáno.

Věta 5.9. Necht’posloupnost ( fn) funkcı́ spojitých v bodě x0 ∈ Y ⊂ R stejnoměrně konverguje
na množině Y k funkci f . Pak funkce f je spojitá v bodě x0.
D ů k a z. Zvolme ε > 0. Pak existuje čı́slo n1 takové, že pro každé x ∈ Y a n > n1 platı́

| fn(x)− f (x)| <
ε

3
. (5.3.4)

Zvolme n > n0 pevně. Funkce fn je spojitá v bodě x0, existuje tedy okolı́ U tohoto bodu, tak, že
pro každé x ∈ Y ∩ U platı́

| fn(x)− fn(x0)| <
ε

3
. (5.3.5)

Pro libovolný bod x ∈ Y ∩ U (a pro pevné n, které jsme si před chvı́lı́ vybrali) tedy platı́

| f (x)− f (x0)| = | f (x)− fn(x)+ fn(x)− fn(x0)+ fn(x0)− f (x0)| ≤

≤ | f (x)− fn(x)| + | fn(x)− fn(x0)| + | fn(x0)− f (x0)| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

což dokazuje spojitost funkce f v bodě x0.

Uvažme funkce fn: [0, 1] → R, fn(x) = xn. Snadno zjistı́me, že pro x < 1 je lim fn(x) = 0, ale
lim fn(1) = 1. Limitou posloupnosti ( fn) je tedy nespojitá funkce f : [0, 1] → R,

f (x) =

{
0 x < 1,
1 x = 1.

Podle uvedené věty nenı́ konvergence posloupnosti ( fn) stejnoměrná. Vskutku, ke každému čı́slu ε > 0,
0 < ε < 1, najdeme čı́slo x ∈ [0, 1) a n ∈ N tak, že fn(x) ≥ ε.

Důsledek 5.10. Necht’posloupnost ( fn) stejnoměrně konverguje na množině Z ⊂ R k funkci f ,
x0 je hromadný bod Z, a necht’pro každé n ∈ N existuje konečná limita limx→x0 fn(x) = an. Pak
existujı́ i limity lim an a limx→x0 f (x) a platı́

lim an = lim
x→x0

f (x). (5.3.6)

Kontrolnı́ otázky

1. Jaký je rozdı́l mezi posloupnostı́ (an) a množinou {an | n ∈ N}?

2. Na začátku této kapitoly jsme definovali limitu posloupnosti prvků Hausdorffova topo-
logického prostoru. V odstavci 5.2 jsme se věnovali posloupnostem reálných čı́sel. Lze
definovat limitu posloupnosti i pro přı́pad posloupnosti prvků libovolné množiny? Co je
hlavnı́ překážkou?

3. Můžeme něco řı́ci o limitě lim anbn, vı́me-li, že lim an = lim bn = 0?
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4. Kolik různých limit může mı́t jedna posloupnost?

5. Omezı́me-li se pouze na posloupnosti racionálnı́ch čı́sel, platı́ věta 5.6? (Tedy platı́ tvrzenı́
,,Každá cauchyovská posloupnost racionálnı́ch čı́sel má v Q limitu“?)

6. Platı́ pro každou konvergentnı́ posloupnost, že lim an+1/an = 1?

5.4 Řady. Mějme posloupnost (xn) reálných čı́sel. Nekonečnou řadou určenou posloupnostı́ (xn)

rozumı́me symbol
∑

xn. Posloupnost (sn), jejı́ž členy jsou dány předpisem sn = x1 + · · · + xn
(n = 1, 2, . . .), nazýváme posloupnost částečných součtů řady

∑
xn.

Jestliže posloupnost částečných součtů řady
∑

xn konverguje, hovořı́me o konvergentnı́ řadě
a čı́slo lim sn nazýváme jejı́m součtem. V opačném přı́padě hovořı́me o divergentnı́ řadě.

Součet nekonečné řady
∑

xn obvykle rovněž označujeme symbolem
∑

xn (pokaždé je přitom
jasné, v jakém významu jsme tento symbol zrovna použili). Tvrzenı́

∑
xn = s znamená: ,,Řada∑

xn konverguje a jejı́ součet je s.“ Kromě tohoto zápisu použı́váme i zápis
∑

∞

n=1 xn. Zápis∑
∞

n=k xn znamená
∑

∞

n=1 xn+k−1. V takovém přı́padě budeme použı́vat následujı́cı́ značenı́ pro
posloupnost částečných součtů: sn = xk + xk+1 + · · · + xk+n−1.

Necht’q ∈ R. Řada
∑

qn−1 se nazývá geometrická řada s kvocientem q. Je-li q 6= 1, pak pro n-tý člen
sn jejı́ posloupnosti částečných součtů platı́

sn = 1 + q + q2
+ · · · + qn−1

=
1 − q

1 − q
(1 + q + q2

+ · · · + qn−1) =
1 − qn

1 − q
. (5.4.1)

Je-li q = 1, platı́

sn = n. (5.4.2)

Vidı́me tedy, že lim sn existuje, právě když |q| < 1, a je rovna 1/(1 − q). Uvedená řada tedy konverguje,
právě když |q| < 1, a v tom přı́padě platı́

∑
qn−1

= 1/(1 − q). Geometrická řada s q = −1 se nazývá
Grandiho řada.

Řada
∑

1/n se nazývá harmonická řada. Pro posloupnost (sn) jejı́ch částečných součtů platı́

s1 = 1,

s2 = 1 +
1

2
,

s4 = s2 +
1

3
+

1

4
> s2 +

1

4
+

1

4
= s2 +

1

2
,

...

s2n+1 = s2n +
1

2n
+ 1

+
1

2n
+ 2

+ · · · +
1

2n+1 > s2n +
1

2n+1 + · · · +
1

2n+1 = s2n +
1

2
.

Harmonická řada tedy diverguje.
Necht’

xn =
1

n2
− 1

. (5.4.3)

Pro n-tý člen sn posloupnosti částečných součtů řady
∑

∞

n=2 xn platı́

sn =

n∑
k=2

1

k2
− 1

=
1

2

n∑
k=2

(
1

k − 1
−

1

k + 1

)
=

1

2

(
1

1
−

1

3
+

1

2
−

1

4
+

1

3
−

1

5
+

1

4
− · · · +

1

n − 3
−

1

n − 1
+

1

n − 2
−

1

n
+

1

n − 1
−

1

n + 1

)
=

1

2

(
1

1
+

1

2
−

1

n
−

1

n + 1

)
.
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Je tedy
∑

∞

n=2 xn = lim sn =
3
4 .

Věta 5.11 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium). Řada
∑

xn konverguje, právě když ke každému
ε > 0 existuje čı́slo n0 ∈ N takové, že pro každé n1,n2 > n0, n2 ≥ n1, platı́

|xn1 + · · · + xn2 | < ε. (5.4.4)

D ů k a z. Je-li sn posloupnost částečných součtů řady
∑

xn, platı́

|xn1 + · · · + xn2 | = |sn2 − sn1−1|. (5.4.5)

Cauchyho-Bolzanovo kritérium tedy plyne z věty 5.6.

Jestliže v (5.4.5) položı́me n1 = n2, dostaneme:

Důsledek 5.12 (nutná podmı́nka konvergence řady). Konverguje-li řada
∑

xn, pak platı́
lim xn = 0.

Aplikujte toto tvrzenı́ na geometrickou a harmonickou řadu!

Důsledek 5.13. Jestliže řada
∑

xn konverguje, pak pro každé n ∈ N řada
∑

∞

k=n xk konverguje a
platı́ limn→∞

∑
∞

k=n xk = 0.

Věta 5.14. Mějme dvě posloupnosti reálných čı́sel (xn), (yn) a čı́slo c. Jestliže řady
∑

xn a
∑

yn
konvergujı́, pak konvergujı́ i řady

∑
(xn + yn) a

∑
cxn a platı́∑

(xn + yn) =

∑
xn +

∑
yn,∑

cxn = c
∑

xn.
(5.4.6)

D ů k a z. Platı́

lim
n→∞

(x1 + y1 + x2 + y2 + · · · + xn + yn) =

= lim
n→∞

(x1 + x2 + · · · + xn)+ lim
n→∞

(y1 + y2 + · · · + yn) =

∑
xn +

∑
yn,

lim
n→∞

(cx1 + cx2 + · · · + cxn) = c lim(x1 + x2 + · · · + xn) = c
∑

xn.

Z uvedeného tvrzenı́ ihned plyne (jak?), že jestliže řada
∑

xn konverguje a řada
∑

yn diverguje, pak
řada

∑
(xn + yn) diverguje. Jestliže prvnı́ dvě řady divergujı́, nelze o konvergenci třetı́ řı́ci nic (uved’te

přı́klady).

Věta 5.15. Jestliže pro posloupnosti (xn) a (yn) existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 platı́
xn = yn, pak

∑
xn konverguje, právě když konverguje

∑
yn.

D ů k a z. Za daných předpokladů konverguje řada
∑
(xn − yn). Dále viz větu 5.14.

Věta 5.16. Necht’k je nezáporné celé čı́slo. Pak řada
∑

∞

n=1 xn konverguje, právě když konverguje
řada

∑
∞

n=k xn.
D ů k a z. Necht’ yn = 0 pro n < k a yn = xn pro n ≥ k Řada

∑
∞

n=1 xn konverguje, právě
když konverguje řada

∑
∞

n=1 yn (lišı́ se konečným počtem členů — viz větu 5.15) a řada
∑

∞

n=1 yn
konverguje, právě když konverguje řada

∑
∞

n=k xn (porovnejte jejich posloupnosti částečných
součtů).

Věta 5.17. Necht’(kn) je rostoucı́ posloupnost kladných čı́sel, k1 = 1. Jestliže
∑

xn = s, pak pro
posloupnost (yn) = (xkn + xkn+1 + · · · + xkn+1−1) platı́

∑
yn = s.

D ů k a z. Stačı́ si uvědomit, že posloupnost částečných součtů řady
∑

yn je vybraná z posloupnosti
částečných součtů řady

∑
xn.
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Opačné tvrzenı́ neplatı́; vyzkoušejte na Grandiho řadě, pro (kn) rovnou posloupnosti lichých čı́sel.

5.5 Řady s nezápornými členy. Necht’ (xn) ≥ 0. Posloupnost částečných součtů řady
∑

xn
je neklesajı́cı́. Konverguje tedy, právě když je ohraničená a právě když konverguje nějaká jejı́
podposloupnost. Jinak diverguje k +∞.

Věta 5.18 (srovnávacı́ kritérium). Necht’
∑

xn a
∑

yn jsou řady s nezápornými členy a necht’
existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 platı́

xn ≤ yn. (5.5.1)

Potom z konvergence řady
∑

yn plyne konvergence řady
∑

xn.
D ů k a z. Necht’řada

∑
yn konverguje. Položme

xn =

{
0 pro n < n0,

xn pro n ≥ n0.

Pro posloupnosti (sn) a (tn) částečných součtů řad
∑

xn a
∑

yn platı́ (sn) ≤ (tn). Posloupnost
(tn) je ohraničená. Je tedy ohraničená i posloupnost (sn) a řada

∑
xn konverguje. Podle věty 5.16

z konvergence řady
∑

xn plyne konvergence řady
∑

xn.

Řada
∑

yn z předchozı́ věty se nazývá majoranta řady
∑

xn. Řada
∑

xn se nazývá minoranta
řady

∑
yn.

Věta 5.19 (limitnı́ srovnávacı́ kritérium). Necht’
∑

xn a
∑

yn jsou řady s nezápornými členy,
yn 6= 0 a necht’existuje konečné

lim sup
xn

yn
. (5.5.2)

Potom z konvergence řady yn plyne konvergence řady xn.
D ů k a z. Z definice limes superior posloupnosti plyne, že posloupnost (xn/yn) je shora ohraničená.
Existuje tedy čı́slo M takové, že pro každé n platı́ xn/yn < M , neboli xn < Myn. Z věty 5.14 a
konvergence řady

∑
yn plyne konvergence řady

∑
Myn. Z nı́ a ze srovnávacı́ho kritéria plyne

konvergence řady
∑

xn.

Ekvivalentnı́ tvrzenı́ k tvrzenı́ srovnávacı́ho kritéria (limitnı́ho i nelimitnı́ho) je: Důsledkem divergence
řady

∑
xn je divergence řady

∑
yn.

Věta 5.20 (d’Alembertovo podı́lové kritérium). Bud’
∑

xn řada s kladnými členy. Existujı́-li
čı́sla q < 1 a n0 taková, že pro každé n ≥ n0 je

xn+1

xn
≤ q, (5.5.3)

řada konverguje. Existuje-li čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 je

xn+1

xn
≥ 1, (5.5.4)

řada diverguje (nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence).
D ů k a z. Dokážeme prvnı́ tvrzenı́. Necht’yn = xn pro n < n0 a yn = qn−n0 xn0 pro n ≥ n0 Řada∑

yn konverguje (to plyne z konvergence geometrické řady a věty 5.18). Dále

xn0+1 ≤ qxn0,

xn0+2 ≤ qxn0+1 ≤ q2xn0,
...
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xn0+p ≤ qxn0+p−1 ≤ · · · ≤ qp−1xn0+1 ≤ qpxn0 .

Řada
∑

yn je tedy majoranta našı́ řady a prvnı́ tvrzenı́ plyne ze srovnávacı́ho kritéria. Důkaz
druhého tvrzenı́ je zřejmý.

Věta 5.21 (limitnı́ podı́lové kritérium). Jestliže pro řadu
∑

xn s kladnými členy je

lim sup
xn+1

xn
< 1, (5.5.5)

pak řada konverguje. Je-li

lim inf
xn+1

xn
> 1, (5.5.6)

řada diverguje (nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence).
D ů k a z. Označme a = lim sup xn+1/xn, b = lim inf xn+1/xn. Necht’a < q < 1. Podle definice
limes superior posloupnosti existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 je xn+1/xn ≤ q. Prvnı́
tvrzenı́ tedy plyne z podı́lového kritéria. Jestliže b > 1, pak existuje čı́slo n0 takové, že pro n ≥ n0
je xn+1/xn > 1, a druhé tvrzenı́ plyne rovněž z podı́lového kritéria.

Věta 5.22 (Cauchyho odmocninové kritérium). Bud’
∑

xn řada s nezápornými členy. Existujı́-li
čı́sla q < 1 a n0 taková, že pro každé n ≥ n0 je

n
√

xn ≤ q, (5.5.7)

řada konverguje. Existuje-li čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 je

n
√

xn ≥ 1, (5.5.8)

řada diverguje (nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence).
D ů k a z. Je podobný důkazu podı́lového kritéria a přenecháváme jej čtenáři jako užitečné cvičenı́.

Věta 5.23 (limitnı́ odmocninové kritérium). Jestliže pro řadu
∑

xn s nezápornými členy je

lim sup n
√

xn < 1, (5.5.9)

pak řada konverguje. Je-li

lim sup n
√

xn > 1 (5.5.10)

řada diverguje (nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence).
D ů k a z. Postupujeme podobně jako v důkazu limitnı́ho podı́lového kritéria.

Bohužel zatı́m uvedenými kritérii nelze rozhodnout o konvergenci řad
∑

1/n2,
∑

1/n3 a
podobných. Později v kapitole 8.1 si uvedeme integrálnı́ kritérium (věta 8.22), které rozhodne, že∑

1/nk konverguje, právě když k > 1.2)

5.6 Alternujı́cı́ řady. Řekneme, že řada
∑

xn je alternujı́cı́, jestliže pro každý člen xn má člen
xn+1 opačné znaménko.

2)Obdobně lze často rozhodnout Raabeho kritériem: Bud’
∑

xn řada s kladnými členy. Je-li lim inf n
(

xn
xn+1

−1
)
> 1,

pak řada
∑

xn konverguje; pokud počı́najı́c nějakým n0 ∈ N pro všechna n > n0 je n
(

xn
xn+1

− 1
)

≤ 1, potom
∑

xn

diverguje.
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Věta 5.24 (Leibnitzovo kritérium pro alternujı́cı́ řady). Bud’
∑

xn alternujı́cı́ řada splňujı́cı́
podmı́nky lim xn = 0 a existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n > n0 je |xn+1|/|xn| < 1, pak řada
konverguje.
D ů k a z. S ohledem na větu 5.15 můžeme předpokládat, že xn ≥ 0 pro lichá n a xn ≤ 0 pro sudá n
a že podmı́nka |xn+1|/|xn| < 1 platı́ pro všechna n ∈ N. Označme (sn) posloupnost částečných
součtů řady

∑
xn. Máme

s2n+2 = s2n + x2n+1 + x2n+2 ≥ s2n, (nebot’|x2n+1| ≥ |x2n+2|)
s2n+1 = s2n−1 + x2n + x2n+1 ≤ s2n−1. (nebot’|x2n| ≥ |x2n+1|

Odtud plyne

s2 ≤ s4 ≤ s6 ≤ · · · , (5.6.1)
s1 ≥ s3 ≥ s5 ≥ · · · , (5.6.2)
s2n = s2n−1 + x2n ≤ s2n−1. (protože x2n ≤ 0) (5.6.3)

Posloupnost (s2n) je neklesajı́cı́ a shora ohraničená, nebot’ s2n ≤ s2n−1 ≤ s1, existuje tedy
lim s2n = s. Podle (5.6.3) také lim s2n−1 = lim s2n − lim x2n = s.

Zvolme ε > 0. Podle předchozı́ho odstavce existujı́ přirozená čı́sla n1,n2 taková, že pro n ≥ n1
je |s2n − s| < ε a pro n ≥ n2 je |s2n−1 − s| < ε. Položme m0 = max{2n1, 2n2 − 1}. Je-li m ≥ m0
přirozené čı́slo, potom pokud m je sudé a m = 2n ≥ 2n1, |sm − s| = |s2n − s| < ε; nebo je m
liché a m = 2n − 1 ≥ 2n2 − 1 a opět |sm − s| = |s2n−1 − s| < ε. Což dokazuje konvergenci
posloupnosti (sn).

5.7 Absolutně konvergentnı́ řady. K pochopenı́ smyslu definice absolutně konvergentnı́ řady
nejprve uvedeme následujı́cı́ pomocné tvrzenı́:

Věta 5.25. Konverguje-li řada
∑

|xn|, konverguje i řada
∑

xn a platı́
∣∣∑ xn

∣∣ ≤
∑

|xn|.
D ů k a z. Pro libovolná čı́sla n1 ≤ n2 platı́

|xn1 + . . .+ xn2 | ≤ |xn1 | + · · · + |xn2 |.

Je-li tedy podmı́nka Cauchyho–Bolzanova kritéria splněna pro řadu
∑

|xn|, je splněna i pro řadu∑
xn.
Položı́me-li n1 = 1, dostaneme nerovnost pro posloupnosti částečných součtů zkoumaných

řad, ze které vyplývá nerovnost z tvrzenı́.

Řada
∑

xn, pro kterou konverguje řada
∑

|xn|, se nazývá absolutně konvergentnı́. Z před-
chozı́ věty plyne, že absolutně konvergentnı́ řada je konvergentnı́. Konvergentnı́ řada, která nenı́
absolutně konvergentnı́, se nazývá neabsolutně konvergentnı́ (relativně konvergentnı́)

Věta 5.26. Mějme dvě posloupnosti reálných čı́sel (xn), (yn) a čı́slo c ∈ R. Jestliže řady
∑

xn a∑
yn absolutně konvergujı́, pak absolutně konvergujı́ i řady

∑
(xn + yn) a

∑
cxn a platı́∑

(xn + yn) =

∑
xn +

∑
yn,∑

cxn = c
∑

yn.
(5.7.1)

D ů k a z. Řada
∑
(|xn|+|yn|) konverguje podle věty 5.14. Dále pro každé n ∈ N platı́ |xn + yn| ≤

|xn| + |yn|. Řada
∑

|xn + yn| tedy konverguje podle srovnávacı́ho kritéria a řada
∑

xn + yn
konverguje absolutně.

Pro každé n ∈ N platı́ |cxn| = |c||xn|. Řada
∑

|cxn| tedy konverguje podle věty 5.14 a řada∑
cxn konverguje absolutně.
Rovnosti z tvrzenı́ plynou ze stejných rovnostı́ z věty 5.14.

Věta 5.27. Bud’te
∑

xn absolutně konvergentnı́ řada a σ : N → N bijekce. Řada
∑

yn, kde
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yn = xσ(n), je absolutně konvergentnı́ a platı́
∑

xn =
∑

yn.
D ů k a z. Označme (sn) a (tn) posloupnosti částečných součtů řad

∑
|xn| a

∑
|yn|, mσ (n)

největšı́ prvek množiny {σ(1), . . . , σ (n)}. Posloupnost (mσ (n)) je neklesajı́cı́ a neohraničená,
má tedy rostoucı́ podposloupnost (kσ (n)). Posloupnost (skσ (n)) je tedy vybraná z posloupnosti
sn. Navı́c platı́ (tn) ≤ (skσ (n)). Z konvergence řady

∑
|xn| tedy plyne konvergence řady

∑
yn

(
∑

|xn| konverguje, (sn) je tedy ohraničená, (tn) je tedy rovněž ohraničená a
∑

|yn| konverguje).
Řada

∑
yn je tedy absolutně konvergentnı́.

Označme nynı́ (sn) a (tn) posloupnosti částečných součtů řad
∑

xn a
∑

yn. Pro každé n ∈ N je
skσ (n)−tn rovno součtu konečně mnoha členů posloupnosti (yk)

∞

k=n+1. Přitom podle důsledku 5.13
z konvergence řady

∑
|yn| plyne, že ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že

∑
∞

k=n+1 |yk| <

ε pro každé n ≥ n0. Máme tedy

|skσ (n) − tn| ≤

∞∑
k=n+1

|yk| < ε

pro n ≥ n0 a lim skσ (n) = lim tn (že tyto limity existujı́ již vı́me), čili i lim sn = lim tn.

Řadě
∑

yn řı́káme přerovnánı́ řady
∑

xn.

5.8 Neabsolutně konvergentnı́ řady. Necht’ řada
∑

xn je neabsolutně konvergentnı́. Položme
x+

n = max{xn, 0}, x−
n = − min{xn, 0}. Posloupnosti x+

n a x−
n jsou tedy nezáporné a platı́ (xn) =

(x+
n − x−

n ).

Lemma 5.28. Posloupnosti (x+
n ) a x−

n obsahujı́ nekonečně mnoho kladných členů.
D ů k a z. Existuje-li čı́slo n0 ∈ N takové, že pro každé n ≥ n0 platı́ xn ≥ 0, řada

∑
∞

n=n0
xn, a

tedy i řada
∑

xn konverguje absolutně, což je spor. Podobně z existence čı́sla n0 takového, že pro
každé n ≥ n0 platı́ xn ≤ 0, plyne absolutnı́ konvergence řady

∑
∞

n=n0
xn (je totiž |xn| = −xn ), a

tedy i řady
∑

xn.

Lemma 5.29. Řady
∑

x+
n a

∑
x−

n jsou divergentnı́.
D ů k a z. Podle věty 5.14 řady

∑
x+

n a
∑

x−
n bud’obě divergujı́, nebo obě konvergujı́. Jestliže obě

konvergujı́, konvergujı́ absolutně (jsou to řady s nezápornými členy) a řada
∑

xn podle věty 5.26
konverguje absolutně. Musejı́ tedy být divergentnı́.

Nynı́ ukážeme, že pro neabsolutně konvergentnı́ řady neplatı́ tvrzenı́ podobné větě 5.27.

Věta 5.30 (Riemannova přerovnávacı́ věta). Necht’ řada
∑

xn neabsolutně konverguje. Pak
k libovolnému x ∈ R existuje bijekce σ : N → N taková, že

∑
xσ(n) = x.

D ů k a z. Plyne přı́mo z lemmat 5.28 a 5.29.

Kontrolnı́ otázky

1. Je součet řady určen jednoznačně?

2. Může mı́t řada
∑

xn součet a přitom lim xn neexistuje?

3. Může mı́t řada
∑

xn součet a přitom lim xn 6= 0?

4. Proč se u podı́lového (odmocninového) kritéria omezujeme jen na řady s kladnými členy?

Přı́klady
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1. Necht’x ∈ R, x > 0. Dokažte, že limn→∞
n
√

x = 1.
Řešenı́: V přı́padě, že x = 1, je tvrzenı́ zřejmé.

Pokud x > 1, pak také n
√

x > 1. Necht’tedy n
√

x = 1 + hn, kde hn > 0. Platı́ x = (1 + hn)
n >

1 + nhn > nhn (využili jsme tvrzenı́ binomické věty3)) pro n > 1, a tedy 0 < hn < x/n. Jelikož
limn→∞ x/n = x lim 1/n = 0, pak také lim hn = 0, a tedy limn→∞

n
√

x = 1.

Jestliže 0 < x < 1, položme y = 1/x, tedy y > 1. Jelikož n
√

x n
√

y = n
√

xy =
n
√

1 = 1, máme
n
√

x = 1/ n
√

y. Nynı́, když využijeme to, co už vı́me z předchozı́ho, dostaneme

lim
n→∞

n
√

x =

lim
n→∞

1

lim
n→∞

n
√

y
=

1

1
= 1.

2. Vypočtěte lim
(√

n2 + 5n + 6 −
√

n2 + 3n + 1
)
.

Řešenı́: Výraz v limitě rozšı́řı́me výrazem
√

n2 + 5n + 6 +
√

n2 + 3n + 1 a dostaneme

lim(
√

n2 + 5n + 6 −

√
n2 + 3n + 1) =

= lim
(
√

n2 + 5n + 6 −

√
n2 + 3n + 1)(

√
n2 + 5n + 6 +

√
n2 + 3n + 1)√

n2 + 5n + 6 +

√
n2 + 3n + 1

=

= lim
n2

+ 5n + 6 − n2
− 3n − 1√

n2 + 5n + 6 +

√
n2 + 3n + 1

=

= lim
2n + 5√

n2 + 5n + 6 +

√
n2 + 3n + 1

.

Výraz v poslednı́ limitě rozšı́řı́me 1/n a dostaneme

lim
2n + 5√

n2 + 5n + 6 +

√
n2 + 3n + 1

=

= lim
2 + 5/n√

1 + 5/n + 6/n2 +

√
1 + 3/n + 1/n2

=

=
2

1 + 1
= 1.

3. Dokažte, že posloupnost an, kde an =

(
1 +

1
n

)n
, je konvergentnı́.

Řešenı́: Položme bn =

(
1 +

1
n

)n+1
. Pokusı́me se dokázat, že posloupnost (b)n je klesajı́cı́.

Chceme tedy dokázat, že(
1 +

1

n

)n+1

=

(
n + 1

n

)n+1

>

(
n + 2

n

)n+2

=

(
1 +

1

n + 1

)n+2

.

To je ale splněno, právě když(
n + 1

n

)n+2

>

(
n + 2

n + 1

)n+2 n + 1

n
, tj.

3)Binomická věta: Pro každé a,b ∈ R, n ∈ N platı́ (a+b)n = an
+
(n
1
)
an−1b+

(n
2
)
an−2b2

+ . . .+
( n
n−1

)
abn−1

+bn,

kde
(n
k
)

=
n!

(n − k)!k! . Čtenář si jistě toto tvrzenı́ dokáže za pomocı́ principu matematické indukce.
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(
(n + 1)2

n(n + 2)

)n+2

> 1 +
1

n
, tj.(

1 +
1

n(n + 2)

)n+2

> 1 +
1

n
, jelikož (n + 1)2 = n(n + 2)+ 1.

Pro h > 0, k > 1, k celé je (1 + h)k > 1 + hk (plyne z binomické věty). Levá strana poslednı́
nerovnosti je tedy většı́ než

1 + (n + 2)
1

n(n + 2)
= 1 +

1

n
.

Tı́m je poslednı́ nerovnost dokázána a posloupnost (bn) je klesajı́cı́. Je ovšem také zdola ohraničená
(nebot’bn > 0), existuje tedy lim bn a my ji označı́me e.4) Nynı́

lim

(
1 +

1

n

)n

= lim

(
1 +

1

n

)n+1

1 +
1

n

=

lim

(
1 +

1

n

)n+1

lim

(
1 +

1

n

) = e.

4. Dokažte tvrzenı́ (Cantorův princip vnořených intervalů): Bud’ (In) posloupnost uzavřených
intervalů s koncovými body an,bn takové, že
1. pro každé n ∈ N je In+1 ⊂ In,
2. lim(an − bn) = 0.
Pak ∩{In | n ∈ N} je jednoprvková množina.
Řešenı́: Z prvnı́ podmı́nky vyplývá, že posloupnost (an) je neklesajı́cı́. Podle věty 4.29 tedy má
limitu a = lim an. Dále posloupnost (an) je shora ohraničená každým z čı́sel bk (k ∈ N), a
tedy a ≤ bn pro každé n ∈ N (viz poznámku za důkazem). Navı́c, jelikož posloupnost (an) je
neklesajı́cı́, je pro každé k ∈ N, ak ≤ a (proč?). Celkově: pro každé k ∈ N je a ∈ Ik.

Předpokládejme nynı́, že existuje jiné čı́slo a, které také ležı́ v každém z intervalů Ik. Jestliže
a < a, pak podle definice limity existuje čı́slo n0 tak, že pro každé n ≥ n0 je an > a, což ovšem
znamená, že a /∈ In, a to je spor.

Jestliže a > a, pak k tomu, aby a leželo v každém z intervalů In, je nutné, aby pro každé n ∈ N
bylo a − a ≤ bn − an. To ovšem znamená, že

a − a ≤ lim(bn − an) = 0.

(viz poznámku za důkazem), neboli a = a, to je spor. Tı́m je tvrzenı́ dokázáno.
Poznámka: V uvedeném důkazu jsme na dvou mı́stech využili následujı́cı́ tvrzenı́, které je

jednoduchým důsledkem věty o třech limitách: Necht’ f, g: X ⊂ R → R jsou funkce a x0
hromadnáý bod X. Jestliže platı́ f ≤ g a existujı́-li limity limx→x0 f (x) a limx→x0 g(x), pak
limx→x0 f (x) ≤ limx→x0 g(x).

5. Rozhodněte o stejnoměrné konvergenci posloupnosti funkcı́ ( fn) na intervalech (0,a) a [a,∞),
kde a > 0, když fn: [0,∞) → R,

fn(x) =
1

1 + nx
.

Řešenı́: Jestliže je x > 0, pak je limn→∞ fn(x) = 0. Posloupnost ( fn) tedy bodově konverguje
k nulové funkci na (0,∞).

4)Čı́slo e se nazývá Eulerovo čı́slo. Budeme se s nı́m často setkávat.
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Pro x > a je

0 < fn(x) ≤
1

1 + na
<

1

na
.

Je-li ε > 0, stačı́ za n0 zvolit celé čı́slo většı́ než 1/aε. Pro každé n ≥ n0 a pro každé x ≥ a potom
platı́

| fn(x)− 0| = fn(x) <
1

na
≤

1

n0a
< ε.

Na intervalu [a,∞) se tedy jedná o stejnoměrnou konvergenci.
Podı́vejme se, jak to vypadá na intervalu (0,a). Platı́ fn(1/n) =

1
2 . Jestliže tedy zvolı́me ε < 1

2 ,
neexistuje k němu žádné n0 ∈ N tak, aby z podmı́nky x ∈ (0,a), n ≥ n0 plynulo | fn − 0| ≤ ε. At’
si totiž zvolı́me n0 jakkoliv velké, lze vždy najı́t přirozené n tak, že n ≥ n0 a 1/n < a. Položı́me-li
x = 1/n, je splněno n ≥ n0 a x ∈ (0,a), ale zároveň | fn(x)−0| = f (1/n) =

1
2 > ε. Na intervalu

(0,a) se tedy o stejnoměrnou konvergenci nejedná.

Cvičenı́

1. Sestrojte posloupnost reálných čı́sel (an) tak, aby lim an = ∞ a aby byla splněna podmı́nka

a) lim(an+1 − an) = ∞; b) lim(an+1 − an) = 1; c) lim(an+1 − an) = 0.
2. Uved’te přı́klad posloupnostı́ (an), (bn), pro něž je lim an = ∞, lim bn = ∞ a přitom:

a) lim(an − bn) = ∞; b) lim(an − bn) = −∞; c) lim(an − bn) = a ∈ R;

d) lim(an − bn) neexistuje.
3. Uved’te přı́klad posloupnostı́ (an), (bn), pro něž je lim an = ∞, lim bn = 0 a přitom:

a) lim(anbn) = ∞; b) lim(anbn) = 0; c) lim(anbn) = −∞;

d) lim(anbn) = a > 0,a ∈

R;
e) lim(anbn) = a < 0,a ∈

R;
f) lim(anbn) neexistuje.

4. Rozhodněte, zda pro každou konvergentnı́ posloupnost (an) existuje

a) min{an | n ∈ N}; b) max{an | n ∈ N}; c) inf{an | n ∈ N};

d) sup{an | n ∈ N}.
5. Necht’lim an = ∞. Dokažte, že posloupnost (an) je zdola ohraničená.

6. Necht’lim an = a ∈ R. Dokažte, že lim aσ(n) = a pro každé rostoucı́ zobrazenı́ σ : N → N.

7. Bud’ an > 0 pro každé n ∈ N, a necht’ lim an = 0. Dokažte, že z posloupnosti (an) lze vybrat
klesajı́cı́ podposloupnost, ale nelze vybrat neklesajı́cı́ podposloupnost.

8. Dokažte, že ke každému a ∈ R existuje posloupnost reálných čı́sel konvergujı́cı́ k a.

9. Uved’te přı́klad posloupnosti reálných čı́sel která

a) nemá v R žádnou hromadnou hodnotu;

b) má v R jedinou hromadnou hodnotu;

c) má v R jedinou hromadnou hodnotu, ale nemá limitu;

d) má v R právě dvě hromadné hodnoty;

e) má v R právě n hromadných hodnot (n ∈ N);

f) má v R nekonečně mnoho hromadných hodnot.
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10. Dokažte: Jestliže ohraničená posloupnost nenı́ konvergentnı́, pak má alespoň dvě různé hromadné
hodnoty.

11. Pomocı́ definice limity dokažte, že

a) lim 1
n2

+ 1
= 0; b) lim n

√
3 = 1; c) lim n

√
1
2 = 1.

12. Pomocı́ definice limity dokažte, že posloupnost (an), kde an = (−1)n, nemá limitu.

13. Zjistěte, zda konverguje posloupnost (an), když

a) an =
2 + (−1)n

n ; b) an = 1 + n(−1)n.

14. Určete limitu a = limn→∞ nkxn v závislosti na parametrech k, x ∈ R.

15. Vypočtete lim an, kde

a) an =
n2

− 2n + 3
2n2

+ n + 1
; b) an =

2n2
+ n − 1

n3
− 2n

; c) an =
n4

+ n + 1
n3

+ n + 1
.

16. Vypočtěte limitu posloupnosti (an), kde

a) an =
√

n + 1 −
√

n; b) an =
√

n2 + 5n + 6 −
√

n2 + 3n + 1;

c) an =
√

n + 2 −
√

n; d) an =
√

n
(√

n + 1 −
√

n
)
.

17. Spočtěte limitu lim 2n
+ 3

1 − 4 · 2n .

18. Bud’a ∈ R, a > 0. Spočtěte:

a) limn→∞
an

1 + an ; b) limn→∞
an

− a−n

an
+ a−n .

19. Dokažte, že pro každou posloupnost (an) platı́ lim inf an = lim min{a1,a2, . . .an}.

20. Dokažte, že lim an = 0, právě když lim |an| = 0.

21. Rozhodněte, zda pro každou konvergentnı́ posloupnost (an) platı́ lim an + 1
an

= 1.

22. Vypočtěte lim sup an, lim inf an, kde:

a) an =
1 + (−1)n

n ; b) an =
(2 + (−1)n)n

2n .
Nalezněte všechny hromadné hodnoty těchto posloupnostı́.

23. Dokažte, že posloupnost (an) je monotonnı́ a ohraničená a najděte jejı́ limitu, když:

a) an = 2 −
5

2n ; b) an =
n
√

2 +
1
n ; c) an =

n2
+ 2

4n2
+ 1

.

24. Spočtěte limitu posloupnosti (an), když

a) an = 3 +
4

3n ; b) an =
n
√

4 − 16; c) an =

√
n2 + 1
n + 1 ;

d) an =

(
2 +

3
n

)3
; e) an =

(n + 1)(n + 3)(n + 2)
n4

+ 1
.

25. Dokažte, že následujı́cı́ posloupnosti jsou oscilujı́cı́, a najděte vybrané posloupnosti konvergujı́cı́
k jejich hodnotám:

a) ((−2)n + 2n); b) ((−1)nn); c) (n(−1)n).
26. Vypočtěte limitu posloupnosti (an), kde:

a) an =

(
1 −

1
n

)n
; b) an =

(
2n + 1
n − 1

)n
.

27. Na přı́kladech ukažte, že všechny předpoklady Principu vnořených intervalů jsou nutné.

28. Dokažte, že z Principu vnořených intervalů vyplývá axiom spojitosti.

29. Najděte obor konvergence a limitu posloupnosti funkcı́ ( fn), jestliže

a) fn(x) =
n2x − 5n
2n2

+ nx
; b) fn(x) =

(
1 +

x
n
)n

.

30. Rozhodněte, zda posloupnost ( fn) konverguje stejnoměrně na I , jestliže

a) fn(x) =
nx2

+ 1
n , I = R; b) fn(x) = 2−nx2

, I = (0,∞);
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c) fn(x) =
χ(x)

n , I = R.

31. Rozhodněte o konvergenci následujı́cı́ch řad. U konvergentnı́ch se pokuste najı́t součet.

a)
∑ 1

√
n
(√

n + 1 −
√

n
) ; b)

∑ 5 · 4n
+ (−3)n+1

5n+2 ; c)
∑

∞

n=2
1

n3
− n

;

d)
∑

∞

n=2 ln n3
− 1

n3
+ 1

; e)
∑(√

n − 2
√

n + 1 +
√

n + 2
)
.

32. Rozhodněte o konvergenci následujı́cı́ch řad.

a)
∑ 1

n + 1; b)
∑ 1

2n
− n2 ; c)

∑ 1
n2n ;

d)
∑(

n
n + 1

)n2

; e)
∑ 2n−1

nn ; f)
∑ 1

n! ;

g)
∑(

3n − 1
3n + 2

)
; h)

∑(
3n

3n + 1

)n
; i)

∑ 2n

(5 + (−1)n)n
;

j)
∑ 2nn!

nn .

33. Uved’te přı́klad konvergentnı́ řady
∑

an s kladnými členy, pro kterou uplatı́ lim sup an+1/an > 1.
Existuje konvergentnı́ řada

∑
an s kladnými členy, pro kterou platı́ lim n

√
an > 1?

34. Najděte součet řady
∑

an, kde

an =


1

3n/2 , je-li n sudé,

1
2 · 3(n−2)/2 , je-li n liché.

35. Najděte součet řady
∑

an, jestliže

a) an = (−1)n(n+1)/22−n;

b) an =


1

(−2)2n/3 , je-li n dělitelné 3;

1
(−2)n+(n−1)/3 , je-li zbytek čı́sla n po dělenı́ 3 roven 1;

1
(−2)n+(n+1)/3 , je-li zbytek čı́sla n po dělenı́ 3 roven 2.

36. Rozhodněte o neabsolutnı́ konvergenci řady

∑ (−1)n

(n + 1) log2(n + 1)
.

37. Rozhodněte o absolutnı́ a neabsolutnı́ konvergenci řad:

a)
∑
(−1)n

(
1 +

1
10n

)
; b)

∑ (−1)n

n + 3 ; c)
∑
(−1)n+1 log2(10+1/n)

n .

Výsledky

2. a) an = 2n,bn = n; b) an = n,bn = 2n; c) an = n + a,bn = n d) an = n + (−1)n,bn = n.
3. a) an = n2,bn = 1/n b) an = 1/n,bn = n2 c) an = n2,bn = −1/n; d) an = n,bn = a/n;
e) an = n,bn = a/n; f) an = n,bn = (−1)n/n. 4. a) Nemusı́ (napřı́klad (1/n)); b) nemusı́
(napřı́klad (−1/n)); c) existuje; d) existuje. 9. a) an = n; b) an = 1/n; c) an = n, pro n
lichá, an = 1/n, pro n sudá; d) (−1)n; e) (an) = (1, 2, . . . ,n, 1, 2, . . . ,n, . . .); f) (an) =

(1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . .). 13. a) Ano, lim an = 0; b) ne. 14. pro x, k > 0, a = ∞, pro
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x < 0, k > 0, a = −∞, pro x > 0, k < 0, a = 0 a pro x, k < 0, a = 0. 15. a) 1
2 ; b) 0; c) ∞.

16. a) 0; b) 1; c) 0; d) 1
2 . 17. −

1
4 . 18. a) Pro 0 < a < 1: 0; pro a = 1: 1

2 , pro a > 1: 1; b) Pro
0 < a < 1: 0; pro a = −1: 0, pro a > 1: 1; 21. Neplatı́, protipřı́klad an = 2−n. 22. a) 0; b) ∞, 0.
23. a) 2; b) 1; c) 1

4 . 24. a) 3; b) −15; c) 1; d) 8; e) 0. 26. a) e−1; b) ∞. 30. a) ano; b) ano; c) ano.
31. a) Diverguje; b) konverguje 169

200 ; c) konverguje 1
4 ; d) konverguje ln 2

3 ; e) konverguje 1 −
√

2.
32. a) Diverguje; b) konverguje; c) konverguje; d) diverguje; e) konverguje; f) konverguje;
g) diverguje; h) diverguje; i) konverguje; j) konverguje. 34. 5

4 . 35. a) −
3
5 ; 37. a) Diverguje;

b) konverguje neabsolutně; c) konverguje neabsolutně.



6. Nekonečné řady funkcı́
V šesté kapitole pokračujeme ve studiu nekonečných řad. Nejprve odvozujeme základnı́ tvrzenı́

o součinech řad (která později využijeme při odvozovánı́ základnı́ch vlastnostı́ exponenciálnı́ a
goniometrických funkcı́). Poté zavádı́me pojem nekonečné řady funkcı́ a jejı́ bodové a stejnoměrné
konvergence.

V dalšı́m odstavci probı́ráme mocninné řady, které jsou základnı́m přı́kladem nekonečných řad
funkcı́. Pomocı́ mocninných řad pak v poslednı́m odstavci definujeme některé elementárnı́ funkce:
exponenciálnı́ a logaritmickou funkci a goniometrické funkce.

6.1 Násobenı́ řad. Podı́vejme se nejprve na násobenı́ mnohočlenů x = x1 + · · · + xn a y =

y1 + · · · + yn. Podle distributivnı́ho zákona máme pro

n = 1 xy = x1y1,

n = 2 xy = (x1y1)+ (x1y2 + x2y2 + x2y1)

(oproti předchozı́mu součinu přibyl součet x1y2 + x2y2 + x2y1). Pro dva trojčleny dostaneme

n = 3 xy = (x1y1 + x1y2 + x2y2 + x2y1)+ (x1y3 + x2y3 + x3y3 + x3y2 + x3y2)

(tedy oproti násobenı́ dvojčlenů přibyl součet x1y3 + x2y3 + x3y3 + x3y2 + x3y2). Jistě bychom
nynı́ byli schopni napsat, které členy přibudou, násobı́me-li dva n-členy. Toho za chvı́li využijeme.

Obdobně postupujeme i v přı́padě součinu nekonečných řad. Uvažme dvě řady
∑

xn a
∑

yn
s posloupnostmi částečných součtů (sn) a (tn). Máme

sntn = (x1 + x2 + · · · + xn)(y1 + y2 + · · · + yn)

= x1y1+

+ x1y2 + x2y2 + x2y1+

+ x1y3 + x2y3 + x3y3 + x3y2 + x3y1+ (6.1.1)
...

+ x1yn + x2yn + · · · + xn−1yn + xnyn + xnyn−1 + xnyn−2 + · · · + xny1.

Posloupnost (un) = (sntn) je tedy posloupnostı́ částečných součtů řady
∑

zn, kde

zn = x1yn + x2yn + · · · + xn−1yn + xnyn+ (6.1.2)
+ xnyn−1 + xnyn−2 + · · · + xny1.

Jestliže nynı́ existujı́ limity s = lim sn a t = lim tn, pak existuje i limita lim un a je rovna st.
Dokázali jsme tedy

Věta 6.1. Necht’členy řady
∑

zn jsou určeny předpisem (6.1.2). Konvergujı́-li řady
∑

xn a
∑

yn,
pak konverguje i řada

∑
zn a platı́∑

zn =

∑
xn ·

∑
yn. (6.1.3)

Řada
∑

zn z předchozı́ věty se nazývá (obyčejný) součin řad
∑

xn a
∑

yn.

Věta 6.2. Necht’řada
∑

z, je tvořena součiny xi y j , i, j ∈ N uspořádanými v libovolném pořadı́.
Pak jestliže řady

∑
xn a

∑
yn absolutně konvergujı́, konverguje absolutně i řada

∑
zn a platı́

73
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∑
z =

∑
xn ·

∑
yn. (6.1.4)

D ů k a z. Tvrzenı́, že řada
∑

z konverguje při libovolném uspořádánı́ členů xi yi , plyne z absolutnı́
konvergence řad

∑
xn,

∑
yn a věty 5.27.

Zbývá tedy dokázat vztah (6.1.4). Protože, jak už vı́me, uspořádánı́ členů řady
∑

zn jejı́ součet
nezměnı́, předpokládejme, že členy posloupnosti (zn) jsou uspořádány takto:

(zn) = (x1y1,

x1y2, x2y2, x2y1,

x1y3, x2y3, x3y3, x3, y2, x3y1,

. . .).

Jelikož řady
∑

xn a
∑

yn konvergujı́ absolutně, pak podle věty 6.1 konverguje i řada
∑

zn,
tvořená členy

zn = |x1||yn| + |x2||yn| + · · · + |xn−1||yn| + |xn||yn|

+ |xn||yn−1| + |xn||yn−2| + · · · + |xn||y1|

Posloupnost částečných součtů této řady je vybranou posloupnostı́ z posloupnosti částečných
součtů řady

∑
|zn|, která má nezáporné členy a konverguje. Řada

∑
zn tedy konverguje absolutně.

Tı́m je věta dokázána.

Důsledek 6.3. Jestliže řady
∑

xn a
∑

yn absolutně konvergujı́, pak absolutně konverguje i řada∑
zn, kde zn = x1yn + x2yn−1 + · · · + xny1, a platı́

∑
zn =

∑
xn ·

∑
yn.

Řada
∑

zn z předchozı́ho tvrzenı́ se nazývá Cauchyho součin řad
∑

xn a
∑

yn.
Uvažujme dvě geometrické řady

∑
pn a

∑
qn. Cauchyho součin řad snadněji pochopı́me, uspořádáme-li

si všechny součiny pi q j , kde i, j ∈ N, do nekonečně velké ,,tabulky“

pq p2q p3q p4q · · ·

pq2 p2q2 p2q3
· · ·

pq3 p3q2
· · ·

pq4
· · ·

...

Cauchyho součin
∑

qn∑ pn je řada
∑

zn jejı́ž členy jsou z1 = pq (člen v levém hornı́m rohu), z2 =

p2q + pq2 (druhá diagonála zprava doleva), dále z3 = p3q + p2q + pq3 (třetı́ diagonála), až obecně
zn = pnq + · · · + pqn.

Cauchyho součin řad výborně využijeme u mocninných řad.

Kontrolnı́ otázky

1. Co je součinem dvou řad?

2. Je součet součinu dvou řad stejné čı́slo jako součin součtů těchto řad?

3. Existuje ke každým dvěma řadém jejich součin?

4. Co vznikne přerovnánı́m řady?

5. Může mı́t přerovnaná řada jiný součet než původnı́ řada?

6.2 Nekonečné řady funkcı́. Necht’Y ⊂ X ⊂ R. Uvažujeme posloupnost ( fn) funkcı́ fn : X →

R. Symbol
∑

fn nazýváme nekonečnou řadou funkcı́, určenou posloupnostı́ ( fn). Posloupnost
(hn) funkcı́ hn : X → R, definovanou předpisem
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hn = f1 + f2 + · · · + fn,

nazýváme posloupnostı́ částečných součtů řady
∑

fn. Jestliže je posloupnost částečných součtů
(hn) na množině Y bodově konvergentnı́, nazýváme řadu

∑
fn bodově konvergentnı́ na množině

Y. Obor konvergence posloupnosti (hn) nazýváme oborem konvergence řady
∑

fn. Je-li Z ⊂ X
obor konvergence řady

∑
fn, pak funkci f : Z → R takovou, že pro každé x ∈ Z platı́

f (x) =
∑

fn(x), nazýváme součtem řady
∑

fn. Je-li posloupnost (hn) na množině Y stejnoměrně
konvergentnı́, nazýváme řadu

∑
fn stejnoměrně konvergentnı́ na množině Y.

Necht’X = R\ {0} a fn : X → R, fn(x) = n/xn. Najděme obor konvergence řady
∑

fn. Necht’x ∈ X.
Použijeme podı́lové kritérium (věta 5.21) na řadu

∑
n/|x|

n. Platı́

lim
n→∞

(n + 1)|x|
n

|x|
n+1n

= lim
n→∞

n + 1

n|x|
=

1

|x|
.

Je-li tedy 1/|x| < 1, řada
∑

n/|x|
n konverguje, a tedy řada

∑
n/xn konverguje absolutně. Je-li 1/|x| >

1 řada
∑

n/|x|
n, a tedy ani řada

∑
n/xn nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence. Řady

∑
n/1n a∑

n/(−1)n divergujı́. Oborem konvergence řady
∑

fn je tedy množina (−∞,−1) ∪ (1,∞).
Stejného výsledku lze dosáhnout pomocı́ odmocninového kritéria.

Věta 6.4 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium). Řada
∑

fn konverguje stejnoměrně na množině Y,
právě když ke každému ε > 0 existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n2 ≥ n1 ≥ n0 a x ∈ Y platı́

| fn1 + · · · + fn2 | < ε. (6.2.1)

D ů k a z. Stačı́ použı́t větu 5.8 na posloupnost částečných součtů řady
∑

fn.

Jestliže v (6.2.1) položı́me n1 = n2, dostaneme

Důsledek 6.5 (nutná podmı́nka stejnoměrné konvergence řady funkcı́). Jestliže řada
∑

fn
konverguje stejnoměrně na Y, pak posloupnost ( fn) konverguje stejnoměrně k nule na Y.

Důsledek 6.6. Jestliže řada
∑

fn konverguje stejnoměrně na Y, pak posloupnost (
∑

∞

k=n fk)
konverguje stejnoměrně k nule na Y.

Věta 6.7. Jestliže řada
∑

| fn| konverguje na Y, pak i řada
∑

fn konverguje na Y a platı́
|
∑

fn| ≤
∑

| fn|.
D ů k a z. Pro každé n1 ≥ n2 a x ∈ Y platı́

| fn1(x)+ · · · + fn2(x)| ≤ | fn1(x)| + · · · + | fn2(x)|.

Prvnı́ část tvrzenı́ je tedy důsledkem věty 6.4. Druhou část dokazuje následujı́cı́ výpočet:∣∣∣∑ fn(x)
∣∣∣ = | lim

n→∞
( f1(x)+ · · · + fn(x))| ≤

≤ lim
n→∞

(| f1(x)| + · · · + | fn(x)|) =

∑
| fn(x)|.

Jestliže řada
∑

| fn| konverguje stejnoměrně na Y (což podle věty 6.7 znamená, že řada
∑

fn
na Y rovněž stejnoměrně konverguje), řı́káme, že řada na Y konverguje absolutně stejnoměrně.

Věta 6.8. Necht’( fn) a (gn) jsou posloupnosti reálných funkcı́ na X. Jestliže (| fn|) ≤ (gn) a řada∑
gn konverguje stejnoměrně na Y, pak řada

∑
fn konverguje absolutně stejnoměrně na Y.

D ů k a z. Řada
∑

gn splňuje na Y podmı́nku Cauchyho-Bolzanova kritéria (věta 6.4). Ke každému
ε > 0 tedy existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n2 ≥ n1 ≥ n0 platı́ |gn1 | + · · · + |gn2 | < ε.
Jelikož (| fn|) ≤ (gn), řada

∑
fn rovněž na Y splňuje podmı́nku Cauchyho-Bolzanova kritéria .

Řada
∑

fn tedy na Y konverguje absolutně stejnoměrně.
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Jsou-li funkce gn konstantnı́, plyne stejnoměrná konvergence řady
∑

|gn| z jejı́ bodové konvergence
(ověřte!). V tomto přı́padě je použitı́ uvedené věty velmi výhodné (porovnej s přı́kladem 2).

Následujı́cı́ důležité tvrzenı́ je bezprostřednı́m důsledkem věty 5.9.

Věta 6.9. Necht’funkce fn jsou spojité na množině Y a řada
∑

fn stejnoměrně konverguje k funkci
f na Y. Pak funkce f je na množině Y spojitá.
D ů k a z. Stačı́ aplikovat větu 5.9 na posloupnost částečných funkcı́ řady

∑
fn (jak?).

Důsledek 6.10. Necht’řada
∑

fn stejnoměrně konverguje na množině Y k funkci f a necht’pro
každé n ∈ N existuje limita limx→x0 fn(x) = an, kde x0 je hromadný bod Y. Pak řada

∑
an

konverguje, limita limx→x0 f (x) existuje a platı́∑
an = lim

x→x0
f (x).

Kontrolnı́ otázky

1. Co je součet řady funkcı́?

2. Může být součtem řady spojitých funkcı́ nespojitá funkce?

6.3 Mocninné řady. Výsledky předchozı́ho odstavce aplikujeme na důležitý typ řad funkcı́, na
mocninné řady.

Necht’ X = R, x0 ∈ R a (an) je posloupnost reálných čı́sel. Definujme posloupnost funkcı́
fn : R → R předpisem

f1 = a1,

fn = an(x − x0)
n−1, pro n > 1.

(6.3.1)

Řada
∑

fn se nazývá mocninná řada, čı́slo x0 jejı́ střed, posloupnost an jejı́ posloupnost koefici-
entů.

Pro n = 1 a x = x0 výraz an(x − x0)
n−1 nemá smysl (čı́slo 00 nenı́ definováno). Proto bylo nutné

funkci f1 definovat zvlášt’. Na druhou stranu, abychom se napřı́ště vyhnuli nepřı́jemnostem s definovánı́m
nadvakrát, domluvı́me se takto: kdykoli napı́šeme mocninnou řadu

∑
an(x − x0)

n−1, budeme mı́t na mysli
řadu, jejı́ž prvnı́ člen je konstantnı́ funkce a1.

Věta 6.11. Obor konvergence mocninné řady
∑

an(x − x0)
n−1 je neprázdný interval konečné

délky se středem v x0 nebo množina R. V prvnı́m přı́padě je poloměr intervalu roven čı́slu 1/p,
kde

p = lim sup n
√

|an|, (6.3.2)

ve druhém přı́padě je p = 0.
V každém vnitřnı́m bodě svého oboru konvergence mocninná řada konverguje absolutně.

D ů k a z. Zvolme x ∈ R. Je-li x = x0, řada
∑

an(x − x0)
n−1 absolutně konverguje. Předpoklá-

dejme, že x 6= x0, a označme p = lim sup n
√

|an|. Z limitnı́ho odmocninového kritéria (věta 5.23)
plyne, že je-li

|x − x0|p < 1,

řada
∑

an(x − x0)
n−1 absolutně konverguje, a je-li

|x − x0|p > 1,
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pak tato řada diverguje. Odtud plyne, že oborem konvergence řady
∑

an(x − x0)
n−1 je interval

se středem v x0 a poloměrem 1/p (jestliže 0 < p < ∞) nebo interval (−∞,∞) (je-li p = 0)
nebo interval [x0, x0] (je-li p = ∞). Konvergence v koncových bodech (tedy kdy |x − x0|p = 1)
je pro tvrzenı́ nepodstatná.1)

Obor konvergence mocninné řady
∑

an(x − x0)
n−1 se nazývá interval konvergence této řady

a jeho poloměr poloměr konvergence této řady (je-li intervalem konvergence množina R, je tedy
poloměr konvergence řady roven ∞).

Uvažujme řadu

∑ (−1)n+1

n
(x + 1)n+1. (6.3.3)

Najdeme interval konvergence této řady. Pro x ∈ R aplikujeme odmocninové kritérium na řadu

∑ |x + 1|
n+1

n
(řada absolutnı́ch hodnot z (6.3.3))

(je to řada nezáporných reálných čı́sel). Platı́

lim
n→∞

n

√
|x + 1|

n+1

n
= lim

n→∞
|x + 1|

n

√
|x + 1|

n
= |x + 1|.

Naše řada tedy konverguje absolutně pro |x + 1| < 1, tedy pro x ∈ (−2, 0), a diverguje pro |x + 1| > 1,
tedy pro x ∈ (−∞,−2) ∪ (0,∞). Poloměr konvergence této řady je 1. Zbývá vyšetřit konvergenci řady
pro x = −2 a x = 0. V prvnı́m přı́padě se jedná o harmonickou řadu, která diverguje, ve druhém
o alternujı́cı́ řadu, o nı́ž snadno pomocı́ Leibnizova kritéria zjistı́me, že konverguje. Intervalem konvergence
našı́ mocninné řady je proto interval (−2, 0]. Stejného výsledku lze dosáhnout i pomocı́ podı́lového kritéria.

Věta 6.12. Mocninná řada
∑

an(x − x0)
n−1 s poloměrem konvergence r konverguje stejnoměrně

na intervalu [x0 − p, x0 + p] pro každé kladné p < r .
D ů k a z. Podle věty 6.11 řada

∑
an pn−1 konverguje absolutně. Navı́c pro každý prvek x ∈

[x0 − p, x0 + p] platı́ |an||x − x0|
n−1

≤ |an|pn−1. Tvrzenı́ tedy plyne z věty 6.8.2)

Důsledek 6.13. Součet mocninné řady
∑

an(x − x0)
n−1 je funkce spojitá ve všech vnitřnı́ch

bodech jejı́ho intervalu konvergence.
D ů k a z. Plyne z předchozı́ věty a z věty 6.9.

Kontrolnı́ otázky

1. Může být součtem mocninné řady nespojitá funkce?

2. Co je oborem konvergence mocninné řady?

6.4 Exponenciálnı́ funkce a logaritmus. Uvažujme mocninnou řadu
∑

∞

n=0 xn/n!. Pomocı́
podı́lového kritéria snadno zjistı́me (viz přı́klad 5), že oborem konvergence této řady je R. Můžeme
tedy definovat funkci exp : R → (0,∞)3) předpisem

exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
. (6.4.1)

1)To znamená, že se může stát, že oborem konvergence bude z jedné strany otevřený a z druhé strany uzavřený
interval (porovnej s přı́kladem za následujı́cı́m odstavcem).

2)Zde je vidět, jak je výhodné ohraničenı́ konstantnı́mi funkcemi (jsou to funkce an pn−1).
3)To, že jsme mohli vzı́t za obor hodnot interval (0,∞), ukáže následujı́cı́ věta.
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Tato funkce se jmenuje exponenciálnı́ funkce. Klademe e = exp(1). Čı́slo e nazýváme Eulerovo
čı́slo.4)

Je-li e = exp(1), jen pouhým využitı́m definice funkce exp dostaneme, že
∑

∞

n=0 1/n! = e.

Následujı́cı́ tvrzenı́ shrnuje základnı́ vlastnosti funkce exp.

Věta 6.14. 1. Funkce exp je spojitá.
2. Pro každé x, y ∈ R platı́ exp(x + y) = exp(x) · exp(y).
3. Funkce exp je rostoucı́.
4. limx→∞ exp(x) = ∞ a limx→−∞ exp(x) = 0.
D ů k a z. 1. Plyne z důsledku 6.13.

2. Máme

exp(x) · exp(y) =

∞∑
n=0

xn

n!
·

∞∑
n=0

yn

n!
=

=

∞∑
n=0

(
yn

n!
+

xyn−1

1!(n − 1)!
+ · · · +

xn

n!

)
= (důsledek 6.3 součet po diagonálách)

=

∞∑
n=0

1

n!

((
n

0

)
yn

+

(
n

1

)
xyn−1

+ · · · +

(
n

n

)
xn
)

=

=

∞∑
n=0

1

n!
(x + y)n = (binomická věta)

= exp(x + y).

3. Jestliže 0 ≤ x < y, pak pro každé n ∈ N je xn/n! < yn/n!. Řady pro exp(x) a exp(y)
přitom majı́ nezáporné členy, což znamená, že exp(x) < exp(y). Tı́m jsme dokázali, že funkce
exp je rostoucı́ na intervalu [0,∞). Ze vztahu exp(x) · exp(−x) = 1 (který plyne z bodu 2) nynı́
snadno odvodı́me (jak?), že funkce exp je rostoucı́ i na intervalu (−∞, 0].

4. Podle bodu 3 je exp(1) > exp(0), neboli e > 1. Podle bodu 2 je exp(n) = en. Odtud plyne,
že limn→∞ exp(n) = ∞. Z bodu 3 ovšem plyne, že také limx→∞ exp(x) = ∞. Hodnota druhé
limity plyne z toho, že exp(−x) = 1/ exp(x).

Důsledek 6.15. 1. Pro každé celé čı́slo k platı́ exp(k) = ek.
2. exp(R) = (0,∞).
3. Funkce exp je homeomorfismus.
D ů k a z. 1. Plyne ihned z bodu 2 předchozı́ věty.

2. Plyne z bodů 3 a 4 předchozı́ věty.
3. Plyne z bodů 1 a 3 předchozı́ věty, z věty 4.22 a z bodu 2 tohoto důsledku.

Inverznı́ funkci k funkci exp nazýváme přirozený logaritmus a označujeme symbolem ln. 5)

Následujı́cı́ tvrzenı́ je jednoduchým důsledkem vlastnostı́ exponenciálnı́ funkce.

Věta 6.16. 1. Funkce ln je spojitá.
2. Pro každé x1, x2 ∈ (0,∞) je ln(x1x2) = ln x1 + ln x2.
3. Funkce ln je rostoucı́.
4. limx→0+ ln x = −∞ a limx→∞ ln x = ∞.
D ů k a z. 1. Plyne z bodu 3 důsledku 6.15.

2. Označme y1 = ln x1, y2 = ln x2. Máme

4)Časem se ukáže, že
∑

∞
n=0 1/n! = lim(1 + 1/n)n. Tı́m bude odstraněna nesrovnalost, vzniklá dvojı́m definovánı́m

čı́sla e.
5)Pokud nebude hrozit, že by mohlo dojı́t k nedorozumněnı́, nebudeme závorky kolem argumentu funkce logaritmus

psát. Pı́šeme tedy jednoduše ln x mı́sto ln(x), ale i ln 2x mı́sto ln(2x). Následujeme tı́m zvyklosti obvyklé v literatuře.
Stejné pravidlo platı́ i pro goniometrické a dalšı́ funkce.
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ln(x1x2) = ln(exp(y1) exp(y2)) = ln(exp(y1 + y2)) = y1 + y2 = ln x1 + ln x2.

3. Inverznı́ funkce k rostoucı́ funkci je vždy rostoucı́ (proč?).
4. Z věty 4.29 vyplývá že tyto limity existujı́ (v R). Označı́me-li limx→0+ ln x = a a

limx→∞ ln x = b, máme podle věty 4.26

lim
x→a

exp(x) = lim
y→0+

exp(ln y) = lim
y→0+

y = 0

což znamená, že a = −∞. Podobně z

lim
x→b

exp(x) = lim
y→∞

exp(ln y) = lim
y→∞

y = ∞

plyne, že b = ∞.

Nynı́ můžeme definovat exponenciálnı́ a logaritmickou funkci o libovolném základu. Pro
libovolné čı́slo a > 0 definujeme funkci expa : R → (0,∞) předpisem

expa(x) = exp(x ln a). (6.4.2)

Funkce expa se nazývá exponenciálnı́ funkce o základu a. Následujı́cı́ věta shrnuje jejı́ základnı́
vlastnosti (všechny snadno vyplývajı́ z vlastnostı́ funkcı́ exp a ln; proto necháme jejı́ důkaz na
čtenáři).

Věta 6.17. 1. Funkce expa je spojitá.
2. Pro každé x, y ∈ R platı́ expa(x + y) = expa(x) · expa(y).
3. Je-li a ∈ (0, 1), je funkce expa klesajı́cı́. Pro a = 1 je konstantnı́ a pro a > 1 rostoucı́.
4. Je-li a ∈ (0, 1), je limx→∞ expa(x) = 0 a limx→−∞ expa(x) = ∞, je-li a > 1 je
limx→∞ expa(x) = ∞ a limx→−∞ expa(x) = 0.

Důsledek 6.18. 1. Pro každé celé čı́slo k platı́ expa(k) = ak.
2. Pro a 6= 1 je expa(R) = (0,∞).
3. Pro a 6= 1 je expa homeomorfismus.

Vzhledem k bodu 1 uvedeného důsledku je přirozené zavést označenı́ expa(x) = ax pro
libovolné reálné čı́slo a > 0. Speciálně máme exp(x) = ex pro libovolné x ∈ R. Ihned dostáváme

(ax)y = exp(y ln ax) = exp(y ln(exp(x ln a))) = exp(yx ln a) = axy.

Necht’a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞). Inverznı́ funkce k funkci expa se nazývá logaritmus o základu a
a označuje lna. Základnı́ vlastnosti této funkce si milý čtenář již snadno odvodı́ sám.

6.5 Goniometrické funkce. Podobně jako exponenciálnı́ funkce se definujı́ i funkce goniomet-
rické. Funkce sinus sin : R → [−1, 1] a kosinus cos : R → [−1, 1] jsou definovány předpisem

sin x =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n + 1)!
, (6.5.1)

cos x =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
(6.5.2)

(opět lze zjistit, že řady na pravé straně konvergujı́ pro každé x ∈ R, což nás opravňuje vzı́t za
definičnı́ obor R; později se ukáže, že maximum a minimum těchto funkcı́ je −1 a 1, proto oborem
hodnot může být interval [−1, 1]).

Základnı́ vlastnosti goniometrických uvádı́ následujı́cı́ věta.

Věta 6.19. 1. Funkce sin a cos jsou spojité.
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2. Funkce sin je lichá, funkce cos je sudá.
3. Pro každé x, y ∈ R platı́

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y (součtový vzorec pro sinus)
a

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y. (součtový vzorec pro kosinus)

D ů k a z. 1. Plyne z důsledku 6.13.
2. Plyne z tvrzenı́ 3 věty 2.15.
3. Dokážeme nejprve součtový vzorec pro sinus. Vyjádřeme si výrazy sin x cos y a cos x sin y

jako Cauchyovy součiny řad z (6.5.1) a (6.5.2) (tedy použijeme důsledek 6.3, což můžeme, jelikož
řady jsou absolutně konvergentnı́ (ověřte!)). Máme

sin x cos y sin y cos x

x −
x3

3!

x5

5!

x7

7!
· · ·

−
xy2

2!

x3y2

3!2!
−

x5y2

5!2!
· · ·

xy4

4!
−

x3y4

3!4!
· · ·

−
xy6

6!
· · ·

˙̇
˙

y −
y3

3!

y5

5!
−

y7

7!
· · ·

−
x2y

2!

x2y3

2!3!
−

x2y5

2!5!
· · ·

x4y

4!
−

x4y3

4!3!
· · ·

−
x6y

2!
· · ·

˙̇
˙

Vezmeme-li postupně z obou těchto tabulek nejprve prvnı́ diagonály a sečteme je potom druhé a
tak dále (to přece můžeme, jsou to absolutně konvergentnı́ řady, porovnej s větou 5.27), dostaneme
řadu

∞∑
n=0

an = (x + y)−

(
x3

3!
+

x2y

2!
+

xy2

2!
+

y3

3!

)
+

+

(
x5

5!
+

x4y

4!
+

x3y2

3!2!
+

x2y3

2!3!
+

xy4

4!
+

y5

5!

)
− · · · =

=

∞∑
n=0

(−1)n
2n+1∑
k=0

x2n+1−kyk

(2n + 1 − k)!k! =

=

∞∑
n=0

(−1)n
1

(2n + 1)!

2n+1∑
k=0

(
2n + 1

k

)
x2n+1−kyk

=

=

∞∑
n=0

(−1)n
(x + y)2n+1

(2n + 1)!
= sin(x + y).

Obdobným způsobem lze dokázat i součtový vzorec pro kosinus, ten ale přenecháváme tobě
čtenáři.

Důsledek 6.20. 1. Pro každé x ∈ R platı́ sin 2x = 2 sin x cos x a cos 2x = cos2 x − sin2 x.
2. Pro každé x ∈ R platı́ sin2 x + cos2 x = 1.
D ů k a z. 1. Plyne ze součtových vzorců sinu a kosinu.

2. V součtovém vzorci pro kosinus položı́me y = −x, využijeme bodu 2 předchozı́ věty a toho,
že cos 0 = 1. Potom tedy dostáváme
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1 = cos(x − x) = cos x cos(−x)− sin x sin(−x) = cos2 x + sin2 x.

Lze dokázat, ale zatı́m to nenı́ v našich silách, že takto definované funkce sin a cos majı́ tytéž
vlastnosti, s nimiž se čtenář v předchozı́m studiu setkal. Zopakujme pouze, že funkce sin a cos jsou
periodické a že polovinu jejich periody budeme značitπ .6) Dalšı́ vlastnosti goniometrických funkcı́
zde již nezmiňujeme, spoléháme se na čtenářovy dřı́vějšı́ znalosti, o dalšı́ch goniometrických
funkcı́ch se zde již jen zmı́nı́me.

Definujeme funkci tg : R\{π/2+kπ | k ∈ Z} → R tak, že položı́me tg x = sin x/ cos x. Tuto
funkci nazveme tangens. Obdobně definujeme funkci kotangens cotg : R \ {kπ | k ∈ Z} → R,
cotg x = cos x/ sin x.

6.6 Cyklometrické funkce.
Inverznı́ funkce ke zúženým funkcı́m sin : [−π/2, π/2] → [−1, 1], cos : [0, π] → [−1, 1],

tg : (−π/2, π/2) → R a cotg : (0, π) → R nazýváme arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens
a arkus kotangens, značı́me je arcsin, arccos, arctg a arccotg.

0 1

−1

−
π
2

π
2

Graf funkce arcsin.
0−1 1

π
2

π

Graf funkce arccos.

Funkce arcsin je lichá rostoucı́ na intervalu [−1, 1], který spojitě zobrazuje na interval
[−π/2, π/2].

Funkce arccos je klesajı́cı́ na intervalu [−1, 1], který spojitě zobrazuje na interval [0, π]. Dále
platı́

arcsin x + arccos x =
π

2
, |x| ≤ 1;

arcsin(−x) = − arcsin x, |x| ≤ 1;

arccos(−x) = π − arccos x, |x| ≤ 1;

arcsin x = arctg
x√

1 − x2
, |x| ≤ 1;

arccos x = arccotg
x√

1 − x2
, |x| ≤ 1;

arcsin x = arccos
√

1 − x2, 0 ≤ x ≤ 1;

arcsin x = − arccos
√

1 − x2, −1 ≤ x ≤ 0;

arccos x = arcsin
√

1 − x2, 0 ≤ x ≤ 1;

6)Známé Ludolfovo čı́slo. Pomocı́ součtu nekonečné řady je lze definovat takto π = 4
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
.
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arccos x = π − arcsin
√

1 − x2, −1 ≤ x ≤ 0.

0

−
π
2

π
2

Graf funkce arctg.

Funkce arctg je lichá rostoucı́ na R a zobrazuje jej spojitě na interval (−π/2, π/2). Dále platı́

lim
x→∞

arctg x =
π

2
, lim

x→−∞
arctg x = −

π

2
.

arctg x = arcsin
x√

1 + x2
, x ∈ R;

arctg x = arccotg
1

x
, x > 0;

π

0

π
2

Graf funkce arccotg.

Funkce arccotg je klesajı́cı́ na R a zobrazuje jej spojitě na interval (−π/2, π/2). Dále platı́

lim
x→∞

arccotg x = π, lim
x→−∞

arccotg x = 0.

arctg x = arccos
x√

1 + x2
, x ∈ R;

arccotg x = arctg
1

x
, x > 0;

Přı́klady

1. Najděte obor konvergence řady
∑

fn, jestliže fn(x) = (x − 2)n/n.
Řešenı́: Použijeme odmocninové kritérium na řadu

∑
| fn|:

lim
n→∞

n

√
|x − 2|

n

n
= lim

n→∞

n
√

|x − 2|n

n
√

n
=

|x − 2|

1
.

Z odmocninového kritéria dostáváme, že pro |x−2| < 1 řada
∑

| fn| konverguje a podle věty 5.25
konverguje i

∑
fn. Pro |x −2| > 1 podle věty 5.23 řada

∑
| fn| a tudı́ž ani

∑
fn nesplňujı́ nutnou
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podmı́nku konvergence. Zbývá nám ověřit přı́pady x = 3 a x = 1. Pro x = 3 jde o řadu
∑

1/n,
tedy o harmonickou řadu, která, jak jistě vı́me, diverguje. Pro x = 1 jde o řadu

∑
n(−1)n/n,

tato řada je konvergentnı́. Lze se o tom přesvědčit Leibnitzovým kritériem. Celkově je oborem
konvergence našı́ řady interval [1, 3).

2. Dokažte, že řada
∑

fn stejnoměrně konverguje na I , jestliže fn(x) =
1

enxn
a I = [1,∞).

Řešenı́: Pokusı́me se k řadě
∑

| fn| najı́t stejnoměrně konvergentnı́ majorantu. Nejlépe se pro tento
účel hodı́ řada konstantnı́ch funkcı́ (pro ty přece stejnoměrná konvergence plyne z konvergence,
proč?). Každou funkci | fn| shora ohraničı́me konstantnı́ funkcı́ gn(x) = supx∈[1,∞) | fn(x)|. Pro-
tože každá z funkcı́ | fn| je na intervalu [1,∞) klesajı́cı́ (opravdu | fn|(x) = fn(x) = 1/n · 1/enx,
funkce 1/n je konstantnı́ a enx rostoucı́), nabývá fn svého maxima v bodě 1. Proto gn(x) =

fn(1) = 1/nen, řada
∑

1/nen je konvergentnı́ (ověřte odmocninovým kritériem!) a řada
∑

gn,
tudı́ž i

∑
fn, je stejnoměrně konvergentnı́.

3. Ukažte, že součet řady funkcı́
∑

fn, kde fn : [0, 1] → R, fn(x) =
5x2

n2 je spojitá funkce.

Řešenı́: Je jasné, že každá z funkcı́ fn je spojitá; pokud se nám podařı́ ukázat, že řada
∑

fn konver-
guje stejnoměrně na [0, 1], pak i jejı́ součet bude nutně spojitá funkce. Stejně jako v předchozı́m
přı́kladě se pokusı́me funkce fn shora ohraničit konstantnı́mi funkcemi. Jelikož fn ≥ 0 a pro
každé x ∈ [0, 1] platı́ 5x2

≤ 5, vezmeme posloupnost (gn) konstantnı́ch funkcı́, gn(x) = 5/n2,
pro které platı́ fn ≤ gn, a protože

∑
gn =

∑
5/n2 konverguje, podařilo se nám řadu funkcı́

∑
fn

shora ohraničit stejnoměrně konvergentnı́ řadou funkcı́
∑

gn.

4. Najděte obor konvergence mocninné řady se středem v x0 a posloupnostı́ koeficientů (an),
jestliže x0 = 0 a an = n5n.
Řešenı́: Počı́tejme poloměr konvergence r = 1/p, kde p = lim supn→∞

n
√

|n5n|. Tedy

p = lim
n→∞

n
√

|n5n| = lim
n→∞

n
√

n n
√

5n = 1 · 5.

Vı́me, že řada konverguje pro x ∈ (x0 − r, x0 + r ) =
(
−

1
5 ,

1
5

)
; jak je tomu v koncových bodech

musı́me prozkoumat zvlášt’. Pro x = −
1
5 , jde o řadu

∑
n5n(−1

5)
n

=
∑
(−1)n, která ale nesplňuje

nutnou podmı́nku konvergence. Obdobně je tomu i pro x =
1
5 . Celkově dostáváme, že intervalem

konvergence této řady je
(
−

1
5 ,

1
5

)
.

5. Najděte obor konvergence řady
∑ xn

n! .

Řešenı́: Využijeme limitnı́ho podı́lového kritéria na řadu
∑

|xn
|/n!. Počı́tejme

lim
n→∞

fn+1

fn
= lim

n→∞

|xn+1
|

(n + 1)!
|xn

|

n!

= lim
n→∞

|x|

n
= 0,

pro každé x ∈ R. Tedy oborem konvergence je R.

Cvičenı́

1. Najděte obor konvergence řady
∑

fn, jestliže

a) fn(x) = (3 − x)n; b) fn(x) =
x(x + n)

n ;
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c) fn(x) =
n!

(x2
+ 1)(x2

+ 2) · · · (x2
+ n)

; d) fn(x) =
1
n

(
|x|
x

)n
;

e) fn(x) = lnn(3x); f) fn(x) =
cos x
enx .

2. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Je-li
∑

fn konvergentnı́ řada konstantnı́ch funkcı́ f : X → R, pak
tato řada konverguje na X stejnoměrně.

3. Dokažte, že řada
∑

∞

n=2 fn stejnoměrně konverguje na I , jestliže

a) fn(x) =
1

x4
+ n2 , I = R; b) fn(x) = x2e−nx, I = [0,∞);

c) fn(x) =
x

1 + n4x2 , I = [0,∞); d) fn(x) =
1

n2
+ e2x , I = R;

e) fn(x) =
cos(nx)

2n , I = R; f) fn(x) =
sin(nx)
n
√

n
, I = R;

g) fn(x) = ln

(
1 +

x
n ln2 n

)
, I =

(−1, 1);
h) fn(x) =

(−1)n
n + sin x , I = [0, 2π ];

i) fn(x) =
(−1)n
x + n , I = (0,∞); j) fn(x) =

e−n2x2

n3 , I = R.

4. Dokažte, že součet řady
∑

fn je spojitá funkce, kde

a) fn(x) =
cos(nx)
n(n + 1) ; b) fn(x) =

sin(nx)
n(n + 1) ; c) fn(x) =

ex2

n(n2
+ 1)

.

5. Najděte obor konvergence mocninné řady se středem x0 a posloupnostı́ koeficientů (an), jestliže

a) x0 = 0, an = n5n; b) x0 = 0, an = n!;

c) x0 = 0, an =
3n

√
2n

; d) x0 = 0, an = 3 + (−1)n;

e) x0 = 2, an =
(−1)n

n +
√

n
; f) x0 = 2, an =

n!
nn .

6. Najděte obor konvergence řady
∑

fn, jestliže

a) fn(x) =
x2n−1

(2n − 1)!(2n − 1) ; b) fn(x) = 3n2
xn2

;

c) fn(x) = n!xn2
; d) fn(x) =

x2n

2n ;

e) fn(x) = (n − 1)5n−1nn−1; f) fn(x) = 102n(2x − 3)n.

7. Dokažte, že řada
∑

xn(1 − x) na intervalu [0, 1] nekonverguje stejnoměrně. (Návod: Najděte
součet řady

∑
an pro a ∈ [0, 1).)

8. Pomocı́ Cauchyho součinu řad ukažte, že platı́ následujı́cı́ rovnosti

a) cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y;

b) exp(1 − 1) = 1.

9. Bud’

a =

∑ (−1)n
√

n
.

Dokažte, že Cauchyho součin řad a · a nekonverguje. Obyčejný součin řad a · a ale konverguje
(proč?). Jak je to možné?

10. Nalezněte Cauchyho součin řad
∑(1

3

)n−1 a
∑
(−1)n−1

(1
3

)n−1.

11. Pomocı́ Cauchyho součinu spočtěte druhou mocninu řady
∑
(−1

5)
n−1.
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Výsledky

1. a) (2, 4); b) ∅; c) R\{0}; d) (−∞, 0); e) (1/3e, e/3); f) {−π/2−πn | n = 0, 1, 2, . . .}∪(0,∞).
3. a) Stejnoměrně konvergentnı́ majoranta na I : gn(x) = 1/n2; b) gn(x) = e−n; c) gn(x) = 1/2n2;
e) gn(x) = 2n; f) gn(x) = n−3/2; h) gn(x) = (−1)n/n; i) gn(x) = (−1)n/n; j) gn(x) = 1/n3.
4. a) Stejnoměrně konvergentnı́ majoranta: gn(x) = 1/(n(n + 1)); b) gn(x) = 1/(n(n + 1));
c) gn(x) = 1/(n(n2

+ 1)). 5. a) (−1
5 ,

1
5); b) {0}; c) (−3

2

√
2, 3

2

√
2); e) (1, 3); f) (2 − e, 2 + e).

6. b) (−1
3 ,

1
3); c) {0}; d) (−

√
2,

√
2); e) ∅; f) (397

200 ,
403
200). 10.

∑
an, kde a2n = 0 a a2n−1 = 1/32n−2.

11. 25
36 .





7. Diferenciálnı́ počet v R
V této kapitole se dostáváme k jednomu z nejdůležitějšı́ch pojmů matematické analýzy, k de-

rivaci. Nejprve definujeme pojem derivace funkce reálné proměnné, následujı́ základnı́ vlastnosti
derivace a derivace základnı́ch funkcı́.

V dalšı́ch odstavcı́ch se postupně věnujeme užitı́ derivacı́ při hledánı́ extrémů funkcı́, vyšetřenı́
konvexnosti, výpočtu limit a odhadu hodnoty funkce.

x

y f

x0 x  +h0

f (x )0

f (x +h)0

P

Q

y = k(x - x ) + f (x )00

g

7.1 Derivace. Postupnými úvahami se pokusı́me
definovat pojem tečny ke grafu funkce. Uvažujme
funkci f : I ⊂ R → R definovanou na otevřeném
intervalu I . Zvolme si libovolný bod x0 ∈ I a kladné
čı́slo h ∈ R volme tak, aby x0 + h ∈ I . Označme
si P = (x0, f (x0)) a Q = (x0 + h, f (x0 + h)) jim
odpovı́dajı́cı́ body na grafu funkce f . Jak již vı́me
(věta 2.13), grafem afinnı́ funkce je přı́mka. Nenı́
těžké ověřit, že přı́mka procházejı́cı́ body P a Q je
grafem afinnı́ funkce g: R → R,

g(x) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
(x − x0)+ f (x0). (7.1.1)

Směrnice této přı́mky je ( f (x0 + h)− f (x0))/h.
Limitu směrnic těchto přı́mek, pokud existuje, nazýváme derivace funkce f v bodě x0 a značı́me

f ′(x0). Tedy

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

(
přı́padně lim

x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

)
. (7.1.2)

Pokud ve vzorci (7.1.2) nahradı́me limitu limitou zleva (přı́padně zprava), dostaneme derivaci
zleva (zprava) funkce f v bodě x0, značı́me ji f ′

−(x0) ( f ′
+(x0)). Je-li limita v (7.1.2) nevlastnı́

řı́káme, že f má v x0 nevlastnı́ derivace, obdobně pro vlastnı́ derivaci. Označenı́ derivace, tedy
symbol f ′(x0), připomı́ná hodnotu nějaké funkce, je to záměrné. Mějme funkci f : J ⊂ R → R.
Je-li X ⊂ J je množina obsahujı́cı́ všechny body, ve kterých má f vlastnı́ derivaci, pak funkci
f ′: X → R, která bodu z X přiřadı́ derivaci funkce f v tomto bodě, nazveme derivace funkce.

Je-li f konstantnı́ funkce, potom f ′
= 0; skutečně, pokud f (x) = c máme

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
= lim

h→0

c − c

h
= lim

h→0

0

h
= 0.

Dalšı́ funkcı́, jejı́ž derivaci můžeme spočı́tat přı́mo pomocı́ definice derivace, je mocninná funkce. Necht’
tedy n ∈ N. Spočı́tejme derivaci funkce pown. Máme

pow′
n(x0) = lim

h→0

pown(x0 + h)− pown(x0)

h
= lim

h→0

(x0 + h)n − xn
0

h
=

= lim
h→0

xn
0 + nxn−1

0 h +

(
n

2

)
xn−2h2

+ · · · + hn
− xn

0

h
= lim

h→0

nxn−1
0 h +

(
n

2

)
xn−2h2

+ · · · + hn

h

87
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= lim
h→0

(
nxn−1

0 +

(
n

2

)
xn−1

0 h + · · · + hn−1
)

= nxn−1
0 = n pown−1(x0).

Celkově tedy máme (pown)
′
= n pown−1, zjednodušeně zapisujeme (xn)′ = nxn−1.

Nynı́ uvažujme funkci f (x) = 1/x. Pro každé x0 ∈ R \ {0} máme

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
= lim

h→0

1

x0 + h
−

1

x0

h
= lim

h→0

x0 + h − x0

(x0 + h)x0

h
=

= lim
h→0

−
1

(x0 + h)x0
h = −

1

x2
0

.

Právě jsme odvodili, že (1/x)′ = −1/x2.

Nynı́ již máme dostatečný aparát k tomu, abychom mohli nadefinovat pojem tečny. Přı́mka
procházejı́cı́ bodem (x0, f (x0)) a majı́cı́ směrnici f ′(x0) je tečna ke grafu funkce f v bodě
(x0, f (x0)). Rovnice této tečny je y = f ′(x0)(x − x0)− f (x0).

Úmluva: Nadále, v rámci této kapitoly, bude I ⊂ R představovat otevřený interval.
Následujı́cı́ věta je jednoduchým důsledkem věty 4.30, proto ji uvádı́me bez důkazu.

Věta 7.1. Funkce f : J → R má v bodě x0 ∈ J derivaci f ′(x0) (vlastnı́ nebo nevlastnı́), právě
když existujı́ f ′

−(x0), f ′
+(x0) a platı́ f ′

−(x0) = f ′
+(x0) = f ′(x0).

Pro ilustraci uvedeme následujı́cı́ přı́klad. Necht’ f (x) = |x| a x0 = 0. Dostáváme

f ′
−(0) = lim

h→0−

f (x0 + h)− f (x0)

h
= lim

h→0−

|h|

h
= lim

h→0−

−h

h
= −1.

Kděžto

f ′
−(0) = lim

h→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h
= lim

h→0+

|h|

h
= lim

h→0+

h

h
= 1.

Funkce absolutnı́ hodnota má v bodě 0 derivaci zleva rovnu −1 a derivaci zprava rovnu 1, proto podle
předchozı́ věty v nule nemá derivaci.

Souvislost mezi existencı́ derivace v bodě a spojitostı́ v tomto bodě popisuje následujı́cı́ věta.

Věta 7.2. Necht’ f : J ⊂ R → R má v bodě x0 ∈ J konečnou derivaci, potom f je v x0 spojitá.
D ů k a z. Počı́tejme limitu limh→0( f (x0 + h)− f (x0)). Je-li f ′(x0) vlastnı́, potom

lim
h→0

( f (x0 + h)− f (x0)) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
h =

= lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
lim
h→0

h = f ′(x0) · 0 = 0.

Což dokazuje, že limx→x0 f (x) = f (x0), a tedy i spojitost v x0.

Podmı́nka, že derivace v bodě x0 musı́ být konečná se nedá vynechat, to je vidět na funkci signum.
Funkce signum má v bodě x0 = 0 nevlastnı́ derivaci rovnu +∞, ale nenı́ v něm spojitá.

Na druhou stranu, nevlastnı́ derivace nemusı́ nutně znamenat nespojitost. Uvažujme funkci f : R → R,
f (x) = 3

√
x. Tato funkce je spojitá, nebot’ je to inverze k homeomorfismu (funkce x3 homeomorfismus

podle vět 2.15, 4.15, a 4.22), máme ale

f ′(0) = lim
h→0

f (h)− f (0)

h
= lim

h→0

3
√

h

h
= lim

h→0

1

h2/3 = ∞.

7.2 Vlastnosti derivace. Následujı́cı́ věta nám bude velmi užitečná pro výpočet derivacı́ funkcı́
definovaných jako součet řady funkcı́.
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Věta 7.3. Bud’( fn) posloupnost funkcı́ fn: J → R, a pro každé n ∈ N existuje f ′
n na J. Pokud řada∑

f ′
n stejnoměrně konverguje na množině J k funkci g a řada

∑
fn na J konverguje k funkci f .

Potom funkce f má na J derivaci a platı́

f ′
= g

(
nebo-li f ′

=

∑
fn
)
.

Důsledek 7.4. Platı́:
1. (ex)′ = ex.
2. sin′ x = cos x.
3. cos′ x = − sin x.
D ů k a z. 1. Na definici funkce ex aplikujeme větu 7.3. Máme

(ex)′ =

(
1 +

x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·

)′

=

= (1)′ +
( x

1!

)′

+

(x2

2!

)′

+

(x3

3!

)′

+ · · · =(věta 7.3)

= 0 +
1

1!
+

2x

2!
+

3x2

3!
+ · · · = ex.

Body 2 a 3 se dokážı́ obdobně.

Věta 7.5. Bud’te f, g: J ⊂ R → R funkce majı́cı́ derivaci v x0 ∈ J a c ∈ R. Potom
1. ( f + g)′(x0) = f ′(x0)+ g′(x0).
2. ( f g)′(x0) = f ′(x0)g(x0)+ f (x0)g′(x0).
3. (c f )′(x0) = c f ′(x0).
D ů k a z. Prvnı́ dva body dokážeme přı́mým výpočtem, tedy

( f + g)′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)+ g(x0 + h)− ( f (x0)+ g(x0))

h
=

= lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
+ lim

h→0

g(x0 + h)− g(x0)

h
=

= f ′(x0)+ g′(x0).

( f g)′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)g(x0 + h)− f (x0)g(x0)

h
=

= lim
h→0

f (x0 + h)g(x0 + h)− f (x0)g(x0 + h)+ f (x0)g(x0 + h)− f (x0)g(x0)

h
=

= lim
h→0

g(x0 + h)
f (x0 + h)− f (x0)

h
+ lim

h→0
f (x0)

g(x0 + h)− g(x0)

h
=

= lim
h→0

g(x0 + h) lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
+ f (x0) lim

h→0

g(x0 + h)− g(x0)

h
=

= g(x0) f ′(x0)+ f (x0)g
′(x0).

Třetı́ bod je důsledkem bodu 2 této věty a toho, že derivace konstantnı́ funkce je 0.

Věta 7.6 (Derivace složené funkce). Necht’ f : J → R, g: I → J, x0 ∈ I a necht’existujı́ vlastnı́
derivace g′(x0) a f ′(g(x0)). Potom existuje vlastnı́ derivace ( f ◦ g)′(x0) a platı́

( f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0). (7.2.1)
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D ů k a z. Označme y0 = g(x0) a definujme funkci F : J → R takto:

F(y) =

{ f (y)− f (y0)
y − y0

pro y 6= y0,

f ′(y0) pro y = y0.

Je jasné, že je funkce F spojitá v y0 (druhá větev vznikla jako limita prvnı́). Pro tuto funkci a
libovolný bod y ∈ J platı́

(y − y0)F(y) = f (y)− f (y0), (7.2.2)

a to i pro y = y0 (ověřte si!), toho za chvı́li využijeme.
Nynı́ počı́tejme derivaci funkce ( f ◦ g) v x0. Máme

( f ◦ g)′(x0) = lim
x→x0

f (g(x))− f (g(x0))

x − x0
=

= lim
x→x0

(g(x)− g(x0))F(g(x))

x − x0
= (viz. (7.2.2) pro y = g(x))

= lim
x→x0

F(g(x)) lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x − x0
=

= F
(

lim
x→x0

g(x)
)
g′(x0) = (věta 4.26)

= F(y0)g
′(x0) = f ′(y0)g

′(x0). (definice F)

Důsledek 7.7. Bud’te f, g: J ⊂ R → R funkce majı́cı́ derivaci v x0 ∈ J a g(x0) 6= 0. Potom(
f

g

)′

(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f (x0)g

′(x0)

g2(x0)
.

D ů k a z. V následujı́cı́m výpočtu jsme využili vět 7.6, 7.5 a toho, že (1/x)′ = −1/x2 (kde?).(
f

g

)′

(x0) =

(
f

1

g

)′

(x0) = f ′(x0)

(
1

g

)
(x0)+ f (x0)

(
1

g

)′

(x0) =

=
f ′(x0)

g(x0)
+ f (x0)

(
−

1

g2

)
(x0)g

′(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f (x0)g

′(x0)

g2(x0)
.

Věta 7.8 (Derivace inverznı́ funkce). Necht’ f : J → I ⊂ R je spojitá funkce rostoucı́ nebo
klesajı́cı́, x0 ∈ J, f −1: I → J inverze f . Pokud existuje vlastnı́ f ′(x0) 6= 0, potom existuje
vlastnı́ ( f −1)′( f (x0)) a platı́

( f −1)′( f (x0)) =
1

f ′(x0)

(
nebo také f ′(x0) =

1

( f −1)′( f (x0))

)
. (7.2.3)

D ů k a z. Pro zkrácenı́ zápisu označme y0 = f (x0). Funkce f je podle věty 4.22 homeomorfis-
mus J a I , f −1 tedy existuje a je spojitá. Definujeme funkci G: J → R předpisem

G(x) =


x − x0

f (x)− f (x0)
pro x 6= x0,

1
f ′(x0)

pro x = x0.
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Tato funkce je spojitá a to i v bodě x0 (proč?).
Jelikož je f −1 injektivnı́, pro každé y ∈ I , y 6= y0 je f −1(y) 6= x0. Proto v následujı́cı́m

výpočtu využı́váme prvnı́ větev definice funkce G. Máme

lim
y→y0

G( f −1(y)) = lim
y→y0

f −1(x)− f −1(x0)

f ( f −1(x))− f ( f −1(x0))
=

= lim
y→y0

f −1(x)− f −1(x0)

x − x0
= ( f −1)′(y0).

Na druhou stranu podle věty o limitě složeného zobrazenı́ dostaneme

lim
y→y0

G( f −1(y)) = G(y0) =
1

f ′(x0)
.

Porovnánı́m poslednı́ch dvou rovnic dostaneme tvrzenı́ věty.

Důsledek 7.9. Platı́:

1. ln′ x =
1
x , pro x > 0.

2. arcsin′ x =
1√

1 − x2
, pro x ∈ (−1, 1).

3. arccos′ x = −
1√

1 − x2
, pro x ∈ (−1, 1).

4. arctg′ x =
1

1 + x2 , pro x ∈ R.

5. arccotg′ x = −
1

1 + x2 , pro x ∈ R.

6. Pro libovolné a ∈ R, x > 0 platı́ (xa)′ = axa−1.
7. Pro libovolné a > 0, x > 0 platı́ (ax)′ = ax ln a.
D ů k a z. 1. Ve vzorci (7.2.3) položı́me f = ln, máme f −1

= exp a

f ′(x) = ln′(x) =
1

exp′(ln x)
=

1

exp(ln x)
=

1

x
.

Důkazy bodů 2–5 jsou obdobné, proto je zde neuvádı́me.
6. Podle věty 7.6 a bodu 1 tohoto důsledku máme

(xa)′ =
(
ea ln x)′

= ea ln x(a ln x)′ =
axa

x
= axa−1.

Obdobně lze postupovat při důkazu bodu 7.

Kontrolnı́ otázky

1. Lze hovořit o derivaci funkce f i v jiných bodech, než bodech množiny Dom f ?

2. Je možné sestrojit funkci f : R → R takovou, že limx→0+ f (x), limx→0− f (x) neexistujı́,
ale f ′(0) existuje?

3. Platila by věta o derivaci složené funkce i pro jednostranné derivace?

7.3 Diferenciál funkce. Uvažujme funkci f : J → R a x0 ∈ J. Lineárnı́ homogennı́ zobrazenı́
A: R → R nazýváme diferenciál funkce f v bodě x0, jestliže
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lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− A(h)

h
= 0. (7.3.1)

Diferenciál funkce f v bodě x0 označujeme d f (x0).
Souvislost diferenciálu a derivace objasňuje následujı́cı́ věta

Věta 7.10. Funkce f : J → R má diferenciál v bodě x0 ∈ J, právě když má v tomto bodě derivaci
a platı́ d f (x0)(h) = f ′(x0)h.
D ů k a z. Každé lineárnı́ homogennı́ zobrazenı́ A: R → R má tvar k · h pro nějaké k ∈ R.
Dosazenı́m za A(h) do (7.3.1) dostaneme, že limita ve vrzorci (7.3.1) existuje, právě když existuje
limita v následujı́cı́m vzorci a platı́

k = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

To znamená, že k = f ′(x0).

Lineárnı́ homogennı́ homogennı́ zobrazenı́ A: R → R lze předpisem zapsat A(x) = kx pro
pevné k ∈ R. Proto občas ztotožňujeme lineárnı́ homogennı́ zobrazenı́ A s čı́slem k. Derivace
funkce f v bodě x0 je také reálné čı́slo a vzhledem k předchozı́ větě mı́váme tendence ztotožňovat
i diferenciál funkce v bodě s derivacı́ funkce v tomto bodě. U funkcı́ jedné reálné proměnné je to
přijatelné, u funkcı́ vı́ce proměnných je tento rozdı́l již výraznějšı́.

Kontrolnı́ otázky

1. Jaký je rozdı́l mezi derivacı́ funkce a diferenciálem funkce?

2. Jaký má definičnı́ obor a obor hodnot diferenciál funkce f : X ⊂ R → R?

7.4 Derivace vyššı́ch řádů. Má-li funkce f : J → R derivaci ve všech bodech nějakého okolı́ U
bodu x0 ∈ J, můžeme uvažovat o existenci derivace funkce f ′ v bodě x0. Pokud existuje, tuto
hodnotu nazýváme druhá derivace funkce f v bodě x0 a označujeme ji f ′′(x0).

Postupně se takto můžeme propracovat k definici derivace n-tého řádu v bodě x0 (označujeme
f (n)(x)) jako derivaci derivace (n − 1)-řádu ( f (n)(x0) = ( f (n−1))′(x0)).

7.5 Extrémy. Necht’ f : X ⊂ R → R. Řekneme, že funkce f je rostoucı́ (respek-
tive klesajı́cı́, nerostoucı́, neklesajı́cı́) v bodě x0 ∈ X, jestliže existuje okolı́ (x0 − δ, x0 +

δ) bodu x0 takové, že f ((x0 − δ, x0) ∩ X) < f (x0) < f ((x0, x0 + δ) ∩ X) (respektive
f ((x0 − δ, x0) ∩ X) > f (x0) > f ((x0, x0 + δ) ∩ X), f ((x0 − δ, x0) ∩ X) ≥ f (x0) ≥

f ((x0, x0 + δ) ∩ X), f ((x0 − δ, x0) ∩ X) ≤ f (x0) ≤ f ((x0, x0 + δ) ∩ X)). Řekneme, že
funkce f na bývá v x0 lokálnı́ho maxima (minima) jestliže existuje okolı́ U bodu x0 takové,
že f |U∩X nabývá v x0 maxima (minima).

Lze dokázat, že pokud je funkce rostoucı́ v každém bodě intervalu J, pak je rostoucı́ na J, a
že pokud je rostoucı́ na J pak je rostoucı́ v každém bodě intervalu J. Obdobně i pro dalšı́ typy
monotonie v bodě.

Věta 7.11. Bud’ f : J → R potom
1. Je-li f ′(x0) > 0 (přı́padně je-li f ′(x0) = ∞), potom je f v bodě x0 rostoucı́.
2. Je-li f ′(x0) < 0 (přı́padně je-li f ′(x0) = −∞), potom je f v bodě x0 klesajı́cı́.
D ů k a z. Z věty dokážeme pouze bod 1. Jelikož f ′(x0) > 0, existuje δ > 0 takové, že pro
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)

f (x)− f (x0)

x − x0
> 0. (7.5.1)
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Pro x ∈ (x0, x0 + δ) je x − x0 > 0, a tedy z rovnice (7.5.1) plyne f (x) > f (x0), což dokazuje, že
f (x0) < f (x0, x0 + δ). Pro x ∈ (x0 − δ, x0) je x − x0 < 0 a z (7.5.1) plyne f (x) < f (x0), odtud
f (x0 − δ, x0) < f (x0). Dohromady dostáváme, že f (x0 − δ, x0) < f (x0) < f (x0, x0 + δ), to
znamená, že f je v x0 rostoucı́.

Důsledek 7.12. Je-li x0 ∈ J bodem extrému funkce f : J → R a existuje-li f ′(x0), potom
f ′(x0) = 0.

Věta 7.13 (Rolleova). Bud’ f : [a,b] → R spojitá funkce majı́cı́ derivaci (vlastnı́ nebo nevlastnı́)
v každém vnitřnı́m bodě [a,b]. Pokud f (a) = f (b), potom existuje c ∈ (a,b) takové, že f ′(c) = 0.
D ů k a z. Je-li f konstantnı́, pak c je libovolný bod intervalu (a,b).

Uvažujme dva možné přı́pady. Prvnı́: Existuje-li bod v (a,b), v němž funkce f nabývá hodnoty
většı́ než f (a), potom vezměme za c bod v němž funkce f nabývá na [a,b] svého maxima. Takový
bod existuje podle věty 4.9 a je různý od a i b, protože f nabývá hodnoty většı́ než f (a) v nějakém
bodě (a,b).

Zbývá ukázat, že f ′(c) = 0. To ale plyne z Důsledku 7.12.
Druhý přı́pad se dokáže obdobně.

Podmı́nka, že funkce musı́ mı́t derivaci v každém bodě (a,b) se nedá vynechat, důkazem toho je funkce
f : [−1, 1] → R, f (x) = |x|. Funkčnı́ hodnota v −1 i v 1 je rovna 1, ale v intervalu, (−1, 1) nenı́ žádný
bod v němž by byla derivace rovna 0.

a c b

f

f(a)

f(b)

g

x

y

Věta 7.14 (Lagrangeova věta o střednı́ hodnotě). Bud’
f : [a,b] → R spojitá funkce majı́cı́ derivaci (vlastnı́ nebo ne-
vlastnı́) v každém vnitřnı́m bodě [a,b]. Potom existuje c ∈ (a,b)
takové, že

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
. (7.5.2)

D ů k a z. Větu dokážeme pomocı́ Rolleovy věty tak, že ji apli-
kujeme na rozdı́l funkce f a afinnı́ funkce g procházejı́cı́ body
(a, f (a)) a (b, f (b)) (obdobně jako v (7.1.1)). Tedy uvažujme
funkci F : [a,b]: → R,

F(x) = f (x)−
f (b)− f (a)

b − a
(x − a)− f (a).

Tato funkce splňuje všechny předpoklady věty 7.13 (ověřte!). A tedy existuje c ∈ (a,b) takové,
že F ′(c) = 0. Protože

F ′(x) = f ′(x)−
f (b)− f (a)

b − a
,

pro x = c dostáváme

F ′(c) = f ′(c)−
f (b)− f (a)

b − a
= 0.

Odtud již plyne (7.5.2).

Důsledek 7.15. Bud’te f, g: [a,b] → R spojité funkce. Je-li f ′
= g′, pak existuje c ∈ R takové,

že f = g + c.
Jinak řečeno: funkce se stejnou derivacı́ se na intervalu lišı́ jen o konstantu.

D ů k a z. Označme h = f − g. Našim úkolem nynı́ je ukázat, že h je konstantnı́. Zvolme
x, y ∈ [a,b], x < y libovolné body a ukážeme, že v nich má h stejnou hodnotu. Aplikujme
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větu 7.14 na h a interval [x, y]. Pak existuje z ∈ (x, y) takové, že h(y)− h(x) = h′(z)(y − x) =

( f ′(z)− g′(z))(y − x) = 0.

Větu o střednı́ hodnotě ještě zobecnı́me.

Věta 7.16 (Cauchova věta o střednı́ hodnotě). Bud’te f, g: [a,b] → R spojité funkce a necht’
existuje v každém bodě x ∈ (a,b) derivace f ′(x) (vlastnı́ nebo nevlastnı́) a vlastnı́ derivace
g′(x) 6= 0. Potom existuje c ∈ (a,b) takové, že

f ′(c)

g′(c)
=

f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
. (7.5.3)

D ů k a z. Větu dokážeme obdobným způsobem jako předchozı́ větu. Nejprve, protože g′(x) 6= 0
na (a,b), podle věty 7.14 máme, že g(a) 6= g(b). Definujeme funkci F : [a,b] → R,

F(x) = ( f (x)− f (a))(g(b)− g(a))− (g(x)− g(a))( f (b)− f (a)).

Tato funkce splňuje podmı́nky věty 7.13, a proto existuje c ∈ (a,b) takové, že F ′(c) = 0, tedy

F ′(c) = f ′(x)(g(b)− g(a))− g′(c)( f (b)− f (a)) = 0.

Odtud, protože g(a) 6= g(b), již plyne (7.5.3).

Uvažujme funkci f = ln na intervalu [a,b] = [5, 10]. Podle věty o střednı́ hodnotě existuje c ∈ (5, 10)
takové, že

(10 − 5) ln′(c) = 5/c = ln 10 − ln 5 = ln 2.

Protože 5 < c < 10, znamená to, že 5
10 < 5/c = ln 2 < 5

5 . Dostáváme prvnı́ odhad hodnoty funkce ln
v bodě 2:

1
2 < ln 2 < 1.

Pokračujme dále, z nerovnice 1 < 2 ln 2 a z monotonosti funkce exp dostaneme

e = exp(1) < exp(2 ln 2) = 4. (7.5.4)

Čı́slo e je tedy menšı́ než 4. Později v odstavci Taylorova řada se dozvı́me, jak tyto odhady zpřesnit.

Věta 7.17. Bud’ f : J → R potom
1. Je-li f ′(x) > 0 pro x ∈ (a,b) (přı́padně je-li f ′(x) = ∞), pak je f na J rostoucı́.
2. Je-li f ′(x) < 0 pro x ∈ (a,b) (přı́padně je-li f ′(x) = −∞), pak je f na J klesajı́cı́.
D ů k a z.

1. Zvolme x, y ∈ J, x < y. Pak podle věty 7.14 existuje c ∈ (x, y) takové, že f ′(c) =

( f (y)− f (x))/(y − x). To znamená, že f (y)− f (x) = f ′(c)(y − x) > 0.
2. Zvolme x, y ∈ J, x < y. Pak podle věty 7.14 existuje c ∈ (x, y) takové, že f ′(c) =

( f (y)− f (x))/(y − x). To znamená, že f (y)− f (x) = f ′(c)(y − x) < 0.

Věta 7.18. Bud’ f : J → R, x0 ∈ J, f spojitá v x0. Potom:
1. Existuje-li okolı́ (x0 − δ, x0 + δ) tak, že pro každé x ∈ (x0 − δ, x0) je f ′(x) > 0 a pro každé
x ∈ (x0, x0 + δ) je f ′(x) < 0, má f v x0 lokálnı́ maximum.
2. Existuje-li okolı́ (x0 − δ, x0 + δ) tak, že pro každé x ∈ (x0 − δ, x0) je f ′(x) < 0 a pro každé
x ∈ (x0, x0 + δ) je f ′(x) > 0, má f v x0 lokálnı́ minimum.
D ů k a z. 1. Zvolme si x ∈ (x0 − δ, x0) libovolně, podle věty 7.14 existuje c ∈ (x, x0) takové, že
f (x0)− f (x) = (x0 −x) f ′(c). Podle předpokladu f ′(c) > 0, a proto f (x0) > f (x). Zvolı́me-li si
x ∈ (x0, x0 +δ), podle téže věty máme f (x)− f (x0) = (x −x0) f ′(c). Nynı́ je podle předpokladu
f ′(c) < 0, a proto opět f (x0) > f (x). To znamená, že f má v x0 lokálnı́ maximum.
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Bod 2 se dokáže obdobně.

V kombinaci s větou 7.17 lze tuto popsat tak, že pokud je funkce spojitá v bodě, která je
nějakém levém okolı́ bodu rostoucı́ a na nějakém pravém okolı́ bodu klesajı́cı́, má v tomto bodě
lokálnı́ maximum; pokud je na nějakém levém okolı́ bodu klesajı́cı́ a na nějakém pravém okolı́
bodu rostoucı́, má v něm lokálnı́ minimum.

Povšimněme si, že předcházejı́cı́ věta nepožaduje, aby existovala derivace funkce f v bodě x0. Proto
nám tato věta odhaluje nejen lokálnı́ minimum funkce x2 v x0 = 0, ale i lokálnı́ minimum funkce |x|

v x0 = 0.

Věta 7.19. Bud’ f : J → R. Potom:
1. Je-li f ′′(x) > 0 pro x ∈ (a,b), pak je f na J konvexnı́.
2. Je-li f ′′(x) < 0 pro x ∈ (a,b), pak je f na J konkávnı́.
D ů k a z. Zvolme si body x, y, z ∈ J, x < y < z. Podle věty 7.14 existujı́ body c ∈ (x, y) a
d ∈ (y, z) tak, že f ′(c) = ( f (y)− f (x))/(y − x) a f ′(d) = ( f (z)− f (y))/(z − y). Odtud

( f ′(d)− f ′(c))(y − x)(z − y) = ( f (z)− f (y))(y − x)− ( f (y)− f (x))(z − y) =(7.5.5)
= y f (z)− y f (y)− x f (z)+ x f (y)− z f(y)+ z f(x)+ y f (y)− y f (x) =

= y f (z)− x f (z)+ x f (y)− z f(y)+ z f(x)− y f (x) =

= f (x)(z − y)+ f (y)(x − z)+ f (z)(y − x).

1. Je-li f ′′ > 0 na J, tedy f ′ je na J rostoucı́, potom je f ′(d) > f ′(c) a levá strana v (7.5.5) je
kladná.
2. Je-li f ′′ < 0 na J, tedy f ′ je na J klesajı́cı́, potom je f ′(d) < f ′(c) a levá strana v (7.5.5) je
záporná.

Necht’ f : J → R má derivaci v bodě x0 ∈ J a označme g(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0).1)

Pokud existuje okolı́ bodu (x0 − δ, x0 + δ) takové, že bud’to 1. f |(x0,x0−δ) > g a f |(x0,x0+δ) < g;
nebo 2. f |(x0,x0−δ) < g a f |(x0,x0+δ) > g, potom řı́káme, že funkce f má v x0 inflexi.

Podrobný pohled na tuto definici prozradı́, že na okolı́ vlevo od inflexnı́ho bodu ležı́ graf funkce f nad
tečnou v tomto bodě a vpravo pod tečnou, nebo naopak. Je jasné, že pokud má funkce f v nějakém bodě
inflexi, pak v něm nemůže mı́t extrém.

Funkce f : R → R, f (x) = x3 má v bodě x0 = 0 inflexi. Skutečně, nastává zde přı́pad 1 z definice
inflexe, tečnou ke grafu funkce x3 v bodě x0 = 0 je přı́mka g(x) = 0, pro libovolné δ > 0 platı́ f (−δ, 0) < 0
a f (0, δ) > 0.

Věta 7.20. Necht’ f : J → R, x0 ∈ J a necht’existuje přirozené čı́slo n ∈ N takové, že f (n)(x0) 6= 0,
ale f (k)(x0) = 0 pro 0 < k < n. Potom:
1. Je-li n liché a f (n)(x0) > 0, je f v bodě x0 rostoucı́.
2. Je-li n liché a f (n)(x0) < 0, je f v bodě x0 klesajı́cı́.
3. Je-li n sudé a f (n)(x0) > 0, má f v bodě x0 lokálnı́ minimum.
4. Je-li n sudé a f (n)(x0) < 0, má f v bodě x0 lokálnı́ maximum.
D ů k a z. Budeme větu dokazovat pouze pro přı́pad f (n)(x0) > 0, přı́pad, kdy f (n)(x0) < 0, lze
dokázat obdobně, uvažujeme-li funkci − f . Dokazujeme pomocı́ principu matematické indukce
vzhledem k n.

Je-li n = 1, znamená to, že f ′(x0) > 0, a podle věty 7.11 je f v x0 rostoucı́.
Nynı́ necht’n > 0 a předpokládejme, že tvrzenı́ věty platı́ pro n, a pokusme se jej dokázat pro

n + 1. Položme g = f ′; platı́ g(n) = f (n+1), funkce g splňuje předpoklady našı́ věty.
Uvažujeme dva přı́pady. Je-li n + 1 sudé, tedy n je liché. Protože g splňuje předpoklady této

věty dostaneme, že g a následně i f ′ je v x0 rostoucı́. Protože f ′ je v x0 rostoucı́ a f ′(x0) = 0 musı́
na nějakém levém okolı́ x0 být f ′ < 0 a na pravém f ′ > 0. Použijeme větu 7.18 a dostaneme, že
f má v x0 lokálnı́ minimum.

1)Graf funkce g je tečna ke grafu funkce f v bodě (x0, f (x0)).



96 7. Diferenciálnı́ počet v R

Je-li n + 1 liché, to znamená n sudé. Užitı́m této věty na funkci g dostaneme, že g a tedy
i f ′ má v x0 lokálnı́ minimum. To ale spolu s f ′(x0) = 0 znamená, že na některém okolı́ x0 je
f ′(x) > 0 pro x 6= x0. Proto f musı́ být v x0 rostoucı́.

Důsledek 7.21. Necht’ f : J → R, x0 ∈ J a necht’existuje přirozené čı́slo n > È1 takové, že
f (n)(x0) 6= 0, ale f (k)(x0) = 0 pro 1 < k < n. Potom
1. Je-li n sudé a f (n)(x0) > 0, je f na okolı́ x0 konvexnı́.
2. Je-li n sudé a f (n)(x0) < 0, je f na okolı́ x0 konkávnı́.
3. Je-li n liché, má f v x0 inflexi.
D ů k a z. V bodech 1 a 2 použijeme předchozı́ větu na funkci g(x) = f ′(x) a v bodě 3 na funkci
g(x) = f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x − x0).

Výsledky obdržené v tomto odstavci použijeme pro vyřešenı́ následujı́cı́ho přı́kladu.

Uvažujme funkci f : R → R, f (x) = x/(x2
+ 1). Najděme jejı́ lokálnı́ extrémy, inflexnı́ body, intervaly

konvexnosti, konkávnosti, kde je rostoucı́ a klesajı́cı́.
Platı́

f ′(x) =
x2

+ 1 − 2x2

(x2
+ 1)2

=
1 − x2

(x2
+ 1)2

.

Tedy f ′(x) = 0 pouze pro x = 1 a x = −1. Vzhledem k tomu, že f ′(x) > 0 pro −1 < x < 1 a f ′(x) < 0
pro x < −1 nebo x > 1, dostáváme, podle věty 7.17, že f je rostoucı́ na intervalu (−1, 1) a klesajı́cı́ na
intervalech (−∞,−1), (1,∞). Podle věty 7.18 vı́me, že v bodě x = −1 nabývá f minima a v bodě x = 1
maxima. Protože

f ′′(x) =
−2x(x2

+ 1)2 − (1 − x2)2(x2
+ 1)2x

(x2
+ 1)4

= −2x
x2

+ 1 + 2 − 2x2

(x2
+ 1)3

= 2x
x2

− 3

(x2
+ 1)3

.

Platı́ f ′′(x) = 0 pro x = −
√

3, x = 0, x =
√

3. Navı́c f ′′ > 0 na intervalech (−
√

3, 0), (
√

3,∞)
a z věty 7.19 plyne, že je na těchto intervalech konvexnı́. (To nás jen utvrzuje, že je v bodě x = −1
lokálnı́ minimum, viz věta 7.20, bod 3.) Obdobně dostaneme, že f je konkávnı́ na intervalech (−∞,−

√
3),

(0,
√

3). Po úpravě dostáváme

f ′′′(x) = 6
x4

− 6x2
+ 1

(x2
+ 1)4

.

Inflexnı́mi body jsou body x = −
√

3, x = 0, x =
√

3, protože v těchto bodech je f ′′(x) = 0 ale f ′′′(x) 6= 0
(porovnej s důsledkem 7.21).

7.6 Užitı́ derivace pro výpočet limit. Pro výpočet limit typu 0/0 nebo ∞/∞ je velice užitečná
následujı́cı́ věta.

Věta 7.22 (L’Hospitalovo pravidlo). Bud’te f, g: J → R, x0 ∈ R, limx→x0 f (x) =

limx→x0 g(x) = 0. Pokud existuje limx→x0
f ′(x)
g′(x)

(vlastnı́ nebo nevlastnı́), pak existuje

i limx→x0
f (x)
g(x) a platı́

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
. (7.6.1)

D ů k a z. Nejprve dokážeme větu pro x0 ∈ R a limitu zprava. Funkce f̄ , ḡ budou rozšı́řenı́ funkcı́
f, g s tı́m, že položı́me f̄ (x0) = 0 a ḡ(x0) = 0. Obě funkce f̄ , ḡ jsou spojité v x0. Pro každé
x ∈ Jpodle věty 7.16 existuje c ∈ (x0, x) tak, že
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f̄ (x)

ḡ(x)
=

f̄ (x)− f̄ (x0)

ḡ(x)− ḡ(x0)
=

f̄ ′(c)

ḡ′(c)
.

Jelikož c ∈ (x0, x), dostáváme

lim
x→x+

0

f̄ (x)

ḡ(x)
= lim

c→x+

0

f̄ ′(c)

ḡ′(c)
.

Přı́pad limx→x−

0
se dokáže obdobně. Kombinacı́ obou výsledků máme větu dokázánu pro

,,oboustrannou“ limitu.
Nynı́ necht’ x0 = ∞. Připomeňme, že limx→∞ h(x) = limx→0+ h(1/x). Definujeme funkce

F,G: {1/x | x ∈ J \ {0}} → R, F(x) = f (1/x) a G(x) = g(1/x).

lim
x→∞

f (x)

g(x)
= lim

x→0−

F(x)

G(x)
=

= lim
x→0+

F ′(x)

G′(x)
= (předchozı́ odstavec)

= lim
x→0+

f ′(1/x)(−1/x2)

g′(1/x)(−1/x2)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)
.

Důkaz přı́padu limx→−∞ si jistě čtenář udělá sám.

Věta 7.23 (L’Hospitalovo pravidlo). Bud’te f, g: J → R, x0 ∈ R, limx→x0 f (x) =

limx→x0 g(x) = ∞. Pokud existuje limx→x0
f ′(x)
g′(x)

(vlastnı́ nebo nevlastnı́), pak existuje

i limx→x0
f (x)
g(x) a platı́

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
. (7.6.2)

Pro důkaz této věty čtenáře odkazujeme na literaturu (napřı́klad []).

Pomocı́ L’Hospitalova pravidla můžeme vypočı́tat limity, které bychom bez něj vypočı́tali jen stěžı́.
Napřı́klad je-li n ∈ N, potom použijeme-li L’Hospitalovo pravidlo n-krát, dostaneme

lim
x→∞

xn

ex = lim
x→∞

nxn−1

ex = · · · = lim
x→∞

n!

ex = 0.

7.7 Taylorův polynom, Taylorova řada. Necht’ f : J → R je funkce, která má derivace na J až
do řádu n + 1 v bodě a ∈ J. Polynom P: R → R,

P(x) = f (a)+ f ′(a)(x − a)+
1

2!
f ′′(a)(x − a)2 + · · · +

1

n!
f (n)(x − a)n (7.7.1)

nazýváme Taylorův polynom řádu n v bodě a. Definovánı́m Taylorova polynomu se snažı́me najı́t
polynom, který by se od funkce f na intervalu J lišil jen ,,velmi málo“. Tedy ptáme se, zda je
možno k libovolně malé odchylce najı́t polynom P(x), jehož hodnoty by se na J lišily od hodnot f
nejvýše o tuto odchylku.

Pomocı́ Taylorova polynomu lze počı́tat hodnoty goniometrických (a jiných) funkcı́ s vysokou přesnostı́.
Pokud bychom chtěli vypočı́tat hodnotu sin 2 na čtyři desetinná mı́sta, stačil by nám odhad provedený
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v přı́kladě 4.

Věta 7.24 (Taylorova). Bud’te a, x ∈ R různá. Označme I = [a, x] (přı́padně I = [x,a], je-li
x < a). Necht’ f : I → R má v I derivace až do řádu n + 1 a necht’ϕ: I → R má uvnitř I
nenulovou derivaci. Potom existuje ξ ∈ int I takové, že

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x − a)+
1

2!
f ′′(a)(x − a)2+

+ · · · +
1

n!
f (n)(x − a)n + Rn+1(x), (7.7.2)

kde

Rn+1(x) =
(x − ξ)n

n!

ϕ(x)− ϕ(a)

ϕ′(ξ)
f (n+1)(ξ). (7.7.3)

D ů k a z. Položme F : I → R,

F(t) = f (x)− f (t)− f ′(t)
x − t

1!
− f ′′(t)

(x − t)2

2!
− · · · − f (n)(t)

(x − t)n

n!
.

Zřejmě F(x) = 0 a F(a) = Rn+1(x). Funkce F má na celém intervalu I derivaci, přičemž platı́

F ′(t) = − f ′(t)−

(
− f ′(t)+ f ′′(t)

x − t

1!

)
−

(
− f ′′(t)

x − t

1!
+ f ′′′(t)

(x − t)2

2!

)
−

− · · · −

(
− f (n−1)(t)

(x − t)n−2

(n − 2)!
+ f (n)(t)

(x − t)n−1

(n − 1)!

)
−

−

(
f (n)(t)

(x − t)n−1

(n − 1)!
+ f (n+1)(t)

(x − t)n

n!

)
=

= − f (n+1)(t)
(x − t)n

n!
.

Na funkce F a ϕ aplikujme větu 7.16. Existuje tedy čı́slo ξ ∈ int I takové, že

F(x)− F(a)

ϕ(x)− ϕ(a)
=

F ′(ξ)

ϕ′(ξ)
= −

f (n+1)(ξ)

ϕ′(ξ)

(x − ξ)n

n!
. (7.7.4)

Uvědomı́me-li si, že F(x)− F(a) = −Rn+1(x), z (7.7.4) již (7.7.3) plyne.

Důsledek 7.25. Za předpokladů věty 7.24
1. pro ϕ: I → R, ϕ(t) = (x − t)n+1, dostáváme Lagrangeův tvar zbytku

Rn+1(x) =
(x − a)n+1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ); (7.7.5)

2. pro ϕ: I → R, ϕ(t) = t , dostáváme Cauchyův tvar zbytku

Rn+1(x) =
(x − ξ)n(x − a)

n!
f (n+1)(ξ). (7.7.6)

Budeme-li zvyšovat řád Taylorova polynomu, dospějeme nakonec k tomu, že polynom bude
aproximovat funkce f přesně (bezchybně), třeba i za cenu toho, že se polynom změnı́ v mocninnou
řadu? Odpověd’, kdy se tak stane, dává následujı́cı́ věta.
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Věta 7.26 (Taylorova řada). Bud’te a, x ∈ R různá, označme I = [a, x] (přı́padně I = [x,a],
je-li x < a). Necht’ f : I → R má v I derivace všech řádů a Rn(x) je definováno vzorcem (7.7.3)
pro každé n ∈ N. Potom

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x − a)+
1
2! f ′′(a)(x − a)2 +

1
3! f ′′′(a)(x − a)3 + · · · =

=

∞∑
n=0

1

n!
f (n)(a)(x − a)n, (7.7.7)

právě když limn→∞ Rn(x) = 0.
D ů k a z. Je velice jednoduchý, stačı́ si uvědomit, že pro částečný součet sn řady ve vzorci (7.7.7)
podle věty 7.24 platı́ f (x) = sn + Rn+1(x). Tedy limn→∞ Rn(x) = 0, právě když f (x) = lim sn.

Bývá velice výhodné rozvinout Taylorovu v bodě a = 0; v takovém přı́padě hovořı́me o Mac-
laurinově řadě.

Čtenáři doporučuji vypočı́tat si Maclaurinovy řady funkcı́ sin, cos a exp, výsledky potom
porovnat s jejich definicemi v předchozı́ kapitole (měly by se shodovat). Taylorovy řady dalšı́ch
funkcı́ napřı́klad arctg nebo arcsin, zde neuvádı́me a čtenář si je musı́ vyhledat v literatuře či sám
vypočı́tat. Řada pro funkci ln je předmětem přı́kladu 3.

Pokusme se odhadnout čı́slo e s chybou menšı́ než 0,001. Použitı́m věty 7.24 na funkci exp (střed volı́me
a = 0) dostaneme, že2)

exp(x) = 1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+ · · · +

xn

n!
+ Rn+1(x). (7.7.8)

Rn+1(x) =
xn

(n + 1)!
exp(ξ) <

xn

(n + 1)!
exp(x). (exp je rostoucı́)

Již vı́me z (7.5.4), že exp(1) = e < 4. Chceme-li mı́t chybu odhadu menšı́ než 0,001 musı́me najı́t n, pro
nějž bude |Rn+1(1)| < 0,001. Máme

|Rn+1(1)| <
1

(n + 1)!
4 < 0,001.

Pro n ≥ 6 je poslednı́ nerovnost splněna (ověřte!), stačı́ tedy sečı́st prvnı́ch šest členů řady (7.7.8) a na
intervalu [0, 1] je chyba menšı́ než 0,001. Proto

exp(1) = e =̇ 1 + 1 +
1
2 +

1
3! +

1
4! +

1
5! +

1
6! =

1957
720 =̇ 2,718 055 5 . . .

Hodnota R7(1) se pohybuje kolem 0,000 024 a R9(1) blı́zko 2 · 10−7, řada (7.7.8) konverguje skutečně
velmi rychle.

Kontrolnı́ otázky

1. Platila by Rolleova věta i bez předpokladu spojitosti funkce f ? Ve kterém mı́stě důkazu
jsme jej využili?

2. Lze najı́t funkci splňujı́cı́ předpoklady věty o střednı́ hodnotě (Rolleovy věty) majı́cı́ v (a,b)
nevlastnı́ derivaci?

3. Ve kterých bodech může funkce nabývat svých extrémů?

4. Je vždy nutné počı́tat druhou respektive vyššı́ derivaci, abychom zjistili, zda funkce nabývá
v daném bodě maxima, minima, nebo zda se jedná o inflexnı́ bod?

5. Je možné, aby spojitá funkce měla na intervalu dvě lokálnı́ maxima a žádné lokálnı́ mini-
mum?

2)To už tu jednou bylo, ne?
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Přı́klady

1. Necht’g: J ⊂ R → R a x0 ∈ J je spojitá. Pokud g′(x0) existuje a g′(x0) 6= 0, potom existuje
okolı́ U bodu x0 takové, že pro všechna x ∈ U , x 6= x0 je g(x0) 6= g(x).
Řešenı́: Jestliže g′(x0) > 0, potom existuje a > 0 a okolı́ U bodu x0 takové, že pro každé x ∈ U ,
x 6= x0 je

g(x)− g(x0)

x − x0
= g′(x0) > a > 0.

To znamená, že

g(x) > g(x0)+ a(x − x0), (pro x > x0)
g(x) < g(x0)+ a(x − x0). (pro x < x0)

Přı́pad, kdy g′(x0) < 0, se dokáže obdobně.

2. Najděte lokálnı́ extrémyfunkce f : R → R,

f (x) = 6 +
5

(x2
+ 1)2

,

určete, kde je funkce rostoucı́, klesajı́cı́, konvexnı́ a konkávnı́.
Řešenı́: Spočı́tejme nejprve derivaci

f ′(x) = −
20x

(x2
+ 1)3

. (ověřte!)

Derivace je rovna 0 pouze pro x = 0 (funkce může mı́t lokálnı́ extrém pouze v nule). Snadno
zjistı́me, že f ′(x) > 0 pro x < 0 a f ′(x) < 0 pro x > 0, z toho již dostáváme, že f je rostoucı́ na
intervalu (−∞, 0) a klesajı́cı́ na intervalu (0,∞). Z poslednı́ch výsledku plyne, že funkce nabývá
lokálnı́ho maxima v bodě x = 0, minima funkce nenabývá.

Nynı́ spočı́táme druhou derivaci:

f ′′(x) =
120x2

(x2
+ 1)4

−
20

(x2
+ 1)3

. (ověřte!)

Kořeny rovnice f ′′(x) = 0 jsou x =
√

5/5 a x = −
√

5/5. Z toho, že f ′′ je spojitá funkce, a
odhadem hodnot f ′′(−1), f ′′(0) a f ′′(1) dostaneme, že f ′′(x) > 0 pro x ∈ (−∞,−

√
5/5) a x ∈

(
√

5/5,∞) ( f je tedy na těchto intervalech konvexnı́) a že f ′′(x) < 0 pro x ∈ (−
√

5/5,
√

5/5)
(to znamená, že f je na tomto intervalu konkávnı́).

3. Najděte Taylorovu řadu funkce f = ln se středem v 1 a určete jejı́ interval konvergence.
Řešenı́: Taylorova řada má tvar

∑
∞

n=0 fn(x) = f (n)(x)/n! · (x − x0)
n. Prvnı́ derivace funkce ln x

je ln′ x = 1/x, dále druhá ln′′ x = −1/x2, třetı́ ln′′′ x = 2/x3 a čtvrtá ln(4) x = 3!/x4. Vidı́me, že
ln(n) x = (−1)n−1(n − 1)!/xn. V bodě x = 1 dostaneme ln(n) 1 = (−1)n−1(n − 1)!. Využijeme
Lagrangova tvaru zbytku (7.7.5) a máme

|Rn(x)| =

∣∣∣∣(x − a)n

n!
f (n)(ξ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(x − 1)n

n!
(−1)n−1 (n − 1)!

ξn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(x − 1)n

nξn

∣∣∣∣ (7.7.9)

Pro x = 1 je limn→∞ Rn(1) = 0 triviálně. Je-li x > 1, je 1 < ξ < x. Proto |Rn(x)| < (x − 1)n/n
a limn→∞ Rn(x) = 0 pro x ≤ 2.

Nynı́ necht’0 < x < 1. Využijeme Chauchyho tvar zbytku (7.7.6) Pro f = ln a a = 1 máme:
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|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣(x − ξ)n−1(x − a)

(n − 1)!
f (n)(ξ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(x − ξ)n−1(x − 1)

(n − 1)!

(−1)n−1(n − 1)!

ξn

∣∣∣∣∣ =

= (1 − x)

∣∣∣∣∣(x − ξ)n−1

ξn

∣∣∣∣∣ =
1 − x

ξ

∣∣∣∣x − ξ

ξ

∣∣∣∣n−1

. (7.7.10)

Jelikož 0 < x < ξ < 1, máme |ξ | > |x − ξ |, odtud |x − ξ |/|ξ | < 1. A tedy limn→∞ Rn(x) = 0.
Proto Taylorova řada pro ln v a = 1 a x ∈ (0, 2] bude mı́t tvar

ln x =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(x − 1)n. (7.7.11)

Pro x /∈ (0, 2] dostaneme, že řada v (7.7.11) nekonverguje.

4. Odhadněte čı́slo sin 2 s chybou menšı́ než 0,001.
Řešenı́: Musı́me zjistit, kolik členů Taylorovy řady musı́me sečı́st, abychom dosáhli požadované
přesnosti. Lagrangeův tvar zbytku (7.7.5) pro funkci sinus

Rn+1(x) =
(x − 0)n+1

(n + 1)!
sin(n+1)(ξ).

Využijeme toho, že funkce sin a cos nabývajı́ hodnot z intervalu [−1, 1] a že funkce xn+1 je
rostoucı́ (nabývá svého maxima v krajnı́ch bodech intervalu). Máme

|Rn+1(2)| ≤
2n+1

(n + 1)!
< 0,001.

Poslednı́ nerovnost je splněna pro n ≥ 10. Stačı́ tedy sečı́st prvnı́ch deset členů Taylorovy řady
pro sinus a zı́skáme požadovaný odhad sin 2:

sin 2 =̇ 2 −
23

6
+

25

120
−

27

5 040
+

29

362 880
=

2 578

2 835
=̇ 0,909 347 442 7.

Cvičenı́

1. Pomocı́ definice derivace, vypočı́tejte f ′(x0) jestliže

a) f (x) = x2, x0 = 1; b) f (x) = |x|, x0 = 2;

c) f (x) = ax2, x0 = 1,a ∈ R; d) f (x) = x + a, x0 = 1,a ∈ R;

e) f (x) = x2, x0 = a ∈ R; f) f (x) = |x|, x0 = a ∈ R;

g) f (x) = ax2, x0 = b,a,b ∈ R; h) f (x) = x + a, x0 = b,a,b ∈ R;

i) f (x) = 1/x, x0 = a ∈ R; j) f (x) = 1/x2, x0 = 2;

2. Najděte minimum a maximum (pokud existujı́) funkce f : R → R na množině A ⊂ R, jestliže

a) f (x) = x2
+ 3, A = [−2, 2]; b) f (x) = −(x − 3)2, A = [0, 5];

c) f (x) =
x

x2
+ 1

, A = [−1, 1]; d) f (x) =
x2

+ 1
x , A = (0, 3].
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3. Najděte přı́mku, která se dotýká paraboly f (x) = x2
− 7x + 13 v bodě (x0, f (x0)), jestliže

a) x0 = 0; b) x0 = 1; c) x0 = a ∈ R.
4. Najděte kružnici o poloměru 1, která se dotýká přı́mky y = f (x) v bodě (x0, f (x0)), jestliže

a) f (x) = 2, x0 = 1; b) f (x) = x, x0 = 2;

c) f (x) = 3x, x0 = 3; d) f (x) = 2x + 2, x0 = 22;

e) f (x) = 2x + a, x0 = 2a,a ∈ R.
5. Vypočtěte derivaci funkce f , kde

a) f (x) =
x + 2

x ; b) f (x) =
(x + 2)2

x ; c) f (x) = ln
(

x + 2
x

)
;

d) f (x) = ln(x + 2); e) f (x) = ln
√

x2 + 2; f) f (x) = e2x3
+3x;

g) f (x) = ax2
−1, a > 0; h) f (x) = xx+1; i) f (x) = xax+a, a ∈ R;

j) f (x) = xx+x2
.

6. Bud’g: R → R funkce, která má derivaci v každém bodě R. Vypočı́tejte derivaci funkce f , kde

a) f (x) = 2
√

x + 1 + g(x); b) f (x) =
1
3 x3

+ g(2x + 1);

c) f (x) = 6x2
+ g

(√
x2 + 1

)
; d) f (x) =

x + 1
2 g

(
e
√

2x+1
)
;

e) f (x) =
√

x + 1g
(√

x + 1
)
; f) f (x) = ax+1g

(√
x2 + 1

)
;

g) f (x) = ln(x)g
(
ex+1

)
; h) f (x) =

x2
+ 1

g(x + 1) ;

i) f (x) = xg(2x); j) f (x) = g(x2x).
7. Najděte Taylorův polynom funkce f : I → R se středem v bodě 0, tak aby aproximoval f na I s

přesnostı́ do 0,001, jestliže

a) f (x) = cos x, I = [0, 2π ]; b) f (x) = sin x, I = [0, 2π ];

c) f (x) = ln 1 + x
1 − x ,

[
0, 1

2

]
.

8. Najděte Taylorovu řadu funkce f se středem v bodě a a určete jejı́ interval konvergence, jestliže

a) f (x) = sin x, a = 0; b) f (x) = cos x, a = 0;

c) f (x) = ln x, a = 1; d) f (x) = arcsin x, a = 0;

e) f (x) = arctg x, a = 0.
9. Najděte lokálnı́ extrémy, inflexnı́ body f a určete, kde je funkce rostoucı́, klesajı́cı́, konvexnı́,

konkávnı́, jestliže

a) f (x) =
1

x2
− 1

; b) f (x) =
x2

+ 1
x ; c) f (x) = x2e−x2

;

d) f (x) = x4
− 2x2

− 3; e) f (x) = x + sin x; f) f (x) = (x2
− 1)2/3;

g) f (x) = (x2
− 1)3; h) f (x) = x − x2/3.

10. Pomocı́ L’Hospitalova pravidla vypočı́tejte limity

a) limx→0
sin x

x ; b) limx→1

(
1

x − 1 −
1

ln x

)
;

c) limx→0
x2 sin(1/x)

sin x ; d) limx→0

√
cos x −

3
√

sin x
sin2(x)

;

e) limx→0+

(
1

2x

)tg x
; f) limx→0

(
1

arcsin x −
1

sin x

)
;

g) limx→0(ex
− 1) cotg x; h) limx→0 x1/x;

i) limx→∞

(√
x2 + a −

√
x2 + b

)
; j) limx→∞

(
1 +

a
x

)x
, a > 0.

11. Pomocı́ věty o třech limitách se pokuste dokázat, že funkce f : R → R definovaná
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f (x) =

{
x2 sin(1/x) pro x 6= 0,

0 pro x = 0

má derivaci f ′(0) = 0.

12. Nalezněte bod (x, y) na přı́mce x+2y = 5, jehož vzdálenost od bodu (0, 0) je minimálnı́. (Návod:

hledejte minimum funkce f (x) =

√
x2 + (1

2(5 − x))2.)

13. Odhadněte čı́sla e, e2, e3, e−1, ln 2, ln
(1

2

)
, sin 5, cos 2, cos

√
2 s chybou menšı́ než 0,001.

14. Pod jakým úhlem se protı́najı́ grafy funkcı́ f a g v přı́slušných bodech, je-li

a) f (x) = sin x a g(x) = cos x; b) f (x) = x2 a g(x) = x3;

c) f (x) = x2 a g(x) =
√

x; d) f (x) = ex a g(x) = e.

15. Určete rovnici tečny a normály ke grafu funkce f : R → R, f (x) = e1−x2
v průsečı́ku s přı́mkou

y = 1.

16. Ukažte, že neplatı́ následujı́cı́ tvrzenı́: Jestliže existuje vlastnı́ derivace f ′(0), pak je funkce f
spojitá na nějakém okolı́ bodu 0. (Návod: Pokuste se najı́t protipřı́klad.)

17. Najděte funkci f : R → R, pro kterou platı́ f ′(0) = 1, která nenı́ rostoucı́ na žádném okolı́ bodu 0.

18. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Necht’ f je polynom majı́cı́ pouze reálné různé kořeny, pak i polynom
f ′ má pouze reálné kořeny. (Návod: Použijte Rolleovu větu.)

19. Dokažte: Necht’ f je spojitá a má vlastnı́ nebo nevlastnı́ derivaci na ohraničeném intervalu (a,b).
Je-li f neohraničená na (a,b), f ′ je také neohraničená na (a,b). Jak tomu bude pro neohraničený
interval?

20. Dokažte, že derivace periodické funkce je periodická funkce se stejnou periodou.

21. Najděte funkce f, g: R → R takové, aby platilo ( f g)′ = f ′g′.

22. Najděte funkce f, g: R → R, které nejsou spojité v žádném bodě R, ale f ◦ g má derivace všech
řádů.

23. Ukažte, že neexistuje funkce f : (0,∞) → R taková, že f má vlastnı́ derivaci na celém definičnı́m
oboru, limx→0+ f (x) = ∞ a limx→0+ f ′(x) = 1. (Návod: Pomocı́ Lagrangeovy věty o střednı́
hodnotě ukažte, že je-li limx→0+ f ′(x) = 1, potom je f omezená na nějakém intervalu (0,a).)

Problém hasiče amatéra:
Mějme potok, který teče rovně. Hasič amatér bydlı́ od potoka ve vzdálenosti 40 metrů. Hořı́cı́
škola je jenom 20 metrů od potoka na témže břehu jako hasičův dům. Vzdálenost kolmic na potok
procházejı́cı́ch školou a hasičovým obydlı́m je 100 metrů. V jakém mı́stě potoka musı́ hasič nabrat
vodu do kbelı́ku, aby doběhl k hořı́cı́ škole v nejkratšı́m čase, vı́me-li, že poběžı́ po přı́mkách a že
s plným kbelı́kem běžı́ dvakrát pomaleji než s prázdným?

Problém šikovného strýčka:
Předpokládejme, že jste šikovný strýček. Váš synovec za vámi přijde s následujı́cı́m úkolem: Chtěl
by z obdélnı́kového kusu plechu o rozměrech 50 × 30 centimetrů udělat krabici bez vı́ka s co
možná největšı́m objemem. Vašı́m úkolem je tedy zjistit, jak moc je nutno plech nastřihnout, aby
z nej utvořená krabice měla největšı́ objem.

Problém středověkého stavitele:
Dejme tomu, že si vás pozve známý středověký stavitel, který potřebuje poradit s tı́mto problémem:
Má železný pás o délce 200 palců a chtěl by z něj udělat rám románského okna. Jakou má zvolit
šı́řku okna, aby do chrámu procházelo co nejvı́ce světla — tedy, aby plocha okna byla co největšı́?

Problém konstruktéra firmy PEPSI:
Předpokládejme, že jste konstruktér firmy PEPSI a dostanete následujı́cı́ úkol. Musı́te navrhnout
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válcovou plechovku takovou, aby se do nı́ vešlo přesně 250πcm3 tekutiny a přitom aby se na nı́
spotřebovalo co nejméně materiálu — tedy, aby měla co nejmenšı́ povrch.

Problém lı́ného vrabce:
Na plotě, jehož výška je 1 metr, sedı́ vrabec. Ve vzdálenosti 15 metrů od plotu roste strom, který
má větev ve výšce 3 metry. Na zemi mezi plotem a stromem jsou hustě rozesety žı́žaly. V jaké
vzdálenosti od plotu má vrabec sezobnout žı́žalu, aby proletěl trasu plot-žı́žala-větev po přı́mkách
a po nejkratšı́ dráze?

Problém náruživého kávomila:
Jako milovnı́k kávy máte následujı́cı́ problém. Máte papı́r na kávový filtr kruhového tvaru o
poloměru 10cm. Vystřihnutı́m kruhové výseče o úhlu α vznikne kávový filtr. Jak zvolit úhel α,
aby se do něj vešlo co nejvı́ce kávy? Kolik to bude?

Výsledky

1. a) 2; b) 1; c) 2a; d) 1; e) 2a; f) −1 pro a < 0, 1 pro a > 0, pro a = 0 neexistuje; g) 2ab; h) 1;
i) −1/a2 pro a 6= 0, pro a = 0 neexistuje; j) −

1
4 . 2. a) minx∈A f (x) = f (0) = 3, maxx∈A f (x) =

f (−2) = f (2) = 7; b) minx∈A f (x) = f (0) = −9, maxx∈A f (x) = f (5)−4; c) minx∈A f (x) =

f (−1) = −
1
2 , maxx∈A f (x) = f (1) =

1
2 ; d) minx∈A f (x) = f (1) = 2, maxx∈A f (x) neexistuje.

3. a) y = 7x + 13; b) y = −5x + 12; c) y = (2a − 7)x − a2
+ 13. 4. a) (x − 1)2 + (y − 3)2 = 1

nebo (x−1)2 + (y−1)2 = 1; b) (x−2+
√

2/2)2 + (y−2−
√

2/2)2 = 1 nebo (x−2−
√

2/2)2 +

(y−2+
√

2/2)2 = 1; 5. a) −2/x2; b) (x2
−4)/x2; c) −2/(x(x +2)); d) 1/(x +2); e) x/(x2

+2);
f) 3(2x2

+ 1)ex3
+3x; g) 2xax2

−1 ln a; h) xx(x ln x + x + 1); i) xax+a−1(ax + a); j) xx+x2
(ln x +

2x ln x + x + 1). 6. a) 1/
√

x + 1 + g′(x); b) x2
+ 2g′(2x + 1); c) 12x + xg′(

√
x2 + 1)/

√
x2 + 1;

d) 1
2 g
(
e
√

2x+1
)

+ ((x + 1)g′(e
√

2x+1))e
√

2x+1)/(2
√

2x + 1); e) g(
√

x + 1)/(2
√

x + 1) +

1
2 g′(

√
x + 1); f) ax+1 ln ag

(√
x2 + 1

)
+ ax+1xg′

(√
x2 + 1

)
/
√

x2 + 1; g) g
(
ex+1

)
/x +

ln xg′
(
ex+1

)
ex+1; h) 2x/g(x+1)−(x2

+1)g′(x+1)/(g(x+1))2; i) xg(2x)(2g′(2x) ln x+g(2x)/x);
j) g′(x2x)x2x(2 ln x + 2). 7. a) P(x) = 1 − x2/2! + x4/4! − x6/6! + x8/8! − x10/10! + x12/12!;
b) P(x) = x−x3/3!+x5/5!−x7/7!+x9/9!−x11/11!; c) P(x) = 2x+2x3/3+2x5/5+2x7/7+

2x9/9. 8. a)
∑

∞

n=0(−1)nx2n+1/(2n+1)!, konverguje na R; b)
∑

∞

n=0(−1)nx2n/(2n)!, konverguje
na R; c)

∑
(−1)n+1(x − 1)n/n, konverguje na (0, 2); d)

∑
∞

n=0(2n)!x2n+1/(4n(n!)2(2n + 1)),
konverguje na (−1, 1); e)

∑
∞

n=0(−1)nx2n+1/(2n + 1) konverguje na [−1, 1]. 9. a) lokálnı́ ma-
ximum f (0) = −1, inflexnı́ ani bod lokálnı́ho minima nemá, rostoucı́ na intervalech (−∞,−1)
a (−1, 0), klesajı́cı́ na (0, 1) a (1,∞), konvexnı́ na intervalech (−∞,−1) a (1,∞), konkávnı́ na
(−1, 1); b) lokálnı́ minimum f (1) = 1, lokálnı́ maximum f (−1) = −1, inflexnı́ nemá, rostoucı́
na intervalech (−∞,−1) a (1,∞), klesajı́cı́ na (−1, 0) a (0, 1), konvexnı́ na intervalu (0,∞),
konkávnı́ na (−∞, 0); c) lokálnı́ minimum f (0) = 0, lokálnı́ maxima f (−1) = f (1) = 1/e,
inflexnı́ body −

5
2 −

√
17/2, −

5
2 +

√
17/2, 5

2 −
√

17/2 a 5
2 +

√
17/2, rostoucı́ na interva-

lech (−∞,−1) a (0, 1), klesajı́cı́ na intervalech (−1, 0) a (1,∞), konvexnı́ na intervalech(
− ∞ −

5
2 −

√
17/2

)
,
(
−

5
2 +

√
17/2, 5

2 −
√

17/2
)

a
(5

2 +
√

17/2,∞
)
, konkávnı́ na intervalech(

−
5
2 −

√
17/2,−5

2 +
√

17/2
)

a
(5

2 −
√

17/2, 5
2 +

√
17/2

)
; d) lokálnı́ minima f (−1) = f (1) = −4,

lokálnı́ maximum f (0) = −3, inflexnı́ body −
√

3/3 a
√

3/3, rostoucı́ na intervalech (−1, 0) a
(1,∞), klesajı́cı́ na intervalech (−∞,−1) a (0, 1), konvexnı́ na intervalech

(
− ∞,−

√
3/3

)
a
(√

3,∞
)
, konkávnı́ na intervalu

(
−

√
3/3,

√
3/3

)
; e) lokálnı́ extrémy nemá, inflexnı́ body

π/2 + kπ, k ∈ Z, rostoucı́ na R, konvexnı́ na intervalech (π + 2kπ, 2(k + 1)π), k ∈ Z, konkávnı́
na intervalech (2kπ, π + 2kπ), k ∈ Z; f) lokálnı́ minima f (−1) = f (1) = 0, bod lokálnı́ho
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maxima nemá, inflexnı́ body −
√

2/2 a
√

2/2, rostoucı́ na intervalech (−∞,−1) a (−1,∞),
konvexnı́ na intervalech

(
− ∞,−

√
2/2

)
a
(√

2/2,∞
)

konkávnı́ na intervalech
(
−

√
2/2,−1

)
a
(
1,

√
2/2

)
; g) lokálnı́ minimum f (0) = −1, lokálnı́ maximum nemá, inflexnı́ body −1 a 1,

rostoucı́ na intervalu [0,∞), klesajı́cı́ na intervalu (−∞, 0), konvexnı́ na intervalech (−∞,−1),(
−

√
5/5,

√
5/5

)
a (1,∞), konkávnı́ na intervalech

(
− 1,−

√
5/5

)
a
(√

5/5, 1
)
; h) lokálnı́ mini-

mum v bodě 8
27 , lokálnı́ maximum f (0) = 0, rostoucı́ na intervalu

( 8
27 ,∞

)
, klesajı́cı́ na intervalu(

0, 8
27

)
, konvexnı́ na (0,∞). 10. a) 1. b) −

1
2 ; c) 0; d) ∞; e) 1; f) 0; g) 1; h) 1; i) (a − b)/2;

j) ea. 12.
(
−

5
3 ,

10
3

)
. 16. Protipřı́klad f (x) = x2χ(x). 17. Napřı́klad f (x) = x + x2χ(x) nebo

f (x) = x + x2 sin(1/x) pro x 6= 0 a f (0) = 0. 21. f, g konstantnı́ funkce. 22. f, g = χ .





8. Integrálnı́ počet v R
V této kapitole se dostáváme k dalšı́mu stěžejnı́mu pojmu matematické analýzy k pojmu

integrál. Definujeme zde nejprve Riemannův integrál z ohraničené funkce na uzavřeném (ohrani-
čeném) intervalu. Uvádı́me základnı́ tvrzenı́ pro Riemannův integrál. Definujeme pojem primitivnı́
funkce a uvádı́me jej v souvislost s integrálem. Odvozujeme pravidla pro výpočet neurčitých in-
tegrálů metodou per-partes a substitucı́.

Na závěr kapitoly je integrál rozšı́řen i pro neomezené funkce a otevřené intervaly (včetně
nevlastnı́ch) definicı́ nevlastnı́ho integrálu. Je zde též uvedeno integrálnı́ kritérium konvergence
řad.

8.1 Riemannův integrál. V celé této kapitole budeme uvažovat interval [a,b] a funkci f : X ⊂

R → R takovou, že [a,b] ⊂ X a f je na [a,b] omezená.
Motivacı́ k pojmu integrál je problém zjištěnı́ plochy rovinného obrazce vymezeného osou x,

přı́mkami x = a, x = b a grafem funkce f . Přičemž tu část plochy obrazce, která ležı́ pod osou x
bereme se záporným znaménkem. Tomuto obrazci někdy řı́káme podgraf.

Vycházı́me ze znalosti plochy obdélnı́ku, která je definována jako součin délek jeho stran. Je
proto celkem přirozené k definici plochy podgrafu postupovat následujı́cı́m způsobem. Rozdělı́me
interval [a,b] na konečný počet podintervalů. Na každém z těchto podintervalů sestrojı́me obdél-
nı́ky o výšce maximálnı́ hodnoty funkce na tomto intervalu a o výšce minimálnı́ hodnoty. Součet
ploch obdélnı́ků maximálnı́ch výšek nad podintervaly nám dá hornı́ ohraničenı́ plochy podgrafu,
obdobně dostaneme dolnı́ ohraničenı́ ze součtu ploch obdélnı́ků s minimálnı́mi výškami. Budou-li
se podintervaly zužovat, hornı́ a dolnı́ ohraničenı́ by mohly konvergovat ke stejné hodnotě —
ploše podgrafu.

0 x

y

f

a x1 x2 x3 x4 b

Následuje formálnı́ popis uvedeného postupu.
Dělenı́m intervalu [a,b] rozumı́me libovolnou

uspořádanou (n + 1)-tici 1 = (x0, x1, · · · , xn) reál-
ných čı́sel takovou, že a = x0 < x1 < . . . < xn = b.
Čı́slo

|1| = max{x1 − x0, x2 − x1, · · · , xn − xn−1}(8.1.1)

nazýváme norma dělenı́ 1. Dělenı́ 1′
=

(y0, y1, . . . , ym) je zjemněnı́ dělenı́ 1 =

(x0, x1, . . . , xn), jestliže pro každé i ∈ {1, . . . ,n}

existuje j ∈ {1, . . . ,m} takové, že xi = y j .1) Pod
pojmem společné zjemněnı́ dělenı́ 1′ a 1′′ myslı́me
dělenı́ obsahujı́cı́ právě ty body, které patřı́ do dělenı́
1′ nebo do dělenı́ 1′′.

0 x

y

f

a x1 x2 x3 x4 b

Množinu všech dělenı́ intervalu [a,b] budeme
označovat D[a,b]. Necht’1 = (x0, x1, . . . , xn) je dě-
lenı́ intervalu [a,b]. Pro každé i ∈ {1, . . . ,n} klademe

mi ( f,1) = inf
x∈[xi −1,xi ]

f (x),

1)Dělenı́ 1′ obsahuje všechny body dělenı́ 1. Evidentně musı́ být m ≥ n.

107
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Mi ( f,1) = sup
x∈[xi −1,xi ]

f (x),

(supremum i infimum vždy existujı́ a ležı́ v R, nebot’
f je na [a,b] omezená). Dále klademe2)

s( f,1) =

n∑
i =1

mi ( f,1) · (xi − xi −1),

S( f,1) =

n∑
i =1

Mi ( f,1) · (xi − xi −1).

Čı́slo s( f,1) nazýváme dolnı́ integrálnı́ součet funkce f vzhledem k dělenı́ 1. Podobně čı́slo
S( f,1) nazýváme hornı́ integrálnı́ součet funkce f vzhledem k dělenı́ 1.

Než přistoupı́me k definovánı́ pojmu integrál, odvodı́me si několik tvrzenı́ tykajı́cı́ch se inte-
grálnı́ch součtů, které budeme později potřebovat.

Lemma 8.1. Je-li 1′ zjemněnı́m dělenı́ 1, potom s( f,1) ≤ s( f,1′) a S( f,1) ≥ S( f,1′).

D ů k a z. Necht’ 1′
= (y0, y1, . . . , ym) je zjemněnı́m 1 = (x0, x1, . . . , xn). Zvolme i ∈

{1, . . . ,n}. Jelikož 1′ je zjemněnı́m 1, existujı́ k, l ∈ {1, . . .m}, k < l takové, že [xi −1, xi ] =

[yk, yl ]. Je-li l = k + 1, potom mi ( f,1) = infx∈[yk,yl ] f (x) a Mi ( f,1) = supx∈[yk,yl ] f (x).
Ovšem je-li l > k + 1, pak

mi ( f,1) ≤ mk+1( f,1′), mi ( f,1) ≤ mk+2( f,1′), . . . , mi ( f,1) ≤ ml ( f,1′)

a
Mi ( f,1) ≥ Mk+1( f,1′), Mi ( f,1) ≥ Mk+2( f,1′), . . . , Mi ( f,1) ≥ Ml ( f,1′).

Odtud dostáváme

mi ( f,1)(xi − xi −1) =

l∑
j =k+1

m j ( f,1)(x j − x j −1) ≤

l∑
j =k+1

m j ( f,1′)(y j − y j −1)

a

Mi ( f,1)(xi − xi −1)

l∑
j =k+1

M j ( f,1)(x j − x j −1) ≥

l∑
j =k+1

M j ( f,1′)(y j − y j −1).

Z poslednı́ch rovnic dostáváme

s( f,1) =

n∑
i =1

mi ( f,1)(xi − xi −1) ≤

m∑
i =1

mi ( f,1′)(yi − yi −1) = s( f,1′)

a

S( f,1) =

n∑
i =1

Mi ( f,1)(xi − xi −1) ≥

m∑
i =1

Mi ( f,1′)(yi − yi −1) = S( f,1′).

Lemma 8.2. Bud’te 1′ a 1′′ dvě dělenı́, potom s(1′, f ) ≤ S(1′′, f ).

D ů k a z. Plyne z existence společného zjemněnı́ 1 dělenı́ 1′ a 1′′ a předchozı́ho lemmatu.

Uvažujeme množiny H = {S( f,1) | 1 ∈ D[a,b]} a D = {S( f,1) | 1 ∈ D[a,b]}. Podle
předchozı́ho tvrzenı́ je H ≤ D. Klademe

2)Co máme na mysli, napı́šeme-li
∑n

i =1 xi , jsme zatı́m nevysvětlili, spoléháme na tebe, čtenáři.
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∫ b
a f (x) dx = sup

1∈D[a,b]
S( f,1) (8.1.2)∫ b

a f (x) dx = inf
1∈D[a,b]

s( f,1) (8.1.3)

(supremum i infimum vždy existuje (jedná se o neprázdné množiny) a ležı́ v R, nebot’ je f na
[a,b] omezená ležı́ v R). Čı́slo

∫ b
a f (x) dx nazýváme dolnı́ integrál funkce f na intervalu [a,b],

čı́slo
∫ b

a f (x) dx nazýváme hornı́ integrál funkce f na intervalu [a,b].
Funkce f se nazývá integrovatelná na intervalu [a,b], je-li splněna podmı́nka∫ b

a f (x) dx =
∫ b

a f (x) dx. (8.1.4)

Čı́slo
∫ b

a f (x) dx =
∫ b

a f (x) dx se označuje symbolem
∫ b

a f (x) dx a nazývá (Riemannův) integrál

funkce f na intervalu [a,b]. Dále klademe
∫ a

b f (x) dx = −
∫ b

a f (x) dx a
∫ a

a f (x) dx = 0.
Uvažujme konstantnı́ funkci f : [a,b] → R, tedy f (x) = c pro všechna x ∈ [a,b]; ukážeme, že funkce

f je integrovatelná na [a,b] a
∫ b

a f (x) dx = c(b− a). Je-li1 = (x0, x1, . . . , xn) libovolné dělenı́ intervalu
[a,b], pak protože je f konstantnı́, máme Mi ( f,1) = mi ( f,1) = c pro každé i = 1, . . . ,n. Následně

S( f,1) = s( f,1) = c
n∑

i =1

(xi − xi −1) = c(b − a).

Jelikož toto platı́ pro každé dělenı́ 1 ∈ D[a,b], dostáváme, že
∫ b

a f (x) dx =
∫ b

a f (x) dx = c(b − a). To
znamená, že je f integrovatelná na [a,b] a platı́∫ b

a
cdx = c(b − a). (8.1.5)

Uvažujme Dirichletovu funkci %.3) Je-li 1 = (x0, x1, . . . , xn) dělenı́ intervalu [a,b], pak pro každé
i = 1, . . . ,n je Mi (%,1) = 1 (interval [xi , xi −1] obsahuje racionálnı́ čı́slo) a mi (%,1) = 0 (proč?). To
znamená, že

S(%,1) =

n∑
i =1

1(xi − xi −1) = b − a a s(%,1) =

n∑
i =1

0(xi = xi −1) = 0. (8.1.6)

Rovnice (8.1.6) platı́ pro každé dělenı́ 1 ∈ D[a,b], platı́ tedy

∫ b
a %(x) dx = b − a a

∫ b
a %(x) dx = 0.

Proto funkce % nenı́ na [a,b] integrovatelná.

Lemma 8.3. Necht’ f je omezená na intervalu [a,b]. Pak ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové,
že je-li 1 dělenı́ [a,b] s |1| < δ, potom

S( f,1)−
∫ b

a f (x) dx < ε, (8.1.7)∫ b
a f (x) dx − s( f,1) < ε. (8.1.8)

D ů k a z. Provedeme pouze důkaz vztahu (8.1.7), důkaz vztahu (8.1.8) je obdobný.
Zvolme ε > 0. K tomuto čı́slu existuje dělenı́1′

= (y0, y1, . . . , yp) intervalu [a,b] takové, že

3)Zopakujme si, že %(x) = 1, je-li x racionálnı́ a %(x) = 0, je-li x iracionálnı́.
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S( f,1′)−
∫ b

a f (x) dx <
ε

2
. (8.1.9)

Protože f je omezená, existuje K ∈ R takové, že | f (x)| ≤ K pro každé x ∈ [a,b]. Položme
δ = ε/(4K p).

Nynı́ ukážeme, že je-li1(x0, x1, . . . , xn) dělenı́ [a,b] s |1| < δ, potom S( f,1)− S( f,1′) <

ε/2. Toto spolu s rovnicı́ (8.1.9) dokáže (8.1.7).
Necht’1′′

= (z0, z1, . . . , zm) je společné zjemněnı́ dělenı́ 1′ a 1. Podle Lemmatu 8.1 platı́

S( f,1′′) ≤ S( f,1′). (8.1.10)

Počı́tejme rozdı́l S( f,1)− S( f,1′′). Je-li (xi , xi −1) = (zk, zk−1) interval neobsahujı́cı́ žádný
bod y j , potom Mi ( f,1)(xi − xi −1) = Mk( f,1′′)(zk − zk−1). Rozdı́l S( f,1) − S( f,1′′) tedy
stačı́ počı́tat pouze na intervalech [xi , xi −1] = [zs, zr ], kde s − r > 1. V tomto přı́padě platı́

∣∣∣ s∑
k=r +1

Mk( f,1′′)(zk − zk−1)

∣∣∣ ≤ K
s∑

k=r +1

(zk − zk−1) = K (zr − zs) = K (xi − xi −1) < K δ.

Protože každý takový interval obsahuje některý bod y j , jejich počet je nanejvýš p. Dostáváme

|S( f,1)− S( f,1′′)| < p2K δ =
ε

2
.

Jelikož 1′′ je zjemněnı́m 1, je absolutnı́ hodnota v předchozı́ rovnici zbytečná. Spolu s (8.1.10)
dostáváme

S( f,1)− S( f,1′) <
ε

2
. (8.1.11)

Nakonec (8.1.11) a (8.1.9) dává

S( f,1)−
∫ b

a f (x) dx = S( f,1)− S( f,1′)+ S( f,1′)−
∫ b

a f (x) dx <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Věta 8.4. Necht’ f je omezená na [a,b].
1. Je-li f integrovatelná na [a,b], pak pro každou posloupnost (1n) dělenı́ intervalu [a,b]
s lim |1n| = 0 platı́

lim
n→∞

s( f,1n) = lim
n→∞

S( f,1n) =

∫ b

a
f (x) dx. (8.1.12)

2. Existuje-li posloupnost (1n), 1n ∈ D[a,b] s lim |1n| = 0 a limn→∞ s( f,1n) =

limn→∞ S( f,1n), pak je f integrovatelná na [a,b] a platı́ (8.1.12).

D ů k a z. 1. Necht’ integrál
∫ b

a f (x) dx existuje. Dokážeme rovnost (8.1.12) pro limitu hornı́ch
součtů. Zvolme ε > 0. Podle Lemmatu 8.3 existuje δ > 0 takové, že

S( f,1)−
∫ b

a f (x) dx = S( f,1)−

∫ b

a
f (x) dx < ε (8.1.13)

pro 1 s |1| < δ. Jelikož limn→∞ |1n| = 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro n > n0 je |1n| < δ; to
znamená, že pro ně platı́ (8.1.13).

2. plyne z toho, že
∫ b

a f (x) dx ≤
∫ b

a f (x) dx a z toho, že podle Lemmatu 8.3 musı́ být
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∫ b
a f (x) dx−

∫ b
a f (x) dx < ε

pro každé ε > 0.

Důsledek 8.5 (Kritérium integrovatelnosti). Bud’ f omezená funkce na [a,b]. Funkce f je
na [a,b] integrovatelná, právě když ke každému ε > 0 existuje dělenı́ 1 takové, že S( f,1) −

s( f,1) < ε

Přı́klad 8.6. Necht’ f : [a,b] → R je funkce taková, že f (x) = 0 pro všechna x ∈ [a,b] až na x ∈

{c1, c2, . . . ck}. Ukážeme, že
∫ b

a f (x) dx = 0.
Uvažujme posloupnost dělenı́ (1n) intervalu [a,b] takovou, že |1n| < 1/(2kMn), kde M =

max{| f (c1)|, | f (c2)|, . . . , | f (ck)|}. Obsahuje-li interval [xi −1, xi ] některý z bodů c j , platı́ 0 < Mi ( f,1n) ≤

M a −M ≤ mi ( f,1n) < 0; jinak Mi ( f,1) = 0 a mi ( f,1n) = 0. Protože každé z čı́sel c j může náležet
nanejvýše dvěma intervalům ze systému {[xi −1, xi ] | i = 1, . . . ,n}, máme

S( f,1n) ≤ 2kM|1n| < 1/n a s( f,1n) ≥ −2kM|1n| > −1/n.

Limity lim S( f,1n) a lim s( f,1n) existujı́, rovnajı́ se nule a podle věty 8.4 je f integrovatelná a platı́∫ b

a
f (x) dx = lim

n→∞

(
±

1

n

)
= 0.

Uvažujme funkci idR na intervalu [0, 1], dále mějme posloupnost dělenı́ (1n), 1n =

(0, 1/n, 2/n, . . . ,n/n). Jelikož idR je na intervalu [i /n, (i + 1)/n], i = 0, 1, . . . ,n − 1, rostoucı́, platı́
Mi (idR,1n) = idR((i + 1)/n) = (i + 1)/n a mi (idR,1n) = idR(i /n) = i /n. Proto

S(idR,1n) =

n−1∑
i =0

i + 1

n

1

n
=

1 + n

2n
, (ověřte!)

s(idR,1n) =

n−1∑
i =0

i

n

1

n
=

n − 1

2n
. (ověřte!)

Pro funkci idR a posloupnost dělenı́ (1n) jsou splněny předpoklady věty 8.4 (speciálně, lim S( f,1n) =

lim s( f,1n) =
1
2), a proto

∫ 1

0
x dx =

1

2
.

Věta 8.7. Je-li f spojitá na [a,b], pak je f na [a,b] integrovatelná.
D ů k a z. Využijeme toho, že spojitá funkce je na uzavřeném intervalu stejnoměrně spojitá.4)

Uvažujme posloupnost dělenı́ (1n) intervalu [a,b] takovou, že limn→∞ |1n| = 0. Ukážeme,
že pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n > n0 je |S( f,1n)− s( f,1n)| < ε. To
je podle důsledku 8.5 postačujı́cı́ pro existenci integrálu

∫ b
a f (x) dx.

Necht’ε > 0. Ze stejnoměrné spojitosti f plyne existence δ > 0 takového, že pro libovolné
x, y ∈ [a,b], pro které je |x − y| < δ, platı́ | f (x)− f (y)| < ε/(b − a). Zvolme n0 ∈ N takové,
že pro n > n0 je |1n| < δ (to lze udělat, protože limn→∞ |1n| = 0). Nynı́ je-li [xi −1, xi ] interval
dělenı́1n = (x0, x1, . . . , xm), pro každé x, y ∈ [xi −1, xi ] platı́ | f (x)− f (y)| < ε/(b− a). Proto

Mi ( f,1n)− mi ( f,1n) ≤
ε

b − a
. (ověřte!) (8.1.14)

4)Funkce f : X ⊂ R → R je stejnoměrně spojitá na Y ⊂ X, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro
každé x, y ∈ Y takové, že |x − y| < δ, je | f (x)− f (y)| < ε.
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Odtud dostáváme

S( f,1n)− s( f,1n) =

m∑
i =1

Mi ( f,1n)(xi − xi −1)−

m∑
i =1

mi ( f,1n)(xi − xi −1) =

=

m∑
i =1

(
Mi ( f,1n)− mi ( f,1n)

)
(xi − xi −1) ≤

≤
ε

b − a

m∑
i =1

(xi − xi −1) = (podle (8.1.14))

=
ε

b − a
(b − a) = ε.

Nynı́ použijeme větu 8.4 a důkaz je ukončen.

Věta 8.8. Bud’te f, g: [a,b] → R omezené a budiž c ∈ R. Existujı́-li integrály
∫ b

a f (x) dx a∫ b
a g(x) dx, pak existujı́ integrály

∫ b
a ( f + g)(x) dx,

∫ b
a (c f )(x) dx a platı́

1.
∫ b

a ( f + g)(x) dx =
∫ b

a f (x) dx +
∫ b

a g(x) dx;

2.
∫ b

a (c f )(x) dx = c
∫ b

a f (x) dx.
D ů k a z. 1. Na každém intervalu [xi , xi −1], kde xi jsou body dělenı́ 1 intervalu [a,b], platı́

sup
x∈[xi ,xi −1]

( f + g)(x) ≤ sup
x∈[xi ,xi −1]

f (x)+ sup
x∈[xi ,xi −1]

g(x) (8.1.15)

a
inf

x∈[xi ,xi −1]
( f + g)(x) ≥ inf

x∈[xi ,xi −1]
f (x)+ inf

x∈[xi ,xi −1]
g(x). (8.1.16)

Mějme posloupnost dělenı́ 1n takovou, že limn→∞ |1n| = 0. Označme k(n) počet intervalů
dělenı́ 1n. Z nerovnic (8.1.15) a (8.1.16) dostáváme

k(n)∑
i =1

mi ( f,1n)(xi − xi −1)+

k(n)∑
i =1

mi (g,1n)(xi − xi −1) ≤

k(n)∑
i =1

mi ( f + g,1n)(xi − xi −1) ≤

≤

k(n)∑
i =1

Mi ( f + g,1n)(xi − xi −1) ≤

k(n)∑
i =1

Mi ( f,1n)(xi − xi −1)+

k(n)∑
i =1

Mi (g,1n)(xi − xi −1)

a

s( f,1n)+ s(g,1n) ≤ s( f + g,1n) ≤ S( f + g,1n) ≤ S( f,1n)+ S(g,1n).(8.1.17)

Jelikož jsou f a g integrovatelné, podle bodu 1 věty 8.4 je limita z obou koncových výrazů
v (8.1.17) rovna

∫ b
a f (x) dx +

∫ b
a g(x) dx. Podle věty o třech limitách je tedy limn→∞ S( f +

g,1n) = limn→∞ S( f + g,1n) =
∫ b

a f (x) dx +
∫ b

a g(x) dx a podle bodu 2 věty 8.4 dostáváme
tvrzenı́ věty.

Důkaz bodu 2 je ještě o poznánı́ jednoduššı́, a proto jej přenecháváme čtenáři.

Věta 8.9. Necht’ f je omezená funkce na [a,b] a c ∈ (a,b). Integrál
∫ b

a f (x) dx existuje, právě

když existujı́ integrály
∫ c

a f (x) dx,
∫ b

c f (x) dx a platı́∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx. (aditivita) (8.1.18)

D ů k a z. Necht’1 = (x0, x1, . . . , xk, . . . , xl ) je dělenı́ intervalu [a,b] takové, že xk = c.
Označı́me-li 1L

= (x0, x1, . . . , xk) a 1P
= (xk, xk+1, . . . , xl ), vidı́me, že 1L je dělenı́m [a, c]
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a 1P je dělenı́m [c,b]; navı́c platı́

s( f,1) = s( f,1L)+ s( f,1P) a S( f,1) = S( f,1L)+ S( f,1P). (8.1.19)

Zvolme ε > 0. Pokud je f integrovatelná na [a,b], podle důsledku 8.5 existuje dělenı́ 1
intervalu [a,b] takové, že

S( f,1)− s( f,1) < ε. (8.1.20)

Můžeme předpokládat, že1 obsahuje i bod c (pokud ne, přidánı́m bodu c do1 se odhad (8.1.20)
neporušı́). Kombinacı́ (8.1.19) a (8.1.20) dostáváme S( f,1L)−s( f,1L)+S( f,1P)−s( f,1P) <

ε. Jelikož hornı́ součet je většı́ nebo roven než dolnı́ součet, dostáváme S( f,1L)− s( f,1L) < ε

a S( f,1P)− s( f,1P) < ε. Opět podle důsledku 8.5 je f integrovatelná na [a, c] a na [c,b].
Nynı́ pokud f je integrovatelná na [a, c] a [c,b], existujı́ dělenı́ 1L 1P přı́slušných intervalů

tak, že

S( f,1L)− s( f,1L) <
ε

2
a S( f,1P)− s( f,1P) <

ε

2
.

Označme1 dělenı́ intervalu [a,b] obsahujı́cı́ body dělenı́1L a1P. Využijeme (8.1.19) a předcho-
zı́ch nerovnostı́, z předchozı́ch nerovnic dostáváme S( f,1)−s( f,1) = S( f,1L)+ S( f,1P)−

s( f,1L)− s( f,1P) = ε/2 + ε/2 = ε. Což podle důsledku 8.5 dokazuje integrovatelnost f na
[a,b].

Vztah (8.1.18) dostaneme, aplikujeme-li (8.1.19) na posloupnost dělenı́ 1n intervalu [a,b]
takovou, že limn→∞ |1n| = 0.

Věta 8.10. Bud’te f, g: [a,b] → R takové, že f (x) = g(x) pro x ∈ [a,b]\{c1, c2, . . . , ck}. Potom
je-li g integrovatelná na [a,b], je integrovatelná na [a,b] i f a platı́

∫ b
a f (x) dx =

∫ b
a g(x) dx.

D ů k a z. Položme h = f −g. Platı́ tedy, že f = h+g. Funkce h je rovna nule na celém [a,b] vyjma
bodů c1, c2, . . . , ck. Podle přı́kladu 8.6 to znamená, že je integrovatelná a

∫ b
a h(x) dx = 0. Podle

věty 8.8 integrál z f na [a,b] existuje a platı́
∫ b

a f (x) dx =
∫ b

a h(x) dx+
∫ b

a g(x) dx =
∫ b

a g(x) dx.

8.2 Integrál jako funkce hornı́ meze, primitivnı́ funkce, neurčitý integrál. Uvažujme funkci
f : [a,b] → R. Funkci F : [a,b] → R nazveme primitivnı́ funkce k funkce f , jestliže platı́
F ′(x) = f (x) pro všechna x ∈ (a,b). Primitivnı́ funkce nenı́ k funkci f určena jednoznačně,
jejich vztah ukazuje následujı́cı́ věta.

Věta 8.11. Necht’ f : [a,b] → R spojitá a F,G dvě primitivnı́ funkce k f , potom F − G je
konstantnı́.
D ů k a z. Plyne z důsledku 7.15.

Na tomto mı́stě bychom rádi definovali neurčitý integrál z funkce jako k nı́ primitivnı́ funkci.
Jenomže, má-li funkce primitivnı́ funkci, existuje takových funkcı́ nekonečně mnoho, a takový
pojem by nebyl definován jednoznačně. Naštěstı́ podle věty 8.11, je-li f definována na intervalu,
lišı́ se jedna primitivnı́ funkce od druhé jen o konstantnı́ funkci. To nám umožnı́ následujı́cı́ definici.

Pod pojmem neurčitý integrál funkce f na intervalu J rozumı́me množinu všech primitivnı́ch
funkcı́ k f na J.5) Vzhledem k řečenému ji lze charakterizovat jen jedinou z nich. Neurčitý integrál
z f značı́me

∫
f (x) dx. Je-li F nějaká primitivnı́ funkce k f na J, pı́šeme∫

f (x) dx = F(x)+ c.

5)Jde vlastně o třı́du ekvivalence na množině funkcı́ vzhledem k ekvivalenci „rozdı́l je konstantnı́ funkce.“
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Symbol c zastupuje všechny možné konstantnı́ funkce a řı́káme mu integračnı́ konstanta. Nebude-
li to nezbytně nutné, nebudeme ji pro přehlednost většinou psát. Čtenář by si jejı́ přı́tomnost měl
i přesto uvědomovat.

Uvažujme funkci f : R → R, f (x) = 0 pro x 6= 0 a f (x) = 1 pro x = 0. Kdyby k této funkci existovala
primitivnı́ funkce F , musela by být konstantnı́ na intervalech (−∞, 0) i (0,∞) (o tom se lze přesvědčit
pomocı́ věty o střednı́ hodnotě). Označme tyto konstanty a,b. Kdyby a 6= b, pak by F ′(0) byla nevlastnı́
nebo by neexistovala, ale F ′(0) má být rovna 1; v přı́padě a = b dostaneme F ′(0) = 0, což je také špatně.
K funkci f tedy primitivnı́ funkce neexistuje.

Věta 8.12. Necht’ f : [a,b] → R je integrovatelná na [a,b], spojitá v x0 ∈ (a,b) a c ∈ (a,b).
Potom pro funkci F(x) =

∫ x
c f (t) dx platı́ F ′(x0) = f (x0).

D ů k a z. Dokážeme, že pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že je-li |h| < δ, potom

f (x0)− ε ≤
F(x0 + h)− F(x0)

h
≤ f (x0)+ ε. (8.2.1)

Zvolme ε > 0. Protože f je spojitá v x0 existuje δ > 0 takové, že f (x0 − δ, x0 + δ) ⊂

( f (x0)− ε, f (x0 + ε)). Neboli f (x0)− ε < f |[x0−h,x0+h] < f (x0)+ ε.
Nynı́ je-li 0 < h < δ, platı́ jednak

F(x0 + h)− F(x0)

h
=

1

h

(∫ x0+h

c
f (t) dt −

∫ x0

c
f (t) dt

)
=

1

h

∫ x0+h

x0

f (t) dt. (8.2.2)

a jednak ∫ x0+h

x0

( f (x0)− ε) dt ≤

∫ x0+h

x0

f (t) dt ≤

∫ x0+h

x0

( f (x0)+ ε) dt,

( f (x0)− ε)h ≤

∫ x0+h

x0

f (t) dt ≤ ( f (x0)+ ε)h,

f (x0)− ε ≤
1

h

∫ x0+h

x0

f (t) dt ≤ f (x0)+ ε. (8.2.3)

Z rovnice (8.2.2) a nerovnice (8.2.3) už (8.2.1) plyne. Přı́pad kdy −δ < h < 0 se dokáže obdobně.

Důsledek 8.13. Necht’ f : [a,b] → R je spojitá na (a,b) a c ∈ (a,b), potom F(x) =
∫ x

c f (t) dx
je primitivnı́ k f .

Věta 8.14. Předpokládejme, že existujı́ neurčité integrály z f a g na intervalu (a,b), a necht’
c ∈ R. Potom existujı́ neurčité integrály

∫
( f (x)+ g(x)) dx a

∫
(c f )(x) dx a platı́:

1.
∫

f (x)+ g(x) dx =
∫

f (x) dx +
∫

g(x) dx.
2.
∫
(c f )(x) dx = c

∫
f (x) dx.6)

D ů k a z. Označme si F primitivnı́ funkci k f a G primitivnı́ funkci k g obě na intervalu (a,b).
Podle věty 7.5 platı́ (F + G)′ = F ′

+ G′
= f + g. To znamená, že F + G je primitivnı́ k f + g.

Opět podle věty 7.5 platı́ (cF)′ = cF′
= c f , tedy cF je primitivnı́ funkce k c f .

Věta 8.15 (Per partes). Necht’u, v: [a,b] → R jsou funkce, které majı́ v [a,b] spojité derivace.
Potom platı́

6)Zde jsme se v zápisu rovnice dopustili drobné nepřesnosti. Na pravé straně by měla být množina funkcı́ obsahujı́cı́
c-násobek primitivnı́ funkce k f . Pokud by c bylo rovno nule, zůstala by na pravé straně jen nulová funkce a ne všechny
konstantnı́.
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∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx. (8.2.4)

D ů k a z. Předně všechny integrály v (8.2.4) existujı́ podle důsledku 8.13; jedná se o spojité
funkce.

Platı́ (uv)′ = u′v + uv′, primitivnı́ funkce k funkci (uv)′ je uv, proto uv(x) =
∫

u′(x)v(x)+

u(x)v′(x) dx =
∫

u′(x)v(x) dx +
∫

u(x)v′(x) dx (podle věty 8.14). Odtud již (8.2.4) přı́mo plyne.

Vypočtěme integrál
∫

xex dx. Položı́me u(x) = x a v′(x) = ex .7) Nejprve si vypočteme u′(x) = 1 a
dále v(x) = ex (nenı́ to jediná možnost, dalšı́ je v(x) = ex

+ 1, nám ale bude stačit jedna). Využijeme
předchozı́ větu a dostaneme∫

xex dx =

∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx = xex

−

∫
ex dx = xex

− ex.

Vypočtěme integrál
∫

ln x dx. Nynı́ necht’u(x) = ln x (ln x přeci nemůže být v′(x), nevěděli bychom,
co je v(x)) a zbývá v′(x) = 1. Opět pomocı́ vzorce (8.2.4) máme∫

ln x dx = x ln x −

∫
x ·

1

x
dx = x ln x −

∫
1 dx = x ln x − x.

O správnosti obou předchozı́ch výsledků je možno se přesvědčit jejich derivacı́.

Věta 8.16 (Substitučnı́ metoda I. druhu). Bud’ f spojitá v (a,b), necht’ϕ: (α, β) → (a,b) má
derivaci v (α, β). Potom je-li F primitivnı́ funkce k f , na intervalu (a,b) platı́∫

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt = F(ϕ(t))+ c. (8.2.5)

D ů k a z. Máme ukázat, že na intervalu (α, β) je F ◦ϕ primitivnı́ k ( f ◦ϕ)ϕ′. To ale plyne z toho,
že pro t ∈ (α, β) platı́ (F ◦ ϕ)′(t) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f (ϕ(t))ϕ′(t).

Vypočtěme integrál
∫

sin2 x cos x dx. Je vidět, že v označenı́ použitém v předchozı́ větě je f (x) = x2,
ϕ(x) = sin x a ϕ′(x) = cos x. Proto, vı́me-li, že primitivnı́ funkce k f (x) = x2 je F(x) = x3/3, můžeme
psát: ∫

sin2 x cos x dx = F(sin x) =
sin3 x

3
.

V praxi, abychom nemuseli vypisovat rovnice vysvětlujı́cı́ co jsme si zvolili za f a za ϕ, použı́váme
zápis umožňujı́ napsat vše do jedné rovnice:∫

sin2 x cos x dx =

∣∣∣∣ z = sin x
dz = cos x dx

∣∣∣∣ =

∫
z2 dz =

sin3 x

3
.

Předchozı́ věta sloužı́ k výpočtu integrálu z funkce ve tvaru f (ϕ(t))ϕ′(t), známe-li integrál
z f (x). Někdy může být ale výhodné vypočı́tat integrál z f (x) pomocı́ integrálu z f (ϕ(t))ϕ′(t)
pro nějakou vhodně zvolenou funkci ϕ. Za jakých podmı́nek je to možné, nám řı́ká následujı́cı́
věta.

Věta 8.17 (Substitučnı́ metoda II. druhu). Necht’ϕ: (α, β) → (a,b) je surjekce a ϕ′ existuje na

7)Dalšı́ možnostı́ je zvolit tyto funkce obráceně, to by nám ale integrál, o čemž se můžeš čtenáři přesvědčit, jen
zkomplikovalo.
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(α, β), necht’ψ : (a,b) → (α, β) je zobrazenı́, pro které ϕ ◦ ψ = id(a,b).8) Potom, je-li f spojitá,
platı́ ∫

f (x) dx = G(ψ(x)), kde G(t) =

∫
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt. (8.2.6)

D ů k a z. Označme F primitivnı́ funkci k f na (a,b). Máme dokázat, že F(x) = G(ψ(x))+ c.
Platı́ (F(ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f (ϕ(t))ϕ′(t) pro t ∈ (α, β), což podle věty 8.11 znamená, že
na intervalu (α, β) platı́ G(t) = F(ϕ(t)) + c. Ke každému x ∈ (a,b) existuje t ∈ (α, β) tak, že
ψ(x) = t , proto na (a,b) platı́ G(ψ(x)) = F(ϕ(ψ(x)))+ c = F(x)+ c.

Vypočteme integrál∫
1

x2
+ 4

dx.

Použijeme substitučnı́ metodu. Položme ϕ(t) = 2t , tato funkce je bijektivnı́ na celém R, jejı́ inverze je
ψ(x) = x/2. V tomto přı́kladě je f (x) = 1/(x2

+ 4). Označı́me-li si tedy t = ψ(x), máme∫
1

x2
+ 4

dx =

∫
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫
1

(2t)2 + 4
2 dt =

1
2

∫
1

t2
+ 1

dt =

=
1
2 arctg t =

1
2 arctg x

2 .

Vypočtěme integrál∫ √
1 − x2 dx. (8.2.7)

Použijeme druhou substitučnı́ metodu. V označenı́ věty 8.17 položı́me ϕ = sin, ta je surjektivnı́ na definičnı́
obor integrované funkce — interval [−1, 1]. Jejı́ pravá inverze je ψ = arcsin. Pro odlišenı́ použı́váme jiné
značenı́ pro proměnnou v integrované funkci a a jako pomůcku pro sestavenı́ nového integrálu, uvádı́me:
x = sin t , proto 1 dx = cos t dt . Mı́sto integrálu v (8.2.7) počı́táme následujı́cı́ integrál.∫ √

1 − sin2(t) cos t dt =

∫
cos2 t =

=
1
2 (sin t cos t + t). (ověřte!)

Nynı́, jak nám řı́ká věta o druhé substitučnı́ metodě, do výsledné primitivnı́ funkce dosadı́me inverzi
(substituce zpět). Dostáváme∫ √

1 − x2 dx =
1

2

(
x
√

1 − x2 + arcsin x
)
.

Věta 8.18 (Newtonova-Leibnizova formule). Bud’ f : [a,b] → R omezená, F primitivnı́ funkce
k f . Předpokládejme, že existuje

∫ b
a f (x) dx. Potom∫ b

a
f (x) dx = F(b)− F(a). (Newtonova-Leibnizova formule) (8.2.8)

D ů k a z. Je-li 1 = (x0, x1, . . . , xm) libovolné dělenı́ intervalu [a,b], pak podle věty o střednı́
hodnotě pro každé i ∈ {1, . . . ,m} existuje ξi ∈ (xi −1, xi ) takové, že

8)Funkci ψ řı́káme pravá inverze. Snadno se přesvědčı́te, že každá surjekce má pravou inverzi a tato funkce musı́
být injektivnı́. Tedy ψ musı́ být injektivnı́.
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F ′(ξi ) =
F(xi )− F(xi −1)

xi − xi −1
.

Jelikož F je primitivnı́ funkce k f , dostaneme

F(xi )− F(xi −1) = F ′(ξi )(xi − xi −1) = f (ξi )(xi − xi −1).

To znamená, že pro každé dělenı́ 1 platı́

s( f,1) =

m∑
i =1

mi (xi − xi −1) ≤

m∑
i =1

f ′(ξ)(xi − xi −1) =

m∑
i =1

(
F(xi )− F(xi −1)

)
=(8.2.9)

= F(b)− F(a) ≤

m∑
i =1

Mi (xi − xi −1) = S( f,1).

Necht’ (1n) je posloupnost dělenı́ intervalu [a,b] taková, že lim |1n| = 0. Pro každé dělenı́
1n platı́ (8.2.9). Nynı́ využijeme větu o třech limitách a dostaneme∫ b

a
f (x) dx = lim

n→∞
s( f,1n) ≤ F(b)− F(a) ≤ lim

n→∞
S( f,1n) =

∫ b

a
f (x) dx.

Důsledek 8.19 (Newtonova-Leibnizova formule pro per partes). Necht’u, v: [a,b] → R jsou
funkce, které majı́ v [a,b] spojité derivace. Potom existuje integrál

∫ b
a f (x) dx a platı́9)

∫ b

a
u′(x)v(x) dx = u(b)v(b)− u(a)v(a)−

∫ b

a
u(x)v′(x) dx. (8.2.10)

D ů k a z. Integrály
∫ b

a u′(x)v(x) dx a
∫ b

a u(x)v′(x) dx existujı́ podle věty 8.7, zbývá tedy
pouze dokázat vztah (8.2.10). Označme si f (x) = u′(x)v(x), podle věty 8.15 je F(x) =

u(x)v(x) −
∫

u(x)v′(x) dx primitivnı́ funkce k f . Nynı́ využijeme Newton-Leibnizovy formule
a dostaneme (8.2.10).

Důsledek 8.20 (Newtonova-Leibnizova formule pro substituci). Necht’ϕ: [α, β] → [A, B] má
v [α, β] spojitou derivaci a f necht’je spojitá v [A, B]. Potom integrály v (8.2.11) existujı́ a∫ β

α

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f (x) dx (8.2.11)

D ů k a z. Funkce f a ( f ◦ ϕ)ϕ′ jsou spojité a integrály v (8.2.11) tedy existujı́ podle věty 8.7. Jde
tedy jen o dokázánı́ rovnosti (8.2.11). Podle věty 8.17 (jejı́ předpoklady jsou splněny (ověřte!))
je F ◦ ϕ primitivnı́ k ( f ◦ ϕ)ϕ′ na [α, β], F jsme si dovolili označit primitivnı́ funkci k f
na [A, B] (ta dozajista existuje podle důsledku 8.13). Podle věty 8.18 je

∫ β
α

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt =

(F ◦ ϕ)(β) − (F ◦ ϕ)(α) = F(ϕ(β)) − F(ϕ(α)). Podle téže věty pravá strana rovnice má tvar∫ ϕ(β)
ϕ(α) f (x) dx = F(ϕ(β))− F(ϕ(α)).

Pomocı́ předchozı́ch vět, vypočtěme integrál

9)Často se setkáte se setkáte se zápisem
∫ b

a
u′(x)v(x) dx =

[
u(x)v(x)

]b

a
−

∫ b

a
u(x)v′(x) dx.
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∫ 1

−1
(3 − 4)e−x dx.

Využijeme Newton-Leibnizovy formule pro per-partes, v nı́ž u(x) = 3 − 4x a v′
= e−x . Máme∫ 1

−1
(3 − 4)e−x dx =

∣∣∣∣ u = 3 − 4x u′
= 4

v′
= e−x v = −e−x

∣∣∣∣ =

[
(4x − 3)e−x

]1

−1
−

∫ 1

−1
4e−x dx =

= e−1
+ 7e +

[
4e−1

]1

−1
= e−1

+ 7e + 4e−1
− 4e1

= 5e−1
+ 3e.

Vypočtěte∫ 4

3
x
√

25 − x2 dx.

Použijeme Newton Leibnizovy formule pro substituci, položme ϕ(x) = 25 − x2. Máme ϕ′(x) = −2x,
proto dx = −

1
2 dz, dále ϕ(3) = 16 a ϕ(4) = 9. Tak dostáváme

∫ 4

3
x
√

25 − x2 dx =

∫ 9

16

√
z

(
−

1

2

)
dz =

1

2

∫ 16

9

√
zdz =

1

2

2

3

[
z3/2

]16

9
=

1

3
(64 − 27) =

37

3
.

Kontrolnı́ otázky

1. Lze vypočı́tat každý Riemannův integrál pomocı́ Newton-Leibnizovy formule.

2. Proč definujeme Riemannův integrál pouze pro omezené funkce? Kde by definice selhala?

3. Existuje primitivnı́ funkce ke každé funkci?

4. Jak souvisı́ funkce F(x) =
∫ x

a f (t) dt a primitivnı́ funkce k funkci f ?

5. Změnı́ se integrál
∫ b

a f (x) dx, změnı́me-li funkci f : [a,b] → R v konečně (spočetně)
mnoha bodech intervalu [a,b]?

6. Má množina Riemannovsky integrovatelných funkcı́ algebraickou strukturu? Jakou roli v nı́
hraje integrál?

8.3 Nevlastnı́ Riemannův integrál. V tomto odstavci se pokusı́me rozšı́řit pojem určitého
integrálu i na funkce, které nejsou na intervalu [a,b] (přı́padně (a,b)) omezené, a také o integrál
na nevlastnı́m intervalu.

Nejprve rozšı́řı́me pojem určitého integrálu z funkce f na intervalu [a,b) (přı́padně (a,b]).
Necht’ f : [a,b) → R (přı́padně f : (a,b] → R), ne nutně omezená, připouštı́me také přı́pad
b = ∞ (přı́padně a = −∞), je funkce taková, že

∫ y
a f (x) dx (přı́padně

∫ b
y f (x) dx) existuje pro

každé y ∈ (a,b).10) Existuje-li vlastnı́ limita

lim
y→b+

∫ b

a
f (x) dx

(
přı́padně lim

y→a−

∫ b

y
f (x) dx

)
, (8.3.1)

nazveme tuto limitu nevlastnı́ integrál z f na [a,b) (přı́padně (a,b]) a značı́me jej
∫ b

a f (x) dx.

Je-li limita v (8.3.1) nevlastnı́, řı́káme, že integrál
∫ b

a f (x) dx diverguje.
Zkusme pomocı́ předchozı́ definice vypočı́tat

10)To mimochodem znamená, že funkce f je omezená na [a, y] (přı́padně [y,b]).
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∫
∞

0

dx

x2
+ 1

.

Pro každé y ∈ [0,∞) platı́∫ y

0

dx

x2
+ 1

=

[
arctg x

]y

0
= arctg y − arctg 0 = arctg y.

Tedy podle předchozı́ definice je∫
∞

0

dx

x2
+ 1

= lim
y→∞

arctg y =
π

2
.

Nynı́ necht’ f : (a,b) → R je funkce (ne nutně omezená), která má Reimannův integrál∫ d
c f (x) dx pro každý interval [c,d] ⊂ (a,b) (i zde připouštı́me možnost, že (a,b) je nevlastnı́).

Definujeme nevlastnı́ integrál z f na (a,b) tak, že zvolme c ∈ (a,b). Pokud existujı́ nevlastnı́
integrály11)

∫ c
a f (x) dx a

∫ b
c f (x) dx, klademe

∫ b
a f (x) dx =

∫ c
a f (x) dx +

∫ b
c f (x) dx.

Definovaný integrál z funkce f na intervalu (a,b), pokud existuje, nesmı́ záviset na volbě
dělı́cı́ho bodu c ∈ (a,b), což ukazuje následujı́cı́ lemma.

Lemma 8.21. Bud’ f : (a,b) → R splňujı́cı́ podmı́nky definice nevlastnı́ho integrálu na intervalu
(a,b) a c,d ∈ (a,b), c < d. Potom∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx =

∫ d

a
f (x) dx +

∫ b

d
f (x) dx. (8.3.2)

D ů k a z. Provedeme ověřenı́ vztahu (8.3.2). V následujı́cı́m výpočtu využijeme aditivity integrálu
(věta 8.9) a několikrát vět 4.32, 4.33, zejména pro přı́pad, kdy limity vycházejı́ nevlastnı́. Pozná
čtenář kde?∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx = lim

y→a+

∫ c

y
f (x) dx + lim

z→b−

∫ z

c
f (x) dx =

= lim
y→a+

∫ c

y
f (x) dx + lim

z→b−

(∫ d

c
f (x) dx

∫ z

c
f (x) dx

)
=

= lim
y→a+

∫ c

y
f (x) dx +

∫ d

c
f (x) dx + lim

z→b−

∫ z

d
f (x) dx =

= lim
y→a+

∫ d

y
f (x) dx + lim

z→b−

∫ z

d
f (x) dx =

=

∫ d

a
f (x) dx +

∫ b

d
f (x) dx.

Chceme-li pomocı́ právě uvedené definice vypočı́tat integrál∫
∞

−∞

dx

x2
+ 1

,

musı́me si zvolit nějaký bod c ∈ (−∞,∞) a vypočı́tat dı́lčı́ integrály
∫ c
−∞

1/(x2
+1) dx a

∫
∞

c 1/(x2
+1) dx

podle definice uvedené na začátku tohoto odstavce.
Zvolme za c = 0 a počı́tejme nejprve

∫ c
−∞

1/(x2
+ 1) dx. Máme

11)Aby nešlo k omylu hned z počátku, existuje-li nevlastnı́ integrál, znamená to, že limita v (8.3.1) je vlastnı́.
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∫ 0

−∞

dx

x2
+ 1

= lim
y→−∞

∫ 0

y

dx

x2
+ 1

= (definice nevlastnı́ho integrálu)

= lim
y→−∞

[
arctg x

]0

y
= lim

y→−∞
(arctg 0 − arctg y) =

π

2
.

Obdobným způsobem dostaneme, že také
∫

∞

0 1/(x2
+ 1) dx = π/2. Jelikož existujı́ oba dı́lčı́ nevlastnı́

integrály, platı́∫
∞

−∞

dx

x2
+ 1

=

∫ 0

−∞

dx

x2
+ 1

+

∫
∞

0

dx

x2
+ 1

= π.

Následujı́cı́ věta nám dává silný nástroj pro zjišt’ovánı́ konvergence řad.

Věta 8.22 (Integrálnı́ kritérium). Necht’ f : [1,∞) → R je spojitá nezáporná nerostoucı́ funkce.
Pak řada

∑
∞

n=1 f (n) konverguje, právě když existuje integrál
∫

∞

1 f (x) dx.

D ů k a z. Necht’ (sn) je posloupnost částečných součtů řady
∑

∞

n=1 f (n). Jelikož f je neros-
toucı́ pro každé n > 1, platı́ f |[n−1,n] ≥ f (n) ≥ f |[n,n+1], a protože f je integrovatelná
na každém [n,n + 1], platı́

∫ n
n−1 f (x) dx ≥ (n − n + 1) f (n) ≥

∫ n+1
n f (x) dx. To znamená,

že řada
∑

∞

n=2

∫ n
n−1 f (x) dx je majorantou řady

∑
∞

n=1 f (n), a minorantou téže řady je řada∑
∞

n=2

∫ n+1
n f (x) dx.

Uvažujme řadu
∑

1/nα , kde α ∈ R. Definujeme funkci f : [1,∞) → R předpisem f (x) = 1/xα . Řady∑
1/nα a

∑
∞

n=1 f (n) jsou totožné (zamyslete se nad tı́m!). Prozkoumejme konvergenci řady
∑

∞

n=1 f (n)
užitı́m kritéria 8.22. Jelikož∫

∞

1

dx

xα
= lim

y→∞

∫ y

1

dx

xα
,

pro α 6= 1 máme∫
∞

1

dx

xα
= lim

y→∞

[
1

(1 − α)xα−1

]y

1
= lim

y→∞

1

(1 − α)yα−1 −
1

1 − α
, (8.3.3)

pro α = 1 ∫
∞

1

dx

xα
= lim

y→∞

[
ln x

]y

1
= lim

y→∞
ln y = ∞.

Limita v (8.3.3) je vlastnı́ pro α > 1. Celkově tedy
∑

1/nα konverguje pro α > 1 a diverguje pro α ≤ 1.

8.4 Integrace racionálnı́ch lomených funkcı́. Velice často doporučované substituce převedou
počı́taný integrál na integrál z podı́lu dvou polynomů. Takovýmto podı́lům řı́káme racionálnı́
lomené funkce a v tomto odstavci se zaměřı́me na jejich integraci. Předpokládáme, že čtenář je
obeznámen se základnı́mi pojmy týkajı́cı́ se polynomů (jako je napřı́klad stupeň, koeficient, kořen
a podobně).

Integrály velice jednoduchých racionálnı́ch lomených funkcı́ již čtenář zná nebo si je je schopen
snadno odvodit. Připomeňme, že

∫
1/(x − a) dx = ln |x − a| a pro n > 1 je

∫
1/(x − a)n dx =

1/((n − 1)(x − a)n).
Pomocı́ následujı́cı́ch vět, které zde uvádı́me bez důkazů, lze každou racionálnı́ lomenou funkci

převést na ,,jednoduchý tvar,“ ten lze již velice jednoduše integrovat.

Věta 8.23. Necht’P a Q jsou polynomy, Q je nenulový. Pak existujı́ polynomy T a R takové, že
stupeň R je menšı́ než stupeň P a

P = T · Q + R. (8.4.1)

Rovnici (8.4.1) lze přepsat do tvaru, že pro každé x ∈ R, pro které je Q(x) 6= 0, platı́
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P(x)

Q(x)
= T(x)+

R(x)

Q(x)
. (8.4.2)

Polynom T z předchozı́ věty nazýváme (částečný) podı́l polynomů P a Q a polynom R zbytek
dělenı́ polynomů P a Q. Je-li polynom R nulový, řekneme, že Q dělı́ P (beze zbytku).

Věta 8.24 (Rozklad na parciálnı́ zlomky). Necht’Q je polynom takový, že pro každé x ∈ R platı́
Q(x) = c(x−a1)

n1(x−a2)
n2 · · · (x−ak)

nk ·(x2
+p1x+q1)

m1(x2
+p2x+q2)

m2 · · · (x2 pl x+ql )
ml ,

kde c ∈ R, c 6= 0, a1, . . . ,ak jsou po dvou různá reálná čı́sla a x2
+ p1x + q1, . . . , x2

+ pl x + ql
jsou po dvou různé polynomy, které nemajı́ reálné kořeny. Dále necht’P je polynom stupně menšı́ho
než Q.

Potom existujı́ čı́sla A1,1, A1,2, . . . Ak,nk, B1,1, B1,2, . . . , Bl ,ml ,C1,1,C1,2, . . . ,Cl ,ml ∈ R ta-
ková, že pro všechna x ∈ R, pro která Q(x) 6= 0, platı́

P(x)

Q(x)
=

A1,n1

(x − a1)
n1

+
A1,n1−1

(x − a1)
n1−1 + · · · +

A1,1

(x − a1)
+

+
A2,n2

(x − a2)
n2

+
A2,n2−1

(x − a2)
n2−1 + · · · +

A2,1

(x − a2)
+

· · ·

+
Ak,nk

(x − ak)
nk

+
Ak,nk−1

(x − ak)
nk−1 + · · · +

Ak,1

(x − ak)
+

+
B1,m1 x + C1,m1

(x2
+ p1x + q1)

m1
+

B1,m1−1x + C1,m1−1

(x2
+ p1x + q1)

m1
+ · · · +

B1,1x + C1,1

(x2
+ p1x + q1)

+

+
B2,m2 x + C2,m2

(x2
+ p2x + q2)

m2
+

B2,m2−1x + C2,m2−1

(x2
+ p2x + q2)

m2
+ · · · +

B2,1x + C2,1

(x2
+ p2x + q2)

+

· · ·

+
Bl ,ml x + Cl ,ml

(x2
+ pl x + ql )

ml
+

Bl ,ml −1x + Cl ,ml −1

(x2
+ pl x + ql )

ml
+ · · · +

Bl ,1x + Cl ,1

(x2
+ pl x + ql )

.

Zlomky na pravé straně předchozı́ rovnice nazýváme parciálnı́ zlomky.
Užitı́ rozkladu na parciálnı́ zlomky si vyzkoušı́me na následujı́cı́m přı́kladu. Vypočı́tejte integrál

I =

∫
x10

+ 2x9
+ 3x7

+ 4x6
+ x4

+ 2x37x − 1

x9
+ 2x6

+ x3 dx.

Stupeň polynomu v čitateli nenı́ nižšı́ než stupeň polynomu ve jmenovateli, proto nejprve použijeme
větu 8.23 a polynomy se zbytkem podělı́me. Dostaneme

I =

∫ (
x + 2 +

x7
+ 7x − 1

x9
+ 2x6

+ x3

)
dx.

Nynı́ již můžeme racionálnı́ lomenou funkci v předchozı́m integrálu rozložit na parciálnı́ zlomky. Snadno
se zjistı́, že polynom x9

+ 2x6
+ x3 má trojnásobný kořen x = 0 dvojnásobný kořen x = −1 a lze

jej napsat ve tvaru x9
+ 2x6

+ x3
= x3(x + 1)2(x2

− x + 1)2. Podle věty 8.24 tedy existujı́ čı́sla
A, B,C, D, E,M, N, P, R ∈ R a platı́

x7
+ 7x − 1

x9
+ 2x6

+ x3 =
A

x3 +
B

x2 +
C

x
+

D

(x + 1)2
+

E

x + 1
+

Mx + N

(x2
− x + 1)2

+
Px + R

x2
− x + 1

.

Nynı́ musı́me nalézt čı́la A, B,C, D, E,M, N, P, R. Sečtenı́m zlomků na pravé straně a porovnánı́m
čitatelů (jmenovatelé se rovnajı́), dostáváme
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x7
+ 7x − 1 = A(x + 1)2(x2

− x + 1)2 + Bx(x + 1)2(x2
− x + 1)2 +

+ Cx2(x + 1)2(x2
− x + 1)2 + Dx3(x2

− x + 1)2 +

+ Ex3(x + 1)(x2
− x + 1)2 + Mx3(x + 1)2(x2

− x + 1)2 +

+ N x3(x + 1)2(x2
− x + 1)2 + Px3(x + 1)2 + Rx3(x + 1)2(x2

− x + 1) =

= Bx + Cx2
+ Ex3

+ A + Ax6
+ 2Ax3

+ Bx7
+ 2Bx4

+ Cx8
+ 2Cx5

+ Dx7
−

− 2Dx6
+ 3Dx5

− 2Dx4
+ Ex8

− Ex7
+ Ex6

+ Ex5
− Ex4

+ Mx6
+ 2Mx5

+

+ Mx4
+ N x5

+ 2N x4
+ N x3

+ Px5
+ Px4

+ Rx4
+ Rx3

+ Px8
+ Px7

+

+ Rx7
+ Rx6

+ Dx3.

Nynı́ porovnáme koeficienty u odpovı́dajı́cı́ch si mocnin. Tedy

−1 = A
7 = B
0 = C
0 = E + 2A + D + N + R
0 = 2N + 2B + R − 2D − E + M + P
0 = 3D + 2M + N + E + 2C + P
0 = E + M − 2D + A + R
1 = D + B + P + R − E
0 = E + P + C

Odtud dostáváme, že A = −1, B = 7, C = 0, D = 1, E =
31
9 , M = −

1
3 , N = −

7
3 , P = −

31
9 a R = −

1
9 .

Vrátı́me se zpět k původnı́mu integrálu, s tı́m, co už vı́me, máme

I =

∫ (
x + 2 −

1

x3 +
7

x2 +
1

(x + 1)2
+

31

9(x + 1)
−

x + 7

3(x2
− x + 1)2

−
31x + 1

9(x2
− x + 1)

)
dx.

Tyto integrály, již snadno spočı́táme podle vzorů v odstavci 8.5. Speciálně poslednı́ dva integrály vypadajı́
následovně:∫

x + 7

3(x2
− x + 1)2

dx =
5x − 3

3(x2
− x + 1)

+
10

√
3

9
arctg

( 1
3

√
3(2x − 1)

)
,

∫
31x + 1

9(x2
− x + 1)

dx =
31

18
ln(x2

− x + 1)+
11

√
3

9
arctg

( 1
3

√
3(2x − 1)

)
.

Celkově tedy dostáváme

I =
x2

2
+ 2x +

1

2x2 −
7

x
−

1

x + 1
+

31

9
ln |x + 1| −

5x − 3

3(x2
− x + 1)

−

−
31

18
ln(x2

− x + 1)−
7
√

3

3
arctg

( 1
3

√
3(2x − 1)

)
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Neurčitý integrál — přı́klady a cvičenı́

8.5 Základnı́ vzorce.∫
xn dx =

xn+1

n + 1
, pro n 6= −1;∫

1

x
dx = ln |x|;∫

cos x dx = sin x;∫
sin x dx = − cos x;∫

dx

sin2 x
= − cotg x;∫

dx

cos2 x
= tg x;

∫
ax dx =

ax

ln a
;∫

dx

b2x2
− a2 =

1

2ab
ln

∣∣∣∣bx − a

bx + a

∣∣∣∣, pro

a,b 6= 0;∫
dx

b2x2
+ a2 =

1

ab
arctg

bx

a
, pro a,b 6= 0;∫

dx

a2
− x2 = arcsin

x

a
, pro a 6= 0;∫

dx√
x2 + b

= ln
∣∣∣x +

√
x2 + b

∣∣∣, pro b > 0;∫
f ′(x)

f (x)
dx = ln | f (x)|;∫

dx

(x2
+ ax + b)n

=

x +
a

2

2(n − 1)
(
b −

a2

4

) 1

(x2
+ ax + b)n−1 +

2n − 3

2(n − 1)
(
b −

a2

4

) ∫ dx

(x2
+ ax + b)n−1

8.6 Často použı́vané substituce. V následujı́cı́ch vztazı́ch R() označuje racionálnı́ funkci.∫
f (x) dx Substituce

f (x) = R(x, x1/k1, . . . , x1/kn), kde k1, . . . , kn ∈ N t = x1/k, k je nejmenšı́ společný násobek k1, . . . , kn.

f (x) = R
(

x,
(

ax + b
cx + d

)1/k1
, . . . ,

(
ax + b
cx + d

)1/kn
)

, t =

(
ax + b
cx + d

)1/k
,

kde k1, . . . , kn ∈ N, a ad − bc 6= 0, k je nejmenšı́ společný násobek k1, . . . , kn.

f (x) = R(x,
√

ax2 + bx + c) Eulerova

(a) a > 0, t =
√

ax2 + bx + c ± x
√

a;

(b) c ≥ 0, xt =
√

ax2 + bx + c ±
√

c;

(c) α, β ∈ R jsou kořeny ax2
+ bx + c, t =

√
ax − β

x − α .

f (x) = xm(a + bxn)p, m,n, p ∈ Q (binomický integrál)
(a) p ∈ N, použijeme binomickou větu;
(b) p ∈ Z, x = ts, s společný jmenovatel m a n;

(c) m + 1
n ∈ Z, a + bx = ts, s je jmenovatel p;

(d) m + 1
n + p ∈ Z, ax−n

+ b = ts, s je jmenovatel p.

f (x) = R(sin x, cos x) označme u = sin x, v = cos x;
(a) R(u, v) = −R(−u, v), t = cos x;
(b) R(u, v) = −R(u,−v), t = sin x;
(c) R(u, v) = R(−u,−v), t = tg x;

univerzálnı́ substituce t = tg(x/2).
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f (x) = sinm x cosn x
(a) m,n ∈ Q t = sin x nebo t = cos x;
(b) m,n ∈ Z (1) m je liché, t = cos x;

(2) n je liché, t = sin x;
(3) m,n jsou sudá, t = tg x;

(4) m,n jsou sudá nezáporná sin2 x =
1 − cos 2x

2 , cos2 x =
1 + cos 2x

2 .

Přı́klady

1. Spočı́tejte integrál∫
arcsin x
√

x + 1
dx.

Použijeme metodu per partes. Označme si u(x) = arcsin x a v′(x) = (x+1)−1/2. Potom (porovnej
s (8.2.4)) ∫

arcsin x
√

x + 1
dx =

∣∣∣∣ u = arcsin x u′
= (1 − x2)−1/2

v′
= (x + 1)−1/2 v = 2

√
x + 1

∣∣∣∣ =

= 2
√

x + 1 arcsin x − 2
∫ √

x + 1√
1 − x2

dx = 2
√

x + 1 arcsin x − 2
∫

dx
√

1 − x
=

= 2
√

x + 1 arcsin x + 4
√

1 − x.

2. Spočtěte integrál∫
ln(tg x)

sin x cos x
dx.

Řešenı́: Použijeme prvnı́ substitučnı́ metodu. Zaved’me substituci t (x) = tg x.

∫
ln(tg x)

sin x cos x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t = tg x

sin x = t/
√

1 + t2

cos x = 1/
√

1 + t2

dx = dt/(1 + t2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∫
ln t

t√
1 + t2

1√
1 + t2

1

1 + t2 dt = (8.6.1)

=

∫
ln t

t
dt

Poslednı́ integrál vypočteme metodou per partes (lze též použı́t substituci u = ln t nebo u = 1/t).
Tedy ∫

ln t

t
dt =

∣∣∣∣ u = ln t u′
= 1/t

v′
= 1/t v = ln t

∣∣∣∣ = ln2(x)−

∫
ln t

t
dt.∫

ln t

t
dt =

1
2 ln2 t.

Vrátı́me-li se k (8.6.1), s použitı́m předchozı́ rovnice a použité substituce dostaneme
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∫
ln(tg x)

sin x cos x
dx =

1
2 ln2(t) =

1
2 ln2(tg x).

3. Spočtěte integrál∫ √
1 − x

1 + x

dx

(1 + x)2
.

Řešenı́: Definičnı́ obor integrované funkce je (−1, 1]. Na tomto intervalu můžeme použı́t prvnı́
substitučnı́ metodu tak, že položı́me t =

√
(1 − x)/(1 + x). Dostaneme

∫ √
1 − x

1 + x

dx

(1 + x)2
=

∣∣∣∣∣∣
t =

√
(1 − x)/(1 + x)

x = (1 − t2)/(1 + t2)

dx = −4t dt/(1 − t2)2

∣∣∣∣∣∣ =

∫
t
(1 + t2)2

4

−4t

(1 + t2)2
dt =

= −

∫
t2 dt = −

t3

3
= −

1

3

√(
1 − x

1 + x

)3

.

4. Na intervalu
(
−

1
2π,

1
2π
)
, najděte integrál∫

√
1 + sin x dx.

Řešenı́: Tento přı́klad budeme řešit dvěma způsoby:
Prvnı́ způsob: použijeme prvnı́ substitučnı́ metodu pro t = tg(x/2), tedy

∫
√

1 + sin x dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = 2 arctg t

sin x = 2t/(1 + t2)

cos x = 2/(1 + t2)

dx = 2 dt/(1 + t2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∫ √
1 +

2t

1 + t2

2 dt

1 + t2

= 2
∫
(1 + t)(1 + t2)−3/2 dt = 2

∫
dt

(1 + t2)3/2
+ 2

∫
t

(1 + t2)3/2
dt.

Poslednı́ dva integrály si spočı́táme zvlášt’, na prvnı́ z nich použijeme prvnı́ substitučnı́ metodu
pro z =

√
1 + t2

∫
dt

(1 + t2)3/2
=

∣∣∣∣∣∣
z =

√
1 + t2

t = −1/
√

z2 − 1
dt = −z/(z2

− 1)3/2dz

∣∣∣∣∣∣ = −

∫
1

z2 dz =
1

z
=

t√
1 + t2

.

Na druhý integrál použijeme substituci u =
√

1 + t2, máme∫
t

(1 + t2)3/2
dt =

∣∣∣∣ u =
√

1 + t2

u du = t dt

∣∣∣∣ =

∫
du

u2 = −
1

u
= −

1√
1 + t2

.

Celkově tedy dostáváme∫
√

1 + sin x dx = 2

(
t√

1 + t2
−

1√
1 + t2

)
= 2(sin(x/2)− cos(x/2)).
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Druhý způsob: Použijeme druhou substitučnı́ metodu, položme 1 + sin x = t2, dostaneme

∫
√

1 + sin x dx =

∣∣∣∣∣∣
sin x = t2

− 1
cos x = t

√
2 − t2

dx = 2 dt/
√

2 − t2

∣∣∣∣∣∣ = 2
∫

t√
2 − t2

dt

Opět použijeme druhou substitučnı́ metodu, tentokrát položı́me z2
= 2 − t2 a máme∫

t√
2 − t2

dt =

∣∣∣∣ z2
= 2 − t2

2zdz = 2t dt

∣∣∣∣ = −

∫
z

z
dz = −z = −

√
2 − t2.

Celkově tedy máme∫
√

1 + sin x dx = −2
√

2 − t2 = −2
√

1 − sin x.

Diskuse: Ačkoliv oba výsledky vypadajı́ různě, na zadaném intervalu se jedná o stejné funkce.
Stejně tak dalšı́m správným výsledkem je i 2(sin x − 1)

√
1 + sin x/ cos x.

5. Necht’a > 0. Vypočtěte integrál

I =
dx√

(a2 + x2)3
.

Řešenı́: Použijeme druhou substitučnı́ metodu. Položı́me x = ϕ(t) = a tg t . Tato funkce
surjektivně zobrazuje interval

(
−

1
2π,

1
2π
)

na R. Jejı́ inverze (substituce zpět) je t = ψ(x) =

arctg(x/a).12)

Touto substitucı́ dostáváme

I =

∣∣∣∣ x = a tg t
dx = a dt/ cos2 t

∣∣∣∣ =

∫
1√

(a2 + tg2 t)3

a

cos2 t
dt =

1

a2

∫
cos t dt =

1

a2 sin t.

Nynı́ dostadı́me do této primitivnı́ funkce funkci ψ a po úpravě máme:

I =
1

a2 sin
(

arctg
x

a

)
=

1

a2

x

a√
1 +

x2

a2

=
x

a2
√

a2 + x2
.

6. Vypočtěme integrál

I =

∫
dx

x +

√
x2 + x + 1

.

Řešenı́: Integrovaná funkce je definovaná na sjednocenı́ intervalů (−∞,−1) a (−1,∞). Podle
návodu v odstavci 8.6 použijeme substituci

√
x2 + x + 1 = x + t . Formálně tedy užı́váme druhou

substitučnı́ metodu kde x = ϕ(t) =
t2

− 1
1 − 2t . Funkce ϕ zobrazuje interval (−∞, 0) surjektivně na

12)Mı́sto intervalu
(

−
1
2π,

1
2π
)

jsme si mohli zvolit jiný interval kde výraz a tg t definuje surjektivnı́ funkci na R

napřı́klad interval
(

1
2π,

3
2π
)

, inverze by v tomto přı́padě by ψ byla definována vzorcem arctg(x/a)+ π
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(−1,∞) a interval (2,∞) surjektivně na (−∞,−1). Na obou intervalech můžeme použı́t tuto
substituci.

Pak

I =

∫
1

t2
− 1

1 − 2t
+

t2
− 1

1 − 2t
+ t

−2t2
+ 2t − 2

(1 − t)2
dt =

∫
2t2

− 2t + 2

(t − 2)(2t − 1)
dt =

=

∫ (
1 +

2

t − 2
−

1

2t − 1

)
dt = t + 2 ln |t − 2| −

1
2 ln

∣∣t −
1
2

∣∣ =

=

√
x2 + x + 1 − x + 2 ln

∣∣∣√x2 + x + 1 − x − 2
∣∣∣− 1

2 ln
(√

x2 + x + 1 − x −
1
2

)
.

7. Vypočtěte integrál

I =

∫ √
x

1 − x
√

x
dx.

Řešenı́: Použijeme substituci 1 − x3/2
= t2. Integrovaná funkce je definovaná na intervalu [0, 1).

Na tomto intervalu můžeme použı́t druhou substitučnı́ metodu pro x = ϕ(t) = (1− t2)2/3 protože
zobrazuje interval (−1, 1) surjektivně na (0, 1). Dostáváme

I =

∫ √
(1 − t2)2/3

t

−4t

3
3
√

1 − t2
dt = −

∫
dt = −

4t

3
. (8.6.2)

Pravou inverzı́ k funkciϕ je funkceψ : (0, 1) → (0, 1),ψ(x) =
√

1 − x
√

x. Dosazenı́m do (8.6.2),
dostaneme∫ √

x

1 − x
√

x
dx = −

4
3

√
1 − x

√
x.

8. Vypočtěte integrál∫
dx

sin2 x cos4 x
.

Řešenı́: Integrovaná funkce je definovaná na R bez celočı́selných násobků π/2. Na každém
intervalu neobsahujı́cı́m takové čı́slo můžeme použı́t substituci t = tg x. (Tuto substituci jsme
vybrali, protože integrovaná funkce je sudá jak vzhledem k funkci sin tak i k funkci cos.)

Pak ∫
dx

sin2 x cos4 x
=

∫
1

sin2 x cos2 x

dx

cos2 x
=

∫
1

t2 (1 + t2)2 dt =

=

∫ (
1

t2 + 2 + t2
)

dt =
t

3
+ 2t −

1

t
=

tg x

3
+ 2 tg x −

1

tg x
.

Cvičenı́
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1. Metoda per partes

a)
∫

xn sin 2x dx; b)
∫

xe−x dx; c)
∫

x3x dx;

d)
∫

xn ln x dx; e)
∫

x arctg x dx; f)
∫

arccos x dx;

g)
∫

arctg
√

x dx; h)
∫ arcsin x√

x + 1
dx; i)

∫
x tg2 x dx;

j)
∫

x cos2 x dx; k)
∫

ln(x2
+ 1) dx; l)

∫ x2

1 + x2 dx;

m)
∫

ex sin x dx; n)
∫

sin(ln x) dx; o)
∫ x2

(x + 2)2
dx.

2. Substitučnı́ metoda

a)
∫

1

1 +
√

1 + x
dx; b)

∫
x3

√
x − 1

dx; c)
∫

4x + 3

(x − 2)3
dx;

d)
∫

1

x
√

x + 1
dx; e)

∫
1

1 +
3
√

x + 1
dx; f)

∫ √
x

√
x −

3
√

x
dx;

g)
∫

1

1 + ex dx; h)
∫ √

1 + ln x

x ln x
dx; i)

∫
1

x2
√

x2 + a2
dx;

j)
∫

x2

a2
+ x2 dx; k)

∫ √
1 − x2

x2 dx; l)
∫

1

x
√

1 + x2
dx;

m)
∫

e3x
+ ex

e4x
− e2x

+ 1
dx; n)

∫ √
1 −

3
√

x

1 +
3
√

x
dx;

o)
∫ √

1 + cos2 x sin 2x cos 2x dx.

3. Racionálnı́ funkce

a)
∫

x

(x + 1)(2x + 1)
dx; b)

∫
2x2

2x2
− 3x − 2

dx; c)
∫

x3
− 1

4x3
− x

dx;

d)
∫

x2

x3
+ 5x2

+ 8x + 4
dx; e)

∫
x3

+ 1

x3
− x2 dx; f)

∫
x5

(x − 1)2(x2
− 1)

dx;

g)
∫

7x3
− 9

x4
− 5x3

+ 6x2 dx; h)
∫

1

1 + x3 dx; i)
∫

(x + 1)4

(x2
+ 2x + 2)3

dx;

j)
∫

1

x(4 + x2)2(1 + x2)
dx; k)

∫
1

(1 + x2)4
dx; l)

∫
x9

(x4
− 1

)2 dx.

4. Goniometrické funkce

a)
∫

sin3 x cos2 x dx; b)
∫

1

cos x sin3 x
dx; c)

∫
sin4 x

cos2 x
dx;

d)
∫

sin x

(1 − cos x)2
dx; e)

∫
cos4 x + sin4 x

cos2 x − sin2 x
dx; f)

∫
dx

sin x + cos x
;

g)
∫

1

tg x cos 2x
dx; h)

∫
1

1 + tg x
dx; i)

∫
1

1 + sin2 x
dx;

j)
∫

dx

4 + tg x + 4 cotg x
; k)

∫
dx

5 − 4 sin x + 3 cos x
; l)

∫
dx

sin2 x + tg2 x
;

m)
∫ √

tg x

sin x cos x
dx; n)

∫
cos x

sin3 x − cos3 x
dx; o)

∫
1√

1 − sin4 x
dx.
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5. Funkce typu R
(
x,

√
ax2 + bx + c

)
a)
∫

dx

x
√

x2 + 4x − 4
; b)

∫ √
2x + x2

x2 dx; c)
∫

dx

x
√

2 + x − x2
;

d)
∫ √

1 − 4x − x2 dx; e)
∫

dx

x −

√
x2 − x + 1

; f)
∫

3x2
− 5x√

3 − 2x − x2
dx;

g)
∫

dx

x2(x +
3
√

1 + x2
) ; h)

∫
x − 1

x2
√

2x2 − 2x + 1
dx; i)

∫ √
1 + x

2 + x2 dx.

6. Binomické integrály

a)
∫

√
x
(
1 +

√
x
)4 dx; b)

∫
dx

x3
√

1 + x2
; c)

∫
dx

3
√

1 + x3
;

d)
∫

dx
4
√

1 + x4
; e)

∫ √
1 − x4

x5 dx; f)
∫ 3
√

1 +
4
√

x
√

x
dx;

g)
∫ 3
√

1 + x3

x2 dx; h)
∫

dx

x11
√

1 + x4
dx; i)

∫
3
√

1 +
4
√

x dx.

7. Funkce typu R
(

x, m
√

ax + b
cx + d

)
a)
∫

dx

x(
√

x +
5
√

x2)
; b)

∫
dx

√
x +

3
√

x + 2 4
√

x
; c)

∫ √
1 −

√
x

1 +
√

x
dx;

d)
∫

1

x
3

√
1 − x

1 + x
dx; e)

∫
x

√
x + 1 +

3
√

x + 1
dx; f)

∫
dx

x − x2 .

8. Různé

a)
∫ √

x

x(x + 1)
dx; b)

∫
1

1 + x4 dx; c)
∫

x2

(x + 2)2(x + 4)2
dx;

d)
∫

cos x

(1 − cos x)2
dx; e)

∫
dx

sin3 x
; f)

∫
dx

x
√

x2 + x + 1
;

g)
∫

dx

1 − 2x − x2 ; h)
∫

dx

x( 3
√

x + 1)
; i)

∫
tg x

1 + tg x + tg2 x
dx;

j)
∫

arctg x

x2(1 + x2)
dx; k)

∫
arctg(1 +

√
x) dx; l)

∫
dx√

sin3 x cos2 x
dx;

m)
∫

e3x(sin 2x − cos 2x) dx; n)
∫

esin x x cos3 x − sin x

cos2 x
dx;

o)
∫

arcsin x√
(1 − x2)3

dx.

9. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Jestliže ke dvěma z funkcı́ f, g, f +g: J → R existuje na J primitivnı́
funkce, pak existuje i ke třetı́. Uved’te přı́klad funkcı́, f, g takových, že k funkci f + g existuje na
J primitivnı́ funkce, ale ani k funkci f ani k funkci g primitivnı́ funkce neexistuje.

10. Existujı́ funkce f, g: J → R, pro které platı́
∫

f (x)g(x) dx =
∫

f (x) dx
∫

g(x) dx?
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Určitý integrál — přı́klady a cvičenı́

8.7 Základnı́ vzorce.

Plocha podgrafu funkce f na intervalu [a,b]∫ b

a
f (x) dx.

Plocha oblasti ohraničené křivkou, která je za-
dána parametrickými rovnicemi x = ϕ(t), y =

ψ(t), t ∈ [α, β]:∣∣∣∣∫ β

α

ψ(t)ϕ′(t) dt

∣∣∣∣ .
Plocha oblasti ohraničené křivkou, která je za-
dána v polárnı́ch souřadnicı́ch rovnicı́ % =

f (ϕ) ≥ 0, ϕ ∈ [α, β] ⊂ [0, 2π ]:

1

2

∫ β

α

%2(ϕ) dϕ.

Délka rovinné křivky y = f (x), f ′ spojitá,
x ∈ [a,b]: ∫ b

a

√
1 + ( f ′)2(x) dx.

Délka křivky (x(t), y(t), z(t)), x′, y′, z′ spojité,
t ∈ [α, β]:∫ β

α

√
(x′)2(t)+ (y′)2(t)+ (z′)2(t) dt.

Délka křivky % = f (ϕ), %′ spojitá, ϕ ∈ [α, β]:∫ β

α

√
(%′)2(ϕ)+ %2(ϕ) dϕ.

Objem prostorového útvaru, ležı́cı́ho nad inter-
valem [a,b] na ose x, jehož řez rovinou, prochá-
zejı́cı́ bodem x ∈ [a,b], rovnoběžnou s rovinou
yz, má plochu A(x):∫ b

a
A(x) dx. (Cavalieriho princip)

Objem rotačnı́ho tělesa, vzniklého rotacı́ pod-
grafu funkce f na intervalu [a,b] kolem osy x,
f ′ spojitá:

π

∫ b

a
f 2(x) dx.

Povrch rotačnı́ho tělesa, vzniklého rotacı́ grafu
funkce f : [a,b] → R kolem osy x (respektive
y), f ′ spojitá:

2π
∫ b

a
f (x)

√
1 + ( f ′)2(x) dx

(
respektive 2π

∫ b

a
x
√

1 + ( f ′)2(x) dx

)
.

Povrch rotačnı́ho tělesa, vzniklého rotacı́ křivky
x = ψ(t), y = ϕ(t), ψ ′, ϕ′ spojité, t ∈ [α, β]
kolem osy x:

2π
∫ β

α

ψ(t)
√
(ϕ′)2(t)+ (ψ ′)2(t) dt.

Povrch rotačnı́ho tělesa, vzniklého rotacı́ křivky
% = f (ϕ), %′ spojitá, ϕ ∈ [α, β] kolem osy x:

2π
∫ β

α

|ϕ sin(ϕ)|
√
(%′)2(ϕ)+ %2(ϕ) dϕ.

Přı́klady

5. Odvod’te vzorec pro obsah kruhu

a) v kartézských souřadnicı́ch; b) v parametrických souřadnicı́ch;

c) v polárnı́ch souřadnicı́ch.
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Řešenı́: a) Uvažujme tu část kruhu x2
+ y2

≤ r 2, která ležı́ v prvnı́m kvadrantu. Jedná se tedy
o podgraf funkce f (x) =

√
r 2 − x2 na intervalu [0, r ]. Obsah kruhu je čtyřnásobkem obsahu

tohoto podgrafu. Tedy S = 4
∫ r

0

√
r 2 − x2 dx. V následujı́cı́m výpočtu, použijeme substituci

x = r sin t :

S = 4
∫ r

0

√
r 2 − x2 dx =

∣∣∣∣ x = r sin t
dx = r cos t dt

∣∣∣∣ = 4r 2
∫ π/2

0
cos2(t) dt =

= 4r 2
[

1
2 t +

1
4 sin 2t

]π/2
0

= πr 2.

b) Parametricky kružnici zadáme takto: x = r cos t, y = r sin t, t ∈ [0, 2π ]. Po dosazenı́ do
přı́slušného vzorce tedy dostaneme:

S =

∣∣∣∣∫ 2π

0
r sin t (− sin t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−r 2
∫ 2π

0

1 − cos 2t

2
dt

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣−r 2

2

[
t
]2π

0
+

1

4
r 2
[

sin 2t
]2π

0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣−πr 2
∣∣∣ = πr 2.

c) Kružnici o poloměru r se středem v bodě (0, 0) zadáme v polárnı́ch souřadnicı́ch takto:
% = r, ϕ ∈ [0, 2π ]. Podle přı́slušného vzorce tedy dostaneme:

S =
1

2

∫ 2π

0
r 2 dϕ =

1

2
r 2
[
ϕ
]2π

0
= πr 2.

6. Spočtěte integrál∫ 1

0

√
x

1 +
√

x
dx.

Řešenı́: Opět použijeme druhou substitučnı́ metodu, tentokráte pro x = t2∫ 1

0

√
x

1 +
√

x
dx =

∣∣∣∣ x = t2

dx = 2t dt

∣∣∣∣ =

∫ 1

0

t

1 + t
2t dt = 2

∫ 1

0

t2

1 + t
dt =

= 2
∫ 1

0

(
t − 1 +

1

1 + t

)
dt = 2

[ t2

2
− t + ln |1 + t |

]1

0
= 2

(1
2 − 1 + ln 2

)
= −1 + ln 2.

7. Vypočtěte obsah části roviny ohraničené křivkami xy = 4, x + y = 5.
Řešenı́: Najdeme x-ové souřadnice průsečı́ků daných křivek tak, že vyjádřı́me y z druhé rovnice a
dosadı́me do prvnı́: x2

− 5x = 4. Z této kvadratické rovnice dostaneme kořeny x1 = 1 a x2 = 4.
Nebot’na intervalu [1, 4] je funkce 5 − x většı́ nebo rovna funkci 4/x, obsah je tedy roven

S =

∫ 4

1

(
5 − x −

4

x

)
dx =

[
5x −

x2

2
− 4 ln x

]4

1
= 20 − 8 − 4 ln 4 − 5 +

1
2 =

15
2 − 8 ln 2.

Cvičenı́
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11. Uved’te přı́klad ohraničené funkce f , která nenı́ integrovatelná na [a,b] ale | f | je integrovatelná
na [a,b].

12. Uved’te přı́klad ohraničených funkcı́ f, g: [a,b] → R takových, že f, g nejsou integrovatelné na
[a,b], ale

a) f + g je integrovatelná na [a,b]; b) f g je integrovatelná na [a,b].
13. Ukažte, přı́mo z definice Riemannova integrálu, že funkce f (x) = x je integrovatelná na [−1, 1],

a vypočtěte
∫ 1
−1 f (x) dx bez použitı́ Newtonovy-Leibnizovy formule.

14. Spočtěte integrály:

a)
∫ 1

0

√
x

1 +
4
√

x3
dx; b)

∫ 1

0
x2ex dx; c)

∫ 1

−1

dx

x2
+ x + 1

;

d)
∫ 2

1
ln x dx; e)

∫ √
3

1
x2 arccotg x dx; f)

∫ π

0
ex cos x dx;

g)
∫ π/4

0

sin2 x

cos6 x
dx; h)

∫ 1

0

dx
3
√

1 + x3
; i)

∫ 1

0
x arctg

√
x dx.

j)
∫ π/2

0

1 − sin x

1 + cos x
dx; k)

∫ 1

−1

1 − 2x

x6
+ 1

dx; l)
∫ 1

0

√
1 − x2

x + 2
dx;

m)
∫ 1

−1

dx

(x2
+ 2x + 2)2

; n)
∫ 1

−1

dx

(x2
+ 2x − 2)2

; o)
∫ π

0

dx

1 + 3 cos2 x
;

p)
∫ 1

0

dx

x4
+ 1

; q)
∫ 1

0

dx

(4 − x2)3/2
; 13) r)

∫ π/2

0
sin4 x cos2 x dx;

s)
∫ 5/4

−1/4

dx√
1
2 + x − x2

; t)
∫ 2

1

x

(x2
+ 1)3/2

dx.

15. Nalezněte plochu oblasti ohraničené:

a) křivkami x = y2, x = y3;

b) křivkou y = x2
− 7, osou x a přı́mkami x = 2, x = 4;

c) smyčkou křivky y2
= x2(4 − x)

d) elipsou se středem v počátku a s poloosami a,b;

e) křivkami y = x2/2, y = 2x2, xy = 1, xy = 4;

f) křivkou x2
+ y2

= 2x + 3 a tečnami v jejı́ch průsečı́cı́ch s osou y;

g) křivkou % = 2a cos(ϕ), kde π/2 ≤ ϕ ≤ π/2;

h) křivkami y2
= x + 4, x − 2y + 1 = 0;

i) přı́mkami o rovnicı́ch 2x − y = 0, 4y − x = 0, x + y − 2 = 0, x + y = 4.

16. Uvažujme oblast, ležı́cı́ v prvnı́m kvadrantu, ohraničenou křivkami x = y2, x = y4. Nalezněte
objem tělesa, vzniklého rotacı́ této oblasti kolem osy y.

17. Vypočtěte objem anuloidu vzniklého rotacı́ kružnice x2
+ (y − 2)2 = 1 kolem osy x.

18. Vypočtěte objem anuloidu vzniklého rotacı́ kružnice (x − 2)2 + y2
= 1 kolem osy y.

19. Vypočtěte následujı́cı́ nevlastnı́ integrály, přı́padně integrály, které po substituci vedou na nevlastnı́
integrály

13)Použijte substituci t = (2 − x)/(2 + x).
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a)
∫

∞

0
e−x dx; b)

∫
∞

0
e−ax cos(bx) dx,

a > 0;

c)
∫

∞

0
e−ax sin(bx) dx,

a > 0;

d)
∫

∞

0

dx

x4
+ 1

; e)
∫

∞

0

x

x4
+ 1

dx; f)
∫

∞

0

x2

x4
+ 1

dx;

g)
∫

∞

1

x3

x4
+ 1

dx; h)
∫

∞

0

dx

x3
+ 1

; i)
∫

∞

0

x

x3
+ 1

dx;

j)
∫

∞

0

x2

x3
+ 1

dx; k)
∫

−1

1

dx√
1 − x2

; l)
∫ 1

−1

dx

1 − x2 ;

m)
∫

∞

−∞

dx

x2
+ x + 1

; n)
∫

∞

−∞

x

x2
+ x + 1

dx; o)
∫

∞

1

dx

x
√

x2 − 1
;

p)
∫

∞

0

dx

x
√

x2 − 1
; q)

∫ 1

−1

dx
3
√

x
; r)

∫ 1

0

dx
3
√

x
;

s)
∫

∞

1

dx

x
√

x2 + 1
; t)

∫
∞

1

dx√
x2 + 1

.

20. Odvod’te vzorec pro objem koule

a) v kartézských souřadnicı́ch; b) v parametrických souřadnicı́ch.
21. Odvod’te vzorec pro objem

a) kužele; b) válce; c) kulové vrstvy.
22. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotacı́ oblasti ohraničené

a) křivkami y = x2, x = y
b) parabolou x = y2

+ 2 a přı́mkou x =

y + 8
kolem osy y.

23. Vypočtěte objem kulové úseče, je-li poloměr koule r a výška úseče v.

Výsledky

1. a) (sin 2x)/4 − (x cos 2x)/2; b) −xe−x
− e−x; c) x3x/ ln 3 − 3x/ ln2 3; d) xn+1 ln x/(n +

1) − xn+1/(n + 1)2; e) x2 arctg(x)/2 + arctg(x)/2 − x/2; f) x arccos x −
√

1 − x2; g) (1 +

x) arctg
√

x−
√

x; h) 2
√

x + 1 arcsin x−4
√

1 − x; i) x tg x−x2/2− ln(1+ tg2 x)/2; j) x2/4+

(x sin 2x)/4 + (cos 2x)/8; k) x ln(x2
+ 1) − 2x + 2 arctg x; l) (arctg x)/2 − x/(2 + 2x2);

m) ex(sin x − cos x)/2; n) x(sin(ln x)− cos(ln x))/2; o) x + 2 − 4/(x + 2)− 4 ln(x + 2).
2. a) 2(1 +

√
1 + x) − 2 ln(1 +

√
1 + x); b) 2

√
(x − 1)7/7 + 6

√
(x − 1)5/5 + 2

√
(x − 1)3 +

2
√

x − 1; c) −4/(x − 2) − 11/(2(x − 2)2); d) ln((
√

x + 1 − 1)/(
√

x + 1 + 1));
e) 3( 3

√
x + 1 + 1) − 3 ln |

3
√

x + 1 + 1|; f) x + 6
6
√

x5/5 + 3 3
√

x2/2 + 2
√

x + 3
√

x + 6 6
√

x +

ln | 6
√

x − 1|; h) 2
√

1 + ln x − 2 ln(
√

1 + ln x − 1)/(
√

1 + ln x + 1); j) a2 arcsin(x/a)/2 −

a2 sin(a arcsin(x/a))/2; k) ln(
√

1 + x2 − 1)/(
√

1 + x2 + 1))/2; o) 2
√
(1 + cos2 x)3 −

4
√
(1 + cos2(x))5/5.

3. a) ln((x + 1)/
√

2x + 1); b) x + 16 ln |x − 2|/5 − ln |x +
1
2 |/5; c) x/4 − 9 ln(2x + 1)/16 −

7 ln(2x −1)/16+ ln x; d) ln |x +1|+4/(x +2); e) x +2 ln(x −1)− ln x +1/x; f) x2/2+2x +

31 ln(x−1)/8−1/(4(x−1)2)−9/(4(x−1)); g) 3/2x+20 ln(x−3)−5 ln x/4−47 ln(x−2)/4;
h) ln(x + 1)/3 − ln(x2

− x + 1)/6 +
√

3 arctg(
√

3(2x − 1)/3)/3; i) (x + 1)/(4(x2
+ 2x + 2))−

5(x+1)/(8(x2
+2x+2))+3 arctg(x+1)/8; j) − ln(1+x2)/18+7 ln(4+x2)/288+(ln x)/16−
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1/(24(4 + x2)); k) x/(6(1 + x2)3) + 5x/(24(1 + x2)2) + 5x/(16(1 + x2)) + (5 arctg x)/16;
l) x2/2 + 1/(16(x + 1))+ 3 ln(x − 1)/8 + 3 ln(x + 1)/8 − 1/(16(x − 1))− 1/(8(1 + x2))−

3 ln(1 + x2)/8.
4. a) (cos5 x)/5 − (cos3 x)/3; b) ln | tg(x)| − 1/(2 sin2(x)); c) tg x sin4 x − 3x/2 + (sin 2x)/4;

d) −1/(3(1−cos3 x)); e) (tg x)/(2+2 tg2 x)−ln(tg x−1)/4+ln(tg x+1)/4; f) ln |(2 arctg x−1+
√

2)/(2 arctg x−1−
√

2)|; g) ln | sin x/
√

1 − 2 sin2 x|; h) x/2+ln(1+tg x)/2−ln(1+tg2 x)/4;
i)

√
2(arctg(

√
2 tg x))/2; j) 3 ln(1 + tg2 x)/50 − 3 ln(tg x + 2)/25 + 2/(5 tg x + 10)+ 4x/25;

k) −1/(tg(x/2)−2); l) −1/(2 tg(x))−
√

2 arctg(
√

2(tg x)/2)/4; m) 2
√

tg x; n) ln(tg x−1)/3−

ln(tg2 x + tg x + 1)/6 −
√

3 arctg(2
√

3 tg x +
√

3)/3.
5. a)

√
2 arctg(

√
x2 + 4x − 4/

√
2)/2; b) ln |(

√
1 + 2/x − 1)/(

√
1 + 2/x + 1)| −

√
1 + 2/x;

c) −
√

2 arctgh(
√

2(4 + x)/(4
√

2 + x − x2))/2; d) (1 + x/2)
√

1 − 4x − x2 + 5 arcsin(
√

5(2 +

x)/5)/2; e) x + ln(x − 1) +
√

x2 − x + 1 + arcsinh(2
√

3(x − 1/2))/2 − arctgh((x +

1)/(2
√

x2 − x + 1)); f) 14 arcsin(x/2 + 1/2) + 19
√

3 − 2x − x2/2 − 3x
√

3 − 2x − x2/2;
g) arcsinh(x) + x

√
1 + x2 − ln x −

√
(1 + x2)3/x; h)

√
2x2 − 2x + 1/x; i) arcsinh(x) −

√
2 arctgh(

√
2x/(2

√
1 + x2))/2.

10. Ano, napřı́klad je-li jedna z nich nulová.
11. f (x) = 1, je-li x racionálnı́, f (x) = −1, je-li x iracionálnı́.
12. a) f = %, g = −%; b) f = %, g = 1 − %.
13. 0.
14. a) 4(1−ln 2)/3; b) e−2; c)π

√
3/3; d) 2 ln 2−1; e) ??; f) −(eπ+1)/2; g) 8

15 ; i) (π−6+6
√

3)/12;
j) 1 − ln 2; k) ln(2 +

√
3)/

√
3; l) π(1 − 1/

√
3)− 1; m) π/8 +

1
4 ; n) 1

12 + ln(2 +
√

3)/12
√

3;
o) π/2; p) ln(1 +

√
2)/2

√
2 + π/4

√
2; q) 1/4

√
3; r) 4

3 ; s) 2π/3; t) 1/
√

2 − 1/
√

5.
15. a) 1

12 ; b) 230
3 ; d) πab;

19. a) 1; b) a/(a2
+ b2); c) b/(a2

+ b2); d) π/2
√

2; e) π/4; f) π/2
√

2; g) diverguje; h) 2π
√

3/3;
i) 2π

√
3/3; j) diverguje; k) π ; l) diverguje; m) 2π/

√
3; n) diverguje; o) π/2; p) diverguje;

q) neexistuje; r) 3
4 ; s) ln(1 +

√
2); t) diverguje.
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— Eulerovo, e: 78
— iracionálnı́: 25
— Ludolfovo, π : 81
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— neroztoucı́: 26
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— ryze monotonnı́: 26
— shora (zdola) ohraničená: 26
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řady: 77

— nevlastnı́: 22
— otevřený: 22
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— nekonečná: 25
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— nesouvislá: 38
— ohraničená: 22
— otevřená: 37
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41
— prázdná: 5
— přirozených čı́sel: 23
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— reálných čı́sel: 22
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Množiny disjunktnı́: 6
— homeomorfnı́: 40
Mocnina kartézská n-tá: 25
Nadmnožina: 5
Násobenı́: 20
Norma dělenı́: 107
Obor definičnı́: 8
— hodnot: 8
— konvergence posloupnosti

funkcı́: 59
— — řady funkcı́: 75
Obraz bodu: 8
— množiny: 11
— zobrazenı́: 11
Odčı́tánı́: 22
Okolı́ bodu: 37
Operace asociativnı́: 19
— binárnı́: 19
— komutativnı́: 19
Perioda funkce: 27
Podgraf funkce: 107
Podı́l polynomů částečný: 121
Podmnožina: 5
Podpokrytı́: 38
Podposloupnost: 58
Podprostor topologický: 38
Pokrytı́ množiny: 13, 38
— — konečné: 38
— — otevřené: 38
Pole: 20
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— uspořádané: 21
Poloměr konvergence mocninné

řady: 77
Polynom Taylorův: 97
Posloupnost: 25
— cauchyovská: 58
— částečných součtů řady: 61, 75
— divergentnı́: 57
— funkcı́: 59
— — bodově konvergentnı́: 59

— — stejnoměrně
konvergentnı́: 59

— koeficientů mocninné řady: 76
— konvergentnı́: 57
— oscilujı́cı́: 57
— vybraná: 58
Pravidlo L’Hospitalovo: 96, 97
Princip matematické indukce: 24
Projekce faktorová: 14
— kartézská i -tá: 25
— — druhá: 9
— — prvnı́: 9
Prostor topologický: 37
— — Hausdorffův: 38
— — nesouvislý: 38
— — souvislý: 38
Průnik množin: 6
— systému množin: 7
Prvek inverznı́ k operaci: 20
— kladný: 22
— množiny nejmenšı́: 14
— — největšı́: 14
— nekladný: 22
— neutrálnı́: 19
— nezáporný: 22
— záporný: 22
Prvky nesrovnatelné: 15
Přerovnánı́ řady: 66
Přı́mka: 27
Relace antisymetrická: 12
— binárnı́ na množině: 12
— ekvivalence: 12
— inkluze množin: 13
— reflexivnı́: 12
— symetrická: 12
— tranzitivnı́: 12
— uspořádánı́ (částečné): 12
— — úplné: 21
Rozdı́l množin: 6
Rozklad množiny: 13
— zadaný ekvivalencı́: 14
Řada: 61
— absolutně konvergentnı́: 65
— alternujı́cı́: 64
— divergentnı́: 61
— funkcı́: 74
— — absolutně stejnoměrně

konvergentnı́: 75
— — bodově konvergentnı́: 75
— — stejnoměrně

konvergentnı́: 75
— geometrická: 61
— Grandiho: 61
— harmonická: 61

— konvergentnı́: 61
— Maclaurinova: 99
— mocninná: 76
— neabsolutně konvergentnı́: 65
— relativně konvergentnı́: 65
— Taylorova: 99
Sčı́tánı́: 20
Sjednocenı́ množin: 6
— systému množin: 7
Součet funkcı́: 28
— integrálnı́ dolnı́: 108
— — hornı́: 108
— řady: 61
— — funkcı́: 75
Součin funkcı́: 28
— kartézský množin: 25, 7
— řad (obyčejný): 73
— — Cauchyho: 74
Střed mocninné řady: 76
Supremum funkce: 26
— množiny: 14
Surjekce: 9
Systém množin: 6
— — po dvou disjunktnı́: 6
Tečna ke grafu funkce v bodě: 88
Topologie: 37
— indukovaná: 38
Třı́da ekvivalence: 14
— rozkladu: 13, 13
Uspořádaná dvojice: 7
Uspořádaná n-tice: 25
Uspořádánı́ (částečné): 12
— slučitelné se sčı́tánı́m a

násobenı́m: 21
— úplné: 21
Uzávěr množiny: 38
Věta Bolzanova: 42
— Cauchyho odmocninové

kritérium: 64
— d’Alembertovo podı́lové

kritérium: 63
— Heine-Bolelova: 42
— Lagrangeova o střednı́

hodnotě: 93
— Leibnitzovo kritérium: 65
— nutná podmı́nka konvergence

řady: 62
— o derivaci inverznı́ funkce: 90
— o derivaci složené funkce: 89
— o limitě složeného

zobrazenı́: 47
— o třech limitách: 48
— odmocninové kritérium

limitnı́: 64
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— podı́lové kritérium limitnı́: 64
— Riemannova přerovnávacı́: 66
— Rolloeova: 93
— srovnávacı́ kritérium: 63
— — limitnı́: 63
— Weierstrassova: 42
— zobecněná o supremu a

infimu: 47
Vlastnost Darbouxova funkce: 42
Vloženı́ kanonické do množiny: 9
Vnějšek množiny: 38
Vnitřek množiny: 38

Vzor množiny: 11
Závora množiny dolnı́: 14
— — hornı́: 14
Zbytek dělenı́ polynomů: 121
Zjemněnı́ dělenı́: 107
— — společné: 107
Zlomky parciálnı́: 121
Zobrazenı́: 5
— bijektivnı́: 9
— identické: 8
— injektivnı́: 9
— invertibilnı́: 11

— inverznı́: 11
— izotonnı́: 15
— množin: 8
— na množinu: 9
— nespojité: 39
— — v bodě: 39
— prosté: 9
— složené: 10
— spojité: 39
— — v bodě: 39
— surjektivnı́: 9

Zúženı́ zobrazenı́: 10

Značenı́

x ∈ X, x 6∈ X x je/nenı́ prvkem množiny X, 5
∅ Prázdná množina, 5
{x} Množina obsahujı́cı́ pouze x, 5
Y ⊂ X, Y 6⊂ X Y je/nenı́ podmnožinou X (X

je/nenı́ nadmnožinou Y), 5
exp X Systém všech podmnožin X, 6
X ∪ Y Sjednocenı́ množin X a Y, 6
X ∩ Y Průnik množin X a Y, 6
X \ Y Rozdı́l množin X a Y, 6
∪S, ∩S Sjednocenı́/průnik systému S, 7
(x, y) Uspořádaná dvojice objektů x

a y, 7
X × Y Kartézský součin X a Y, 7
Dom f Definičnı́ obor f , 8
Codom f Obor hodnot f , 8
Gr f Graf f , 8
f : X → Y Zobrazenı́ f z X do Y, 8
f (x) Hodnota zobrazenı́ f v x (obraz

bodu), 8
idX Identické zobrazenı́ na X, 8
i : Y → X Kanonické vloženı́ Y do X, 9
pr1, pr2 Prvnı́/druhá kartézská projekce,

9
f ◦ g Kompozice zobrazenı́ f a g, 10
f |X Zúženı́ zobrazenı́ f na X, 10
f −1 Inverze zobrazenı́ f , 11
f (X) Obraz množiny X při f , 11
f −1(X) Vzor množiny X při f , 11
Im f Obraz zobrazenı́ f , 11
σ , 6σ Relace σ , opačná relace k σ , 12
Gr σ Graf relace σ , 12
∼, =, ≤ Relace ekvivalence/rovná

se/uspořádánı́, 12
⊂ Inkluze množin, 13
X/∼ Faktorová množina X podle ∼,

14

π Faktorová projekce, 14
max X, min X Maximum/minimum

množiny X, 14
sup X, sup X Supremum/infimum množiny X,

14
∗ Binárnı́ operace, 19
YX Množina zobrazenı́ z X do Y, 19
e Neutrálnı́ prvek, 19
x−1 Inverznı́ prvek k x, 20
+, · Sčı́tánı́/násobenı́ v poli, 20
0, 1 Neutrálnı́ prvky, 20
−x Opačný prvek k x, 20
−, / Odčı́tánı́/dělenı́ v poli, 22
(x, y), [x, y] Otevřený/uzavřený interval, 22
(x, y], [x, y) Polootevřené intervaly, 22
(−∞, x), (x,∞) Nevlastnı́ intervaly, 22
(−∞, x], [x,∞) Nevlastnı́ intervaly, 22
R Množina reálných čı́sel, 22
N Množina přirozených čı́sel, 23
(an), (an)n∈N Posloupnost, 25
Z Množina celých čı́sel, 25
Q Množina racionálnı́ch čı́sel, 25
I Množina iracionálnı́ch čı́sel, 25
maxx∈X f (x), Maximum funkce f na X, 26
max f (X) Maximum funkce f na X, 26
minx∈X f (x) Minimum funkce f na X, 26
min f (X) Minimum funkce f na X, 26
supx∈X f (x) Supremum funkce f na X, 26
sup f (X) Supremum funkce f na X, 26
infx∈X f (x), Infimum funkce f na X, 26
inf f (X) Infimum funkce f na X, 26
pown Mocninná funkce

s exponentem n, 28
|x| Absolutnı́ hodnota čı́sla x, 29
[x] Celá část čı́sla x, 29
χ , % Dirichletova/Riemannova
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funkce, 29
τ Topologie, 37
τX Indukovaná topologie na X, 37
int X Vnitřek množiny X, 38
ext X Vnějšek množiny X, 38
fr X Hranice množiny X, 38
cl X Uzávěr množiny X, 38
sgn Funkce signum, 43
limx→xx0

f (x) Limita zobrazenı́ f v bodě x0,
46

R Rozšı́řená množina reálných
čı́sel, 47

∞, −∞ Nevlastnı́ body R, 47
limx→x−

0
f (x) Limita zleva, 47

limx→x+

0
f (x) Limita zprava, 47

lim sup xn Limes superior xn, 58
lim inf xn Limes inferior xn, 58
xσn Vybraná posloupnost

(podposloupnost), 58
( fn) Posloupnost funkcı́, 59∑

xn,
∑

∞

n=1 xn Řada xn, 61∑
qn−1 Geometrická řada

s kvocientem q, 61∑
1/n Harmonická řada, 61∑
xσ(n) Přerovnánı́ řady

∑
xn, 66

exp Exponenciálnı́ funkce, 77
e Eulerovo čı́slo (e = exp(1)), 78
ln Přirozený logaritmus, 78
expa Exponenciálnı́ funkce o základu

a, 79
lna Logaritmus o základu a, 79
sin, cos Funkce sinus/kosinus, 79
π Ludolfovo čı́slo, 81
tg, cotg Funkce tangens/kotangens, 81
arcsin, arccos Funkce arkus sinus/arkus

kosinus, 81
arctg, arccotg Funkce arkus tangens/arkus

kotangens, 81
f ′(x) Derivace f v bodě x, 87
f ′
−(x), f ′

+(x) Derivace zleva/zprava f
v bodě x, 87

d f (x) Diferenciál f v bodě x, 92
f ′′(x), f (n)(x) Druhá/n-tá derivace f v bodě x,

92
1 Dělenı́ intervalu, 107
D[a,b] Množina dělenı́ [a,b], 107
s( f,1) Dolnı́ integrálnı́ součet f

vzhledem k 1, 108
S( f,1) Hornı́ integrálnı́ součet f

vzhledem k 1, 108∫ b
a f (x) dx Dolnı́ integrál funkce, 109∫ b
a f (x) dx Hornı́ integrál funkce, 109∫ b
a f (x) dx (Riemannův) integrál funkce f

na [a,b], 109
F Primitivnı́ funkce k f , 113∫

f (x) dx Neurčitý integrál, 113∫ b
−∞

f (x) dx Nevlastnı́ integrál z f , 118∫
∞

a f (x) dx Nevlastnı́ integrál z f , 118
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