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4. Derivace vyS$Sich radu

4.1. Bilinedrni a kvadraticka zobrazeniPfipomenme si, Ze zobrazeni I: X, x X, =Y,
kde X,, X, a Y jsou vektorové prostory, se nazyva bilinedrni, jsou-li pro kazdé x, € X,,
x, € X, zobrazeni

X =Y, x—=Il(x,x,),

X, =Y, x—=Il(x,x) “.1.0)

linedrni. Vektorovy prostor vSech bilinedrnich zobrazeni [: X| X X, — Y oznaCujeme symbolem
L(X,,X,;Y).
Libovolnému linedrnimu zobrazeni [ € L(X,, L(X,,Y))lze predpisem
l_(xlaxz)zl(x1)(x2) “4.1.2)
prifadit bilinedrni zobrazeni [ € L(X,,X,;Y) . Pfitazeni [ — [ je evidentné bijektivni.

DokaZzte to. _
Presvédc¢te se o tom, Ze zobrazeni [ je skute¢né bilinearni!

z X7

Pro libovolné &islo x, definujme linedrni zobrazeni /(x,): R — R predpisem
I(x)(x)=2x,x. (4.1.3)
Zobrazeni [ je zjevné linedrni. Piislu¥né zobrazeni [:R x R — R je déno predpisem
I(x;,x,) =2x,x,. 4.14)
Bilinearni zobrazeni [ € L(X, X;Y) se nazyva symetrické, jestlize pro libovolné dva vektory
x,,x, € X plati
I(x;,x,)=1(x,,x,). (4.1.5)
Bilinedrni zobrazeni / z (4.1.3) je symetrické.
KaZdé bilinedrni zobrazeni z RX R do R je symetrické (Ize dokédzat pomoci vyjddieni vektort z Rv bdzi).

Symetrickd a antisymetrickd Cast bilinedrniho zobrazeni [ € L(X,X;Y) jsou bilinedrni
zobrazeni sym/ a alt/, definovana predpisy

syml(x,,x,)=4+(l(x,x,)+1(x,,x,)), 4.16)
altl(x,,x,) =+ (1(x;,x,) = I(x,,x,)).
Pro kazdé bilinedrni zobrazeni ! plati
syml/+alt/=1. “4.1.7)

Zobrazeni [ je symetrické, pravé kdyZ syml =1, coZ je ekvivalentni podmince alt/=0.

Zobrazeni I: X — Y se nazyva kvadratické, existuje-li bilinearni zobrazeni p: XXX —>Y
takové, Ze pro kazdé x € X plati

(x)= p(x,x). (4.1.8)
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Vektorovy prostor vSech kvadratickych zobrazeni /: X — Y oznaCujeme L,(X,Y).

Zobrazeni p, kterd splnuji vztah (4.1.8) je vice; pokud plati sym p, =sym p, , pak samozfejmé pro kazdé x
p,(x,x) = p,(x,x). DuleZité je, ze plati také opacné tvrzeni:

Lemma 4.1. JestliZe pro bilinedrni zobrazenip,, p,: X X X = Y a kazdé x € X plati p,(x,x)
= p,(x,x), pak symp, =symp,.

D ukaz.Prolibovolné x,,x, € X mdme

sym p,(x,,%,) = 3(p,(x,,%,) + py(x,,X,))

(P (x, ) + p(x,x) + p(xg, x) + (X, %) = py(x,x) = pi(x,,X,))
(P (X, + x5, %, + X)) = pi(x,, %) = py(%,,X,))

(P2 (X, + x5, %, +2,) = Py (%, %)) = P, (X5, X,))

ym p,(x;, x,).

i1
= tof—

Il
S

Z uvedeného vyplyva

Vétad.2. K libovolnému kvadratickému zobrazenil € L,(X,Y) existuje prdvé jedno syme-
trické bilinedrni zobrazeni p: X X X — Y, splnujici (4.1.8).

Zobrazeni [ a p z uvedené véty se nazyvaji asociovand.

Symetrické bilinedrni zobrazeni, asociované s danym kvadratickym zabrazenim [ 1ze vypocitat podle
vztahu

pOx,x,) = F(10x, +x,) = 1(x) = I(x,)). (4.19)

Na prostoru L(X,L(X,Y)) je ddna norma pomoci predpisu (1.7.1). Pro zobrazeni p a [
z (4.1.8) muZeme poloZit

1= 1pl. (4.1.10)

Dostaneme tak normu na vektorovém prostoru L,(X,Y).

Uvedend definice patii k oném ponekud abstraktnim a napoprvé tézko pochopitelnym. Pro zaddtek jisté
postaci, kdyZ si z ni odneseme poznatek, Ze jsme na prostoru L,(X,Y) definovali normu. Beztak jsou podle véty
1.7 vSechny ekvivalentni a my se budeme zajimat pouze o topologii touto normou indukovanou. To také
znamend, Ze jsme normu na L, (X,Y) mohli definovat jinak — indukovand topologie vyjde stejné.

4.2. Derivace a diferencial druhého radulNeZ pristoupime k definici derivace druhého
fadu, uvédomme si, Ze v definici Fréchetovy derivace v kapitole 2. jsme ze vSech vlastnosti
prostoru R" (a R™) vyuzili pouze jeho strukturu normovaného prostoru. Témér cely odstavec
2.1 tedy zustane v platnosti, pokud v ném vSude misto o R" a R" budeme hovorit o
libovolnych normovanych prostorech. Vyjimku tvori jediné véty 2.8 a 2.10, které pojednavaji
o slozkach zobrazeni.

M¢jme zobrazeni f:U c R" — R"™, diferencovatelné v kazdém bod¢ néjakého okoli V
bodu x € U. Zobrazeni Df je tedy definovano v kazdém bodé mnoZiny V a jeho oborem
hodnot je normovany prostor L(R",R™). Fréchetova derivace D(Df)(x) tohoto zobrazeni v
bodé x (pokud existuje) je tedy linedrni zobrazeni z R" do prostoru L(R",R™). Prislusné
bilinedrni zobrazeni z R" x R" do R” oznalujeme symbolem D’f(x) a nazyvame druhou
(Fréchetovou) derivaci zobrazeni f v bodeé x.

Zobrazeni, které ma v bod¢€ x druhou derivaci, se nazyva dvakrdt diferencovatelné v bodé
X.

Pro derivace podle vektoru a parcidlni derivace zavadime tato oznaceni: th(Dh1 fx)

=D, f(x), D, (D, f)(x)=D,, f(x).

Lemma 4.3. Necht zobrazeni f:U c R" — R" md v bodé x €U druhou derivaci. Pak

pro libovolny vektor h e R" je derivace zobrazeni D, f v bodé x rovna linedrnimu zobrazent
h — D> f(x)(h,h).
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Dtk az.UvaZme zobrazeni ev,: L(R",R") — R", ev, () =I(h). Plati
D, f(x) = Df (x)(h) =ev,(Df (x)),

neboli
D, f=ev,oDf. 421

Zobrazeni ev, je linearni, je tedy diferencovatelné v libovolném bodé /e L(R",R™) a plati
Dev,(l)=ev,. Zobrazeni D,f je tedy (jako kompozice diferencovatelnych zobrazeni)
diferencovatelné v bodé x. Dostdvame

D(D, f)(x)(h) = D(ev, > Df )(x)(h) = (ev, o D(Df )(x))(h)

Y _ _ 422
= ev, (D(DF)(x)(h)) = (DDA I) = D F(x) (T, . (4-2:2)

Podivejme se podrobnéji na zobrazeni ev, , pouZité v minulém dikazu. Tak napriklad pro n=2 a m=1 je
kazdé linedrni zobrazeni / € L(R’, R) ddno matici typu 1x2 (1,,1,) tak, Ze pro kazdé h e R’ plati

I(h)=1h"+1h*. (4.2.3)
Pokud tedy naptiklad & =(2,3), pak zobrazen{ ev, je ureno pfedpisem
ev, (1)=2[ +3l,. “424)

Nyni tedy snad jiZ nenf divu, Ze se jednd o linedrni (a tedy spojité a diferencovatelné) zobrazeni.
Jiny dikaz lemmatu 4.3 pomoci definice derivace Ize provést takto:

D,f(x+h)-D,f(x)— D’ f(x)(h,h) Df (x +h)(h)— D, f(x)(h) — D(Df)(x)(h )(h)

lim — =lim i
=0 | =0 i
_ i (PF G+ 1) = D, ) = DD )Y)())()
=1m —
=0 Al
i & (Df(x+h)—-D,f(x)— D(Df)(x)(h))
=1m —
=0 Al
ey, [hin Df(x+h)- Dhm(}l_zc") - D(Df)(x)(h)J v, (0)=0.

Lemma 4.4. Necht zobrazeni f:U C R" — R" md v bodé x €U druhou derivaci. Pak
pro libovolné dva vektory h,h, € R" plati

D,, f(x)= D’ f(x)(hy,h) (4.2.5)

Dtk az.Plyne pfimo z lemmatu 4.3.

Vénujme se nyni chvili pojmu spojité diferencovatelnosti druhého fadu. Budeme postupovat
podobné, jako v kapitole 2. Uvazme zobrazeni f:U c R" — R™ a predpokladejme, Ze v okoli
V bodu x e U existuji derivace Df a D,(Df). Druhd ze zminénych derivaci je zobrazenim z
V do prostoru L(R",L(R",R™)), na kterém je podle (1.7.1) definovand norma. MuZeme tedy
uvazovat spojitost zobrazeni D,(Df) v bodé x: Je-li zobrazeni D,(Df) v bodé x spojité,
pak se o zobrazeni f fika, Ze je v bod¢€ x dvakrdt spojité diferencovatelné. O spojité
diferencovatelnosti druhého fadu plati ndsledujici véty, které jsou (véetné dukazu!) velmi
podobné vétam 2.23 a 2.26.

Vétad.5. Zobrazeni dvakrdt spojité diferencovatelné v bode x je v tomto bodé dvakrdt
diferencovatelné.

Vétad.6. Necht' pro zobrazeni f:U C R" — R"existuji vSechny funkce Djfi :U—>R
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a Djkfi:U — R, kde i€{l,...,m}, j,ke{l,...,n}, a jsou na mnoZine U spojité. Pak zobrazeni
f je dvakrdt spojite diferencovatelné v kazdém bode mnoZiny U .

Jestlize zobrazeni je dvakrat spojité diferencovatelné v kazdém bodé mnoziny U , fikdme
také, Ze je tridy C’.

Poslednim tikolem tohoto odstavce je ukazat Schwartzovu vétu o symetrii druhé derivace.
Dukaz této véty je v obecném pripadé pomérné slozity, vybereme si proto pouze specidlni
(ale zakladni a nejobvyklejsi) pripad pro dvakrat spojit€ diferencovatelna zobrazeni.

Lemma 4.7. Méjme zobrazenif:U c R" — R™ a vektory h,,h, € R" takové, Ze zobrazeni
Dh21 w [ Je definovdno na mnoZine U a spojité v bode x € U . Pak plati

Dy ) =l LOH T o) = [ o) = J 0+ )+ /). 426

s

D 0 k az.Bez ijmy na obecnosti predpoklddejme, 7e n=1 a pro pevné s € R definujme
zobrazeni g predpisem

8(x)= fx+sh) = f(x) (42.7)
Podle véty o stredni hodnot¢ pro funkce nyni plati

St shy+shy) = f(x+sh) = f(x+sh)+ f(x)=g(x+sh)—g(x)=
= Dshlg()ﬁ) = thlf(yl +Sh2)_Dyhlf(yl) = Dsthyhlf(y) = SZDhlhzf(y),

kde bod y, leZi na tsecce [x,x+sh ] abod y natsecee [y,,y, +sh,]. Urcité tedy

[y =l <lish, + sh || = sl + 7,

coZ znamend, Ze lim_, y=x a lim_, D, , f(y)=D,, f(x).” Tim je lemma dokézéno.

, (4.2.8)

Véta4.8 (Schwartzova o symetrii druhé derivace). Necht zobrazenif:U c R" — R"
je dvakrdt diferencovatelné v bodé x € U . Pak bilinedrni zobrazeni D’ f(x) je symetrické.

Dukaz specidlniho pripadu.Je-li zobrazeni f v bodé x dvakrét spojité
diferencovatelné, pak muZeme pouZit predchozi lemma, z néhoZ plyne

D, f(x)=D,, f(x). (42.9)

Tvrzeni tedy plyne z (4.2.5).
4.3. Multilinearni a homogenni zobrazeni.
4.4. Derivace vyssiho radu.
4.5. Diferencial a Tayloruv polynom.

Lemma4.9. Nechtle L (R",R"). Pak

a) pro libovolné p <r plati d"1(0)=0,

b) d'l(0)=r!1,

c¢) pro libovolné p>r, x € R" plati d"l(x)=0.

Lemma 4.10. Necht'pro zobrazenif :U c R" — R" a bod x € U plati

"W téchto limitach jsme ponékud nepfesni; nechime na &tenafi, aby si v nich udélal jasno sam (je
tfeba misto y psat jistou funkci proménné s).
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Df(x)=0
D*f(x)=0 45.1)
D' f(x) _ 0.
Pak

h=0 1y
Dukaz.Pro k=1 tvrzeni plyne piimo z definice derivace. Pfedpoklddejme nyni platnost
tvrzeni pro k =r—1 a polozme g = Df . Mame g(x)=0 a

70 [l =0 |||

0, (4.5.3)
coz znamena, Ze k libovolnému € >0 existuje otevienda koule Bc R" se stfedem v nule
takova, ze pro kazdé h € B plati

lgCx + Ml = llg(x +h) — g(x)| < elhl ™. (454
Pro libovolny vektor 4 € B nyni podle dusledku véty o stiedni hodnoté plati

Ifx+hm) = fOI< sup [DF-Ikl=sup gl- WAl < llhl™ Ikl = el

yelx,x+h] yelx,x+h]
Tim je tvrzeni dokdzéno i pro k=r.

Vétad.11 (o diferencialu vyssiho radu). Necht'zobrazenif:U c R" — R™ md derivaci
rddu k v bode x €U . Pak

1 2 1 k k
f(x+h)— f(x)=df (x)(h) +5d fx)(h)+...+ Ed fx)(h)+e(h)hl”, 4.5.5)
kde
%irr(}e(h) =0. 4.5.6)
Dukaz.PoloZme

g(h) = f(X+h)—f(X)—df(x)(h)—%dzf(x)(h)—...—%d"f(x)(h). 457)

Podle lemmatu 4.9 mame pro r €{l,...,k} d"g(0)=0 a podle lemmatu 4.10 pro

_ 8

h) =
W=

(4.5.8)

platf (4.5.6).



