6. Linearni zobrazeni ...

6.1 Linearni zobrazeni. M¢&jme vektorové prostory V,, V,, na timtéZ polem P, dimenze V,, jen € N a
dimenze V,, jem € N. Zobrazeni f: V, = V,, se nazyva linedrni, jestlize jsou splnény nasledujici podminky
(podminky linearity). Pro kazdé x, y € V,, aa € P plati

e+ =f@+ 10, [flax)=af(x). (6.1)
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Bezprostiedné z téchto vztahl dostdvame. Pro libovolné x;, x», ..., x; € V,aal, a2, ..., akep plati

f(Zaixi) = Zaif(xi) v sumaéni symbolice  f(a'x;) = a' f(x;)
i=1 i=1
f(0) =0,
J(=x) = =f(x).
MnozZinu linedrnich zobrazeni z V,, do V,,, ozna¢ime L(V,, V,,). Vice o této mnoziné a jeji struktufe se
dozvime pozdéji.
Stejné jako v pfipad€ homomorfismu grup definujeme jddro a obraz linedrniho zobrazeni

ker f ={xeV, | f(x)=0} (jadro linedrniho zobrazeni) (6.2)
Imf={f(x) | xeV,} (obraz linedrniho zobrazeni) (6.3)

Véta 6.1. . Jddro linedrniho zobrazeni je podprostor ve V.

2. Obraz linedrniho zobrazeni je podprostor ve V,,.

Dtk az. 1. S ohledem na Lemma 5.5 stai ovéfit, Ze ker f je uzavieny vzhledem ke s¢itani a skalarnimu
nasobeni. Méjme x, y € ker f, to znamena, Ze f(x) = f(y) = 0. Z linearity f dostavame, Ze f(x + y) =
f(x)+ f(y) =040 = 0. To znamend, ze x +y € ker f. Nyninecht, x € ker f aa € P. Stejnym zplsoben
dostavame f(ax) =af(x) =a-0=0.

2. Obdobné ovétime, Ze i Im f je uzavieny vzhledem ke s¢itdni a skalarni nasobeni. Zvolme f(x), f(y) €
Im f, opét diky linearité dostavame f(x) + f(y) = f(x 4+ y). To znamend, Ze na vektor f(x) + f(y) se
zobrazi vektor x+y. Atedy f(x)+ f(y) € Im f.Nyninecht f(x) € Im faa € P.Protozeaf(x) = f(ax),
dostdvame, Ze na vektor a.f (x) se zobrazi ax. A tedy af (x) € Im f.

Dimenze jadra linedrniho zobrazeni f je nazyva defekt zobrazeni f.Dimenze obrazu linedrniho zobrazeni
f se nazyva hodnost zobrazeni f.

Véta 6.2. Necht’ f:V, — V,, je linedrni zobrazeni mezi konecné rozmérnymi prostory, potom plati
dimIm f 4 dimker f = dim V,,. (6.4)
D G k a z. Dodélat!!

Véta 6.3. Linedrni zobrazeni f:V, — V,, mezi konecné rozmérnymi vektorovymi prostory je jednoznacné
urceno svymi hodnotami na libovolné bdzi.
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D d k a z. Ozname (e;) bézi ve V,,, pfedpokladejme, Ze zndme hodnoty zobrazeni f na vektorech e;. Jsou
tedy znamy vektory f(e;). Nyni je-li x € V, libovolny vektor, miiZeme urcit jeho slozky v bazi (e;). Vektor
x, lze psiét ve tvaru x = x'e;. Hodnota zobrazeni f na vektoru x potom je

f(x) = fx'e) = x' f(e). (6.5)

Jak je vidno z predchozi véty, kdybychom méli fixovanou bazi ve V,, a znali hodnotu f na jejich prvcich,
znamenalo by zjisténi hodnoty f na né€jakém vektoru x pouze spocitani linedrni kombinace v (6.5). Situace
se jesté zjednodusi, pokud zvolime bdzi i ve V,, a spokojime se s tim, Ze namisto hodnoty zobrazeni f na
vektoru x dostaneme slozky f(x) v bazi V,,. Toto vede k pojmu matice linearniho zobrazeni a vénujeme mu
nasledujici fadky.

f:V, = V,, je zobrazeni mezi konecné rozmérnymi vektorovymi prostory dimenze V,, je n a dimenze
V,n je m, zvolme pevné (e;) bazi V, a (¢;) bazi V,,. Mame-li x € V lze jejrozvinout v bazi (e;), tedy x = x'e;,
kde x' jsou slozky vektoru x ve zminéné bazi. Pro obraz f(x) potom plati

f@x) = f(x'e) = x' f(e).

Ozna¢me aij slozky vektoru f(e;) v bazi (e;), to znamend, Ze f(e;) = aijéj.

fx) =x"f(e) = x'dle;. (6.6)

Z predchozi rovnice plyne, Ze pro slozky vektoru f(x) v bazi (e;) plati
fx) =x'al. 6.7)

Oznacime-li matici A = (aj), Ize tento vztah maticové zapsat nasledovné:

(f())) = A- (). (6.8)
Tento vysledek Ize shrnout do nésledujiciho tvrzeni

Véta 6.4. Necht’ f:V, — V,, Dodélat!!

Potom existuje jedind matice A = (ag) typu m/n takovd, Ze pro slozky vektorii x' a f(x)’ v bdzich (e;)
a (e;) plati vztah (6.7).

Na druhou stranu, jsou-li zvolené bdze (e;) a (e;), pak libovolnd matice A = (a;'-) typu m/n jednoznacné
definuje linedrni zobrazeni f:V, — V,,.
D i k a z. Existence matice A byla dokdzdna v odstavech pred vétou. Jednoznacnost této matice plyne z toho,
Ze ji tvoti slozky bazovych vektort a podle véty 5.8 jsou slozky uréeny jednoznacné.

Druh4 ¢ast. Dodélat!!

Matice A se nazyvd matice linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim (e;) a (e;).

Transformace matice linearniho zobrazeni!!

Podobné matice!!

6.2 Izomorfismy.
Relace ~!!
~ je ekvivalence!!
V, je izomorfni s P" nad P.!!

Véta 6.5 (prvni véta o kanonickém izomorfismu). Dva konecné rozmérné vektorové prostory stejné
dimenze jsou izomorfni.



