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Téma 6: Lineárnı́ zobrazenı́

Základnı́ pojmy

Lineárnı́ zobrazenı́ a lineárnı́ operátory (transformace), jádro ker f a obraz Im f , hodnost a defekt r ( f ) a d( f )
lineárnı́ho zobrazenı́ f , izomorfismus; matice lineárnı́ho zobrazenı́, záměna souřadnic; podobné matice, vektorový
prostor lineárnı́ch zobrazenı́.

Základnı́ tvrzenı́

věty o izomorfismu, věta o dimenzi jádra a obrazu lineárnı́ho zobrazenı́

Základnı́ úlohy

Určenı́ matice lineárnı́ho zobrazenı́, transformace matice lineárnı́ho zobrazenı́, výpočet jádra a obrazu, hodnosti a
defektu lineárnı́ho zobrazenı́.

Základnı́ vzorce

d( f )+ r ( f ) = dim ker f + dim Im f = dim U pro lineárnı́ zobrazenı́ f : U −→ V ;

U ' V ⇐⇒ dim U = dim V , je-li dim U < ∞

U ' Pdim U , je-li dim U < ∞

Kontrolnı́ otázky

1. Definujte lineárnı́ zobrazenı́ mezi vektorovými prostory U,V nad polem P.

2. Udejte přı́klad izomorfismu R2 ∼= C vektorových prostorů nad R.

3. Jsou následujı́cı́ zobrazenı́ vektorových prostorů nad R lineárnı́?

(a) R[x] −→ R, f 7−→ f (1), (g) R → R, x → 0
(b) C −→ C, z 7−→ z̄, (h) R → R, x → x
(c) C −→ R, z 7−→ |z|, (i) R → R, x → x2

(d) R[x] −→ R[x], f (x) 7−→ f (x + 1), (j) R → R, x → ax
(e) CkR −→ Ck−1R, f 7−→ f ′

= d f/dx, (k) R → R, x → ax + b
(f) CkR −→ Ck+1R, f 7−→

∫ x1
x0

f (t)dt, (l) R → R, x → sinx

4. Je zobrazenı́ C → C, z → z̄, vektorových prostorů nad C lineárnı́? Porovnejte s výsledkem nad R.

5. Je obrazem báze vektorového prostoru U při lineárnı́m zobrazenı́ f : U → V báze vektorového prostoru V?

6. Přenášı́ lineárnı́ zobrazenı́ lineárně nezávislé vektory v lineárně nezávislé vektory?

7. Určete ker f injektivnı́ho lineárnı́ho zobrazenı́ f a Im f surjektivnı́ho lineárnı́ho zobrazenı́.

8. Vyslovte nutnou a postačujı́cı́ podmı́nku pro dimenzi konečněrozměrného vektorového prostoru U tak, aby
existovalo

(a) surjektivnı́ zobrazenı́ U → R3
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(b) injektivnı́ zobrazenı́ U → R3

(c) surjektivnı́ zobrazenı́ R3
→ U

(d) injektivnı́ zobrazenı́ R3
→ U

(e) izomorfismus R3 ∼= U

9. Stanovte jádro a obraz lineárnı́ho zobrazenı́ s jednotkovou resp. nulovou maticı́.

10. Udejte přı́klad neidentického lineárnı́ho zobrazenı́ s jednotkovou maticı́.

11. Je kompozice lineárnı́ch zobrazenı́ opět lineárnı́ zobrazenı́?

12. Čemu je rovna dimenze prostoru všech lineárnı́ch zobrazenı́ U → V, je-li dim U = m, dim V = n. Tvořı́
v něm množina všech injektivnı́ch resp. surjektivnı́ch zobrazenı́ podprostor?

Přı́klady

1. Stanovte nutnou a postačujı́cı́ podmı́nku pro to, aby lineárnı́ zobrazenı́ f : U → V zobrazovalo bázi U na
lineárně nezávislou množinu ve V .

2. Bud’U vektorový prostor dimenze 1 nad polem P, bud’ϕ : U → U lineárnı́ operátor. Ukažte, že existuje
právě jedno p ∈ P tak, že ϕ(u) = pu ∀u ∈ U .

3. Nalezněte matici A, ker f a Im f lineárnı́ho zobrazenı́ f :

(a) f : R4
−→ R2, (x1, x2, x3, x4) 7−→ (x1

+ x2, x3
+ x4)

(b) f : R3
−→ R3, (x1, x2, x3) 7−→ (x1

+ x2, x1
+ x3, x2

+ x3)

(c) f : R3
−→ R3, (x1, x2, x3) 7−→ (x1

− x2, x1
− x3, x2

− x3)

(d) f : R3
−→ R4, (x1, x2, x3, x4) 7−→ (x1

+ x2
+ x3, x1

− x2
+ x3, x1

+ x2
− x3, x1

− x2
− x3)

Návod: Jádro určete jako řešenı́ systému homogennı́ch rovnic Ax = 0, obraz určete jako podprostor genero-
vaný sloupci matice A.

4. Ukažte, že návod k předchozı́mu přı́kladu je správný.

5. Jak se změnı́ matice lineárnı́ho zobrazenı́ f : U → V , jestliže v bázi prostoru U resp. V zaměnı́me pořadı́
dvou vektorů?

6. Zaved’te v množině R+
= {x ∈ R; 0 < x} strukturu vektorového prostoru nad R tak, aby zobrazenı́ exp:

R → R+, x 7→ ex bylo lineárnı́.

7. Bud’te f1 : U1 → V1, f2 : U2 → V2 lineárnı́ zobrazenı́ vektorových prostorů nad polem P. Definujte lineárnı́
zobrazenı́ f = f1 ⊕ f2 : U1 ⊕ U2 → V1 ⊕ V2. Jakou matici má zobrazenı́ f v přirozených bázı́ch prostorů
U1 ⊕ U2,V1 ⊕ V2?

8. Označte Mm,n(R) vektorový prostor všech matic typu m/n nad polem R. Ukažte, že následujı́cı́ zobrazenı́
jsou lineárnı́:

(a) Mm,n(R) −→ Mm,p(R), X 7−→ XC, kde C ∈ Mnp(R)
(b) Mm,m(R) −→ Mm,m(R), X 7−→ AX − X A, kde A ∈ Mm,m(R)
(c) Mm,m(R) −→ R, X 7−→ Tr X = x1

1 + · · · + xm
m.

Nalezněte matice těchto zobrazenı́ ve vhodných bázı́ch.

9. Určete jádro a obraz lineárnı́ho zobrazenı́

(a) M2(R) → M2(R): f (X) = XC, kde C =

(
0 0
0 0

)
(b) M2(R) → M2(R): f (X) = XC, kde C =

(
1 0
0 1

)
(c) M2(R) → M2(R): f (X) = XC, kde C =

(
1 2
1 0

)
(d) M2(R) → (R): f (X) = TrX.

2
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10. Ukažte, že ke každému bijektivnı́mu lineárnı́mu zobrazenı́ f : U → V lze nalézt báze ve vektorových
prostorech U,V tak, že matice zobrazenı́ f je

(a) jednotková

(b) libovolná předem zadaná regulárnı́ matice A.

11. Ukažte, že ke každému lineárnı́mu zobrazenı́ f : U → V konečněrozměrných vektorových prostorů lze
nalézt báze prostorů U a V tak, že matice zobrazenı́ f má v těchto bázı́ch tvar

1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 · · · 0

· · · · · ·

0 0 · · · 1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0

· · · · · ·

0 0 · · · 0 0 · · · 0


Návod: Bázi v ker f rozšiřte na bázi v U , poté přeneste tuto bázi zobrazenı́m f do Im f ⊆ V .

12. Vektory e′

1,e
′

2,e
′

3 majı́ v bázi e1,e2,e3 souřadnice e′

1 = (1, 1, 0),e′

2 = (1,−1, 0),e′

3 = (0, 0,−1). Určete

(a) matici přechodu od báze e1,e2,e3 k bázi e′

1,e
′

2,e
′

3,

(b) nové souřadnice vektoru, který měl v bázi e1,e2,e3 souřadnice (2, 1, 3),

(c) matici přechodu od báze e′

1,e
′

2,e
′

3 k bázi e1,e2,e3,

(d) souřadnice vektoru, který bude mı́t v bázi e′

1,e
′

2,e
′

3 souřadnice (3, 1, 1),

(e) transformujte matici operátoru f , který měl v bázi e1,e2,e3 matici 1 −1 1
−1 −1 1

1 1 −1


13. Necht’Vn,Vm jsou vektorové prostory nad polem P, dim Vn = n, dim Vm = m. Označme L(Vn,Vm)množinu

všech homomorfismů z Vn do Vm.

(a) Ukažte, že L(Vn,Vm) je vektorový prostor.

(b) Ukažte, že L(Vn,Vm) je izomorfnı́ s vektorovým prostorem Pm·n
= Pm

× Pn.

(c) Určete dimenzi prostoru L(Vn,Vm), nalezněte jeho bázi.

14. Lineárnı́ zobrazenı́ ϕ : R3
→ R3 má v bázi a1 = (8,−6, 7), a2 = (−16, 7,−13), a3 = (9,−3, 7) matici 1 −18 15

−1 −22 20
1 −25 22

 .

Nalezněte jeho matici v bázi b1 = (1,−2, 1), b2 = (3,−1, 2), b3 = (2, 1, 2).

15. Uvažujme zobrazenı́

ϕ : R3
→ R4, ϕ(x, y, z) = (x + y, z, yz, x),

ψ : R4
→ R3, ψ(x, y, z,u) = (x, y + z,u).

Zvolme báze u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 1, 0), u3 = (1, 0, 0) a u′

1 = (1, 0, 1), u′

2 = (1, 1, 0), u′

3 = (0, 1, 1)
prostoru R3. Dokažte, že zobrazenı́ ϕ,ψ jsou lineárnı́ a nalezněte matici zobrazenı́ψ ◦ϕ v bázı́ch (u1,u2,u3),
(u′

1,u
′

2,u
′

3).

16. Dokažte, že lineárnı́ zobrazenı́ lze zadat tak, že definujeme jeho působenı́ pouze na vektorech pevně zvolené
báze.
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1. Zápočtové přı́klady

1. Určete matici lineárnı́ho zobrazenı́ C → C nad R, z 7→ z̄, v přirozených bázı́ch. Poté změňte báze tak, aby
mělo toto zobrazenı́ jednotkovou matici.

2. Nalezněte ker f a Im f lineárnı́ho zobrazenı́

(a) CkR → Ck−1R, f 7→ d f/dx;

(b) R[x] → R, f 7→ f (0).

3. Definujte zobrazenı́ f : R4
→ R6 vztahem f (x1, x2, x3, x4) = (x1

+ x2, x1
+ x3, x1

+ x4, x2
+ x3, x2

+

x4, x3
+ x4). Napište matici zobrazenı́ f v přirozených bázı́ch prostorů R4,R6 a určete ker f a Im f tohoto

zobrazenı́.

4. Zaved’te v množině C = C novou strukturu vektorového prostoru nad C tak, aby zobrazenı́ C → C, z 7→ z̄
bylo lineárnı́.

5. Uvažujme o zobrazenı́ f : R3
→ R3, (x1, x2, x3) 7→ (x1

− x2, x1
− x3, x2

− x3). Určete dvě nové báze v
prostoru R3 tak, aby v nich mělo zobrazenı́ f matici 1 0 0

0 1 0
0 0 0


6. Charakterizujte všechna lineárnı́ zobrazenı́

(a) R → R
(b) Rn

→ Rm

7. Rozhodněte, zda vektorový prostor M2(R) matic 2 × 2 nad R je izomorfnı́ s vektorovým prostorem R3[x]
polynomů nad R stupně ≤ 3.

8. V bázi f1, f2, f3 vektorového prostoru V jsou dány vektory

e1 = (1, 3, 0), e2 = (0, 1, 1), e3 = (0,−3,−1)

e′

1 = (1, 0, 3), e′

2 = (0, 1, 1), e′

3 = (1,−1, 0)

Prověřte, že (e1,e2,e3), (e′

1,e
′

2,e
′

3) jsou báze V . Určete souřadnice vektoru x v bázi (e′

1,e
′

2,e
′

3), vı́te-li, že
x = (3, 17, 9) v bázi (e1,e2,e3). Určete souřednice vektoru y v bázi (e1,e2,e3), vı́te-li, že y = (1, 1,−1) v
bázi (e′

1,e
′

2,e
′

3).

9. Ukažte, že vynásobenı́ čtvercových matic řádu 2 zleva danou maticı́

(
a b
c d

)
je lineárnı́ zobrazenı́ prostoru

všech matic řádu 2 do sebe, a nalezněte matici tohoto zobrazenı́ v bázi sestávajı́cı́ z matic(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
.

10. Necht’ Pn je vektorový prostor všech polynomů proměnné t s reálnými koefecienty stupně ≤ n. Dokažte, že
zobrazenı́ ϕ : f (t) → f ′(t) (derivace polynomu podle proměnné t) je lineárnı́ zobrazenı́ Pn do sebe. Najděte
matici tohoto zobrazenı́ v bázi

a) 1, t, t2, . . . , tn

b) 1, t, t2

2! , . . . ,
tn

n! .

Dokažte, že ϕn+1
= 0. Určete defekt a hodnost zobrazenı́ ϕ.
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