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ALGEBRA

Téma4: Grupy, okruhy a pole

Z&kladni pojmy

unarni operace, binérni operace, asociativita, komutativita, distributivita;

grupa, neutralni prvek, inverzni prvek, inverzni operace; komutativni (Abelova) grupa, aditivni grupa, multipli-
kativni grupa; podgrupa; homomorfismus grup, jadro a obraz homomorfismu, izomorfismus grup; triviani grupa,
Ciselné grupy, maticové grupy, cyklické grupy, symetrické grupy;

okruh, komutativni okruh, asociativni okruh, nulovy prvek okruhu, jednotkovy prvek okruhu, délitelé nuly, inver-
tibilni prvek; podokruh; homomorfismus aizomorfismus okruhtl, trivialni okruh, Giselné okruhy, okruh polynomd,
okruh zbytkovych tfid modulo n, okruh funkci;

pole (téleso), charakteristika pole, podpole; Ciselnapole;

Z&kladni Ulohy

Vy&etfit vlastnosti dané operace, rozhodnout, zda mnozina s danymi operacemi je grupa, okruh, pole; rozhod-
nout, zda podmnozina grupy (okruhu, pole) je podgrupa (podokruh, podpole), rozhodnout, zda dané zobrazeni je
homomorfismus (izomorfismus), ur€it jadro a obraz homomorfismu, ur€it charakteristiku pole.

Zakladni vzorce

asociativni zakon: ao (boc) = (aoh)oc

komutativni z&kon: aob =boa

distributivni zakony:
dao(b+c)=aob+boc,
b)y(@+b)oc=aoc+boc.

Kontrolni otazky

1. Definujte grupu.
2. Bud G grupa. Je {e} podgrupou G? Je G podgrupou G?
3. JemnozinaRR s operaci stitani redlnych Cisel grupa? Je R s operaci nasobeni redlnych ¢isel grupa?
4. Je déleni binarni operace namnoziné R?
5. Je sCitani binarni operace namnoziné sudych Cisel?
6. Je sCitéani binarni operace na mnozing lichych €isel?
7. Namnoziné R zavedte strukturu
(&) grupy,
(b) okruhu,

(c) pole.
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8. Vyjmenuijte nékteré podgrupy aditivni grupy redlnych Cisel (R, +).

10.
11
12.
13.
14.
15.

Lze zavést strukturu okruhu na jednoprvkové mnoziné? Lze zavést na jednoprvkové mnoziné strukturu
okruhu s jednotkou?

Uvedte priklady okruhl, které nejsou poli.

Uvedte priklady poli.

Jakou charakteristiku mapole Q?

Uvedte priklady podokruhli okruhu R.

Jeli f: G — G’ izomorfismus grup, urCete podgrupy Ker f ¢ Galm f c G'.
Uvedte priklad okruhu na dvouprvkové mnoZzing.

Priklady

1

Rozhodnéte, ktera z uvedenych dvojic (mnozina, operace) ma strukturu grupy, pfipadné Abelovské grupy:
(4 znati stitéani, - nésobent)

(Zs +)! (Qs +)! (R5 +)1 ((C’ +)1 (Zs ')! (Qs ')1 (Rs ')! (Cs ')! (R+a ')1

(maticem/n, +), (maticen/n, -), (regularni Ctvercové matice,-).

Dokazte, ze mnozina vSech sudych Cisel s operaci stitani je izomorfni s aditivni grupou celych Cisel.

. Dokazte, ze grupy (R*, ) a (R, +) jsou izomorfni.

Uvazujme tyto grupy: (Z, +), (C, +), (R*, ), (Q, +), (R, +), (R \ {0}, -). Vyberte vechny dvojice A, G
tak, aby platilo, Ze A je podgrupou G.

Dokazte, zeje-li f : G — G’ homomorfismus grup ae(€') je jednotka grupy G(G), pak f(e) = €.

. Dokazte, Ze prlinikem dvou podgrup grupy G je podgrupa grupy G. Plati analogické tvrzeni pro konecny

systém podgrup? A pro libovolny systém podgrup? Dokazte.
Cyklické podgrupy. Bud G grupa, a € G. Necht n € N. n-tou mocninou prvku a nazyvame prvek

a-a---a aoznatujeme a".
~———

n

(Dohoda: a° = €; je-li G aditivni grupa, nazyvame a" n-nasobkem prvku a a piseme na.)
Zapornou mocninu prvku a definujeme vztahem

al.atl.al=@H" znaimeji a™".
—
n

Dokazte, ze (a~1)" = (a™)~L.

Dokazte: provm, n: a"-am =am. a" = a™™M, (@")™M = a"™.

Oznatme {a} podmnoZinu grupy G tvorenou vdemi mocninami prvku a. Dokazte, Ze {a} je podgrupa grupy
G—nazyva se cyklicka podgrupa grupy G wytvorena prvkem a. Je tato podgrupa abelovska?

Grupa G senazyvacyklicka, jestlizeexistujea e G tak, ze G = {a}. Ukazte, Ze (Z, +) je nekonetnacyklicka
grupa. Dokazte, ze vSechny nekonetné cyklické grupy jsou navzgem izomorfni.

(Navod: Zkoumejte izomorfismus s cyklickou grupou (Z, +).)

Prvek a grupy G senazyvaprvek fadu n, jestlizea™ = e. Necht v grupé G existuje praveé jeden prvek x fadu
2. Pak pro Va € G plati ax = xa. Dokazte.
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9.

10.

11

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

Symetrické grupy. Dokazte, Ze mnoZina vsech permutaci mnoziny {1, 2, ..., n} soperaci skladani permutaci
je grupa. Nazyva se symetricka grupa stupné n aoznatuje se §,. Je S, abelovska? Urcete parity permutaci,
slozenou permutaci o o 7, resp. t o o ajgich paritu, je-li

(1 2 3 456 (1 2 3 456
“\3 5612 4) *“\e6 153 4 2)
Popiste tyto podmnoziny grupy .
—v&echny permutace, které zobrazuji mnozinu {1, 2} do mnoziny {1, 2},
—v&echny permutace, které zobrazuji {1, 2} bud do {1,2} nebo do {3, 4}.

Najdéte 4 rlizné podgrupy grupy & izomorfni s Ss.
Uvazujme grupu & ajeji podmnozinu

A (1234 123 4
“\2134)\12324)

Rozhodnéte, zda A je podgrupa.

Uvazujme aditivni grupu celych Cisel (Z, +). Dokazte, Ze podmnozina A vdech sudych Cisel je podgrupav
z,+).

Oznatme G L(n, R) multiplikativni grupu vdech regularnich matic fadu n nad R (nazyva se obecna linearni
grupafadu n nad R). Matice A € GL(n, R) senazyvaortogonalni, jestlize A=t = AT. Dokalte, ze mnozina
v&ech ortogonalnich matic fadu n je podgrupagrupy G L(n, R); oznaCuje se O(n, R) anazyva se ortogonal ni
grupa. Dokazte, Ze pro prvky a'j ortogona ni matice A plati

Shoraar =01, P, aikalj< = djj
(relace ortogonality). Urcete determinant ortogonal ni matice.

Oznatme G L(n, C) multiplikativni grupu vSech regularnich matic fadu n nad C. Matice A € GL(n, C) se
nazyva unitarni, jestlize plati A~1 = AT*. Dokalte, Ze mnoZina U (n, C) vSech unitarnich matic Fadu n je
podgrupagrupy GL(n, C) (unitarni grupa). Co plati pro determinant unitarni matice? Je O(n, R) podgrupa
U, C)?

Oznacme SL(n, R) mnozinu vsech matic A ¢ GL(n, R) pro které det A = 1. Dokazte, ze SL(n, R) je
podgrupa G L(n, R) (specialni linearni grupa).

Euklidova grupa transformaci R3. UvaZzujme mnoZinu viech transformaci Euklidova prostoru R® do sebe,
definovanych rovnicemi

F/ = AF + 0, (+)

kder je polohovy vektor Easticer = (X, Y, z), U je libovolny konstantni vektor a A je ortogonalni matice
(tj. takova, ze AAT = E). Pro A = E dostavamer’ = + U a prisludné transformace nazyvame translace.
Prou = 0 mamer’ = Ar atransformace nazyvame rotace). Dokazte, ze mnozinatransformaci (*) s operaci
skladani transformaci je grupa (Euklidova grupa prostoru R3). Urcete ji neutrélni prvek a k libovolnému
prvku prvek inverzni. Je tato grupa abelovska? Stejné otazky zkoumejte pro mnozinu translaci a pak pro
mnozinu rotaci.

Dokazte, Zze slozenim homomorfismu grup a izomorfismu grup vznika homomorfismus a sloZzenim dvou
izomorfismll grup vznikaizomorfismus. Co miizete fici o sloZeni dvou homomorfismi?

Uvedte priklady &iselnych okruhtl.

Dokazte, Ze poleracionanich Cisel je“ngimensi” Ciselné pole, tj. Ze je celé obsazeno v kazdém Ciselném poli.

Rozhodnéte, které z uvedenych mnozin maji strukturu podokruhu okruhu redlnych €isel:
(a) sudacisla

(b) lichacida

(©Z

(dR\Q
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19.

20.

21.

22.

(e {a+bv2, abeQ}
fH{a+by2, abeqQ)

(9 {a+bi, abe@Q

Které z nich maji strukturu pole?

Dokazte, Ze mnoZina vech polynomtl s komplexnimi koeficienty s operacemi stitani a nasobeni polynomtl
je okruh. Matento okruh jednotku? Ma délitele nuly? Je polem?

Okruh zbytkowvych tfid modulo n. Uvazujme okruh celych €Cisel (Z, +, ). Zvolmen € N, n # 1 pevné.
Rekneme, 7e &isla z1, 2o € Z jsou ekvivalentni, jestlize jejich zbytky pfi déleni &slem n jsou si rovny.
Provérte, Ze takto definovanarelace je ekvivalence na mnoziné Z. Zfejme tato ekvivalence definuje rozklad
mnoziny Z nan disunktnich tfid Zg, Z1, . . . Zn—1, kde Z; je tfida ekvivalence obsahujici vSechna celacida,
jelichz zbytek po déleni Cislem n jeroveni. Vypiste rozklad mnoZziny Z pro pripady

@n=2
(b)n=3
(cgn=5
Oznatme O(n) mnozinu {Zy, . . ., Zn—1} adefinujme operace + a- naO(n) takto: Necht z1, z, € Z, 1 € Z;,

2, € Zj. Pak plati z; = pin +1i, 22 = pan + |, tedy

z1+22=(pP1+p)n+ G +j)
7y 2o = (p1p2n+ p1j + p2i)n+ij,

coz znamen, Ze soucet (soutin) libovolnych dvou prvki z tfidy Z; aZj padne do téze tfidy Zy, kde k je
zbytek pfi déleni Cislai + j €idemn (resp. Z;, kdel je zbytek pfi déleni Cislai - j Cislem n).
Klademe: Zi + Zj = Zx, Zi - Zj = 7, kde K, | jsou stejné jako vySe. Dokazte, ze mnozina O(n) s takto
definovanymi operacemi stitani a nasobeni je komutativni a asociativni okruh s jednotkou (urcete jednotku
tohoto okruhu!); nazyva se okruh zbytkovych tfid modulo n. Uréete nulovy prvek a inverzni prvek k Z;
vzhledem ke sCitani. Dokazte, Ze pron = 2 je O(n) pole. VySetfete, zdajsou poli okruhy O(3), O(4), O(5).
Urcete charakteristiku

(a) Ciselného pole,

(b) pole O(2).
Dokazte, Ze zobrazeni: detGL(n, R) — (R \ {0}, -) je homomorfismus grup. UrCete jeho jadro Ker(det) a
obraz Im(det).

Zapoctoveé priklady

1
2.

Dokazte, e mnozina A ¢ G je podgrupa < kdyZ prova, b € Aplati ab™! € A.
Galileiho grupa transformaci. DokaZte, 7e mnoZinatransformaci R x R® — R x RS typu

P’'=f+ot, t' =t (%)

kde v je konstantni vektor, tvori grupu s operaci skladani transformaci. (Transformace (**) nazyvame
Galileiho transformace). Dokazte ddle, Ze transformace prostoru R x R definovanévztahy r’ = AF +ot +1,
t’ = t tvori grupu (Galileiho grupa). Ukazte, Ze libovolnou transformaci z Galileiho grupy 1ze vyjadrit jako
slozeni rotace, trandace a Galileiho transformace. Rozhodnéte, zda grupa Gdlileiho transformaci, resp.
Galileiho grupa je Abelova.

Dokazte, Ze mnozina spojitych rednych funkci s operaci stitani a nasobeni funkci je okruh. Rozhodnéte, zda
tento okruh je

(8) komutativni,

(b) asociativni
Matento okruh jednotku? Ma délitele nuly?
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4. UvaZzujme mnoZzinu v&ech vektorll v IR? s operacemi stitani vektord a vektorového soutinu vektordl, defino-
vanymi takto: je-li U = (u1, Uz, Uz), v = (v1, v2, v3), klademe

U+ 0 = (up + 01, Uz + 02, U3 + 3)
U x 0 = (Ugv3 — U3v2, —U103 + 01U3, U102 — U201);
(nékdy piSemetaké
€ & €3
X0 = uUp U2 U3

)

>

v1 V2 V3
kde &1, &, &; jsou jednotkové vektory ve sméru “ soufadnicovych os’). Dokazte, ze (R3, +, x) je okruh. Je
tento okruh komutativni? Je asociativni? Méa délitele nuly? Méa jednotku?

5. Dokazte, ze existuje surjektivni homomorfismus obecné linearni grupy GL(n, R) na multiplikativni grupu
reanych Cisel (R \ {0}, -).
6. Necht f : G —» G’ je homomorfismus grup. Dokazte, ze Ker f je podgrupav G alm f je podgrupav G'.



