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ALGEBRA

Téma 2: Soustavy lineárnı́ch rovnic

1. Přehled tematiky

Základnı́ pojmy

Soustava lineárnı́ch rovnic, matice soustavy, rozšı́řená matice soustavy, maticový zápis soustavy; řešenı́ soustavy,
parametry řešenı́.

Homogennı́ soustava, obecné řešenı́ homogennı́ soustavy, obecné řešenı́ nehomogennı́ soustavy, fundamentálnı́
systém řešenı́ homogennı́ soustavy.

Základnı́ tvrzenı́

Frobeniova věta, Cramerovo pravidlo, vlastnosti množiny řešenı́ soustavy homogennı́ch lineárnı́ch rovnic a soustavy
nehomogennı́ch lineárnı́ch rovnic.

Základnı́ úlohy

Nalézt obecné řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic, rozhodnout o existenci a jednoznačnosti řešenı́.

Základnı́ vzorce

Je-li A regulárnı́, pak

Ax = b ⇔ x = A−1b,

xi =
det A(i )

det A (Cramerovo pravidlo).

2. Cvičenı́

Kontrolnı́ otázky

1. Bud’dána soustava m rovnic o n neznámých. Jakého typu je matice soustavy resp. rozšı́řená matice soustavy?

2. Kolik řešenı́ má soustava s rozšı́řenou maticı́(
1 0 0 0
0 1 0 1

)
,

 1 0 1
0 1 1
0 0 1

 ,

(
1 0 1
1 0 1

)
.
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3. Kolik řešenı́ má soustava rovnic s regulárnı́ maticı́ soustavy?

4. Může mı́t soustava n lineárnı́ch rovnic o n + 1 neznámých

(a) žádné řešenı́,

(b) právě jedno řešenı́?

5. Může homogennı́ soustava nemı́t žádné řešenı́?

6. Může mı́t nehomogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic nulové řešenı́?

7. Uved’te přı́klad soustavy rovnic se singulárnı́ maticı́ soustavy, která má

(a) jediné řešenı́,

(b) žádné řešenı́,

(c) nekonečně mnoho řešenı́.

8. Jak se projevujı́ řádkové úpravy rozšı́řené matice soustavy na řešenı́ soustavy? (A sloupcové úpravy?)

9. Rozepište Cramerovo pravidlo pro soustavu

ax + by = e

cx + dy = f

Kdy má tato soustava jediné řešenı́?

10. Jaké vlastnosti má množina všech řešenı́ homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic? Zdůvodněte.

11. Jak souvisı́ množina všech řešenı́ nehomogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic s množinou všech řešenı́ přı́slušné
homogennı́ soustavy. Dokažte.

12. Definujte pojem fundamentálnı́ho systému řešenı́ homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic.

13. Co lze řı́ci o řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic s racionálnı́mi koeficienty?

14. Jaká je nutná a postačujı́cı́ podmı́nka existence řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic?

15. Kdy existuje nenulové řešenı́ homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic?

Přı́klady

1. Řešte systémy lineárnı́ch rovnic:

(a) 2x1 + 5x2 + 4x3 + x4 = 20
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 11

2x1 + 10x2 + 9x3 + 7x4 = 40
3x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 37

(b) 2x − 5y + 3z + t = 5
3x − 7y + 3z − t = −1
5x − 9y + 6z + 2t = 7
4x − 6y + 3z + t = 8

(c) x1 + x2 + 4x3 + 4x4 + 9x5 = −9
2x1 + 2x2 + 17x3 + 17x4 + 82x5 = −146
2x1 + 3x3 − x4 + 4x5 = −10

x2 + 4x3 + 12x4 + 27x5 = −26
x1 + 2x2 + 2x3 + 10x4 = 37

(d) 2x1 + 7x2 + 3x3 − x4 = 5
x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 3
x1 + 5x2 − 9x3 + 8x4 = 1

5x1 + 18x2 + 4x3 + 5x4 = 12

(e) 4x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = 8
3x1 − 2x2 + x3 − 3x4 = 7
2x1 − x2 − 5x4 = 6
5x1 − 3x2 + x3 − 8x4 = 1
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(f) −x + y + z + t = a
x − y + z + t = b
x + y − z + t = c
x + y + z − t = d

(g) 7x1 + 3x2 = 2
x1 − 2x2 = −3

4x1 + 9x2 = 11

2. Určete obecné řešenı́ systému lineárnı́ch rovnic a nalezněte jeho fundamentálnı́ systém řešenı́:

3x1 + x2 − 8x3 + 2x4 + x5 = 0
2x1 − 2x2 − 3x3 − 7x4 + 2x5 = 0
x1 + 11x2 − 12x3 + 34x4 − 5x5 = 0
x1 − 5x2 + 2x3 − 16x4 + 3x5 = 0

3. Rozhodněte, pro která α je řešitelná soustava

x1 − 2x2 − x3 = 1
2x1 + x2 + 3x3 = 2
x1 + x2 + 2x3 = α

a soustavu vyřešte.

4. Řešte soustavu lineárnı́ch rovnic s obecnými koeficienty:

ax1 + ax2 + 2x3 = 1
ax1 + 2x2 + ax3 = 1
2x1 + ax2 + ax3 = 1

Návod: Pro ty hodnoty a, pro něž je determinant matice soustavy roven nule, použijte Gaussovy eliminace,
pro ostatnı́ použijte Cramerovo pravidlo.

5. Řešte soustavu s parametrem α:

x + 5y + 2z + 7u + 9v = 1
x + 7y + 3z + 10u + 13v = α

αx + 2y + 4z + 6u + 10v = 0

Návod: Vyberte regulárnı́ submatici.

6. Řešte soustavu s neznámými x, y, z.

(a) αx + βy + z = 0
αx + y + βz = 0

x + αy + βz = 0

(b) ax + y + z = p
x + ay + z = q
x + y + az = r

7. Řešte soustavu rovnic jako maticovou rovnici

3x1 − 2x2 + 5x3 − 6x4 = 0
7x1 + x2 − 3x3 − 4x4 = 1
6x1 + 5x2 − 13x3 + 3x4 = 1
2x1 − 13x2 + 40x3 − 16x4 = 13

8. Řešte maticové rovnice

(a) X

 2 7 3
3 9 4
1 5 3

 =

 1 0 2
0 1 0
0 0 1

 ,
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(b)

 3 −1 2
4 −3 3
1 3 0

 X =

 3 9 7
1 11 7
7 5 7

 ,

(c)

(
2 3
4 2

)
X

(
1 0
2 1

)
=

(
7 5
6 1

)
.

9. Dokažte Frobeniovu větu v tomto zněnı́: Bud’dána soustava m lineárnı́ch rovnic o n neznámých, bud’r resp.
r ′ hodnost matice soustavy resp. rozšı́řené matice soustavy. Pak

(a) Soustava má alespoň jedno řešenı́ ⇔ r = r ′;

(b) Je-li r = r ′, pak obecné řešenı́ soustavy závisı́ na n − r nezávislých parametrech.

Návod:

(a) Má-li soustava řešenı́, pak je poslednı́ sloupec rozšı́řené matice soustavy lineárnı́ kombinacı́ sloupců
předcházejı́cı́ch.

(b) Nejdřı́ve ukažte, že pro n = r má soustava regulárnı́ matici a proto jediné řešenı́ (0 parametrů). Potom
zkoumejte přı́pady r < n.

10. Dokažte Cramerovo pravidlo xi = det A(i )/ det A, kde

A(i ) =

 a1
1 · · · ai − 11 b1 a1

i +1 · · · a1
n

· · · · · ·

am
1 · · · am

i −1 bm am
i +1 · · · am

n

 .

Návod: Porovnejte vztah x = A−1b = Â>b/ det A s Laplaceovým rozvojem determinantu det A(i ) podle
i -tého sloupce.

11. Homogennı́ soustava rovnic má fundamentálnı́ systém řešenı́ tvaru
{(1, 1, 1, 1, 1), (2, −1, 3, 0, 1), (3, −1, 0, 0, −1)}.

(a) Rozhodněte, zda (2, 3, 1, 1, −1) je řešenı́m této soustavy.

(b) Kolik lineárně nezávislých rovnic a kolik neznámých musı́ mı́t soustava rovnic, aby matice
(1, 1, 1, 1, 1), (2, −1, 3, 0, 1), (3, −1, 0, 0, −1) tvořily fundamentálnı́ systém řešenı́? Napište takovou
soustavu rovnic. Je určena jednoznačně? Zdůvodněte.

12. Nehomogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic má partikulárnı́ řešenı́ (2, 1, 1, −1, 0) a fundamentálnı́ systém řešenı́
jejı́ homogenizované soustavy je tvaru {(3, 0, 1, 1, 1), (0, 3, 1, 1, 1)}.

(a) Kolik nezávislých rovnic o kolika neznámých má taková soustava? Je určena jednoznačně? Zdůvodněte.
Napište takovou soustavu rovnic.

(b) Je (1, 1, 1, 1, 1) řešenı́m této soustavy?

13. Necht’(0, 2, 0, 0), (1, 1, −1, −1) jsou dvě partikulárnı́ řešenı́ jisté soustavy nehomogennı́ch lineárnı́ch rovnic.
Rozhodněte, zda {(1, 1, 1, 1), (2, 0, 1, −1)} může být fundamentálnı́m systémem řešenı́ přı́slušné homogennı́
soustavy. Zdůvodněte.

14. Napište alespoň tři různé systémy lineárnı́ch rovnic, které majı́ jediné řešenı́, a to (1, 1, 1, 1, 1).
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3. Zápočtové přı́klady

1. Rozhodněte, pro která α, β je řešitelná soustava

2x + y + z + 3u + 3v = α
3x + 2y + z + 5u + 4v = β
3x − y + 4z + 2u + 7v = β

2x + 4y − 2z + 6u = 0

a soustavu vyřešte. Vyšetřete přitom všechny možnosti výběru volných neznámých (parametrů).

2. Řešte soustavy s neznámými x, y, z:

(α + 1)x + 2y + 3z = 6
x + (α + 2)y + 3z = 6
x + 2y + (α + 3)z = 6

3. Nalezněte všechny hodnoty parametrů α, β, pro něž má soustava

x2 + x3 + 2x4 = 0
x1 + 2x2 + x3 + 3x4 = 0

αx1 − x2 + x3 = 0
βx1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

nenulové řešenı́. Určete fundamentálnı́ systém řešenı́ pro každou nalezenou hodnotu parametrů.

4. Bud’dána soustava n rovnic o n neznámých. Pak jsou následujı́cı́ tři výroky ekvivalentnı́:

(a) soustava má řešenı́ pro všechny pravé strany;

(b) soustava má právě jedno řešenı́ pro všechny pravé strany;

(c) přı́slušná homogennı́ soustava má pouze nulové řešenı́.

Dokažte.

5. Napište soustavu homogennı́ch lineárnı́ch rovnic, jejı́ž fundamentálnı́ systém řešenı́m má tvar {(3, 2, 0, 0, 3),
(1, 1, 2, 3, −1)}.

6. Napište soustavu nehomogennı́ch lineárnı́ch rovnic, jejı́mž partikulárnı́m řešenı́m je (3, 2, 1, 1), a jejı́ž ho-
mogenizovaná soustava má fundamentálnı́ systém řešenı́ {(−1, 1, 1, 1), (0, 1, −3, 2)}.

7. Rozhodněte, zda (2, 1, 1, −2, 0) je řešenı́m nehomogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic, znáte-li partikulárnı́
řešenı́ (1, 1, 1, 1, 1) a množina {(3, 0, 4, 5, −3), (1, 2, 0, 0, −1), (1, 1, 1, 2, −1)} je fundamentálnı́ systém
řešenı́ homogenizované soustavy.
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