
2. Systémy lineárnı́ch rovnic
V této kapitole se budeme zabývat soustavami lineárnı́ch rovnic s koeficienty z pole reálných

přı́padně komplexnı́ch čı́sel. Uvádı́me podmı́nku pro existenci řešenı́ systému lineárnı́ch rovnic.
Dále zkoumáme metody jejich řešenı́, a strukturu množiny jejich řešenı́.

Necht’tedy máme přirozená čı́sla n, k pod pojmem systém lineárnı́ch rovnic rozumı́me rovnice ve tvaru
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j ) řı́káme matice koeficientů (zjednodušeně koeficienty) a vektoru b = (bi ) řı́káme vektor

pravé strany (pravá strana). Maticově zapisujeme systém lineárnı́ch rovnic

Ax = b.
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nazýváme rozšı́řenou maticı́ systému lineárnı́ch rovnic (zkráceně označujeme (A|b)). Řešenı́m takového
systému rovnic rozumı́me vektor x0 = (x1

0 , x2
0 , . . . , xn

0 )
>

splňujı́cı́

Ax0 = b. (2.1)

Množinu všech vektorů x0 splňujı́cı́ch (2.1) nazýváme obecné řešenı́ systému. Dvěma systémům lineárnı́ch
rovnic Ax = b a A′x = b′ jsou ekvivalentnı́ jestliže majı́ stejné obecné řešenı́.

Následujı́cı́ dva systémy majı́ stejné obecné řešenı́ (jsou ekvivalentnı́)

x1
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+ 3x3
= 4
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= 16.

Věta 2.1. Ekvivalentnı́mi řádkovými úpravami rozšı́řené matice systému (A|b) se neměnı́ množina řešenı́.
D ů k a z. Mějme lineárnı́ soustavu Ax = b, provedené elementárnı́ úpravě odpovı́dá regulárnı́ matice
U , kterou se původnı́ matice po vynásobenı́ zleva původnı́ matice transformuje na matici po elementárnı́
úpravě. Tedy (A|b) ∼ U (A|b) = (U A|Ub). Je-li x0 řešenı́m systému (A|b), máme Ax0 = b. Dosadı́me-li
toto řešenı́ do systému (U A|Ub), máme

(U A)x0 = Ub.
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Vynásobı́me zleva maticı́ U−1 a využijeme asociativity násobenı́ matic.

U−1(U A)x = U−1(Ub)

(U−1U )Ax = (U−1U )b
Ax = b

Důkaz opačným směrem probı́há obdobně.

2.1 Frobeniova věta. Následujı́cı́ věta je jednı́m z nejdůležitějšı́ch nástrojů v této kapitole, nebot’ dává
nutnou a postačujı́cı́ podmı́nku existence řešenı́ systému lineárnı́ch rovnic.

Věta 2.2 (Frobeniova věta). Systém lineárnı́ch rovnic má řešenı́ tehdy a jen tehdy, jestliže matice systému
rovnic má stejnou hodnost jako matice rozšı́řeného systému, tedy

rank A = rank(A|b).

D ů k a z. Upravı́me matici rozšı́řeného systému na schodovitý tvar, který si označı́me (A′
|b′).

Pokud by hodnost A′ byla l a hodnost (A′
|b′) byla l + m, pak pro řádek l + m bychom dostali
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2 = · · · = a′l+m

n = 0 a bl+m
6= 0. Tedy tato rovnice řešenı́ mı́t nemůže.

Pokud tedy jsou si hodnosti A a (A|b) rovny, jsou si rovny i hodnosti A′ a (A′
|b′). Nebot’(A′

|b′) je ve
schodovitém tvaru poslednı́ nenulový řádek (vzato shora) odpovı́dá rovnici
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Hodnoty xk+1, . . . , xn volı́me libovolně a xk snadno dopočı́táme. O řádek výš máme
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Hodnoty xl+1, · · · , xl+r volı́me libovolně, hodnoty xk, . . . , xn už máme zvoleny či vypočteny z předchozı́ho
kroku. Nynı́ můžeme vypočı́tat hodnotu xl . A pokračujeme k přecházejı́cı́mu řádku. Tı́mto způsobem
postupně nalezneme kýžené řešenı́.

Důsledkem předchozı́ věty je následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 2.3. Homogennı́ systém lineárnı́ch rovnic má vždy řešenı́.
Nenı́ obtı́žné ověřit, že homogennı́ systém má alespoň nulové řešenı́.

2.2 Cramerovské systémy. Systém Ax = b se nazývá cramerovský, jestliže A je čtvercová regulárnı́ matice.
Opět jednoduchým důsledkem Frobeniovy věty dostáváme

Věta 2.4. Každý cramerovský systém má právě jedno řešenı́.

Metody řešenı́ cramerovského systému

Ax = b. (2.2)

— Gausovou eliminacı́. Matici rozšı́řeného systému (A|b) upravı́me na schodovitý tvar.

Gausova eliminačnı́ metoda je nejobecnějšı́m postupem řešenı́ rovnic. Výhodnou se stává pro většı́ systémy,
kde ostatnı́ metody potřebujı́ pro vyřešenı́ nesrovnatelně většı́ počet aritmetických operacı́.

— Inverznı́ maticı́. Nalezneme inverznı́ matici A−1.
Mějme cramerovský systém (2.2). Vynásobı́me rovnici (2.2) maticı́ A−1 zleva a dostaneme
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A−1 Ax = A−1b
x = A−1b.

Tato metoda je velice výhodná, potřebujeme-li řešit soustavu (2.2) pro různé pravé strany. Najdeme inverznı́
matici A−1 a pak prostým vynásobenı́m A−1 a vektorů pravých stran dostáváme přı́slušná řešenı́.

— Cramerovo pravidlo
Mějme cramerovský systém (2.2), označme si Ai matici A v nı́ž je i -tý sloupec nahrazen vektorem

b, potom

xi
=

det Ai

det A
. (2.3)

Cramerovo pravidlo, nejčastěji použı́váme pro systémy s nı́zkým počtem neznámých. Napřı́klad pro dvě
rovnice o dvou neznámých dostáváme řešenı́ skutečně okamžitě.

2.3 Systémy homogennı́ch rovnic. Uvažujme systém lineárnı́ch rovnic s nulovou pravou stranou

Ax = 0. (2.4)

Věta 2.5. Libovolná lineárnı́ kombinace řešenı́ systému (2.4) je opět řešenı́m tohoto systému.
D ů k a z. Necht’x1, x2 jsou dvě řešenı́ systému (2.4) a α1, α2 ∈ R. Máme

A(α1x1 + α2x2) = α1 Ax1 + α2 Ax2 = α1 · 0 + α2 · 0 = 0.

Právě jsme dokázali, že lineárnı́ kombinace α1x1 + α2x2 je řešenı́m našeho systému.

Fundamentálnı́ systém je taková množina řešenı́ systému homogennı́ch rovnic, která je lineárně nezávislá
a každé jiné řešenı́ lze vyjádřit jako lineárnı́ kombinace řešenı́ z této množiny.

Věta 2.6. Fundamentálnı́ systém řešenı́ systému k nezávislých homogennı́ch rovnic pro n neznámých má
n − k prvků (počet parametrů).
D ů k a z. Evidentně n ≥ k, jinak by matice systému nemohla mı́t maximálnı́ hodnost. Upravı́me-li matici sys-
téme na schodovitý tvar dostaneme právě n−k proměnných jako parametry. Za ně volı́me nezávislé vektory
parametrů (napřı́klad (1, 0, 0, . . . , 0)>, (0, 1, 0, . . . , 0)>, . . . (0, 0, . . . , 0, 1)>) ostatnı́ neznáme dopočı́táme.

Později se ukáže, že právě uvedená věta řı́ká, že obecné řešenı́ tvořı́ vektorový prostor dimenze n − k
a fundamentálnı́ systém řešenı́ je jeho báze.

Řešme soustavu

x1
+ 2x2

− x3
+ x4

− 5x5
= 0

−2x1
− 4x2

+ 2x3
+ 4x4

+ 4x5
= 0

−x1
− 2x2

+ x3
+ 5x4

− x5
= 0.

(2.5)

Převedeme matici systému do schodovitého tvaru.

A =

(
1 2 −1 1 −5

−2 −4 2 4 4
−1 −2 1 5 −1

)
∼

(
1 2 −1 1 −5
0 0 0 6 −6
0 0 0 6 −6

)
∼

(
1 2 −1 1 −5
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0

)

Poslednı́ matici v předchozı́m řádku si označı́me B. Vidı́me, že matice A má hodnost k = 2. Počet neznámých je n = 5.
Počet parametrů je tedy n − k = 3. Za parametry si vybereme proměnné x2, x3 a x5. Postupně položı́me (x2, x3, x5)>

rovno (1, 0, 0)>, (0, 1, 0)> a (0, 0, 1)>. Pro tyto volby z rovnice Bx = 0 vypočı́táme zbývajı́cı́ neznámé.
Napřı́klad pro volbu parametrů (x2, x3, x5)> = (1, 0, 0)> dostáváme
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1x1
+ 2 · 1 − 1 · 0 + x4

− 5 · 0 = 0
0 · 1 + 0 · 0 + x4

− 1 · 0 = 0
0 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 = 0

1x1
+ x4

= −2
x4

= 0.

Odtud x4
= 0 a x1

= −2. Prvnı́m prvkem fundamentálnı́ho systému řešenı́ je (x1, x2, x3, x4, x5)> = (−2, 1, 0, 0, 0)>.
Stejným postupem pro volby parametrů (x2, x3, x5)> = (0, 1, 0)> a (0, 0, 1)> dostáváme dalšı́ dva prvky fundamen-
tálnı́ho systému řešenı́. Celkově tento systém vypadá následovně

{(−2, 1, 0, 0, 0)>, (1, 0, 1, 0, 0)>, (4, 0, 0, 1, 1)>}. (2.6)

Každé řešenı́ soustavy (2.5) je tedy lineárnı́ kombinacı́ prvků z množiny (2.6).

2.4 Nehomogennı́ lineárnı́ systémy. Jak vypadajı́ všechna řešenı́ homogennı́ho systému, již vı́me z před-
chozı́ho odstavce. Jak ale tyto znalosti zúročit v přı́padě, že máme nalézt všechna řešenı́ nehomogennı́ho
systému.

Uvažujme obecné soustavu lineárnı́ch rovnic

Ax = b. (obecný lineárnı́ systém) (2.7)

Dále uvažujme tentýž systém avšak s nulovou pravou stranou

Ax = 0. (homogenizovaný systém) (2.8)

Věta 2.7. Je-li vektor xp řešenı́m systému (2.7) a vektor x0 řešenı́m systému (2.8), potom je x0 + xp řešenı́m
(2.7).

D ů k a z. Postupujeme přı́mo, ověřı́me, že pro vektor x0 + xp je splněna (2.7). Necht’tedy xp splňuje (2.7)
a vektor x0 splňuje (2.8). Dosad’me x0 + xp do levé strany (2.7). Platı́

A(x0 + xp) = Ax0 + Axp = 0 + b = b.

Tedy x0 + xp je tedy řešenı́m (2.7).

Věta 2.8. Necht’ xp je nějaké pevně zvolené řešenı́ obecného lineárnı́ho systému. Potom každé řešenı́ x
obecného lineárnı́ho systému lze psát ve tvaru x = x0 + xp, kde x0 je řešenı́m homogenizovaného systému.

D ů k a z. Mějme tedy xp pevně zvolené řešenı́ (2.7). Zvolme x libovolné řešenı́ (2.7), nynı́ položı́me
x0 = x − xp a ověřı́me, že se jedná o řešenı́ homogenizovaného systému. Máme

Ax0 = A(x − xp) = Ax − Axp = b − b = 0.

Řešenı́ xp z předchozı́ch dvou vět se nazývá partikulárnı́ řešenı́ systému lineárnı́ch rovnic. Tedy větu 2.8
by bylo možno zformulovat: Každé řešenı́ systému lineárnı́ch rovnic lze psát ve tvaru součtu partikulárnı́ho
řešenı́ tohoto systému a řešenı́ jejı́ho homogenizovaného systému.

Ještě jinak: Obecné řešenı́ systému lineárnı́ch rovnic je součtem nějakého partikulárnı́ho řešenı́ tohoto
systému a obecného řešenı́ přı́slušného homogenizovaného systému.

Najděme obecné řešenı́ soustavy nehomogennı́ch rovnic
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x1
+ 2x2

− x3
+ x4

− 5x5
= 1

−2x1
− 4x2

+ 2x3
+ 4x4

+ 4x5
= 2

−x1
− 2x2

+ x3
+ 5x4

− x5
= 0.

(2.9)

Homogenizovaný systém jsme již řešili viz 2.5. Dospěli jsme k fundamentálnı́mu systému řešenı́ 2.6. Proto stačı́ nynı́
již jen najı́t partikulárnı́ řešenı́ 2.9 (tedy jedno řešenı́ zmı́něné soustavy). Rozšı́řenou matici našeho systému upravı́me
na schodovitý tvar(

1 2 −1 1 −5 1
−2 −4 2 4 4 2
−1 −2 1 5 −1 0

)
∼

(
1 2 −1 1 −5 1
0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0

)
.

Jelikož hodnost matice rozšı́řeného systému je rovna 2 stejně jako hodnost matice systému má systém řešenı́. Za x5

volı́me napřı́klad 1, z druhé rovnice dopočı́táme, že x4
= 1. Za x2 a x3 volı́me 0 a dopočı́táme x1

= 5. Partikulárnı́
řešenı́ je tedy

xp = (5, 0, 0, 1, 1)>.

Obecné řešenı́ systému (2.9) je podle věty 2.8 součtem obecného řešenı́ homogenizovaného systému a partikulárnı́ho
řešenı́. Tedy každé řešenı́ x systému (2.9) je tvaru

x = (5, 0, 0, 1, 1)> + α1(−2, 1, 0, 0, 0)> + α2(1, 0, 1, 0, 0)> + α3(4, 0, 0, 1, 1)>

pro nějaká čı́sla α1, α2, α3.
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