
8. Integrálnı́ počet v R
V této kapitole se dostáváme k dalšı́mu stěžejnı́mu pojmu matematické analýzy k pojmu integrál.

Definujeme zde nejprve Riemannův integrál z ohraničené funkce na uzavřeném (ohraničeném) intervalu.
Uvádı́me základnı́ tvrzenı́ pro Riemannův integrál. Definujeme pojem primitivnı́ funkce a uvádı́me jej
v souvislost s integrálem. Odvozujeme pravidla pro výpočet neurčitých integrálů metodou per-partes a
substitucı́.
Na závěr kapitoly je integrál rozšı́řen i pro neomezené funkce a otevřené intervaly (včetně nevlastnı́ch)

definicı́ nevlastnı́ho integrálu. Je zde též uvedeno integrálnı́ kritérium konvergence řad.

8.1 Riemannův integrál. V celé této kapitole budeme uvažovat interval [a, b] a funkci f : X ⊂ R → R
takovou, že [a, b] ⊂ X a f je na [a, b] omezená.
Motivacı́ k pojmu integrál je problém zjištěnı́ plochy rovinného obrazce vymezeného osou x , přı́m-

kami x = a, x = b a grafem funkce f . Přičemž tu část plochy obrazce, která ležı́ pod osou x bereme se
záporným znaménkem. Tomuto obrazci někdy řı́káme podgraf.
Vycházı́me ze znalosti plochy obdélnı́ku, která je definována jako součin délek jeho stran. Je proto

celkem přirozené k definici plochy podgrafu postupovat následujı́cı́m způsobem. Rozdělı́me interval
[a, b] na konečný počet podintervalů. Na každém z těchto podintervalů sestrojı́me obdélnı́ky o výšce
maximálnı́ hodnoty funkce na tomto intervalu a o výšce minimálnı́ hodnoty. Součet ploch obdélnı́ků
maximálnı́ch výšek nad podintervaly nám dá hornı́ ohraničenı́ plochy podgrafu, obdobně dostaneme
dolnı́ ohraničenı́ ze součtu ploch obdélnı́ků s minimálnı́mi výškami. Budou-li se podintervaly zužovat,
hornı́ a dolnı́ ohraničenı́ by mohly konvergovat ke stejné hodnotě — ploše podgrafu.
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Následuje formálnı́ popis uvedeného postupu.
Dělenı́m intervalu [a, b] rozumı́me libovolnou uspořáda-

nou (n+1)-tici! = (x0, x1, · · · , xn) reálných čı́sel takovou,
že a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Čı́slo

|!| = max{x1 − x0, x2 − x1, · · · , xn − xn−1} (8.1.1)

nazýváme norma dělenı́ !. Dělenı́ !′ = (y0, y1, . . . , ym) je
zjemněnı́ dělenı́ ! = (x0, x1, . . . , xn), jestliže pro každé i ∈
{1, . . . , n} existuje j ∈ {1, . . . ,m} takové, že xi = y j .1) Pod
pojmem společné zjemněnı́ dělenı́ !′ a !′′ myslı́me dělenı́
obsahujı́cı́ právě ty body, které patřı́ do dělenı́ !′ nebo do
dělenı́ !′′.
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Množinu všech dělenı́ intervalu [a, b] budeme označo-
vat D[a, b]. Necht’! = (x0, x1, . . . , xn) je dělenı́ intervalu
[a, b]. Pro každé i ∈ {1, . . . , n} klademe

mi ( f, !) = inf
x∈[xi−1,xi ]

f (x),

Mi ( f, !) = sup
x∈[xi−1,xi ]

f (x),

(supremum i infimum vždy existujı́ a ležı́ v R, nebot’ f je na
[a, b] omezená). Dále klademe2)

1)Dělenı́ !′ obsahuje všechny body dělenı́ !. Evidentně musı́ být m ≥ n.
2)Co máme na mysli, napı́šeme-li

∑n
i=1 xi , jsme zatı́m nevysvětlili, spoléháme na tebe, čtenáři.
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98 8. Integrálnı́ počet v R

s( f, !) =
n∑

i=1
mi ( f, !) · (xi − xi−1),

S( f, !) =
n∑

i=1
Mi ( f, !) · (xi − xi−1).

Čı́slo s( f, !) nazýváme dolnı́ integrálnı́ součet funkce f vzhledem k dělenı́ !. Podobně čı́slo S( f, !)
nazýváme hornı́ integrálnı́ součet funkce f vzhledem k dělenı́ !.
Než přistoupı́me k definovánı́ pojmu integrál, odvodı́me si několik tvrzenı́ tykajı́cı́ch se integrálnı́ch

součtů, které budeme později potřebovat.
Lemma 8.1. Je-li !′ zjemněnı́m dělenı́ !, potom s( f, !) ≤ s( f, !′) a S( f, !) ≥ S( f, !′).
D ů k a z. Necht’!′ = (y0, y1, . . . , ym) je zjemněnı́m ! = (x0, x1, . . . , xn). Zvolme i ∈ {1, . . . , n}.
Jelikož !′ je zjemněnı́m !, existujı́ k, l ∈ {1, . . .m}, k < l takové, že [xi−1, xi ] = [yk, yl]. Je-li
l = k + 1, potom mi ( f, !) = infx∈[yk ,yl ] f (x) a Mi ( f, !) = supx∈[yk ,yl ] f (x). Ovšem je-li l > k + 1,
pak

mi ( f, !) ≤ mk+1( f, !′), mi ( f, !) ≤ mk+2( f, !′), . . . , mi ( f, !) ≤ ml( f, !′)
a

Mi ( f, !) ≥ Mk+1( f, !′), Mi ( f, !) ≥ Mk+2( f, !′), . . . , Mi ( f, !) ≥ Ml( f, !′).

Odtud dostáváme

mi ( f, !)(xi − xi−1) =
l∑

j=k+1
m j ( f, !)(x j − x j−1) ≤

l∑

j=k+1
m j ( f, !′)(y j − y j−1)

a

Mi ( f, !)(xi − xi−1)
l∑

j=k+1
Mj ( f, !)(x j − x j−1) ≥

l∑

j=k+1
Mj ( f, !′)(y j − y j−1).

Z poslednı́ch rovnic dostáváme

s( f, !) =
n∑

i=1
mi ( f, !)(xi − xi−1) ≤

m∑

i=1
mi ( f, !′)(yi − yi−1) = s( f, !′)

a

S( f, !) =
n∑

i=1
Mi ( f, !)(xi − xi−1) ≥

m∑

i=1
Mi ( f, !′)(yi − yi−1) = S( f, !′).

Lemma 8.2. Bud’te !′ a !′′ dvě dělenı́, potom s(!′, f ) ≤ S(!′′, f ).
D ů k a z. Plyne z existence společného zjemněnı́ ! dělenı́ !′ a !′′ a předchozı́ho lemmatu.
Uvažujeme množiny H = {S( f, !) | ! ∈ D[a, b]} a D = {S( f, !) | ! ∈ D[a, b]}. Podle

předchozı́ho tvrzenı́ je H ≤ D. Klademe
∫ b
a f (x) dx = sup

!∈D[a,b]
S( f, !) (8.1.2)

∫ b
a f (x) dx = inf

!∈D[a,b]
s( f, !) (8.1.3)

(supremum i infimum vždy existuje (jedná se o neprázdné množiny) a ležı́ v R, nebot’ je f na [a, b]
omezená ležı́ v R). Čı́slo

∫ b
a f (x) dx nazýváme dolnı́ integrál funkce f na intervalu [a, b], čı́slo

∫ b
a f (x) dx nazýváme hornı́ integrál funkce f na intervalu [a, b].
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Funkce f se nazývá integrovatelná na intervalu [a, b], je-li splněna podmı́nka

∫ b
a f (x) dx =

∫ b
a f (x) dx . (8.1.4)

Čı́slo
∫ b
a f (x) dx =

∫ b
a f (x) dx se označuje symbolem

∫ b
a f (x) dx a nazývá (Riemannův) integrál funkce

f na intervalu [a, b]. Dále klademe
∫ a
b f (x) dx = −

∫ b
a f (x) dx a

∫ a
a f (x) dx = 0.

Uvažujme konstantnı́ funkci f : [a, b] → R, tedy f (x) = c pro všechna x ∈ [a, b]; ukážeme, že funkce f je
integrovatelná na [a, b] a

∫ b
a f (x) dx = c(b− a). Je-li ! = (x0, x1, . . . , xn) libovolné dělenı́ intervalu [a, b], pak

protože je f konstantnı́, máme Mi ( f, !) = mi ( f, !) = c pro každé i = 1, . . . , n. Následně

S( f, !) = s( f, !) = c
n∑

i=1
(xi − xi−1) = c(b − a).

Jelikož toto platı́ pro každé dělenı́! ∈ D[a, b], dostáváme, že
∫ b
a f (x) dx =

∫ b
a f (x) dx = c(b− a). To znamená,

že je f integrovatelná na [a, b] a platı́

∫ b

a
c dx = c(b − a). (8.1.5)

UvažujmeDirichletovu funkci".3) Je-li! = (x0, x1, . . . , xn) dělenı́ intervalu [a, b], pak pro každé i = 1, . . . , n
je Mi (", !) = 1 (interval [xi , xi−1] obsahuje racionálnı́ čı́slo) a mi (", !) = 0 (proč?). To znamená, že

S(", !) =
n∑

i=1
1(xi − xi−1) = b − a a s(", !) =

n∑

i=1
0(xi = xi−1) = 0. (8.1.6)

Rovnice (8.1.6) platı́ pro každé dělenı́ ! ∈ D[a, b], platı́ tedy

∫ b
a "(x) dx = b − a a

∫ b
a "(x) dx = 0.

Proto funkce " nenı́ na [a, b] integrovatelná.

Lemma 8.3. Necht’ f je omezená na intervalu [a, b]. Pak ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že
je-li ! dělenı́ [a, b] s |!| < δ, potom

S( f, !)−
∫ b
a f (x) dx < ε, (8.1.7)∫ b

a f (x) dx − s( f, !) < ε. (8.1.8)

D ů k a z. Provedeme pouze důkaz vztahu (8.1.7), důkaz vztahu (8.1.8) je obdobný.
Zvolme ε > 0. K tomuto čı́slu existuje dělenı́ !′ = (y0, y1, . . . , yp) intervalu [a, b] takové, že

S( f, !′)−
∫ b
a f (x) dx <

ε

2
. (8.1.9)

Protože f je omezená, existuje K ∈ R takové, že | f (x)| ≤ K pro každé x ∈ [a, b]. Položme δ =
ε/(4Kp).
Nynı́ ukážeme, že je-li !(x0, x1, . . . , xn) dělenı́ [a, b] s |!| < δ, potom S( f, !) − S( f, !′) < ε/2.

Toto spolu s rovnicı́ (8.1.9) dokáže (8.1.7).
Necht’!′′ = (z0, z1, . . . , zm) je společné zjemněnı́ dělenı́ !′ a !. Podle Lemmatu 8.1 platı́

3)Zopakujme si, že "(x) = 1, je-li x racionálnı́ a "(x) = 0, je-li x iracionálnı́.
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S( f, !′′) ≤ S( f, !′). (8.1.10)

Počı́tejme rozdı́l S( f, !) − S( f, !′′). Je-li (xi , xi−1) = (zk, zk−1) interval neobsahujı́cı́ žádný bod
y j , potom Mi ( f, !)(xi − xi−1) = Mk( f, !′′)(zk − zk−1). Rozdı́l S( f, !) − S( f, !′′) tedy stačı́ počı́tat
pouze na intervalech [xi , xi−1] = [zs, zr ], kde s − r > 1. V tomto přı́padě platı́

∣∣∣
s∑

k=r+1
Mk( f, !′′)(zk − zk−1)

∣∣∣ ≤ K
s∑

k=r+1
(zk − zk−1) = K (zr − zs) = K (xi − xi−1) < K δ.

Protože každý takový interval obsahuje některý bod y j , jejich počet je nanejvýš p. Dostáváme

|S( f, !) − S( f, !′′)| < p2K δ = ε

2
.

Jelikož !′′ je zjemněnı́m !, je absolutnı́ hodnota v předchozı́ rovnici zbytečná. Spolu s (8.1.10) dostá-
váme

S( f, !) − S( f, !′) <
ε

2
. (8.1.11)

Nakonec (8.1.11) a (8.1.9) dává

S( f, !)−
∫ b
a f (x) dx = S( f, !) − S( f, !′) + S( f, !′)−

∫ b
a f (x) dx <

ε

2
+ ε

2
= ε.

Věta 8.4. Necht’ f je omezená na [a, b].
1. Je-li f integrovatelná na [a, b], pak pro každou posloupnost (!n) dělenı́ intervalu [a, b] s lim |!n| = 0
platı́

lim
n→∞ s( f, !n) = lim

n→∞ S( f, !n) =
∫ b

a
f (x) dx . (8.1.12)

2. Existuje-li posloupnost (!n), !n ∈ D[a, b] s lim |!n| = 0 a limn→∞ s( f, !n) = limn→∞ S( f, !n),
pak je f integrovatelná na [a, b] a platı́ (8.1.12).
D ů k a z. 1. Necht’integrál

∫ b
a f (x) dx existuje. Dokážeme rovnost (8.1.12) pro limitu hornı́ch součtů.

Zvolme ε > 0. Podle Lemmatu 8.3 existuje δ > 0 takové, že

S( f, !)−
∫ b
a f (x) dx = S( f, !) −

∫ b

a
f (x) dx < ε (8.1.13)

pro ! s |!| < δ. Jelikož limn→∞ |!n| = 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro n > n0 je |!n| < δ; to
znamená, že pro ně platı́ (8.1.13).
2. plyne z toho, že

∫ b
a f (x) dx ≤

∫ b
a f (x) dx a z toho, že podle Lemmatu 8.3 musı́ být

∫ b
a f (x) dx−

∫ b
a f (x) dx < ε

pro každé ε > 0.

Důsledek 8.5 (Kritérium integrovatelnosti). Bud’ f omezená funkce na [a, b]. Funkce f je na [a, b]
integrovatelná, právě když ke každému ε > 0 existuje dělenı́ ! takové, že S( f, !) − s( f, !) < ε

Přı́klad 8.6. Necht’ f : [a, b] → R je funkce taková, že f (x) = 0 pro všechna x ∈ [a, b] až na x ∈ {c1, c2, . . . ck}.
Ukážeme, že

∫ b
a f (x) dx = 0.
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Uvažujme posloupnost dělenı́ (!n) intervalu [a, b] takovou, že |!n| < 1/(2kMn), kde M =
max{| f (c1)|, | f (c2)|, . . . , | f (ck)|}. Obsahuje-li interval [xi−1, xi ] některý z bodů c j , platı́ 0 < Mi ( f, !n) ≤ M
a −M ≤ mi ( f, !n) < 0; jinak Mi ( f, !) = 0 a mi ( f, !n) = 0. Protože každé z čı́sel c j může náležet nanejvýše
dvěma intervalům ze systému {[xi−1, xi ] | i = 1, . . . , n}, máme

S( f, !n) ≤ 2kM |!n| < 1/n a s( f, !n) ≥ −2kM |!n| > −1/n.
Limity lim S( f, !n) a lim s( f, !n) existujı́, rovnajı́ se nule a podle věty 8.4 je f integrovatelná a platı́

∫ b

a
f (x) dx = lim

n→∞

(
±1
n

)
= 0.

Uvažujme funkci idR na intervalu [0, 1], dále mějme posloupnost dělenı́ (!n), !n = (0, 1/n, 2/n, . . . , n/n).
Jelikož idR je na intervalu [i/n, (i + 1)/n], i = 0, 1, . . . , n − 1, rostoucı́, platı́ Mi (idR, !n) = idR((i + 1)/n) =
(i + 1)/n a mi (idR, !n) = idR(i/n) = i/n. Proto

S(idR, !n) =
n−1∑

i=0

i + 1
n

1
n

= 1+ n
2n

, (ověřte!)

s(idR, !n) =
n−1∑

i=0

i
n
1
n

= n − 1
2n

. (ověřte!)

Pro funkci idR a posloupnost dělenı́ (!n) jsou splněny předpoklady věty 8.4 (speciálně, lim S( f, !n) =
lim s( f, !n) = 1

2), a proto

∫ 1

0
x dx = 1

2
.

Věta 8.7. Je-li f spojitá na [a, b], pak je f na [a, b] integrovatelná.
D ů k a z. Využijeme toho, že spojitá funkce je na uzavřeném intervalu stejnoměrně spojitá.4)
Uvažujme posloupnost dělenı́ (!n) intervalu [a, b] takovou, že limn→∞ |!n| = 0. Ukážeme, že pro

každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n > n0 je |S( f, !n)− s( f, !n)| < ε. To je postačujı́cı́
pro existenci integrálu

∫ b
a f (x) dx (proč?).

Necht’ε > 0. Ze stejnoměrné spojitosti f plyne existence δ > 0 takového, že pro libovolné x, y ∈
[a, b], pro které je |x − y| < δ, platı́ | f (x) − f (y)| < ε/(b− a). Zvolme n0 ∈ N takové, že pro n > n0
je |!n| < δ (to lze udělat, protože limn→∞ |!n| = 0). Nynı́ je-li [xi−1, xi ] interval dělenı́!n , pro každé
x, y ∈ [xi−1, xi ] platı́ | f (x) − f (y)| < ε/(b − a). Proto

Mi ( f, !n) − mi ( f, !n) ≤ ε

b − a
. (ověřte!) (8.1.14)

Odtud dostáváme

S( f, !n) − s( f, !n) =
m∑

i=1
Mi ( f, !n)(xi − xi−1) −

m∑

i=1
mi ( f, !n)(xi − xi−1) =

=
m∑

i=1

(
Mi ( f, !n) − mi ( f, !n)

)
(xi − xi−1) ≤

≤ ε

b − a

m∑

i=1
(xi − xi−1) = (podle (8.1.14))

4)Funkce f : X ⊂ R → R je stejnoměrně spojitá na Y ⊂ X , jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé
x, y ∈ Y takové, že |x − y| < δ, je | f (x) − f (y)| < ε.
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= ε

b − a
(b − a) = ε.

Nynı́ použijeme větu 8.4 a důkaz je ukončen.

Věta 8.8. Bud’te f, g: [a, b] → R omezené a budiž c ∈ R. Existujı́-li integrály
∫ b
a f (x) dx a

∫ b
a g(x) dx ,

pak existujı́ integrály
∫ b
a ( f + g)(x) dx ,

∫ b
a (c f )(x) dx a platı́

1.
∫ b
a ( f + g)(x) dx =

∫ b
a f (x) dx +

∫ b
a g(x) dx;

2.
∫ b
a (c f )(x) dx = c

∫ b
a f (x) dx .

D ů k a z. 1. Na každém intervalu [xi , xi−1], kde xi jsou body dělenı́ ! intervalu [a, b], platı́

sup
x∈[xi ,xi−1]

( f + g)(x) ≤ sup
x∈[xi ,xi−1]

f (x) + sup
x∈[xi ,xi−1]

g(x) (8.1.15)

a
inf

x∈[xi ,xi−1]
( f + g)(x) ≥ inf

x∈[xi ,xi−1]
f (x) + inf

x∈[xi ,xi−1]
g(x). (8.1.16)

Mějme posloupnost dělenı́ !n takovou, že limn→∞ |!n| = 0. Označme k(n) počet intervalů dělenı́
!n . Z nerovnic (8.1.15) a (8.1.16) dostáváme

k(n)∑

i=1
m( f, !n)(xi − xi−1) +

k(n)∑

i=1
m(g, !n)(xi − xi−1) ≤

k(n)∑

i=1
m( f + g, !n)(xi − xi−1) ≤

≤
k(n)∑

i=1
M( f + g, !n)(xi − xi−1) ≤

k(n)∑

i=1
M( f, !n)(xi − xi−1) +

k(n)∑

i=1
M(g, !n)(xi − xi−1)

a

s( f, !n) + s(g, !n) ≤ s( f + g, !n) ≤ S( f + g, !n) ≤ S( f, !n) + S(g, !n). (8.1.17)

Jelikož jsou f a g integrovatelné, podle bodu 1. věty 8.4 je limita z obou koncových v (8.1.17) rovna∫ b
a f (x) dx +

∫ b
a g(x) dx . Podle věty o třech limitách je tedy limn→∞ S( f + g, !n) = limn→∞ S( f +

g, !n) =
∫ b
a f (x) dx +

∫ b
a g(x) dx a podle bodu 2. věty 8.4 dostáváme tvrzenı́ věty.

Důkaz bodu 2. je ještě o poznánı́ jednoduššı́, a proto jej přenecháváme čtenáři.

Věta 8.9. Necht’ f je omezená funkce na [a, b] a c ∈ (a, b). Integrál
∫ b
a f (x) dx existuje, právě když

existujı́ integrály
∫ c
a f (x) dx ,

∫ b
c f (x) dx a platı́

∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx . (aditivita) (8.1.18)

D ů k a z. Necht’! = (x0, x1, . . . , xk, . . . , xl) je dělenı́ intervalu [a, b] takové, že xk = c. Označı́me-li
!L = (x0, x1, . . . , xk) a !P = (xk, xk+1, . . . , xl), vidı́me, že !L je dělenı́m [a, c] a !P je dělenı́m
[c, b]; navı́c platı́

s( f, !) = s( f, !L) + s( f, !P) a S( f, !) = S( f, !L) + S( f, !P). (8.1.19)

Zvolme ε > 0. Pokud je f integrovatelná na [a, b], podle důsledku 8.5 existuje dělenı́ ! intervalu
[a, b] takové, že

S( f, !) − s( f, !) < ε. (8.1.20)

Můžeme předpokládat, že ! obsahuje i bod c (pokud ne, přidánı́m bodu c do ! se odhad (8.1.20)
neporušı́). Kombinacı́ (8.1.19) a (8.1.20) dostáváme S( f, !L) − s( f, !L) + S( f, !P) − s( f, !P) < ε.
Jelikož hornı́ součet je většı́ nebo roven než dolnı́ součet, dostáváme S( f, !L) − s( f, !L) < ε a
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S( f, !P) − s( f, !P) < ε. Opět podle důsledku 8.5 je f integrovatelná na [a, c] a na [c, b].
Nynı́ pokud f je integrovatelná na [a, c] a [c, b], existujı́ dělenı́!L !P přı́slušných intervalů tak, že

S( f, !L) − s( f, !L) <
ε

2
a S( f, !P) − s( f, !P) <

ε

2
.

Označme ! dělenı́ intervalu [a, b] obsahujı́cı́ body dělenı́ !L a !P . Využijeme (8.1.19) a předchozı́ch
nerovnostı́, z předchozı́ch nerovnic dostáváme S( f, !)− s( f, !) = S( f, !L)+ S( f, !P)− s( f, !L)−
s( f, !P) = ε/2+ ε/2 = ε. Což podle důsledku 8.5 dokazuje integrovatelnost f na [a, b].
Vztah (8.1.18) dostaneme, aplikujeme-li (8.1.19) na posloupnost dělenı́ !n intervalu [a, b] takovou,

že limn→∞ |!n| = 0.

Věta 8.10. Bud’te f, g: [a, b] → R takové, že f (x) = g(x) pro x ∈ [a, b] \ {c1, c2, . . . , ck}. Potom je-li
g integrovatelná na [a, b], je integrovatelná na [a, b] i f a platı́

∫ b
a f (x) dx =

∫ b
a g(x) dx .

D ů k a z. Položme h = f − g. Platı́ tedy, že f = h + g. Funkce h je rovna nule na celém [a, b] vyjma
bodů c1, c2, . . . , ck . Podle přı́kladu 8.6 to znamená, že je integrovatelná a

∫ b
a h(x) dx = 0. Podle věty 8.8

integrál z f na [a, b] existuje a platı́
∫ b
a f (x) dx =

∫ b
a h(x) dx +

∫ b
a g(x) dx =

∫ b
a g(x) dx .

8.2 Integrál jako funkce hornı́ meze, primitivnı́ funkce, neurčitý integrál. Uvažujme funkci
f : [a, b] → R. Funkci F : [a, b] → R nazveme primitivnı́ funkce k funkce f , jestliže platı́ F ′(x) = f (x)
pro všechna x ∈ (a, b). Primitivnı́ funkce nenı́ k funkci f určena jednoznačně, jejich vztah ukazuje
následujı́cı́ věta.
Věta 8.11. Necht’ f : [a, b] → R spojitá a F,G dvě primitivnı́ funkce k f , potom F − G je konstantnı́.
D ů k a z. Plyne z důsledku 7.15.
Na tomtomı́stě bychom rádi definovali neurčitý integrál z funkce jako k nı́ primitivnı́ funkci. Jenomže,

má-li funkce primitivnı́ funkci, existuje takových funkcı́ nekonečně mnoho, a takový pojem by nebyl
definován jednoznačně. Naštěstı́ podle věty 8.11, je-li f definována na intervalu, lišı́ se jedna primitivnı́
funkce od druhé jen o konstantnı́ funkci. To nám umožnı́ následujı́cı́ definici.
Pod pojmem neurčitý integrál funkce f na intervalu J rozumı́me množinu všech primitivnı́ch funkcı́

k f na J .5) Vzhledem k řečenému ji lze charakterizovat jen jedinou z nich. Neurčitý integrál z f značı́me∫
f (x) dx . Je-li F nějaká primitivnı́ funkce k f na J , pı́šeme

∫
f (x) dx = F(x) + c.

Symbol c zastupuje všechny možné konstantnı́ funkce a řı́káme mu integračnı́ konstanta. Nebude-li to
nezbytně nutné, nebudeme ji pro přehlednost většinou psát. Čtenář by si jejı́ přı́tomnost měl i přesto
uvědomovat.
Uvažujme funkci f :R → R, f (x) = 0 pro x )= 0 a f (x) = 1 pro x = 0. Kdyby k této funkci existovala

primitivnı́ funkce F , musela by být konstantnı́ na intervalech (−∞, 0) i (0, ∞) (o tom se lze přesvědčit pomocı́ věty
o střednı́ hodnotě). Označme tyto konstanty a, b. Kdyby a )= b, pak by F ′(0) byla nevlastnı́ nebo by neexistovala,
ale F ′(0) má být rovna 1; v přı́padě a = b dostaneme F ′(0) = 0, což je také špatně. K funkci f tedy primitivnı́
funkce neexistuje.

Věta 8.12. Necht’ f : [a, b] → R je integrovatelná na [a, b], spojitá v x0 ∈ (a, b) a c ∈ (a, b). Potom
pro funkci F(x) =

∫ x
c f (t) dx platı́ F ′(x0) = f (x0).

D ů k a z. Dokážeme, že pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že je-li |h| < δ, potom

f (x0) − ε ≤ F(x0 + h) − F(x0)
h

≤ f (x0) + ε. (8.2.1)

5)Jde vlastně o třı́du ekvivalence na množině funkcı́ vzhledem k ekvivalenci „rozdı́l je konstantnı́ funkce.“
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Zvolme ε > 0. Protože f je spojitá v x0 existuje δ > 0 takové, že f (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ ( f (x0) −
ε, f (x0 + ε)). Neboli f (x0) − ε < f |[x0−h,x0+h] < f (x0) + ε.
Nynı́ je-li 0 < h < δ, platı́ jednak

F(x0 + h) − F(x0)
h

= 1
h

(∫ x0+h

c
f (t) dt −

∫ x0

c
f (t) dt

)
= 1
h

∫ x0+h

x0
f (t) dt. (8.2.2)

a jednak
∫ x0+h

x0
( f (x0) − ε) dt ≤

∫ x0+h

x0
f (t) dt ≤

∫ x0+h

x0
( f (x0) + ε) dt,

( f (x0) − ε)h ≤
∫ x0+h

x0
f (t) dt ≤ ( f (x0) + ε)h,

f (x0) − ε ≤ 1
h

∫ x0+h

x0
f (t) dt ≤ f (x0) + ε. (8.2.3)

Z rovnice (8.2.2) a nerovnice (8.2.3) už (8.2.1) plyne. Přı́pad kdy −δ < h < 0 se dokáže obdobně.

Důsledek 8.13. Necht’ f : [a, b] → R je spojitá na (a, b) a c ∈ (a, b), potom F(x) =
∫ x
c f (t) dx je

primitivnı́ k f .
Věta 8.14. Předpokládejme, že existujı́ neurčité integrály z f a g na intervalu (a, b), a necht’c ∈ R.
Potom existujı́ neurčité integrály

∫
( f (x) + g(x)) dx a

∫
(c f )(x) dx a platı́:

1.
∫
f (x) + g(x) dx =

∫
f (x) dx +

∫
g(x) dx .

2.
∫
(c f )(x) dx = c

∫
f (x) dx .6)

D ů k a z. Označme si F primitivnı́ funkci k f a G primitivnı́ funkci k g obě na intervalu (a, b). Podle
věty 7.5 platı́ (F + G)′ = F ′ + G ′ = f + g. To znamená, že F + G je primitivnı́ k f + g.
Opět podle věty 7.5 platı́ (cF)′ = cF ′ = c f , tedy cF je primitivnı́ funkce k c f .

Věta 8.15 (Per partes). Necht’u, v: [a, b] → R jsou funkce, které majı́ v [a, b] spojité derivace. Potom
platı́

∫
u(x)v ′(x) dx = u(x)v(x) −

∫
u′(x)v(x) dx . (8.2.4)

D ů k a z. Předně všechny integrály v (8.2.4) existujı́ podle důsledku 8.13; jedná se o spojité funkce.
Platı́ (uv)′ = u′v + uv ′, primitivnı́ funkce k funkci (uv)′ je uv , proto uv(x) =

∫
u′(x)v(x) +

u(x)v ′(x) dx =
∫
u′(x)v(x) dx +

∫
u(x)v ′(x) dx (podle věty 8.14). Odtud již (8.2.4) přı́mo plyne.

Vypočtěme integrál
∫
xex dx . Položı́me u(x) = x a v ′(x) = ex .7) Nejprve si vypočteme u′(x) = 1 a dále

v(x) = ex (nenı́ to jediná možnost, dalšı́ je v(x) = ex + 1, nám ale bude stačit jedna). Využijeme předchozı́ větu a
dostaneme

∫
xex dx =

∫
u(x)v ′(x) dx = u(x)v(x) −

∫
u′(x)v(x) dx = xex −

∫
ex dx = xex − ex .

Vypočtěme integrál
∫
ln(x) dx . Nynı́ necht’u(x) = ln(x) (ln(x) přeci nemůže být v ′(x), nevěděli bychom, co

je v(x)) a zbývá v ′(x) = 1. Opět pomocı́ vzorce (8.2.4) máme
∫
ln(x) dx = x ln(x) −

∫
x · 1

x
dx = x ln(x) −

∫
1 dx = x ln(x) − x .

6)Zde jsme se v zápisu rovnice dopustili drobné nepřesnosti. Na pravé straně byměla být množina funkcı́ obsahujı́cı́ c-násobek
primitivnı́ funkce k f . Pokud by c bylo rovno nule, zůstala by na pravé straně jen nulová funkce a ne všechny konstantnı́.
7)Dalšı́ možnostı́ je zvolit tyto funkce obráceně, to by nám ale integrál, o čemž semůžeš čtenáři přesvědčit, jen zkomplikovalo.
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O správnosti obou předchozı́ch výsledků je možno se přesvědčit jejich derivacı́.

Věta 8.16 (Substitučnı́ metoda I. druhu). Bud’ f spojitá v (a, b), necht’ϕ: (α, β) → (a, b)má derivaci
v (α, β). Potom je-li F primitivnı́ funkce k f , na intervalu (a, b) platı́

∫
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt = F(ϕ(t)) + c. (8.2.5)

D ů k a z. Máme ukázat, že na intervalu (α, β) je F ◦ ϕ primitivnı́ k ( f ◦ ϕ)ϕ′. To ale plyne z toho, že
pro t ∈ (α, β) platı́ (F ◦ ϕ)′(t) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f (ϕ(t))ϕ′(t).

Vypočtěme integrál
∫
sin2(x) cos(x) dx . Je vidět, že v označenı́ použitém v předchozı́ větě je f (x) = x2,

ϕ(x) = sin(x) a ϕ′(x) = cos(x). Proto, vı́me-li, že primitivnı́ funkce k f (x) = x2 je F(x) = x3/3, můžeme psát:

∫
sin2(x) cos(x) dx = F(sin(x)) = sin3(x)

3
.

V praxi, abychom nemuseli vypisovat rovnice vysvětlujı́cı́ co jsme si zvolili za f a za ϕ, použı́váme zápis
umožňujı́ napsat vše do jedné rovnice:

∫
sin2(x) cos(x) dx =

∣∣∣∣
z = sin(x)

dz = cos(x) dx

∣∣∣∣ =
∫
z2 dz = sin3(x)

3
.

Předchozı́ věta sloužı́ k výpočtu integrálu z funkce ve tvaru f (ϕ(t))ϕ′(t), známe-li integrál z f (x).
Někdy může být ale výhodné vypočı́tat integrál z f (x) pomocı́ integrálu z f (ϕ(t))ϕ′(t) pro nějakou
vhodně zvolenou funkci ϕ. Za jakých podmı́nek je to možné, nám řı́ká následujı́cı́ věta.

Věta 8.17 (Substitučnı́ metoda II. druhu). Necht’ϕ: (α, β) → (a, b) je surjekce a ϕ′ existuje na (α, β),
necht’ψ : (a, b) → (α, β) je zobrazenı́, pro které ϕ ◦ ψ = id(a,b).8) Potom, je-li f spojitá, platı́

∫
f (x) dx = G(ψ(x)), kde G(t) =

∫
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt. (8.2.6)

D ů k a z. Označme F primitivnı́ funkci k f na (a, b). Máme dokázat, že F(x) = G(ψ(x)) + c. Platı́
(F(ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f (ϕ(t))ϕ′(t) pro t ∈ (α, β), což podle věty 8.11 znamená, že na intervalu
(α, β) platı́ G(t) = F(ϕ(t)) + c. Ke každému x ∈ (a, b) existuje t ∈ (α, β) tak, že ψ(x) = t , proto na
(a, b) platı́ G(ψ(x)) = F(ϕ(ψ(x))) + c = F(x) + c.

Vypočteme integrál
∫ 1

x2 + 4
dx .

Použijeme substitučnı́ metodu. Položme ϕ(t) = 2t , tato funkce je bijektivnı́ na celémR, jejı́ inverze jeψ(x) = x/2.
V tomto přı́kladě je f (x) = 1/(x2 + 4). Označı́me-li si tedy t = ψ(x), máme

∫ 1
x2 + 4

dx =
∫

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt =
∫ 1

(2t)2 + 4
2 dt = 1

2

∫ 1
t2 + 1

dt =

= 1
2 arctan(t) = 1

2 arctan
(
x
2
)

.

Vypočtěme integrál

8)Funkci ψ řı́káme pravá inverze. Snadno se přesvědčı́te, že každá surjekce má pravou inverzi a tato funkce musı́ být
injektivnı́. Tedy ψ musı́ být injektivnı́.
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∫ √
1− x2 dx . (8.2.7)

Použijeme druhou substitučnı́ metodu. V označenı́ věty 8.17 položı́me ϕ = sin, ta je surjektivnı́ na definičnı́ obor
integrované funkce — interval [−1, 1]. Jejı́ pravá inverze je ψ = arcsin. Pro odlišenı́ použı́váme jiné značenı́ pro
proměnnou v integrované funkci a a jako pomůcku pro sestavenı́ nového integrálu, uvádı́me: x = sin(t), proto
1 dx = cos(t) dt . Mı́sto integrálu v (8.2.7) počı́táme následujı́cı́ integrál.

∫ √
1− sin2(t) cos(t) dt =

∫
cos2(t) =

= 1
2 (sin(t) cos(t) + t). (ověřte!)

Nynı́, jak nám řı́ká věta o druhé substitučnı́ metodě, do výsledné primitivnı́ funkce dosadı́me inverzi (substituce
zpět). Dostáváme

∫ √
1− x2 dx = 1

2

(
x
√
1− x2 + arcsin(x)

)
.

Věta 8.18 (Newtonova-Leibnizova formule). Bud’ f : [a, b] → R omezená, F primitivnı́ funkce k f .
Předpokládejme, že existuje

∫ b
a f (x) dx . Potom

∫ b

a
f (x) dx = F(b) − F(a). (Newtonova-Leibnizova formule) (8.2.8)

D ů k a z. Je-li ! = (x0, x1, . . . , xm) libovolné dělenı́ intervalu [a, b], pak podle věty o střednı́ hodnotě
pro každé i ∈ {1, . . . ,m} existuje ξi ∈ (xi−1, xi ) takové, že

F ′(ξi ) = F(xi ) − F(xi−1)
xi − xi−1

.

Jelikož F je primitivnı́ funkce k f , dostaneme

F(xi ) − F(xi−1) = F ′(ξi )(xi − xi−1) = f (ξi )(xi − xi−1).

To znamená, že pro každé dělenı́ ! platı́

s( f, !) =
m∑

i=1
mi (xi − xi−1) ≤

m∑

i=1
f ′(ξ)(xi − xi−1) =

m∑

i=1

(
F(xi ) − F(xi−1)

)
= (8.2.9)

= F(b) − F(a) ≤
m∑

i=1
Mi (xi − xi−1) = S( f, !).

Necht’ (!n) je posloupnost dělenı́ intervalu [a, b] taková, že lim |!n| = 0. Pro každé dělenı́ !n
platı́ (8.2.9). Nynı́ využijeme větu o třech limitách a dostaneme

∫ b

a
f (x) dx = lim

n→∞ s( f, !n) ≤ F(b) − F(a) ≤ lim
n→∞ S( f, !n) =

∫ b

a
f (x) dx .

Důsledek 8.19 (Newtonova-Leibnizova formule pro per partes). Necht’u, v: [a, b] → R jsou funkce,
které majı́ v [a, b] spojité derivace. Potom existuje integrál

∫ b
a f (x) dx a platı́9)

9)Často se setkáte se setkáte se zápisem
∫ b

a
u′(x)v(x) dx =

[
u(x)v(x)

]b
a

−
∫ b

a
u(x)v ′(x) dx .
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∫ b

a
u′(x)v(x) dx = u(b)v(b) − u(a)v(a) −

∫ b

a
u(x)v ′(x) dx . (8.2.10)

D ů k a z. Integrály
∫ b
a u

′(x)v(x) dx a
∫ b
a u(x)v

′(x) dx existujı́ podle věty 8.7, zbývá tedy pouze dokázat
vztah (8.2.10). Označme si f (x) = u′(x)v(x), podle věty 8.15 je F(x) = u(x)v(x) −

∫
u(x)v ′(x) dx

primitivnı́ funkce k f . Nynı́ využijeme Newton-Leibnizovy formule a dostaneme (8.2.10).

Důsledek 8.20 (Newtonova-Leibnizova formule pro substituci). Necht’ϕ: [α, β] → [A, B]má v [α, β]
spojitou derivaci a f necht’je spojitá v [A, B]. Potom integrály v (8.2.11) existujı́ a

∫ β

α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)
f (x) dx (8.2.11)

D ů k a z. Funkce f a ( f ◦ϕ)ϕ′ jsou spojité a integrály v (8.2.11) tedy existujı́ podle věty 8.7. Jde tedy jen
o dokázánı́ rovnosti (8.2.11). Podle věty 8.17 (jejı́ předpoklady jsou splněny (ověřte!)) je F ◦ϕ primitivnı́
k ( f ◦ϕ)ϕ′ na [α, β], F jsme si dovolili označit primitivnı́ funkci k f na [A, B] (ta dozajista existuje podle
důsledku 8.13). Podle věty 8.18 je

∫ β
α f (ϕ(t))ϕ′(t) dt = (F ◦ϕ)(β)−(F ◦ϕ)(α) = F(ϕ(β))−F(ϕ(α)).

Podle téže věty pravá strana rovnice má tvar
∫ ϕ(β)
ϕ(α) f (x) dx = F(ϕ(β)) − F(ϕ(α)).

Pomocı́ předchozı́ch vět, vypočtěme integrál

∫ 1

−1
(3− 4)e−x dx .

Využijeme Newton-Leibnizovy formule pro per-partes, v nı́ž u(x) = 3− 4x a v ′ = e−x . Máme
∫ 1

−1
(3− 4)e−x dx =

∣∣∣∣
u = 3− 4x u′ = 4
v ′ = e−x v = −e−x

∣∣∣∣ =
[
(4x − 3)e−x

]1
−1

−
∫ 1

−1
4e−x dx =

= e−1 + 7e+
[
4e−1

]1
−1

= e−1 + 7e+ 4e−1 − 4e1 = 5e−1 + 3e.

Vypočtěte

∫ 4

3
x
√
25− x2 dx .

Použijeme Newton Leibnizovy formule pro substituci, položme ϕ(x) = 25 − x2. Máme ϕ′(x) = −2x , proto
dx = − 1

2 dz, dále ϕ(3) = 16 a ϕ(4) = 9. Tak dostáváme

∫ 4

3
x
√
25− x2 dx =

∫ 9

16

√
z
(

−1
2

)
dz = 1

2

∫ 16

9

√
z dz = 1

2
2
3

[
z3/2

]16
9

= 1
3
(64− 27) = 37

3
.

Kontrolnı́ otázky

1. Lze vypočı́tat každý Riemannův integrál pomocı́ Newton-Leibnizovy formule.
2. Proč definujeme Riemannův integrál pouze pro omezené funkce? Kde by definice selhala?
3. Existuje primitivnı́ funkce ke každé funkci?
4. Jak souvisı́ funkce F(x) =

∫ x
a f (t) dt a primitivnı́ funkce k funkci f ?

5. Změnı́ se integrál
∫ b
a f (x) dx , změnı́me-li funkci f : [a, b] → R v konečně (spočetně) mnoha

bodech intervalu [a, b]?
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6. Má množina Riemannovsky integrovatelných funkcı́ algebraickou strukturu? Jakou roli v nı́ hraje
integrál?

8.3 Nevlastnı́ Riemannův integrál. V tomto odstavci se pokusı́me rozšı́řit pojem určitého integrálu
i na funkce, které nejsou na intervalu [a, b] (přı́padně (a, b)) omezené, a také o integrál na nevlastnı́m
intervalu.
Nejprve rozšı́řı́me pojem určitého integrálu z funkce f na intervalu [a, b) (přı́padně (a, b]). Necht’

f : [a, b) → R (přı́padně f : (a, b] → R), ne nutně omezená, připouštı́me také přı́pad b = ∞ (přı́padně
a = −∞), je funkce taková, že

∫ y
a f (x) dx (přı́padně

∫ b
y f (x) dx) existuje pro každé y ∈ (a, b).10)

Existuje-li vlastnı́ limita

lim
y→b+

∫ b

a
f (x) dx

(
přı́padně lim

y→a−

∫ b

y
f (x) dx

)
, (8.3.1)

nazveme tuto limitu nevlastnı́ integrál z f na [a, b) (přı́padně (a, b]) a značı́me jej
∫ b
a f (x) dx . Je-li

limita v (8.3.1) nevlastnı́, řı́káme, že integrál
∫ b
a f (x) dx diverguje.

Zkusme pomocı́ předchozı́ definice vypočı́tat
∫ ∞

0

dx
x2 + 1

.

Pro každé y ∈ [0, ∞) platı́
∫ y

0

dx
x2 + 1

=
[
arctan(x)

]y
0

= arctan(y) − arctan(0) = arctan(y).

Tedy podle předchozı́ definice je
∫ ∞

0

dx
x2 + 1

= lim
y→∞ arctan(y) = π

2
.

Nynı́ necht’ f : (a, b) → R je funkce (ne nutně omezená), která má Reimannův integrál
∫ d
c f (x) dx pro

každý interval [c, d] ⊂ (a, b) (i zde připouštı́me možnost, že (a, b) je nevlastnı́). Definujeme nevlastnı́
integrál z f na (a, b) tak, že zvolme c ∈ (a, b). Pokud existujı́ nevlastnı́ integrály11)

∫ c
a f (x) dx a∫ b

c f (x) dx , klademe
∫ b
a f (x) dx =

∫ c
a f (x) dx +

∫ b
c f (x) dx .

Definovaný integrál z funkce f na intervalu (a, b), pokud existuje, nesmı́ záviset na volbě dělı́cı́ho
bodu c ∈ (a, b), což ukazuje následujı́cı́ lemma.
Lemma 8.21. Bud’ f : (a, b) → R splňujı́cı́ podmı́nky definice nevlastnı́ho integrálu na intervalu (a, b)
a c, d ∈ (a, b), c < d . Potom

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx =

∫ d

a
f (x) dx +

∫ b

d
f (x) dx . (8.3.2)

D ů k a z. Provedeme ověřenı́ vztahu (8.3.2). V následujı́cı́m výpočtu využijeme aditivity integrálu
(věta 8.9) a několikrát vět 4.31, 4.32, zejména pro přı́pad, kdy limity vycházejı́ nevlastnı́. Pozná čtenář
kde?

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx = lim

y→a+

∫ c

y
f (x) dx + lim

z→b−

∫ z

c
f (x) dx =

10)To mimochodem znamená, že funkce f je omezená na [a, y] (přı́padně [y, b]).
11)Aby nešlo k omylu hned z počátku, existuje-li nevlastnı́ integrál, znamená to, že limita v (8.3.1) je vlastnı́.
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= lim
y→a+

∫ c

y
f (x) dx + lim

z→b−

(∫ d

c
f (x) dx

∫ z

c
f (x) dx

)
=

= lim
y→a+

∫ c

y
f (x) dx +

∫ d

c
f (x) dx + lim

z→b−

∫ z

d
f (x) dx =

= lim
y→a+

∫ d

y
f (x) dx + lim

z→b−

∫ z

d
f (x) dx =

=
∫ d

a
f (x) dx +

∫ b

d
f (x) dx .

Chceme-li pomocı́ právě uvedené definice vypočı́tat integrál
∫ ∞

−∞

dx
x2 + 1

,

musı́me si zvolit nějaký bod c ∈ (−∞, ∞) a vypočı́tat dı́lčı́ integrály
∫ c
−∞ 1/(x2+1) dx a

∫ ∞
c 1/(x2+1) dx podle

definice uvedené na začátku tohoto odstavce.
Zvolme za c = 0 a počı́tejme nejprve

∫ c
−∞ 1/(x2 + 1) dx . Máme

∫ 0

−∞

dx
x2 + 1

= lim
y→−∞

∫ 0

y

dx
x2 + 1

= (definice nevlastnı́ho integrálu)

= lim
y→−∞

[
arctan(x)

]0
y

= lim
y→−∞

(arctan(0) − arctan(y)) = π

2
.

Obdobným způsobem dostaneme, že také
∫ ∞
0 1/(x2 + 1) dx = π/2. Jelikož existujı́ oba dı́lčı́ nevlastnı́ integrály,

platı́

∫ ∞

−∞

dx
x2 + 1

=
∫ 0

−∞

dx
x2 + 1

+
∫ ∞

0

dx
x2 + 1

= π.

Následujı́cı́ věta nám dává silný nástroj pro zjišt’ovánı́ konvergence řad.
Věta 8.22 (Integrálnı́ kritérium). Necht’ f : [1, ∞) → R je spojitá nezáporná nerostoucı́ funkce. Pak
řada

∑∞
n=1 f (n) konverguje, právě když existuje integrál

∫ ∞
1 f (x) dx .

D ů k a z. Necht’ (sn) je posloupnost částečných součtů řady
∑∞

n=1 f (n). Jelikož f je nerostoucı́ pro
každé n > 1, platı́ f |(n−1,n) ≥ f (n) ≥ f |(n,n+1), a protože f je integrovatelná na každém (n, n + 1),
platı́

∫ n
n−1 f (x) dx ≥ (n − n + 1) f (n) ≥

∫ n+1
n f (x) dx . To znamená, že řada

∑∞
n=2

∫ n
n−1 f (x) dx je

majorantou řady
∑∞

n=1 f (n), a minorantou téže řady je řada
∑∞

n=2
∫ n+1
n f (x) dx .

Uvažujme řadu
∑
1/nα , kde α ∈ R. Definujeme funkci f : [1, ∞) → R předpisem f (x) = 1/xα . Řady∑

1/nα a
∑∞

n=1 f (n) jsou totožné (zamyslete se nad tı́m!). Prozkoumejme konvergenci řady
∑∞

n=1 f (n) užitı́m
kritéria 8.22. Jelikož

∫ ∞

1

dx
xα = lim

y→∞

∫ y

1

dx
xα ,

pro α )= 1 máme∫ ∞

1

dx
xα = lim

y→∞

[
1

(1− α)xα−1

]y

1
= lim

y→∞
1

(1− α)yα−1 − 1
1− α

, (8.3.3)

pro α = 1 ∫ ∞

1

dx
xα = lim

y→∞

[
ln(x)

]y
1

= lim
y→∞ ln(y) = ∞.

Limita v (8.3.3) je vlastnı́ pro α > 1. Celkově tedy
∑
1/nα konverguje pro α > 1 a diverguje pro α ≤ 1.
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8.4 Integrace racionálnı́ch lomených funkcı́. Velice často doporučované substituce převedou počı́taný
integrál na integrál z podı́lu dvou polynomů. Takovýmto podı́lům řı́káme racionálnı́ lomené funkce
a v tomto odstavci se zaměřı́me na jejich integraci. Předpokládáme, že čtenář je obeznámen se základnı́mi
pojmy týkajı́cı́ se polynomů (jako je napřı́klad stupeň, koeficient, kořen a podobně).
Integrály velice jednoduchých racionálnı́ch lomených funkcı́ již čtenář zná nebo si je je schopen

snadno odvodit. Připomeňme, že
∫
1/(x − a) dx = ln |x − a| a pro n > 1 je

∫
1/(x − a)n dx =

1/((n − 1)(x − a)n).
Pomocı́ následujı́cı́ch vět, které zde uvádı́me bez důkazů, lze každou racionálnı́ lomenou funkci

převést na ,,jednoduchý tvar,“ ten lze již velice jednoduše integrovat.
Věta 8.23. Necht’P a Q jsou polynomy, Q je nenulový. Pak existujı́ polynomy T a R takové, že stupeň
R je menšı́ než stupeň P a

P = T · Q + R. (8.4.1)

Rovnici (8.4.1) lze přepsat do tvaru, že pro každé x ∈ R, pro které je Q(x) )= 0, platı́

P(x)
Q(x)

= T (x) + R(x)
Q(x)

. (8.4.2)

Polynom T z předchozı́ věty nazýváme (částečný) podı́l polynomů P a Q a polynom R zbytek dělenı́
polynomů P a Q. Je-li polynom R nulový, řekneme, že Q dělı́ P (beze zbytku).
Věta 8.24 (Rozklad na parciálnı́ zlomky). Necht’Q je polynom takový, že pro každé x ∈ R platı́
Q(x) = c(x − a1)n1(x − a2)n2 · · · (x − ak)nk · (x2+ p1x + q1)m1(x2+ p2x + q2)m2 · · · (x2 pl x + ql)ml ,
kde c ∈ R, c )= 0, a1, . . . , ak jsou po dvou různá reálná čı́sla a x2 + p1x + q1, . . . , x2 + pl x + ql jsou
po dvou různé polynomy, které nemajı́ reálné kořeny. Dále necht’P je polynom stupně menšı́ho než Q.

Potom existujı́ čı́sla A1,1, A1,2, . . . Ak,nk , B1,1, B1,2, . . . , Bl,ml ,C1,1,C1,2, . . . ,Cl,ml ∈ R taková, že
pro všechna x ∈ R, pro která Q(x) )= 0, platı́

P(x)
Q(x)

= A1,n1
(x − a1)n1

+ A1,n1−1
(x − a1)n1−1

+ · · · + A1,1
(x − a1)

+

+ A2,n2
(x − a2)n2

+ A2,n2−1
(x − a2)n2−1

+ · · · + A2,1
(x − a2)

+

· · ·
+ Ak,nk

(x − ak)nk
+ Ak,nk−1

(x − ak)nk−1
+ · · · + Ak,1

(x − ak)
+

+ B1,m1x + C1,m1
(x2 + p1x + q1)m1

+ B1,m1−1x + C1,m1−1
(x2 + p1x + q1)m1

+ · · · + B1,1x + C1,1
(x2 + p1x + q1)

+

+ B2,m2x + C2,m2
(x2 + p2x + q2)m2

+ B2,m2−1x + C2,m2−1
(x2 + p2x + q2)m2

+ · · · + B2,1x + C2,1
(x2 + p2x + q2)

+

· · ·
+ Bl,ml x + Cl,ml

(x2 + pl x + ql)ml
+ Bl,ml−1x + Cl,ml−1

(x2 + pl x + ql)ml
+ · · · + Bl,1x + Cl,1

(x2 + pl x + ql)
.

Zlomky na pravé straně předchozı́ rovnice nazýváme parciálnı́ zlomky.
Užitı́ rozkladu na parciálnı́ zlomky si vyzkoušı́me na následujı́cı́m přı́kladu. Vypočı́tejte integrál

I =
∫

x10 + 2x9 + 3x7 + 4x6 + x4 + 2x37x − 1
x9 + 2x6 + x3

dx .

Stupeň polynomu v čitateli nenı́ nižšı́ než stupeň polynomu ve jmenovateli, proto nejprve použijeme větu 8.23 a
polynomy se zbytkem podělı́me. Dostaneme
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I =
∫ (

x + 2+ x7 + 7x − 1
x9 + 2x6 + x3

)

dx .

Nynı́ již můžeme racionálnı́ lomenou funkci v předchozı́m integrálu rozložit na parciálnı́ zlomky. Snadno se zjistı́,
že polynom x9 + 2x6 + x3 má trojnásobný kořen x = 0 dvojnásobný kořen x = −1 a lze jej napsat ve tvaru
x9 + 2x6 + x3 = x3(x + 1)2(x2 − x + 1)2. Podle věty 8.24 tedy existujı́ čı́sla A, B,C, D, E,M, N , P, R ∈ R a
platı́

x7 + 7x − 1
x9 + 2x6 + x3

= A
x3

+ B
x2

+ C
x

+ D
(x + 1)2

+ E
x + 1

+ Mx + N
(x2 − x + 1)2

+ Px + R
x2 − x + 1

.

Nynı́ musı́me nalézt čı́la A, B,C, D, E,M, N , P, R. Sečtenı́m zlomků na pravé straně a porovnánı́m čitatelů
(jmenovatelé se rovnajı́), dostáváme

x7 + 7x − 1 = A(x + 1)2(x2 − x + 1)2 + Bx(x + 1)2(x2 − x + 1)2 +
+ Cx2(x + 1)2(x2 − x + 1)2 + Dx3(x2 − x + 1)2 +
+ Ex3(x + 1)(x2 − x + 1)2 + Mx3(x + 1)2(x2 − x + 1)2 +
+ Nx3(x + 1)2(x2 − x + 1)2 + Px3(x + 1)2 + Rx3(x + 1)2(x2 − x + 1)

= Bx + Cx2 + Ex3 + A + Ax6 + 2Ax3 + Bx7 + 2Bx4 + Cx8 + 2Cx5 + Dx7 −
− 2Dx6 + 3Dx5 − 2Dx4 + Ex8 − Ex7 + Ex6 + Ex5 − Ex4 + Mx6 + 2Mx5 +
+ Mx4 + Nx5 + 2Nx4 + Nx3 + Px5 + Px4 + Rx4 + Rx3 + Px8 + Px7 +
+ Rx7 + Rx6 + Dx3.

Nynı́ porovnáme koeficienty u odpovı́dajı́cı́ch si mocnin. Tedy

−1 = A
7 = B
0 = C
0 = E + 2A + D + N + R
0 = 2N + 2B + R − 2D − E + M + P
0 = 3D + 2M + N + E + 2C + P
0 = E + M − 2D + A + R
1 = D + B + P + R − E
0 = E + P + C

Odtud dostáváme, že A = −1, B = 7, C = 0, D = 1, E = 31
9 , M = − 1

3 , N = − 7
3 , P = − 31

9 a R = − 1
9 .

Vrátı́me se zpět k původnı́mu integrálu, s tı́m, co už vı́me, máme

I =
∫ (

x + 2− 1
x3

+ 7
x2

+ 1
(x + 1)2

+ 31
9(x + 1)

− x + 7
3(x2 − x + 1)2

− 31x + 1
9(x2 − x + 1)

)
dx .

Tyto integrály, již snadno spočı́táme podle vzorů v odstavci 8.5. Speciálně poslednı́ dva integrály vypadajı́ násle-
dovně:

∫
x + 7

3(x2 − x + 1)2
dx = 5x − 3

3(x2 − x + 1)
+ 10

√
3

9
arctan

( 1
3
√
3(2x − 1)

)
,

∫ 31x + 1
9(x2 − x + 1)

dx = 31
18
ln(x2 − x + 1) + 11

√
3

9
arctan

( 1
3
√
3(2x − 1)

)
.

Celkově tedy dostáváme
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I = x2

2
+ 2x + 1

2x2
− 7
x

− 1
x + 1

+ 31
9
ln |x + 1| − 5x − 3

3(x2 − x + 1)
−

− 31
18
ln(x2 − x + 1) − 7

√
3
3

arctan
( 1
3
√
3(2x − 1)

)
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Neurčitý integrál — přı́klady a cvičenı́

8.5 Základnı́ vzorce.
∫
xn dx = xn+1

n + 1
, pro n )= −1;

∫ 1
x
dx = ln |x |;

∫
cos(x) dx = sin(x);

∫
sin(x) dx = − cos(x);

∫ dx
sin2(x)

= − cotan(x);
∫ dx
cos2(x)

= tan(x);

∫
ax dx = ax

ln(a)
;

∫ dx
b2x2 − a2

= 1
2ab

ln
∣∣∣∣
bx − a
bx + a

∣∣∣∣, pro a, b )= 0;
∫ dx

b2x2 + a2
= 1
ab
arctan

bx
a
, pro a, b )= 0;

∫ dx
a2 − x2

= arcsin
x
a
, pro a )= 0;

∫ dx
√
x2 + b

= ln
∣∣∣x +

√
x2 + b

∣∣∣, pro b > 0;

∫
f ′(x)
f (x)

dx = ln | f (x)|;
∫ dx

(x2 + ax + b)n
=

x + a
2

2(n − 1)
(
b − a2

4

)
1

(x2 + ax + b)n−1
+ 2n − 3

2(n − 1)
(
b − a2

4

)

∫ dx
(x2 + ax + b)n−1

8.6 Často použı́vané substituce. V následujı́cı́ch vztazı́ch R() označuje racionálnı́ funkci.
∫
f (x) dx Substituce

f (x) = R(x, x1/k1, . . . , x1/kn ), kde k1, . . . , kn ∈ N t = x1/k , k je nejmenšı́ společný násobek k1, . . . , kn .

f (x) = R
(
x,

(
ax + b
cx + d

)1/k1
, . . . ,

(
ax + b
cx + d

)1/kn)
, t =

(
ax + b
cx + d

)1/k
,

kde k1, . . . , kn ∈ N, a ad − bc )= 0, k je nejmenšı́ společný násobek k1, . . . , kn .

f (x) = R(x,
√
ax2 + bx + c) Eulerova

(a) a > 0, t =
√
ax2 + bx + c ± x

√
a;

(b) c ≥ 0, xt =
√
ax2 + bx + c ± √

c;

(c) α, β ∈ R jsou kořeny ax2 + bx + c, t =
√
a x − β
x − α .

f (x) = xm(a + bxn)p, m, n, p ∈ Q (binomický integrál)
(a) p ∈ N, použijeme binomickou větu;
(b) p ∈ Z, x = t s , s společný jmenovatel m a n;
(c) m + 1

n ∈ Z, a + bx = t s , s je jmenovatel p;
(d) m + 1

n + p ∈ Z, ax−n + b = t s , s je jmenovatel p.

f (x) = R(sin(x), cos(x)) označme u = sin(x), v = cos(x);
(a) R(u, v) = −R(−u, v), t = cos(x);
(b) R(u, v) = −R(u, −v), t = sin(x);
(c) R(u, v) = R(−u, −v), t = tan(x);

univerzálnı́ substituce t = tan(x/2).

f (x) = sinm(x) cosn(x)
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(a) m, n ∈ Q t = sin(x) nebo t = cos(x);
(b) m, n ∈ Z (1) m je liché, t = cos(x);

(2) n je liché, t = sin(x);
(3) m, n jsou sudá, t = tan(x);

(4) m, n jsou sudá nezáporná sin2(x) = 1− cos(2x)
2 , cos2(x) = 1+ cos(2x)

2 .

Přı́klady

1. Spočı́tejte integrál
∫ arcsin(x)√

x + 1
dx .

Použijeme metodu per partes. Označme si u(x) = arcsin(x) a v ′(x) = (x + 1)−1/2. Potom (porovnej
s (8.2.4))

∫ arcsin(x)√
x + 1

dx =
∣∣∣∣
u = arcsin(x) u′ = (1− x2)−1/2
v ′ = (x + 1)−1/2 v = 2

√
x + 1

∣∣∣∣ =

= 2
√
x + 1 arcsin(x) − 2

∫ √
x + 1

√
1− x2

dx = 2
√
x + 1 arcsin(x) − 2

∫ dx√
1− x

=

= 2
√
x + 1 arcsin(x) + 4

√
1− x .

2. Spočtěte integrál
∫ ln(tan(x))
sin(x) cos(x)

dx .

Řešenı́: Použijeme prvnı́ substitučnı́ metodu. Zaved’me substituci t (x) = tan(x).

∫ ln(tan(x))
sin(x) cos(x)

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

t = tan(x)
sin(x) = t/

√
1+ t2

cos(x) = 1/
√
1+ t2

dx = dt/(1+ t2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ ln(t)
t

√
1+ t2

1
√
1+ t2

1
1+ t2

dt = (8.6.1)

=
∫ ln(t)

t
dt

Poslednı́ integrál vypočteme metodou per partes (lze též použı́t substituci u = ln(t) nebo u = 1/t). Tedy
∫ ln(t)

t
dt =

∣∣∣∣
u = ln(t) u′ = 1/t
v ′ = 1/t v = ln(t)

∣∣∣∣ = ln2(x) −
∫ ln(t)

t
dt.

∫ ln(t)
t
dt = 1

2 ln
2(t).

Vrátı́me-li se k (8.6.1), s použitı́m předchozı́ rovnice a použité substituce dostaneme
∫ ln(tan(x))
sin(x) cos(x)

dx = 1
2 ln

2(t) = 1
2 ln

2(tan(x)).
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3. Spočtěte integrál
∫ √

1− x
1+ x

dx
(1+ x)2

.

Řešenı́: Definičnı́ obor integrované funkce je (−1, 1].Na tomto intervalumůžeme použı́t prvnı́ substitučnı́
metodu tak, že položı́me t = √

(1− x)/(1+ x). Dostaneme

∫ √
1− x
1+ x

dx
(1+ x)2

=

∣∣∣∣∣∣

t = √
(1− x)/(1+ x)

x = (1− t2)/(1+ t2)
dx = −4t dt/(1− t2)2

∣∣∣∣∣∣
=

∫
t
(1+ t2)2

4
−4t

(1+ t2)2
dt =

= −
∫
t2 dt = − t3

3
= −1

3

√(
1− x
1+ x

)3
.

4. Spočtěte integrál
∫ √

1+ sin(x) dx .

Řešenı́: Tento přı́klad budeme řešit dvěma způsoby:

Prvnı́ způsob: použijeme prvnı́ substitučnı́ metodu pro t = tan(x/2), tedy

∫ √
1+ sin(x) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x = 2 arctan(t)
sin(x) = 2t/(1+ t2)
cos(x) = 2/(1+ t2)
dx = 2 dt/(1+ t2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ √

1+ 2t
1+ t2

2 dt
1+ t2

= 2
∫

(1+ t)(1+ t2)−3/2 dt = 2
∫ dt

(1+ t2)3/2
+ 2

∫
t

(1+ t2)3/2
dt.

Poslednı́ dva integrály si spočı́táme zvlášt’, na prvnı́ z nich použijeme prvnı́ substitučnı́ metodu pro
z =

√
1+ t2

∫ dt
(1+ t2)3/2

=

∣∣∣∣∣∣

z =
√
1+ t2

t = −1/
√
z2 − 1

dt = −z/(z2 − 1)3/2dz

∣∣∣∣∣∣
= −

∫ 1
z2
dz = 1

z
= t

√
1+ t2

.

Na druhý integrál použijeme substituci u =
√
1+ t2, máme

∫
t

(1+ t2)3/2
dt =

∣∣∣∣
u =

√
1+ t2

u du = t dt

∣∣∣∣ =
∫ du

u2
= −1

u
= − 1

√
1+ t2

.

Celkově tedy dostáváme

∫ √
1+ sin(x) dx = 2

(
t

√
1+ t2

− 1
√
1+ t2

)

= 2(sin(x/2) − cos(x/2)).

Druhý způsob: Použijeme druhou substitučnı́ metodu, položme 1+ sin(x) = t2, dostaneme
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∫ √
1+ sin(x) dx =

∣∣∣∣∣∣

sin(x) = t2 − 1
cos(x) = t

√
2− t2

dx = 2 dt/
√
2− t2

∣∣∣∣∣∣
= 2

∫
t

√
2− t2

dt

Opět použijeme druhou substitučnı́ metodu, tentokrát položı́me z2 = 2− t2 a máme
∫

t
√
2− t2

dt =
∣∣∣∣
z2 = 2− t2
2z dz = 2t dt

∣∣∣∣ = −
∫

z
z
dz = −z = −

√
2− t2.

Celkově tedy máme
∫ √

1+ sin(x) dx = −2
√
2− t2 = −2

√
1− sin(x).

5. Necht’a > 0, vypočtěte integrál

I = dx
√

(a2 + x2)3
.

Řešenı́: Použijeme druhou substitučnı́ metodu. Položı́me ϕ(x) = a tan(t). Tato funkce surjektivně
zobrazuje interval

(
−1
2π , 12π

)
naR. Jejı́ inverze (substituce zpět) jeψ(t) = arctan(x/a) (mı́sto intervalu(

− 1
2π, 12π

)
jsme si mohli zvolit jiný interval kde výraz a tan(t) definuje surjektivnı́ funkci naR napřı́klad

interval
(1
2π, 32π

)
, inverze by v tomto přı́padě byla definována vzorcem arctan(x/a) + π ).

Touto substitucı́ dostáváme

I =
∣∣∣∣
x = a tan(x)
dx = a dt/ cos2(t)

∣∣∣∣ =
∫ 1

√
(a2 + tan2(t))3

a
cos2(t)

dt = 1
a2

∫
cos(t) dt = 1

a2
sin(t).

Nynı́ dostadı́me do této primitivnı́ funkce funkci ψ a po úpravě máme:

I = 1
a2
sin

(
arctan

( x
a

))
= 1
a2

x
a√

1+ x2

a2

= x

a2
√
a2 + x2

.

6. Vypočtěme integrál

I =
∫ dx

x +
√
x2 + x + 1

.

Řešenı́: Integrovaná funkce je definovaná na sjednocenı́ intervalů (−∞, −1) a (−1, ∞). Podle návodu
v odstavci 8.6 použijeme substituci

√
x2 + x + 1 = x + t . Formálně tedy užı́váme druhou substitučnı́

metodu kde x = ϕ(t) = t2 − 1
1− 2t . Funkce ϕ zobrazuje interval (−∞, 0) surjektivně na (−1, ∞) a interval

(2, ∞) surjektivně na (−∞, −1). Na obou intervalech můžeme použı́t tuto substituci.
Pak

I =
∫ 1

t2 − 1
1− 2t

+ t2 − 1
1− 2t

+ t

−2t2 + 2t − 2
(1− t)2

dt =
∫ 2t2 − 2t + 2

(t − 2)(2t − 1)
dt =
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=
∫ (

1+ 2
t − 2

− 1
2t − 1

)
dt = t + 2 ln |t − 2| − 1

2 ln
∣∣t − 1

2
∣∣ =

=
√
x2 + x + 1− x + 2 ln

∣∣∣
√
x2 + x + 1− x − 2

∣∣∣ − 1
2 ln(

√
x2 + x + 1− x − 1

2).

7. Vypočtěte integrál

I =
∫ √ x

1− x
√
x
dx .

Řešenı́: Použijeme substituci 1 − x3/2 = t2. Integrovaná funkce je definovaná na intervalu [0, 1). Na
tomto intervalu můžeme použı́t druhou substitučnı́ metodu pro x = ϕ(t) = (1− t2)2/3 protože zobrazuje
interval (−1, 1) surjektivně na (0, 1). Dostáváme

I =
∫ √

(1− t2)2/3

t
−4t

3 3
√
1− t2

dt = −
∫
dt = −4t

3
. (8.6.2)

Pravou inverzı́ k funkci ϕ je funkce ψ : (0, 1) → (0, 1), ψ(t) =
√
1− x

√
x . Dosazenı́m do 8.6.2,

dostaneme
∫ √ x

1− x
√
x
dx = −4

3
√
1− x

√
x .

8. Vypočtěte integrál
∫ dx
sin2(x) cos4(x)

.

Řešenı́: Integrovaná funkce je definovaná na R bez celočı́selných násobků π/2. Na každém intervalu
neobsahujı́cı́m takové čı́slo můžeme použı́t substituci t = tan(x). (Tuto substituci jsme vybrali, protože
integrovaná funkce je sudá jak vzhledem k funkci sin tak i k funkci cos.)
Pak

∫ dx
sin2(x) cos4(x)

=
∫ 1
sin2(x) cos2(x)

dx
cos2(x)

=
∫ 1

t2
(1+ t2)2 dt =

=
∫ (

1
t2

+ 2+ t2
)
dt = t

3
+ 2t − 1

t
= tan(x)

3
+ 2 tan(x) − 1

tan(x)
.

Cvičenı́

1. Metoda per partes
a)

∫
xn sin(2x) dx ; b)

∫
xe−x dx ; c)

∫
x3x dx ;

d)
∫
xn ln(x) dx ; e)

∫
x arctan(x) dx ; f)

∫
arccos(x) dx ;

g)
∫
arctan(

√
x) dx ; h)

∫ arcsin(x)√
x + 1

dx ; i)
∫
x tan2(x) dx ;

j)
∫
x cos2(x) dx ; k)

∫
ln(x2 + 1) dx ; l)

∫ x2
1+ x2

dx ;
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m)
∫
ex sin(x) dx ; n)

∫
sin(ln(x)) dx ; o)

∫ x2
(x + 2)2

dx .

2. Substitučnı́ metoda
a)

∫ 1
1+

√
1+ x

dx ; b)
∫

x3√
x − 1

dx ; c)
∫ 4x + 3

(x − 2)3
dx ;

d)
∫ 1

x
√
x + 1

dx ; e)
∫ 1
1+ 3√x + 1

dx ; f)
∫ √

x√
x − 3√x

dx ;

g)
∫ 1
1+ ex

dx ; h)
∫ √

1+ ln(x)
x ln(x)

dx ; i)
∫ 1

x2
√
x2 + a2

dx ;

j)
∫

x2

a2 + x2
dx ; k)

∫ √
1− x2

x2
dx ; l)

∫ 1

x
√
1+ x2

dx ;

m)
∫ e3x + ex

e4x − e2x + 1
dx ; n)

∫ √
1− 3√x
1+ 3√x

dx ;

o)
∫ √

1+ cos2(x) sin(2x) cos(2x) dx .

3. Racionálnı́ funkce
a)

∫
x

(x + 1)(2x + 1)
dx ; b)

∫ 2x2

2x2 − 3x − 2
dx ; c)

∫
x3 − 1
4x3 − x

dx ;

d)
∫

x2

x3 + 5x2 + 8x + 4
dx ; e)

∫
x3 + 1
x3 − x2

dx ; f)
∫

x5

(x − 1)2(x2 − 1)
dx ;

g)
∫ 7x3 − 9

x4 − 5x3 + 6x2
dx ; h)

∫ 1
1+ x3

dx ; i)
∫

(x + 1)4

(x2 + 2x + 2)3
dx ;

j)
∫ 1

x(4+ x2)2(1+ x2)
dx ; k)

∫ 1
(1+ x2)4

dx ; l)
∫

x9

(x4 − 1
)2 dx .

4. Goniometrické funkce

a)
∫
sin3(x) cos2(x) dx ; b)

∫ 1
cos(x) sin3(x)

dx ; c)
∫ sin4(x)
cos2(x)

dx ;

d)
∫ sin(x)

(1− cos(x))2
dx ; e)

∫ cos4(x) + sin4(x)
cos2(x) − sin2(x)

dx ; f)
∫ dx
sin(x) + cos(x)

;

g)
∫ 1
tan(x) cos(2x)

dx ; h)
∫ 1
1+ tan(x)

dx ; i)
∫ 1
1+ sin2(x)

dx ;

j)
∫ dx
4+ tan(x) + 4 cotan(x)

; k)
∫ dx
5− 4 sin(x) + 3 cos(x)

; l)
∫ dx
sin2(x) + tan2(x)

;

m)
∫ √

tan(x)
sin(x) cos(x)

dx ; n)
∫ cos(x)
sin3(x) − cos3(x)

dx ; o)
∫ 1

√
1− sin4(x)

dx .

5. Funkce typu R
(
x,

√
ax2 + bx + c

)

a)
∫ dx

x
√
x2 + 4x − 4

; b)
∫ √

2x + x2

x2
dx ; c)

∫ dx

x
√
2+ x − x2

;

d)
∫ √

1− 4x − x2 dx ; e)
∫ dx

x −
√
x2 − x + 1

; f)
∫ 3x2 − 5x

√
3− 2x − x2

dx ;
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g)
∫ dx

x2
(
x + 3

√
1+ x2

) ; h)
∫

x − 1

x2
√
2x2 − 2x + 1

dx ; i)
∫ √

1+ x
2+ x2

dx .

6. Binomické integrály

a)
∫ √

x
(
1+ √

x
)4 dx ; b)

∫ dx

x3
√
1+ x2

; c)
∫ dx

3
√
1+ x3

;

d)
∫ dx

4
√
1+ x4

; e)
∫ √

1− x4

x5
dx ; f)

∫ 3
√
1+ 4√x
√
x

dx ;

g)
∫ 3

√
1+ x3

x2
dx ; h)

∫ dx

x11
√
1+ x4

dx ; i)
∫

3
√
1+ 4√x dx .

7. Funkce typu R
(
x, m

√
ax + b
cx + d

)

a)
∫ dx

x(
√
x + 5

√
x2)
; b)

∫ dx√
x + 3√x + 2 4√x

; c)
∫ √

1− √
x

1+ √
x
dx ;

d)
∫ 1

x
3

√
1− x
1+ x

dx ; e)
∫

x√
x + 1+ 3√x + 1

dx ; f)
∫ dx

x − x2
.

8. Různé

a)
∫ √

x
x(x + 1)

dx ; b)
∫ 1
1+ x4

dx ; c)
∫

x2

(x + 2)2(x + 4)2
dx ;

d)
∫ cos(x)

(1− cos(x))2
dx ; e)

∫ dx
sin3(x)

; f)
∫ dx

x
√
x2 + x + 1

;

g)
∫ dx
1− 2x − x2

; h)
∫ dx

x( 3√x + 1)
; i)

∫ tan(x)
1+ tan(x) + tan2(x)

dx ;

j)
∫ arctan(x)

x2(1+ x2)
dx ; k)

∫
arctan(1+ √

x) dx ; l)
∫ dx

√
sin3(x) cos2(x)

dx ;

m)
∫
e3x (sin(2x) − cos(2x)) dx ; n)

∫
esin(x)

x cos3(x) − sin(x)
cos2(x)

dx ;

o)
∫ arcsin(x)

√
(1− x2)3

dx .

9. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Jestliže ke dvěma z funkcı́ f, g, f + g: J → R existuje na J primitivnı́
funkce, pak existuje i ke třetı́. Uved’te přı́klad funkcı́, f, g takových, že k funkci f + g existuje na J
primitivnı́ funkce, ale ani k funkci f ani k funkci g primitivnı́ funkce neexistuje.
10. Existujı́ funkce f, g: J → R, pro které platı́

∫
f (x)g(x) dx =

∫
f (x) dx

∫
g(x) dx?
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Určitý integrál — přı́klady a cvičenı́

8.7 Základnı́ vzorce.

Plocha podgrafu funkce f na intervalu [a, b]
∫ b

a
f (x) dx .

Plocha oblasti ohraničené křivkou, která je za-
dána parametrickými rovnicemi x = ϕ(t), y =
ψ(t), t ∈ [α, β]:

∣∣∣∣

∫ β

α
ψ(t)ϕ′(t) dt

∣∣∣∣ .

Plocha oblasti ohraničené křivkou, která je zadána
v polárnı́ch souřadnicı́ch rovnicı́ " = f (ϕ) ≥ 0,
ϕ ∈ [α, β] ⊂ [0, 2π ]:

1
2

∫ β

α
"2(ϕ) dϕ.

Délka rovinné křivky y = f (x), f ′ spojitá, x ∈
[a, b]: ∫ b

a

√
1+ ( f ′)2(x) dx .

Délka křivky (x(t), y(t), z(t)), x ′, y′, z′ spojité,
t ∈ [α, β]:

∫ β

α

√
(x ′)2(t) + (y′)2(t) + (z′)2(t) dt.

Délka křivky " = f (ϕ), "′ spojitá, ϕ ∈ [α, β]:
∫ β

α

√
("′)2(ϕ) + "2(ϕ) dϕ.

Objem prostorového útvaru, ležı́cı́ho nad interva-
lem [a, b] na ose x , jehož řez rovinou, procházejı́cı́

bodem x ∈ [a, b], rovnoběžnou s rovinou yz, má
plochu A(x):

∫ b

a
A(x) dx . (Cavalieriho princip)

Objem rotačnı́ho tělesa, vzniklého rotacı́ podgrafu
funkce f na intervalu [a, b] kolem osy x , f ′ spojitá:

π

∫ b

a
f 2(x) dx .

Povrch rotačnı́ho tělesa, vzniklého rotacı́ grafu
funkce f : [a, b] → R kolem osy x (respektive y),
f ′ spojitá:

2π
∫ b

a
f (x)

√
1+ ( f ′)2(x) dx

(
respektive 2π

∫ b

a
x
√
1+ ( f ′)2(x) dx

)
.

Povrch rotačnı́ho tělesa, vzniklého rotacı́ křivky
x = ψ(t), y = ϕ(t), ψ ′, ϕ′ spojité, t ∈ [α, β]
kolem osy x :

2π
∫ β

α
ψ(t)

√
(ϕ′)2(t) + (ψ ′)2(t) dt.

Povrch rotačnı́ho tělesa, vzniklého rotacı́ křivky
" = f (ϕ), "′ spojitá, ϕ ∈ [α, β] kolem osy x :

2π
∫ β

α
|ϕ sin(ϕ)|

√
("′)2(ϕ) + "2(ϕ) dϕ.

Přı́klady

5. Odvod’te vzorec pro obsah kruhu
a) v kartézských souřadnicı́ch; b) v parametrických souřadnicı́ch;
c) v polárnı́ch souřadnicı́ch.
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Řešenı́: a) Uvažujme tu část kruhu x2 + y2 ≤ r2, která ležı́ v prvnı́m kvadrantu. Jedná se tedy o podgraf
funkce f (x) =

√
r2 − x2 na intervalu [0, r ]. Obsah kruhu je čtyřnásobkem obsahu tohoto podgrafu.

Tedy S = 4
∫ r
0

√
r2 − x2 dx . V následujı́cı́m výpočtu, použijeme substituci x = r sin(t):

S = 4
∫ r

0

√
r2 − x2 dx =

∣∣∣∣
x = r sin(t)

dx = r cos(t) dt

∣∣∣∣ = 4r2
∫ π/2

0
cos2(t) dt =

= 4r2
[
1
2 t + 1

4 sin(2t)
]π/2

0
= πr2.

b) Parametricky kružnici zadáme takto: x = r cos(t), y = r sin(t), t ∈ [0, 2π ]. Po dosazenı́ do
přı́slušného vzorce tedy dostaneme:

S =
∣∣∣∣

∫ 2π

0
r sin(t)(− sin(t)) dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−r2

∫ 2π

0

1− cos(2t)
2

dt
∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣∣−
r2

2

[
t
]2π
0

+ 1
4
r2

[
sin(2t)

]2π
0

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣−πr2

∣∣∣ = πr2.

c) Kružnici o poloměru r se středem v bodě (0, 0) zadáme v polárnı́ch souřadnicı́ch takto: " = r, ϕ ∈
[0, 2π ]. Podle přı́slušného vzorce tedy dostaneme:

S = 1
2

∫ 2π

0
r2 dϕ = 1

2
r2

[
ϕ
]2π
0

= πr2.

6. Spočtěte integrál
∫ 1

0

√
x

1+ √
x
dx .

Řešenı́: Opět použijeme druhou substitučnı́ metodu, tentokráte pro x = t2

∫ 1

0

√
x

1+ √
x
dx =

∣∣∣∣
x = t2

dx = 2t dt

∣∣∣∣ =
∫ 1

0

t
1+ t

2t dt = 2
∫ 1

0

t2

1+ t
dt =

= 2
∫ 1

0

(
t − 1+ 1

1+ t

)
dt = 2

[ t2

2
− t + ln |1+ t |

]1
0

= 2
(1
2 − 1+ ln(2)

)
= −1+ ln(2).

7. Vypočtěte obsah části roviny ohraničené křivkami xy = 4, x + y = 5.
Řešenı́: Najdeme x-ové souřadnice průsečı́ků daných křivek tak, že vyjádřı́me y z druhé rovnice a
dosadı́me do prvnı́: x2 − 5x = 4. Z této kvadratické rovnice dostaneme kořeny x1 = 1 a x2 = 4. Nebot’
na intervalu [1, 4] je funkce 5− x většı́ nebo rovna funkci 4/x , obsah je tedy roven

S =
∫ 4

1

(
5− x − 4

x

)
dx =

[
5x − x2

2
− 4 ln(x)

]4
1

= 20− 8− 4 ln(4) − 5+ 1
2 = 15

2 − 8 ln(2).

Cvičenı́
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11. Uved’te přı́klad ohraničené funkce f , která nenı́ integrovatelná na [a, b] ale | f | je integrovatelná na
[a, b].
12. Uved’te přı́klad ohraničených funkcı́ f, g: [a, b] → R takových, že f, g nejsou integrovatelné na
[a, b], ale
a) f + g je integrovatelná na [a, b]; b) f g je integrovatelná na [a, b].

13. Ukažte, přı́mo z definice Riemannova integrálu, že funkce f (x) = x je integrovatelná na [−1, 1],
a vypočtěte

∫ 1
−1 f (x) dx bez použitı́ Newtonovy-Leibnizovy formule.

14. Spočtěte integrály:

a)
∫ 1

0

√
x

1+ 4
√
x3
dx ; b)

∫ 1

0
x2ex dx ; c)

∫ 1

−1

dx
x2 + x + 1

;

d)
∫ 2

1
ln(x) dx ; e)

∫ √
3

1
x2 arccotan(x) dx ; f)

∫ π

0
ex cos(x) dx ;

g)
∫ π/4

0

sin2(x)
cos6(x)

dx ; h)
∫ 1

0

dx
3
√
1+ x3

; i)
∫ 1

0
x arctan(

√
x) dx .

j)
∫ π/2

0

1− sin(x)
1+ cos(x)

dx ; k)
∫ 1

−1

1− 2x
x6 + 1

dx ; l)
∫ 1

0

√
1− x2

x + 2
dx ;

m)
∫ 1

−1

dx
(x2 + 2x + 2)2

; n)
∫ 1

−1

dx
(x2 + 2x − 2)2

; o)
∫ π

0

dx
1+ 3 cos2(x)

;

p)
∫ 1

0

dx
x4 + 1

; q)
∫ 1

0

dx
(4− x2)3/2

; 12) r)
∫ π/2

0
sin4(x) cos2(x) dx ;

s)
∫ 5/4

−1/4

dx
√
1
2 + x − x2

; t)
∫ 2

1

x
(x2 + 1)3/2

dx .

15. Nalezněte plochu oblasti ohraničené:
a) křivkami x = y2, x = y3;
b) křivkou y = x2 − 7, osou x a přı́mkami x = 2, x = 4;
c) smyčkou křivky y2 = x2(4− x)
d) elipsou se středem v počátku a s poloosami a, b;
e) křivkami y = x2/2, y = 2x2, xy = 1, xy = 4;
f) křivkou x2 + y2 = 2x + 3 a tečnami v jejı́ch průsečı́cı́ch s osou y;
g) křivkou " = 2a cos(ϕ), kde π/2 ≤ ϕ ≤ π/2;
h) křivkami y2 = x + 4, x − 2y + 1 = 0;
i) přı́mkami o rovnicı́ch 2x − y = 0, 4y − x = 0, x + y − 2 = 0, x + y = 4.

16. Uvažujme oblast, ležı́cı́ v prvnı́m kvadrantu, ohraničenou křivkami x = y2, x = y4. Nalezněte objem
tělesa, vzniklého rotacı́ této oblasti kolem osy y.

17. Vypočtěte objem anuloidu vzniklého rotacı́ kružnice x2 + (y − 2)2 = 1 kolem osy x .

18. Vypočtěte objem anuloidu vzniklého rotacı́ kružnice (x − 2)2 + y2 = 1 kolem osy y.
19. Vypočtěte následujı́cı́ nevlastnı́ integrály, přı́padně integrály, které po substituci vedou na nevlastnı́
integrály

12)Použijte substituci t = (2− x)/(2+ x).
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a)
∫ ∞

0
e−x dx ; b)

∫ ∞

0
e−ax cos(bx) dx , a >

0;

c)
∫ ∞

0
e−ax sin(bx) dx , a >

0;

d)
∫ ∞

0

dx
x4 + 1

; e)
∫ ∞

0

x
x4 + 1

dx ; f)
∫ ∞

0

x2

x4 + 1
dx ;

g)
∫ ∞

1

x3

x4 + 1
dx ; h)

∫ ∞

0

dx
x3 + 1

; i)
∫ ∞

0

x
x3 + 1

dx ;

j)
∫ ∞

0

x2

x3 + 1
dx ; k)

∫ −1

1

dx
√
1− x2

; l)
∫ 1

−1

dx
1− x2

;

m)
∫ ∞

−∞

dx
x2 + x + 1

; n)
∫ ∞

−∞

x
x2 + x + 1

dx ; o)
∫ ∞

1

dx

x
√
x2 − 1

;

p)
∫ ∞

0

dx

x
√
x2 − 1

; q)
∫ 1

−1

dx
3√x
; r)

∫ 1

0

dx
3√x
;

s)
∫ ∞

1

dx

x
√
x2 + 1

; t)
∫ ∞

1

dx
√
x2 + 1

.

20. Odvod’te vzorec pro objem koule
a) v kartézských souřadnicı́ch; b) v parametrických souřadnicı́ch.

21. Odvod’te vzorec pro objem
a) kužele; b) válce; c) kulové vrstvy.

22. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotacı́ oblasti ohraničené
a) křivkami y = x2, x = y b) parabolou x = y2+2 a přı́mkou x = y+8

kolem osy y.
23. Vypočtěte objem kulové úseče, je-li poloměr koule r a výška úseče v .

Výsledky

1. a) sin (2x)/4 − x cos(2x)/2; b) −xe−x − e−x ; c) x3x/ ln(3) − 3x/ ln2(3); d) xn+1 ln(x)/(n + 1) −
xn+1/(n+1)2; e) x2 arctan(x)/2+arctan(x)/2−x/2; f) x arccos(x)−

√
1− x2; g) (1+x) arctan(√x)−√

x ; h) 2
√
x + 1 arcsin(x)−4

√
1− x ; i) x tan(x)− x2/2− ln(1+ tan2(x))/2; j) x2/4+ x sin(2x)/4+

cos(2x)/8; k) x ln(x2 + 1) − 2x + 2 arctan(x); l) arctan(x)/2− x/(2+ 2x2);m) ex (sin x − cos x)/2;
n) x(sin(ln(x)) − cos(ln(x)))/2; o) x + 2− 4/(x + 2) − 4 ln(x + 2).

2. a) 2(1+
√
1+ x) − 2 ln(1+

√
1+ x); b) 2

√
(x − 1)7/7+ 6

√
(x − 1)5/5+ 2

√
(x − 1)3 + 2

√
x − 1;

c)−4/(x−2)−11/(2(x−2)2); d) ln((
√
x + 1−1)/(

√
x + 1+1)); e) 3( 3√x + 1+1)−3 ln(| 3

√
x + 1+

1|); f) x+6 6√x5/5+3 3√x2/2+2√x+3√x+6 6√x+ln(| 6√x−1|);h) 2√1+ ln(x)−2 ln((√1+ ln(x)−
1)/(

√
1+ ln(x)+1); j) a2 arcsin(x/a)/2−a2 sin(a arcsin(x/a))/2; k) ln((

√
1+ x2−1)/(

√
1+ x2+

1))/2; o) 2
√

(1+ cos2(x))3 − 4
√

(1+ cos2(x))5/5.
3. a) ln((x+1)/

√
2x + 1); b) x+16 ln(|x−2|)/5− ln(|x+ 1

2 |)/5; c) x/4−9 ln(2x+1)/16−7 ln(2x−
1)/16+ ln(x); d) ln(|x + 1|) + 4/(x + 2); e) x + 2 ln(x − 1) − ln(x) + 1/x ; f) x2/2+ 2x + 31 ln(x −
1)/8− 1/(4(x − 1)2) − 9/(4(x − 1)); g) 3/2x + 20 ln(x − 3) − 5 ln(x)/4− 47 ln(x − 2)/4; h) ln(x +
1)/3− ln(x2−x+1)/6+

√
3 arctan(

√
3(2x−1)/3)/3; i) (x+1)/(4(x2+2x+2))−5(x+1)/(8(x2+

2x + 2)) + 3 arctan(x + 1)/8; j) − ln(1+ x2)/18+ 7 ln(4+ x2)/288+ ln(x)/16− 1/(24(4+ x2));
k) x/(6(1+ x2)3)+5x/(24(1+ x2)2)+5x/(16(1+ x2))+5 arctan(x)/16; l) x2/2+1/(16(x+1))+
3 ln(x − 1)/8+ 3 ln(x + 1)/8− 1/(16(x − 1)) − 1/(8(1+ x2)) − 3 ln(1+ x2)/8.
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4. a) cos5(x)/5 − cos3(x)/3; b) ln | tan(x)| − 1/(2 sin2(x)); c) tan(x) sin4(x) − 3x/2 + sin(2x)/4;
d) −1/(3(1 − cos3(x))); e) tan(x)/(2 + 2 tan2(x)) − ln(tan(x) − 1)/4 + ln(tan(x) + 1)/4;
f) ln |(2 arctan(x) − 1 +

√
2)/(2 arctan(x) − 1 −

√
2)|; g) ln | sin(x)/

√
1− 2 sin2(x)|; h) x/2 +

ln(1 + tan(x))/2 − ln(1 + tan2(x))/4; i)
√
2(arctan(

√
2 tan(x)))/2; j) 3 ln(1 + tan2(x))/50 −

3 ln(tan(x) + 2)/25 + 2/(5 tan(x) + 10) + 4x/25; k) −1/(tan(x/2) − 2); l) −1/(2 tan(x)) −√
2 arctan(

√
2 tan(x)/2)/4; m) 2

√
tan(x); n) ln(tan(x) − 1)/3 − ln(tan2(x) + tan(x) + 1)/6 −√

3 arctan(2
√
3 tan(x) +

√
3)/3.

5. a)
√
2 arctan(

√
x2 + 4x − 4/

√
2)/2; b) ln |(√1+ 2/x − 1)/(

√
1+ 2/x + 1)| − √

1+ 2/x ;
c)−

√
2 arctanh(

√
2(4+x)/(4

√
2+ x − x2))/2;d) (1+x/2)

√
1− 4x − x2+5 arcsin(

√
5(2+x)/5)/2;

e) x + ln(x − 1) +
√
x2 − x + 1 + arcsinh(2

√
3(x − 1/2))/2 − arctanh((x + 1)/(2

√
x2 − x + 1));

f) 14 arcsin(x/2 + 1/2) + 19
√
3− 2x − x2/2 − 3x

√
3− 2x − x2/2; g) arcsinh(x) + x

√
1+ x2 −

ln(x) −
√

(1+ x2)3/x ; h)
√
2x2 − 2x + 1/x ; i) arcsinh(x) −

√
2 arctanh(

√
2x/(2

√
1+ x2))/2.

10. Ano, napřı́klad je-li jedna z nich nulová.
11. f (x) = 1, je-li x racionálnı́, f (x) = −1, je-li x iracionálnı́.
12. a) f = ", g = −"; b) f = ", g = 1− ".
13. 0.
14. a) 4(1−ln(2))/3; b) e−2; c) π

√
3/3; d) 2 ln(2)−1; e) ??; f)−(eπ +1)/2; g) 815 ; i) (π −6+6

√
3)/12;

j) 1− ln(2); k) ln(2+
√
3)/

√
3; l) π(1− 1/

√
3) − 1;m) π/8+ 1

4 ; n)
1
12 + ln(2+

√
3)/12

√
3; o) π/2;

p) ln(1+
√
2)/2

√
2+ π/4

√
2; q) 1/4

√
3; r) 43 ; s) 2π/3; t) 1/

√
2− 1/

√
5.

15. a) 1
12 ; b)

230
3 ; d) πab;

19. a) 1;b)a/(a2+b2); c) b/(a2+b2);d)π/2
√
2; e)π/4; f)π/2

√
2; g) diverguje;h) 2π

√
3/3; i) 2π

√
3/3;

j) diverguje; k) π ; l) diverguje; m) 2π/
√
3; n) diverguje; o) π/2; p) diverguje; q) neexistuje; r) 34 ;

s) ln(1+
√
2); t) diverguje.


