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2. Reálná čı́sla, funkce reálné proměnné
V této kapitole zavádı́memnožinu, na nı́ž stojı́ celá matematická analýza:množinu reálných čı́sel. Tuto

množinu definujeme axiomaticky: nesnažı́me se ji zkonstruovat (dokonce se ani nezabýváme otázkou,
co to reálná čı́sla jsou); vyjmenujeme jen několik vlastnostı́, které tato množina má, a v dalšı́ch úvahách
vycházı́me pouze z nich.
Základnı́ roli v definici množiny reálných čı́sel hraje axiom spojitosti a v dalšı́m textu pak věta

o supremu, která je s tı́mto axiomem ekvivalentnı́.
Dále definujeme ostatnı́ základnı́ čı́selné množiny: množinu přirozených, celých, racionálnı́ch a ira-

cionálnı́ch čı́sel s tı́m, že otázku existence iracionálnı́ch čı́sel odsouváme na později.
Závěrem této kapitoly se zabýváme základnı́mi vlastnostmi funkcı́ reálné proměnné, jako jsou mo-

notonnost, extrémy, konvexnost, parita. Definujeme také základnı́ operace na množinách funkcı́, afinnı́
a mocninné funkce.

2.1 Binárnı́ operace. Binárnı́ operacı́ na množině X rozumı́me libovolné zobrazenı́ z kartézského
součinu X × X do X . Hodnotu binárnı́ operace ∗ v bodě (x, y) ∈ X × X označujeme x ∗ y.
Necht’X je množina. Pak průnik, sjednocenı́ a rozdı́l množin definujı́ binárnı́ operace na množině exp X (prvnı́

a druhá byly definovány v (1.2.1) a (1.3.6)). Tyto operace se značı́ (jak jinak) ∩, ∪ a \.
Označme Y X množinu všech zobrazenı́ z X do Y . Pro libovolná dvě zobrazenı́ f, g ∈ XX platı́ g ◦ f ∈ XX .

Kompozice zobrazenı́ tedy definuje binárnı́ operaci ◦ na množině XX .
Operace ∗ na množině X se nazývá komutativnı́, když pro každé dva prvky x, y ∈ X platı́

x ∗ y = y ∗ x (2.1.1)

a asociativnı́, když pro každé tři prvky x, y, z ∈ X platı́

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (2.1.2)

(tuto hodnotu značı́me x ∗ y ∗ z).
Neutrálnı́m prvkem operace ∗ na množině X rozumı́me takový prvek e ∈ X , že pro každé x ∈ X platı́

e ∗ x = x,
x ∗ e = x . (2.1.3)

Věta 2.1. Každá binárnı́ operace má nejvýše jeden neutrálnı́ prvek.
D ů k a z. Předpokládejme, že e1, e2 jsou dva neutrálnı́ prvky operace ∗. Z prvnı́ rovnice (2.1.3) plyne,
že e1 ∗ e2 = e2 (jelikož e1 je neutrálnı́ prvek), z druhé rovnice zase e1 ∗ e2 = e1 (jelikož e2 je neutrálnı́
prvek). Dostáváme e1 = e2.
Uvažujme operace průniku, sjednocenı́ a rozdı́lu množin na množině exp X . Z věty 1.1 plyne, že průnik a

sjednocenı́ jsou komutativnı́ a asociativnı́. Neutrálnı́m prvkem průniku je množina X (jelikož pro každé Y platı́
X ∩ Y = Y ∩ X = Y ), neutrálnı́m prvkem sjednocenı́ je prázdná množina (Y ∪ ∅ = ∅ ∪ Y = Y ). Operace rozdı́lu
množin ukazuje, že neutrálnı́ prvek nemusı́ existovat (pro každé Y ⊂ X je Y \ Y = ∅; odtud plyne, že jedině
prázdná množina má šanci být neutrálnı́m prvkem. Jak se ovšem snadno ověřı́, bude jı́m, jedině když X = ∅).
Má-li operace ∗ na množině X neutrálnı́ prvek e, pak inverznı́m prvkem (inverzı́) prvku x (vzhledem

k operaci ∗) nazveme takový prvek y, že

y ∗ x = e,
x ∗ y = e. (2.1.4)

2-1
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Věta 2.2. Každý prvek množiny X s asociativnı́ operacı́ ∗ má vzhledem k této operaci nejvýše jednu
inverzi.
D ů k a z. Bud’te e neutrálnı́ prvek operace ∗ a y1, y2 dvě inverze prvku x ∈ X . Pak

y1 = y1 ∗ e (e je neutrálnı́ prvek)
= y1 ∗ (x ∗ y2) (y2 je inverze prvku x)
= (y1 ∗ x) ∗ y2 (asociativita ∗)
= e ∗ y2 (y1 je inverze x)
= y2.

Inverznı́ prvek k prvku x je tedy u asociativnı́ch operacı́ určen jednoznačně. Obvykle jej značı́me
x−1. Z definice ihned plyne, že (x−1)−1 = x .
Důkaz předchozı́ věty nápadně připomı́ná důkaz věty 1.4. To nenı́ náhoda.
Je-li e neutrálnı́ prvek operace ∗, je e ∗ e = e, a tedy e = e−1.
Je-li operace ∗ asociativnı́ a má-li každý z prvků x a y inverzi, pak má inverzi i prvek x ∗ y a platı́ (x ∗ y)−1 =

y−1 ∗ x−1. Je totiž:

(y−1 ∗ x−1) ∗ (x ∗ y) = (y−1 ∗ (x−1 ∗ x)) ∗ y = (y−1 ∗ e) ∗ y = e
a

(x ∗ y) ∗ (y−1 ∗ x−1) = (x ∗ (y ∗ y−1)) ∗ x−1 = (x ∗ e) ∗ x−1 = e.

2.2 Pole. Množina X se nazývá pole, splňuje-li následujı́cı́ podmı́nky:
1. Na množině X je dána komutativnı́ a asociativnı́ operace s neutrálnı́m prvkem. Každý prvek

množiny X má vzhledem k této operaci inverzi.
Tuto operaci budeme značit + a nazývat sčı́tánı́ v poli X . Jejı́ neutrálnı́ prvek označı́me 0. Inverznı́

prvek k prvku x označı́me −x .
2. Na množině X je dána komutativnı́ a asociativnı́ operace s neutrálnı́m prvkem různým od 0. Každý

prvek množiny X \ {0} má vzhledem k této operaci inverzi.
Tuto operaci budeme značit · a nazývat násobenı́ v poli X . Často budeme mı́sto x · y psát pouze xy.

Neutrálnı́ prvek označı́me 1 a inverznı́ prvek k prvku x označı́me x−1. Při zápisu budeme dodržovat
obvyklou přednost násobenı́ před sčı́tánı́m.
3. Pro každé tři prvky x, y, z ∈ X platı́ distributivnı́ zákon:

x(y + z) = xy + xz.

Věta 2.3. Pro každé pole platı́: 1. 0 · x = 0 pro každý prvek x.
2. 0 nemá vzhledem k násobenı́ inverzi.
3. (−1)x = −x pro každý prvek x.
D ů k a z. 1. Předevšı́m, jelikož 0 + 0 = 0 (0 je vzhledem ke sčı́tánı́ neutrálnı́ prvek), máme 0 · x =
(0+ 0) · x = 0 · x + 0 · x (distributivnı́ zákon). Označı́me-li si tedy 0 · x = y, máme y = y + y a

y = y + 0 (0 je neutrálnı́ prvek)
= y + (y + (−y)) (−y je inverze y)
= (y + y) + (−y) (asociativita sčı́tánı́)
= y + (−y) (viz. výše)
= 0. (−y je inverze y)

2. Pro inverznı́ prvek nuly by platilo 0 · 0−1 = 1. Podle předchozı́ho bodu ovšem 0 · 0−1 = 0. To je
spor, protože z definice pole vı́me, že 0 *= 1.
3. Platı́

x + (−1) · x = 1 · x + (−1) · x (1 je neutrálnı́ prvek)
= (1+ (−1)) · x (komutativita násobenı́ a distributivita)
= 0 · x (−1 je inverze 1)
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= 0. (bod 1.)

To ovšem znamená, že inverzı́ prvku x vzhledem ke sčı́tánı́ (tedy prvkem −x) je prvek (−1)x . Tı́m je
důkaz hotov.
Mějme nynı́ na poli X dáno uspořádánı́ ≤. Řekneme, že toto uspořádánı́ je úplné, jestliže pro každé

dva prvky x, y ∈ X nastane alespoň jedna z možnostı́ x ≤ y a y ≤ x (prvky x a y jsou srovnatelné).
Dále řekneme, že toto uspořádánı́ je slučitelné (kompatibilnı́) se sčı́tánı́m a násobenı́m v poli X , jestliže
pro každé tři prvky x, y, z ∈ X platı́:

Jestliže x ≤ y, pak x + z ≤ y + z. (2.2.1)
Jestliže 0 ≤ x a 0 ≤ y, pak 0 ≤ xy. (2.2.2)

Pole X se nazývá uspořádané, je-li na něm dáno úplné uspořádánı́, slučitelné se sčı́tánı́m a násobe-
nı́m.1)

Připomeňme, že v uspořádané množině vztah x < y znamená, že x ≤ y a x *= y.

Věta 2.4. V každém uspořádaném poli platı́: 1. 0 < 1.
2. Z x + z ≤ y + z plyne x ≤ y.
3. Z 0 < x plyne 0 < x−1.
4. Je-li 0 < z, pak jsou vztahy x ≤ y a xz ≤ yz ekvivalentnı́.
D ů k a z. 1. Kdyby 0 *< 1, muselo by být 1 ≤ 0 (uspořádánı́ je úplné). Položı́me-li v (2.2.1) x = 1,
y = 0 a z = −1, dostaneme 1+ (−1) ≤ 0+ (−1), neboli (protože−1 je inverze 1 a 0 je neutrálnı́ prvek)
0 ≤ −1. Ted’položme v (2.2.2) x = −1 a y = −1. Dostaneme 0 ≤ (−1)(−1). Vı́me ale (poznámka za
větou 2.3), že (−1)(−1) = 1. Dostáváme tedy 0 ≤ 1, což spolu s předpokladem 1 ≤ 0 dává 1 = 0, a to
je spor s definicı́ pole. Z předpokladu 0 *< 1 jsme vyvodili spor, platı́ tedy 0 < 1.
2. Podle (2.2.1) z x+ y ≤ y+ z plyne (x+ z)+ (−z) ≤ (y+ z)+ (−z) to ovšem (podle asociativnı́ho

zákona, proto, že −z je vzhledem ke sčı́tánı́ inverze z, a proto, že 0 je vzhledem ke sčı́tánı́ neutrálnı́
prvek) znamená x ≤ y.
4. Předpokládejme, že x ≤ y. Pak podle (2.2.1) platı́ x + (−x) ≤ y + (−x), čili 0 ≤ y + (−x).

Nynı́ můžeme použı́t (2.2.2) na prvky x + (−y) a z (o kterém předpokládáme 0 ≤ z). Dostáváme
0 ≤ (y+(−x))z a podle distributivnı́ho zákona 0 ≤ yz+(−x)z. Ted’si stačı́ uvědomit, že (−x)z = −(xz)
(to plyne z bodu 3. věty 2.3 a asociativity násobenı́) a aplikovat na nerovnost 0 ≤ yz + (−(xz)) a prvek
xz vztah (2.2.1). Tı́m je dokázáno, že z x ≤ y plyne xz ≤ yz.
Nynı́ můžeme snadno dokázat bod 3. Připust’me, že tvrzenı́ tohoto bodu neplatı́, tedy že existuje prvek

x takový, že sice 0 < x , ale 0 *< x−1 (existence prvku x−1 vyplývá z definice pole; je totiž x *= 0).
To znamená, že x−1 ≤ 0 (z úplnosti uspořádánı́) a (podle části bodu 4, kterou jsme již dokázali) že
x−1x ≤ 0x . Podle bodu 1. věty 2.3 máme 1 ≤ 0, což je spor s bodem 1. této věty, který jsme již dokázali.
Zbývá nám dokázat druhou polovinu bodu 4: Je-li 0 < z, je také 0 < z−1, a z xz ≤ yz vyplývá

xzz−1 ≤ yzz−1, což znamená x ≤ y.
Tı́m je celá věta dokázána.
Kromě sčı́tánı́ a násobenı́ zavádı́me v poli ještě odčı́tánı́: x − y = x + (−y) a dělenı́: x/y (nebo x

y )
= xy−1 (pouze pro y *= 0; 0−1 neexistuje).
Prvky x , splňujı́cı́ x > 0 (přı́padně x < 0) nazýváme kladné (přı́padně záporné). Pokud splňujı́ x ≥ 0

(přı́padně x ≤ 0), nazýváme je nezápornými (přı́padně nekladnými).
Jsou-li x, y dva prvky uspořádaného pole X , x ≤ y, pak množinu prvků z ∈ X takových, že

x < z < y nazýváme otevřeným intervalem s koncovými body x a y a označujeme (x, y). 2) Množinu
prvků z ∈ X takových, že x ≤ z ≤ y, nazýváme uzavřeným intervalem s koncovými body x a y
a označujeme [x, y]. Množinu prvků z ∈ X takových, že x ≤ z < y (přı́padně x < z ≤ y) nazýváme
1)Úplnost uspořádánı́ v poli je podmı́nka natolik přirozená, že mı́váme sklon považovat ji za samozřejmost. Uvědomme si

ovšem, že i v praxi se setkáváme s neúplnými uspořádánı́mi: Když na množině studentů položı́me s1 < s2 (s1 je horšı́ student,
než s2), jestliže student s1 má horšı́ studijnı́ průměr než student s2, dostaneme neúplné uspořádánı́ (definované samosebou
předpisem: s1 ≤ s2, jestliže s1 < s2 nebo s1 = s2). Pro dva různé studenty se stejným studijnı́m průměrem totiž neplatı́ ani
s1 < s2, ani s2 < s1 a samozřejmě ani s1 = s2.
2)Předpokládáme, že čtenář vždy rozlišı́, kdy se jedná o interval a kdy o uspořádanou dvojici.
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polootevřeným intervalem s koncovými body x a y, uzavřeným v x a otevřeným v y (přı́padně otevřeným
v x a uzavřeným v y) a označujeme [x, y) (přı́padně (x, y]). Ve všech těchto přı́padech prvek y − x
(který je určitě nezáporný), nazýváme délkou přı́slušného intervalu.
Dále klademe (x,∞) = {y ∈ X | y > x}, [x,∞) = {y ∈ X | y ≥ x}, (−∞, x) = {y ∈ X | y <

x} a (−∞, x) = {y ∈ X | y ≤ x}. Tyto množiny nazýváme nevlastnı́ intervaly.
Občas se nám bude hodit toto označenı́: pro dvě množiny Y, Z ⊂ X pı́šeme Y ≤ Z , jestliže pro každé

prvky y ∈ Y a z ∈ Z platı́ y ≤ z. Podobně zavádı́me značenı́ Y < Z , Y ≥ Z a Y > Z . Vztah {y} ≤ Z
zapisujeme y ≤ Z (a podobně v ostatnı́ch přı́padech).
Pro množinu Y ⊂ X klademe −Y = {−y | y ∈ Y }. Pro dvě množiny Y, Z ⊂ X klademe

Y + Z = {y + z | y ∈ Y, z ∈ Z}. Podobným způsobem definujeme množiny Y−1 (pokud 0 /∈ Y ),
Y − Z , Y · Z a Y/Z (pokud 0 /∈ Z ).

2.3 Reálná čı́sla. Řekneme, že uspořádané pole X je spojitě uspořádané, jestliže ke každým dvěma
neprázdným podmnožinám Y, Z ⊂ X takovým, že Y ≤ Z , existuje prvek x ∈ X , splňujı́cı́ podmı́nku
Y ≤ x ≤ Z (axiom spojitosti).
Každé spojitě uspořádané pole se nazývá množina reálných čı́sel a označuje symbolem R. Prvky

množiny reálných čı́sel se nazývajı́ reálná čı́sla.
Abychom mohli zformulovat následujı́cı́ důležitou větu, uvedeme ještě definici, která by se hodila

spı́še do odstavce o uspořádaných množinách.
Podmnožina Y uspořádané množiny X se nazývá shora (zdola) ohraničená, má-li hornı́ (dolnı́)

závoru. Podmnožina, která je současně shora i zdola ohraničená, se nazývá ohraničená.
Věta 2.5 (o supremu). Každá neprázdná shora ohraničená podmnožina R má supremum.
D ů k a z. Necht’Y ⊂ R je neprázdná a shora ohraničená. Položme Z = {z ∈ R | Y ≤ z} (Z je tedy
množina všech hornı́ch závor množiny Y ). Tato množina je rovněž neprázdná (Y je shora ohraničená —
má hornı́ závoru). Navı́c platı́ Y ≤ Z , takže podle axiomu spojitosti existuje prvek x ∈ X takový, že
Y ≤ x ≤ Z . Jelikož Y ≤ x , je také x hornı́ závora množiny Y , tedy x ∈ Z . Jelikož nadto x ≤ Z , je
x = min Z . Dostáváme x = supY .
Následujı́cı́ Věta o infimu se dá dokázat stejným způsobem jako Věta o supremu.

Věta 2.6 (o infimu). Každá neprázdná zdola ohraničená podmnožina R má infimum.
Necht’x, y ∈ R, x < y. Podle definice intervalu je y ≥ [x, y]. Současně ovšem platı́ y ∈ [x, y], což znamená,

že y = max[x, y]. Podle věty 1.8 je tedy y = sup[x, y].
Uvažujme nynı́ otevřený interval (x, y). Opět platı́, y ≥ (x, y), nicméně y /∈ (x, y). To znamená, že y *=

max(x, y). Má interval (x, y) maximum? Kdyby bylo z = max(x, y), muselo by být z < y (to je totiž jediná
možnost, která zbývá). K takovému čı́slu ovšem vždy najdeme prvek intervalu (x, y), který je většı́. Napřı́klad
pro čı́slo u = (z + y)/23) platı́ z < u < y (ověřte!). To znamená, že z *= max(x, y) a interval (x, y) tedy nemá
maximum.
Čı́slo y je ovšem hornı́ závorou intervalu (x, y), což, jak jsme ukázali před chvı́lı́, pro žádné menšı́ čı́slo neplatı́.

Máme tedy y = sup(x, y).
Následujı́cı́ věta uvádı́ často použı́vané kriterium existence suprema v R.

Věta 2.7. Necht’z ∈ R, X ⊂ R. Následujı́cı́ dvě podmı́nky jsou ekvivalentnı́:
1. z = sup X,
2. z ≥ X a ke každému y < z existuje x ∈ X takové, že y ≤ x ≤ z.
D ů k a z. Předpokládejme, že platı́ 1. Podle definice suprema je z ≥ X . Zvolme čı́slo y < z. Kdyby
neexistovalo x ∈ X s uvedenou vlastnostı́, bylo by x hornı́ závorou množiny X menšı́ než z, což je spor
s 1.
Necht’ platı́ podmı́nka 2. Prvnı́ jejı́ část řı́ká, že z je hornı́ závora množiny X . Druhá část zase, že

žádná hornı́ závora y nenı́ menšı́. Je tedy z nejmenšı́ hornı́ závora této množiny.

Podobná věta platı́ i pro infimum. Zkuste ji zformulovat a dokázat.
Poslednı́ věta tohoto odstavce řı́ká, že axiom spojitosti je ekvivalentnı́ s větou o supremu.

3)Ach! Čı́slo 2 jsme ovšem zatı́m nedefinovali. Honem to tedy napravı́me: položı́me 2 = 1+ 1; a k problému se ještě později
vrátı́me.
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Věta 2.8. Necht’X je uspořádané pole, jehož každá neprázdná shora ohraničenámnožina má supremum.
Pak X je spojitě uspořádané.
D ů k a z. Musı́me dokázat, že v X platı́ axiom spojitosti. Zvolme tedy dvě neprázdné podmnožiny
Y, Z ⊂ X , Y ≤ Z a hledejme prvek x ∈ X splňujı́cı́ podmı́nku Y ≤ x ≤ Z .
Jelikož množina Z je neprázdná, je množina Y shora ohraničená. Podle předpokladu věty tedy má

supremum. Ukážeme, že toto supremum splňuje podmı́nku Y ≤ supY ≤ Z . Prvnı́ část této podmı́nky
(Y ≤ supY ) plyne okamžitě z definice suprema (sup Y je hornı́ závora množiny Y ). Druhá z věty2.7:
Kdyby pro nějaký prvek z ∈ Z platilo z < supY , existoval by prvek y ∈ Y většı́ než z, což by byl spor
s předpokladem Y ≤ Z . Můžeme tedy položit x = supY .

2.4 Přirozená čı́sla. Řekneme, že množina X ⊂ R je induktivnı́, jestliže 1 ∈ X a jestliže z x ∈ X plyne
x + 1 ∈ X .
Přı́klady induktivnı́ch množin: R, (0,∞), [1,∞).
Uvedeme nynı́ jednoduché tvrzenı́:

Lemma 2.9. Průnik libovolného systému induktivnı́ch množin je induktivnı́ množina.
D ů k a z. Necht’S je systém induktivnı́chmnožin. Ověřı́me, že množina∩S je induktivnı́. Pro libovolnou
množinu X ∈ S platı́ 1 ∈ X (X je induktivnı́). Proto 1 ∈ ∩S. Jestliže x ∈ ∩S, pak x ∈ X pro každé
X . Jelikož každé X ∈ S je induktivnı́ množina, ležı́ x + 1 v každé množině systému S. Platı́ tedy
i x + 1 ∈ ∩S.

Množinou přirozených čı́sel nazýváme průnik systému všech induktivnı́ch podmnožin R. Značı́me ji
N. Jejı́ prvky nazýváme přirozená čı́sla.
Věta 2.10 (základnı́ vlastnosti množiny přirozených čı́sel). 1. N je induktivnı́.
2. (princip matematické indukce) Jestliže X ⊂ N je induktivnı́ množina, pak X = N.
3. N má nejmenšı́ prvek. Platı́ minN = 1.
4. Je-li n ∈ N, n *= 1, pak n − 1 ∈ N.
5. Pro každé n ∈ N je (n, n + 1) ∩ N = ∅.
6. Každá neprázdná podmnožina N má nejmenšı́ prvek.
7. (Archimedova vlastnost) Pro každé x ∈ R existuje n ∈ N takové, že n > x.
D ů k a z. 1. Plyne z definice množiny přirozených čı́sel a předchozı́ho lemmatu.
2. Z definice množiny přirozených čı́sel plyne, že N ⊂ X .
3. Jelikož N je induktivnı́ množina, je 1 ∈ N. Jelikož množina [1,∞) je induktivnı́ (ověřte!), je

N ⊂ [1,∞). Každý prvek intervalu [1,∞) je ovšem většı́ nebo roven 1, totéž tedy platı́ i pro prvky
množiny N.
4. Necht’n *= 1 a n − 1 /∈ N. Pak množina N \ {n} je induktivnı́ a máme N ⊂ N \ {n}. To ovšem

nastane jedině v přı́padě, že n /∈ N.
5. Využijeme princip matematické indukce. Necht’X je množina všech přirozených čı́sel n, pro něž

je (n, n + 1) ∩ N = ∅. Dokážeme, že tato množina je induktivnı́:
Nejprve je třeba ukázat, že 1 ∈ X . Položme Y = {1} ∪ [2,∞). Tato množina je induktivnı́ (ověřte),

platı́ tedy N ⊂ Y . Navı́c, jak snadno plyne z definice intervalů, Y ∩ (1, 2) = ∅. To znamená, že
(1, 2) ∩ N = ∅, a tedy 1 ∈ X .
Nynı́ předpokládejme, že n ∈ X , a připust’me, že n+ 1 /∈ X , tedy že existuje přirozené čı́slo x , ležı́cı́

v intervalu (n + 1, n + 2). Platı́ n + 1 < x < n + 2 (z definice otevřeného intervalu) a x *= 1 (podle
bodu 3.). Je tedy x − 1 ∈ N (podle bodu 4.) a n < x − 1 < n + 1. To je spor s předpokladem n ∈ X . Je
tedy i n + 1 ∈ X .
Dokázali jsme tedy, že množina X je induktivnı́. Z principu matematické indukce nynı́ plyne, že

X = N. To je ovšem přesně to, co jsme měli dokázat.4)
6. Bud’Y ⊂ N podmnožina, která nemá nejmenšı́ prvek. Položme X = {n ∈ N | n < Y }5). Platı́

X ∩ Y = ∅. Ukážeme, že množina X je induktivnı́:
Jelikož 1 je nejmenšı́ přirozené čı́slo (bod 3.), musı́ být 1 < Y nebo 1 ∈ X . Druhý přı́pad ovšem

nenastává, jinak by totiž 1 byla nejmenšı́m prvkem množiny Y (která nejmenšı́ prvek nemá). Je tedy
1 < Y , neboli 1 ∈ X .
4)Co jsme měli dokázat?
5)Co znamená n < Y ?
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Nynı́ předpokládejme, že n ∈ X (platı́ tedy n < Y ) a podı́vejme se, zda n + 1 ∈ X . Mezi čı́sly n a
n+ 1 neležı́ žádný prvek množiny Y (bod 5.) a čı́slo n+ 1 také nenı́ jejı́m prvkem— jinak by totiž bylo
jejı́m nejmenšı́m prvkem. Odtud ovšem plyne, že n + 1 < Y , neboli n + 1 ∈ X .
Tı́m jsme dokázali, že množina X je induktivnı́. Podle principumatematické indukce tedy X = N, což

znamená, že Y = ∅ (množiny X a Y jsou disjunktnı́). Tı́m jsme dokázali, že jedině prázdná podmnožina
množiny N nemá nejmenšı́ prvek.
7. Předpokládejme, že podmnožina všech reálných čı́sel x takových, že pro každé n ∈ N platı́ n ≤ x

je neprázdná, a označme si ji X . MámeN ≤ X a podle axiomu spojitosti existuje prvek x ∈ R takový, že
N ≤ x ≤ X . Určitě neplatı́ x ∈ N (to by bylo i x + 1 ∈ N, což je ve sporu s N ≤ x) a tedy ani x − 1 /∈ N
(to by bylo ve sporu s x /∈ N). Nynı́ ovšem vidı́me, že x − 1 > N (interval (x − 1, x) nepochybně žádné
přirozené čı́slo neobsahuje; čı́slo o 1 většı́ by totiž bylo většı́ než x), a dostáváme se do sporu: Před chvı́lı́
jsme tvrdili, že x ≤ X , a ted’nám vycházı́ x − 1 ∈ X . Tento spor dokazuje, že množina X je prázdná.
Tı́m je věta dokázána.
Označenı́ některých přirozených čı́sel: 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, 4 = 3 + 1, 5 = 4 + 1, 6 = 5 + 1, 7 = 6 + 1,

8 = 7 + 1, 9 = 8 + 1. Dalšı́ přirozená čı́sla se dajı́ jednoznačně vyjádřit pomocı́ dekadického zápisu, kterým se
ovšem na tomto mı́stě nebudeme zabývat.
Pro n ∈ N označujeme {1, . . . , n} = {m ∈ N | m ≤ n}. Existuje-li bijekce mezi množinou X a

touto množinou, řı́káme, že množina X má n prvků. Množina se nazývá konečná, když je prázdná nebo
existuje čı́slo n ∈ N takové, že tato množina má n prvků. Ostatnı́ množiny se nazývajı́ nekonečné.
Nynı́ můžeme uvést pojem uspořádané n-tice, který je zobecněnı́m pojmu uspořádané dvojice.

Necht’ n je přirozené čı́slo. Předpokládejme, že pro každé čı́slo i ∈ {1, . . . , n} máme dán ob-
jekt xi .6) Uspořádaná n-tice objektů x1, . . . , xn je objekt onačovaný (x1, . . . , xn) takový, že rovnost
(x1, . . . , xn) = (x ′

1, . . . , x
′
n) nastane, právě když pro každé čı́slo i ∈ {1, . . . , n} platı́ xi = x ′

i .
Kartézským součinem množin X1, . . . , Xn rozumı́me množinu

X1 × . . . × Xn = {(x1, . . . , xn) | x1 ∈ X1, . . . xn ∈ Xn} (2.4.1)

Speciálně, jestliže pro každé i ∈ {1, . . . , n} je Xi = X , pı́šeme

X1 × . . . × Xn = Xn (2.4.2)

Tuto množinu nazýváme n-tou kartézskou mocninou množiny X .
Pro i ∈ {1, . . . , n} definujeme i -tou kartézskou projekci pri : X1 × . . . × Xn → Xi předpisem

pri(x1, . . . , xn) = xi . (2.4.3)

Necht’X je množina. Libovolné zobrazenı́ a : N → X se nazývá posloupnost prvků množiny X . Pro
n ∈ N označujeme an = a(n) a posloupnost a zapisujeme (an), nebo (an)n∈N.

2.5 Celá, racionálnı́ a iracionálnı́ čı́sla. Množinu Z = −N ∪ {0}∪ N nazývámemnožinou celých čı́sel.
Množinu Q = {p · q−1 | p ∈ Z a q ∈ N} nazýváme množinou racionálnı́ch čı́sel. Množinu I = R \ Q
nazýváme množinou iracionálnı́ch čı́sel. Prvky těchto množin nazýváme (po řadě) celá, racionálnı́ a
iracionálnı́ čı́sla.
Věta 2.11. V každém otevřeném intervalu v R délky většı́ než 1 ležı́ celé čı́slo.
D ů k a z. Necht’x, y ∈ R, y − x > 1. Hledáme celé čı́slo p takové, že p ∈ (x, y).
1. Předpokládejme, že x ≥ 1 a označme X množinu přirozených čı́sel většı́ch než x . Tato množina

je neprázdná (to plyne z Archimedovy vlastnosti množiny N — věta 2.10) a má nejmenšı́ prvek (tatáž
věta, bod 6.). Položme p = min X . Platı́ p − x ≤ 1 (jinak by bylo p − 1 ∈ X ), a tedy p < x .
2. Jestliže x < 0 a y > 0, pak podmı́nce vyhovuje 0.
3. Jestliže y < 0 (tı́m pádem i x < 0), pak interval (−y,−x) obsahuje přirozené čı́slo (to jsme ukázali

v prvnı́m bodě), řekněme n. Čı́slo p = −n ležı́ v intervalu (x, y).

Věta 2.12. V každém neprázdném otevřeném intervalu v R ležı́ racionálnı́ čı́slo.

6)Často řı́káme prostě: Mějme dány objekty x1, . . . , xn .
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D ů k a z. Necht’x, y ∈ R, x < y. Hledáme racionálnı́ čı́slo p · q−1 takové, že p · q−1 ∈ (x, y). Řešı́me
tedy dvojici nerovnic

x < p · q−1 < y. (2.5.1)

S těmito nerovnicemi je ekvivalentnı́7) podmı́nka

qx < p < qy. (2.5.2)

Nynı́ budeme postupovat takto: Najdeme přirozené čı́slo q tak, aby délka intervalu (qx, qy) byla
většı́ než 1. Pak, podle věty 2.11, bude zaručena existence celého čı́sla p, které v tomto intervalu ležı́.
Bude tedy splněno (2.5.2) a tı́m i (2.5.1).
Podmı́nka, kterou musı́ splňovat hledané přirozené čı́slo q, je

qy − qx > 1. (2.5.3)

Ta je ovšem ekvivalentnı́ podmı́nce

q >
1

y − x
. (2.5.4)

Hledané čı́slo q tedy existuje, vyplývá to z Archimedovy vlastnosti.
Tı́m je důkaz ukončen.
Podobná věta platı́ i pro iracionálnı́ čı́sla; zatı́m ovšem nenı́ v našich silách ji dokázat. Zatı́m, popravdě řečeno,

ani nevı́me, zda vůbec nějaké iracionálnı́ čı́slo existuje. (Všimli jste si?)
Přı́ležitostně budeme použı́vat následujı́cı́ pojmy, vztahujı́cı́ se k celým čı́slům: dělitelnost čı́sel, zbytek po

dělenı́, soudělná a nesoudělná, sudá a lichá čı́sla. Věřı́me, že definice všech těchto pojmů, stejně jako jejich
základnı́ vlastnosti, je čtenář schopen zformulovat sám.

2.6 Funkce reálné proměnné. Funkcı́ reálné proměnné rozumı́me libovolné zobrazenı́ f : X → R,
kde X ⊂ R (někdy pı́šeme f : X ⊂ R → R).
Funkce f : X ⊂ R → R se nazývá shora ohraničená (zdola ohraničená, ohraničená) na množině

X ′ ⊂ X , je-li taková množina f (X ′) ⊂ R.
Největšı́ hodnotou (maximem) funkce f : X ⊂ R → R na množině X ′ ⊂ X nazýváme čı́slo

max f (X ′) (označenı́: maxx∈X ′ f (x)). Řekneme, že funkce f této hodnoty nabývá v bodě x , jestliže
f (x) = max f (X ′) (jestliže existuje maximum, existuje i tento bod; platı́ totiž max f (X ′) ∈ f (X ′)).
Podobně: Nejmenšı́ hodnotou (minimem) funkce f : X ⊂ R → R na množině X ′ ⊂ X nazýváme

čı́slo min f (X ′) (označenı́: minx∈X ′ f (x)). Řekneme, že funkce f této hodnoty nabývá v bodě x , jestliže
f (x) = min f (X ′).
Řekneme, že maximum (přı́padně minimum) funkce f na množině X ′ ⊂ X je ostré, jestliže existuje

právě jeden bod této množiny, v němž funkce maxima (přı́padně minima) nabývá. Je-li takových bodů
vı́c, řı́káme, že maximum (minimum) je neostré.
Maximum a minimum se souhrnně nazývajı́ extrémy.
Jak už jsme řekli, bod, v němž funkce maxima nebo minima na dané množině nabývá, vždy existuje. To ale

nemusı́ platit o supremu a infimu:
Supremem funkce f : X ⊂ R → R na množině X ′ ⊂ Xnazýváme čı́slo sup f (X ′) (označenı́:

supx∈X ′ f (x)). Infimem funkce f na množině X ′ nazýváme čı́slo inf f (X ′) (označenı́: infx∈X ′ f (x)).
Řekneme, že funkce f : X ⊂ R → R je na množině X ′ ⊂ X rostoucı́ (nerostoucı́, klesajı́cı́,

neklesajı́cı́), jestliže pro každé dva body x, y ∈ X ′, x < y, platı́ f (x) < f (y) ( f (x) ≥ f (y), f (x) >
f (y), f (x) ≤ f (y)). Je-li funkce f rostoucı́ (nerostoucı́, klesajı́cı́, neklesajı́cı́) na celé množině X ,
nazývá se prostě rostoucı́ (nerostoucı́, klesajı́cı́, neklesajı́cı́). Funkci, která je neklesacı́ci nebo nerostoucı́
(rostoucı́ nebo klesajı́cı́), řı́káme monotonnı́ (ryze monotonnı́).

7)Dvojice (p, q) splňuje (2.5.1), právě když platı́ (2.5.2).
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Řekneme, že funkce f : X ⊂ R → R je konvexnı́ na intervalu I ⊂ X , jestliže pro každé tři body
x, y, z ∈ I , x < y < z, platı́

f (x)(z − y) + f (y)(x − z) + f (z)(y − x) ≥ 0. (2.6.1)

Řekneme, že funkce f : X ⊂ R → R je konkávnı́ na intervalu I ⊂ X , jestliže pro každé tři body
x, y, z ∈ I , x < y < z, platı́

f (x)(z − y) + f (y)(x − z) + f (z)(y − x) ≤ 0. (2.6.2)

Funkce konvexnı́ (konkávnı́) na celém svém definičnı́m oboru se nazývá prostě konvexnı́ (konkávnı́).
Funkce f : X ⊂ R → R se nazývá sudá (lichá), jestliže pro každý bod x ∈ X platı́ −x ∈ X a

f (−x)x ( f (−x) − x).
Funkce f : X ⊂ R → R se nazývá periodická, jestliže existuje čı́slo p > 0 takové, že x ∈ X , právě

když x + p ∈ X a jestliže x ∈ X , pak f (x + p) = f (x). Čı́slo p se nazývá perioda funkce f .
Funkce f : X ⊂ R → R taková, že množina f (X) je jednoprvková, se nazývá konstantnı́. Je-li

f (X) = {c}, pı́šeme f = c.8) Konstantnı́ funkce, stejně jako funkce idR, jsou speciálnı́m přı́padem
afinnı́ch funkcı́. Funkce f : R → R se nazývá afinnı́, existujı́-li čı́sla p, q ∈ R taková, že pro každé
x ∈ R platı́ f (x) = px + q.
Množina Y ⊂ R2 se nazývá přı́mka, existujı́-li čı́sla a, b ∈ R, ne současně rovna nule, taková, že

Y = {(x, y) ∈ R2 | ax + by = 0} (2.6.3)

Souvislost afinnı́ch funkcı́ s přı́mkami je jednoduchá:
Věta 2.13. Funkce f : R → R je afinnı́, právě když je jejı́ graf přı́mka.
D ů k a z. Důkaz si čtenář jistě rád udělá sám.

Uvedená věta neřı́ká, že každá přı́mka je grafem nějaké funkce!
Afinnı́ funkce f (x) = px + q je rostoucı́, právě když je p > 0, a klesajı́cı́, právě když je b < 0.9) Ukážeme

prvnı́ část tohoto tvrzenı́: Předpokládejme, že funkce f je rostoucı́. Pak musı́ platit f (0) < f (1) (podle definice
rostoucı́ funkce), což ovšem vede k q < p + q , neboli p > 0. Naopak, necht’ p > 0. Pak pro libovolné x, y ∈ R,
x < y, platı́ px < py, čili px + q < py + q , což znamená, že f (x) < f (y) a funkce f je rostoucı́.
Každá afinnı́ funkce je konvexnı́ i konkávnı́. Pro libovolné tři body x1, x2, x3 ∈ R totiž platı́

f (x1)(x3 − x2) + f (x2)(x1 − x3) + f (x3)(x2 − x1)
= (px1 + q)(x3 − x2) + (px2 + q)(x1 − x3) + (px3 + q)(x2 − x1)
= p(x1x3 − x1x2) + q(x3 − x2) + p(x2x1 − x2x3) + q(x1 − x3) + p(x3x2 − x3x1) + q(x2 − x1)
= p(x1x3 − x1x2 + x2x1 − x2x3 + x3x2 − x3x1) + q(x3 − x2 + x1 − x3 + x2 − x1)
= 0.

Pokusme se nynı́ vyjasnit definici konvexnı́ funkce. Označme y1 = f (x1), y2 = f (x2), y3 = f (x3). Pod-
mı́nka 2.6.1 se dá přepsat na

y2 ≤
y1(x3 − x2) + y3(x2 − x1)

x3 − x1
. (2.6.4)

Položı́me-li
g(x) =

y1(x3 − x) + y3(x − x1)
x3 − x1

, (2.6.5)

dostaneme afinnı́ funkci g : R → R (to se snadno zjistı́ úpravou vztahu (2.6.5)), pro kterou platı́ g(x1) = y1,
g(x3) = y3 (dosazenı́m do (2.6.5)) a g(x2) ≥ y2 z (2.6.4). Dostáváme tedy tento výsledek: funkce f je konvexnı́

8)Napřı́klad symbolem 2 tedy někdy označujeme čı́slo a někdy konstantnı́ funkci!
9)Definice funkce f , kterou jsme na tomto mı́stě uvedli, je neúplná: neuvedli jsme ani definičnı́ obor, ani obor hodnot této

funkce. Dohodněme se, že v takových přı́padech bude definičnı́m oborem množina všech reálných čı́sel, která lze do pravé
strany předpisu dosadit (v našem přı́padě tedyR) a oborem hodnot množina R. V přı́padě nejasnostı́ ovšem musı́me být schopni
kdykoli uvést přesnou definici!
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na intervalu I , právě když pro každé tři body x1, x2, x3, x1 < x2 < x3, platı́ f (x2) ≤ g(x2), kde g je afinnı́ funkce,
jejı́mž grafem je přı́mka, procházejı́cı́ body (x1, f (x1)) a (x3, f (x3)).
Necht’ f, g : X ⊂ R → R jsou dvě funkce. Funkci ( f + g) : X → R, definovanou pro každé

x ∈ X předpisem ( f + g)(x) = f (x) + g(x), nazýváme součtem funkcı́ f a g. Součinem těchto funkcı́
nazýváme funkci ( f · g) : X → R, definovanou pro každé x ∈ X předpisem ( f · g)(x) = f (x) · g(x).
Tı́m jsme definovali operace sčı́tánı́ a násobenı́ na množině RX .
Množina RX s těmito operacemi ovšem nenı́ pole. Které podmı́nky z definice pole nesplňuje?
Uspořádánı́ na množině RX je definováno takto: Klademe f ≤ g, právě když pro každé x ∈ X platı́

f (x) ≤ g(x).
Ověřte, že takto definovaná relace na RX je skutečně uspořádánı́. Je toto uspořádánı́ úplné?
Mocninná funkce se definuje pomocı́ konečného počtu násobenı́.
Při definici mocninné funkce postupujeme takto: pro každé čı́slo x ∈ R položı́me

x1 = x,
x2 = x · x . (2.6.6)

Dostaneme funkce pow1 : R → R a pow2 : R → R, definované pro každé x ∈ R předpisy pow1(x) = x
a pow2(x) = x2. Tyto definice pak zobecnı́me na libovolné přirozené čı́slo tı́m, že pro každé n ∈ N a x ∈ R
položı́me xn+1 = xn · x a pown+1 = xn+1. Tento postup je založený na principu matematické indukce a k jeho
použitı́ nás opravňuje následujı́cı́ věta:

Věta 2.14. Existuje právě jedna posloupnost funkcı́ (pown)n∈N, pown : R → R taková, že

pow1 = idR (2.6.7)

a pro každé n ∈ N,

pown+1 = idR · pown . (2.6.8)

D ů k a z. Lze provést pomocı́ principu matematické indukce. (Ukáže se, že množina všech přirozených
čı́sel m takových, že pro každé n ∈ {1, . . . ,m} existuje právě jedna funkce pown tak, že jsou splněny
podmı́nky (2.6.7) a (2.6.8), je induktivnı́.)
Funkce pown z předchozı́ věty se nazývá mocninná funkce s exponentem n. Hodnota této funkce

v bodě x se označuje xn .
Mocninná funkce má následujı́cı́ základnı́ vlastnosti:

Věta 2.15. Pro každé m, n ∈ N platı́:
1. powm · pown = powm+n.
2. powm ◦ pown = powm·n.
3. Je-li n liché, je funkce pown lichá. Je-li n sudé, je funkce pown sudá.
4. Funkce pown je na intervalu (0,∞) rostoucı́.
5. Je-li x > 1 a m > n, je xm > xn. Je-li 0 < x < 1 a m > n, je xm < xn.
D ů k a z. 1. Necht’ n ∈ N. Ukážeme, že množina X všech čı́sel m ∈ N, pro která platı́
powm · pown = powm+n , je induktivnı́. Prvnı́ podmı́nka definice induktivnı́ množiny řı́ká, že má platit
pow1 · pown = pow1+n . Je tedy splněna (podle (2.6.7) a (2.6.8)) a máme 1 ∈ X . Druhá podmı́nka řı́ká,
že z powm · pown = powm+n musı́ plynout powm+1 · pown = powm+1+n . To je ovšem splněno, opět
dı́ky (2.6.7) a (2.6.8).
2. Důkaz tohoto vztahu necháme na čtenáři (je třeba postupovat podobně, jako v prvnı́m přı́padě).
3. Necht’X je množina všech přirozených čı́sel, pro která tvrzenı́ platı́. Jelikož funkce pow1 = idR

je lichá, 1 ∈ X . Předpokládejme, že n je liché čı́slo a funkce pown lichá. Pak pown+1 = idR · pown a
funkce pown+1 je sudá (jako součin dvou lichých funkcı́ — viz cvičenı́ 27). Podobně, je-li čı́slo n sudé a
funkce pown sudá, je funkce pown+1 rovna součinu liché a sudé funkce a je lichá. Celkově, n + 1 ∈ X .
4. Opět využijeme princip matematické indukce.10) Pro n = 1 je pown = idR, což je rostoucı́ funkce.

10)Co bychom si bez něj počali?
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Nynı́ necht’n ∈ N. Je-li funkce pown na intervalu (0,∞) rostoucı́, pak pro každé x, y ∈ (0,∞), x < y,
platı́

xn+1 = x · xn (definice funkce pown+1)
< y · xn (jelikož xn > 0 a x < y)
< y · yn (y > 0 a pown je rostoucı́)
= yn+1 (definice funkce pown+1)

a funkce pown+1 je na intervalu (0,∞) rostoucı́.
5. Je-li x > 1, je xn+1 > xn — to plyne z věty 2.4 tvrzenı́ 4., s neostrou nerovnostı́ nahrazenou

ostrou11) (viz cvičenı́ 7). Podobně, je-li k ∈ N, k > 1 a x > 1, xn+k > xn , pak xn+k+1 > xn . Prvnı́ část
tvrzenı́ tedy plyne z principu matematické indukce. Druhá část tvrzenı́ se dokáže podobně.
Na závěr uvedeme ještě několik přı́kladů funkcı́.
Absolutnı́ hodnotou reálného čı́sla x nazýváme čı́slo |x |, které je rovno x , je-li x ≥ 0, a −x , jestliže

x < 0. Dostáváme funkci | · | : R → R.
Celou částı́ [x] reálného čı́sla x nazýváme největšı́ celé čı́slo, které je menšı́ nebo rovno x . Dostáváme

funkci [·] : R → R.
Pro reálné čı́slo x klademe χ(x) = 0, je-li x ∈ I a χ(x) = 1, je-li x ∈ Q. Dostáváme Dirichletovu

funkci χ : R → R.
Riemannova funkce " : R → R je definována takto: Jestliže x ∈ I, je "(x) = 0. Jestliže x ∈ Q, pak

existuje celé čı́slo p a přirozené čı́slo q, která jsou nesoudělná a x = p/q. Klademe "(x) = 1/q.

Přı́klady

1. Rozhodněte, které z množin N, Z, Q, I s operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ jsou pole a která z nich jsou
spojitě uspořádaná.
Řešenı́: Dokážeme, žemnožinaZ s operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ celých čı́sel nenı́ pole. Budeme ověřovat
podmı́nky uvedené v definici pole. Sčı́tánı́ namnožiněZ je komutativnı́ a asociativnı́ operace s neutrálnı́m
prvkem 0 (a to je celé čı́slo) taková, že každé celé čı́slo má vzhledem k této operaci inverzi v množině
Z (čı́slo opačné). Násobenı́ na množině Z je komutativnı́ a asociativnı́ operace s neutrálnı́m prvkem 1,
ale existuje celé čı́slo různé od 0 takové, že nemá v Z vzhledem k této operaci inverzi. Z s operacemi
sčı́tánı́ a násobenı́ nenı́ pole. Ostatnı́ přı́pady necháváme na čtenáři.
Podı́vejme se, zda poleQ s operacemi sčı́tánı́ a násobenı́ je spojitě uspořádané. Zvolme libovolně čı́slo

z ∈ I a uvažujme dvě podmnožiny X,Y množiny Q: X = {r ∈ Q | r < z} a Y = {r ∈ Q | r > z}
Množiny X,Y jsou neprázdné a platı́ X ≤ Y . Předpokládejme, že existuje x ∈ Q takové, že X ≤ x ≤ Y .
Potom ale bud’ x > z nebo x < z (možnost x = z nastat nemůže protože z ∈ I a x ∈ Q). Pokud
x > z, tak v intervalu (z, x) existuje nějaké racionálnı́ čı́slo (věta 2.12) a neplatı́ tedy x ≤ Y . Pokud
x < z, tak podle stejné věty existuje nějaké racionálnı́ čı́slo v intervalu (x, z) a neplatı́ tedy X ≤ x .
Z předpokladu, že existuje racionálnı́ čı́slo s uvedenou vlastnostı́, jsme tedy v obou přı́padech dostali
spor. Takové racionálnı́ čı́slo tedy neexistuje a Q nenı́ spojitě uspořádané pole.12)

2. Uvažujme Dirichletovu funkci χ . Najděte funkce χ2, [] ◦ χ , χ(1− χ), χ ◦ χ , χ ◦ [].
Řešenı́: Ukážeme, že χ(1− χ) = 0. Pokud x ∈ Q, tak χ(x) = 0 a tedy (χ(1− χ))(x) = 0(1− 0) = 0.
Pokud x ∈ I, tak χ(x) = 1 a tedy (χ(1− χ))(x) = 1(1− 1) = 0. Zbylé přı́pady necháváme čtenáři.
3. Dokažte, že funkce f : R → R, f (x) = x − |x | je na intervalu (−∞, 0) rostoucı́ a na intervalu
[0,∞) konstatnı́.

11)Znaménkům ≤ a ≥ se někdy řı́ká neostrá nerovnost, znaménkům < a > ostrá.
12)Tento důkaz je tedy založen na existenci alespoň jednoho iracionálnı́ho čı́sla. To jsme sice zatı́m neukázali, ale časem na
to dojde.
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Řešenı́: Bud’te x, y ∈ (−∞, 0) taková, že x < y. Potom f (x) = x − |x | = x − (−x) = x + x = 2x ,
obdobně f (y) = 2y tedy platı́ f (x) < f (y). To ovšem znamená, že funkce f je na intervalu (−∞, 0)
rostoucı́.
Necht’x ≥ 0. Potom f (x) = x − |x | = x − x = 0. To znamená, že funkce f je na intervalu [0,∞)

konstantnı́.
4. Uvažujme stejnou funkci, jako v předcházejı́cı́m přı́kladě. Dokažte, že tato funkce je na R konkávnı́.
Řešenı́: Máme dokázat, že pro každé tři body x, y, z takové, že x < y < z, platı́

f (x)(z − y) + f (y)(x − z) + f (z)(y − x) ≤ 0

Nynı́ mohou nastat následujı́cı́ možnosti:
1. x, y, z ∈ (−∞, 0). Potom

f (x)(z − y) + f (y)(x − z) + f (z)(y − x)
= (x − (−x))(z − y) + (y − (−y))(x − z) + (z − (−z))(y − x)
= 2x(z − y) + 2y(x − z) + 2z(y − x)
= 2(xz − xy + yx − yz + zy − zx)
= 0.

2. x, y ∈ (−∞, 0) a z ∈ [0,∞)

f (x)(z − y) + f (y)(x − z) + f (z)(y − x)
= (x − (−x))(z − y) + (y − (−y))(x − z) + (z − z)(y − x)
= 2x(z − y) + 2y(x − z) + 0(y − x)
= 2(xz − xy + yx − yz)
= 2z(x − y)
≤ 0.

3. x ∈ (−∞, 0) a y, z ∈ [0,∞). Potom

f (x)(z − y) + f (y)(x − z) + f (z)(y − x)
= (x − (−x))(z − y) + (y − y)(x − z) + (z − z)(y − x)
= 2x(z − y) + 0(x − z) + 0(y − x)
= 2x(z − y)
≤ 0.

4. x, y, z ∈ [0,∞). Potom

f (x)(z − y) + f (y)(x − z) + f (z)(y − x)
= (x − x)(z − y) + (y − y)(x − z) + (z − z)(y − x)
= 0(z − y) + 0(x − z) + 0(y − x)
= 0.

Jak je vidět, ve všech přı́padech jsme zjistili, že f (x)(z− y)+ f (y)(x− z)+ f (z)(y−x) ≤ 0. Z definice
vyplývá, že uvedená funkce je konkávnı́.
5. Bud’ f : R \ {0} → R,

f (x) =
x
|x |

.

Zjistěte, je-li funkce f sudá, lichá.
Řešenı́: Pro každé x ∈ R \ {0} platı́

f (−x) =
−x

| − x |
= −

x
|x |

= − f (x).

To znamená, že funkce f je lichá. Zároveň ale
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f (1) = 1
|1| = 1

1 = 1,

a tedy f nenı́ sudá (proč?).
6. Necht’ f : R → R, f (x) = 2+ (−1)[x]. Dokažte, že funkce f je periodická a určete jejı́ periodu.
Řešenı́: Pro každé x ∈ R platı́ [x] ≤ x ≤ [x]+ 1 a tedy [x]+ 2 ≤ x + 2 ≤ [x] + 2+ 1. [x]+ 2 je tedy
největšı́ celé čı́slo, které nenı́ většı́ než x + 2 a tedy [x + 2] = [x]+ 2. Dostáváme

f (x + 2) = 2+ (−1)[x+2]
= 2+ (−1)[x]+2
= 2+ (−1)[x](−1)2
= 2+ (−1)[x]
= f (x).

Funkce f je tedy periodická s periodou 2.

Cvičenı́

1. Je skládánı́ zobrazenı́ komutativnı́ operace?
2. Uved’te přı́klad neasociativnı́ binárnı́ operace.
3. Co je neutrálnı́m prvkem operace sjednocenı́, průnik, rozdı́l podmnožin množiny X a kompozice
zobrazenı́ z X do X?
4. Uvažujme množinu exp X s operacı́ sjednocenı́. Má každý prvek Y ∈ exp X inverzi vzhledem
k uvažované operaci?
5. Řekneme, že dvě celá čı́sla m, n jsou v relaci ∼, jestliže jejich rozdı́l je celočı́selný násobek trojky.
Ověřte, že se jedná o ekvivalenci. Přı́slušnou faktorovou množinu označı́me Z3 a jednotlivé třı́dy
rozkladu 0̄ = [0]∼, 1̄ = [1]∼, 2̄ = [2]∼. Na množině Z3 definujeme operaci sčı́tánı́ takto: [m]∼ + [n]∼ =
[m + n]∼. Operaci násobenı́ definujeme stejně: [m]∼ · [n]∼ = [m · n]∼. Ověřte, že tyto operace jsou
korektně definovány.13) Ověřte, že množina Z3 s takto definovanými operacemi je pole. Uvažujme na
množině Z3 relaci ≤≤, jejı́ž graf je množina {(0̄, 0̄), (1̄, 1̄), (2̄, 2̄), (0̄, 1̄), (0̄, 2̄), (1̄, 2̄), }. Ověřte, že se
jedná o uspořádánı́. Zjistěte, zda je toto uspořádánı́ slučitelné se zmı́něnými operacemi sčı́tánı́ a násobenı́.
6. Dokažte, že pro každá dvě x, y ∈ R jsou vztahy x ≤ y, 0 ≤ y−x , x− y ≤ 0 a−y ≤ −x ekvivalentnı́.
7. Dokažte, že pro každá tři reálná čı́sla x, y, z ∈ R platı́:
a) Jestliže x ≤ y, pak x + z < y + z. b) Jestliže 0 < x a 0 < y, pak 0 < xy.
c) Jestliže 0 < z, jsou vztahy x < y a xz < yz ekvivalentnı́.

8. Dokažte, že množina N je nekonečná.
9. Dokažte, že každá konečná pomnožina R má maximum a minimum.
10. Ukažte, že pro každá dvě reálná čı́sla x, y platı́:
a) (−x) · (−y) = xy; b) | − x | = |x |;
c) |xy| = |x | · |y|; d) |x + y| ≤ |x | + |y|;
e) ||x | − |y|| ≤ |x − y|.

11. Ukažte, že pro každá tři reálná čı́sla x, y, z platı́: Jestliže x < y a z < 0, pak xz > yz.
12.Ukažte, že pro každá tři reálná čı́sla x, y, ε, ε > 0 platı́: |x−y| < ε právě tehdy, když x ∈ (y−ε, y+ε).
13. Zjistěte, zda pro každé x ∈ R platı́:
13)Ověřte, že je-li [m]∼ = [m′]∼ a [n]∼ = [n′]∼, je i [m + n]∼ = [m′ + n′]∼. Podobně pro násobenı́.
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a) x/x = 1; b) x/x2 = 1/x ;
c) x2/x = x .

14. Zjistěte, pro která x ∈ R jest:
a) x < −2x ; b) x2 − 5x + 6 > 0;

c) |x + 2| + 3|x − 1| − 2|x − 3| > 0; d) (x − 1)(x + 2)(x − 3)
(x + 4)(x − 5)(x + 6) > 0.

15. Najděte reálná čı́sla x, y taková, že
a) x − y < x + y; b) xy > x/y.

16. Rozhodněte, zda existujı́ taková dvě reálná čı́sla x, y, že xy > x a xy > y (resp. xy < y a xy < x).
17. Rozhodněte, zda existujı́ taková dvě reálná čı́sla x, y, že x + y < x (resp. x + y < x a x + y < y).
18. Najděte supremum, infimum, maximum a minimum množin (−3, 2), {5, 0}, {17 ,

1
10}, {−4, 4}, {−7},

[1,∞).
19. Najděte sup X a inf X , jestliže
a) X = {1/n | n ∈ N}; b) X = {r ∈ Q | r > 0};
c) X = {(n + 1)/n | n ∈ N}; d) X = {1+ 1/n | n ∈ N}.

20. Najděte maximum, minimum, suppremum a infimum (jestliže existujı́) následujı́cı́ch množin:
a) množina všech celých záporných čı́sel, b) množina všech záporných čı́sel,
c) intervaly (0, 1), [−2, 1], (0, 3], [0,∞), d) množina [0, 1] ∪ [2, 3],
e) množina všech iracionálnı́ch čı́sel z (0, 1), f) množina všech racionálnı́ch čı́sel z (0, 1),
g) množina {n + 1/n | n ∈ N}, h) množina {(−1)n · (n/(n + 1)) | n ∈ N}.

21. Najděte maximum, minimum, suppremum a infimum (jestliže existujı́) funkce f na množině Y ,
jestliže :
a) f : R → R, f (x) = x2 a Y = {(−1)n/n | n ∈ N};
b) f : R → R, f (x) = −2x a Y = {(−1)n(n + 1) | n ∈ N};
c) f = " a Y = {1/n | n ∈ N}.

22. Platı́ věta o supremu (infimu) i v množinách N, Z, Q?
23. Předpokládejme, že množiny X,Y ⊂ R majı́ supremum. Nalezněte:
a) sup(X ∪ Y ); b) inf(−X);
c) inf(1/X) (za předpokladu 0 < X ).

24. Existuje funkce, která je zároveň sudá i lichá?
25. Ukažte, že pro každou lichou funkci f platı́: Jestliže 0 ∈ Dom f , potom f (0) = 0.
26. Bud’ f : R → R funkce taková, že: Jestliže x ∈ Dom f , potom −x ∈ Dom f . Ukažte, že funkci f
lze vyjádřit jako součet sudé a liché funkce.
Návod: f (x) = 1

2 ( f (x) + f (−x)) + 1
2 ( f (x) − f (−x)).

27. Bud’te f1, f2 : R → R sudé funkce, bud’te g1, g2 : R → R liché funkce. Rozhodněte, které
z uvedených funkcı́ jsou sudé (resp. liché): f1 + f2, g1 + g2, f1 · f2, g1 · g2, f1 + g1, f1 · g1, f1 ◦ g1,
g1 ◦ f1.
28. Zjistěte, které z následujı́cı́ch funkcı́ jsou sudé resp. liché:
a) f (x) = x/|x |; b) f (x) = x4 − 2x2;
c) f (x) = (2− x)/(2+ x); d) f (x) = x − x3/6+ x5/120;
e) f (x) = 2.

29. Existuje ke každé funkci funkce inverznı́? Může existovat inverznı́ funkce k funkci periodické?
30. Ukažte, že každá z následujı́cı́ch funkcı́ je sama k sobě inverznı́:
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a) f (x) = x ; b) f (x) = −x ; c) f (x) = 1/x ;
d) f (x) = x + 1

x − 1; e) f (x) = 2+ 1
x − 2; f) f (x) = ax + b

x − a (a, b ∈ R).
31. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’ f : R → R funkce rostoucı́ na každém intervalu (−n, n), kde
n ∈ N. Pak je f rostoucı́ na R.
32. Sestrojte rostoucı́ funkce f, g na intervalu (x, y) tak, aby funkce f · g nebyla rostoucı́ na (x, y).
33. Existuje funkce f : R → R, která je současně rostoucı́ na R a lichá (resp. rostoucı́ na R a sudá)?
34. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’te f, g : R → R funkce takové, že f je neklesajı́cı́ na R a f + g je
klesajı́cı́ na R. Pak g je klesajı́cı́ na R.
35. Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’ f : R → R funkce neklesajı́cı́ na intervalu (x, y). Pak je pro každé
z ∈ (x, y) množina f −1(z) ∩ (x, y) prázdná nebo jednoprvková nebo interval.
36. Rozhodněte, na kterých intervalech jsou dané funkce rostoucı́ a na kterých klesajı́cı́:
a) f (x) = x2; b) f (x) = x3; c) f (x) = |x |;
d) f (x) = x + |x |.

37. Je-li funkce f : R → R rostoucı́, je nutně
a) funkce 2 f rostoucı́, b) funkce − f klesajı́cı́, c) funkce f 2 rostoucı́?

38. Necht’funkce f i g jsou definovávy na stejném intervalu.
a) Jsou-li funkce f i g rostoucı́, je funkce f + g také rostoucı́?
b) Najděte rostoucı́ funkci f a klesajı́cı́ funkci g tak, aby funkce f + g byla rostoucı́.

39. Sestrojte funkce f, g : X ⊂ R → R tak, aby platilo f · g = 0 a neplatilo ani f (X) = {0} ani
g(X) = {0}. Je možné nalézt takové funkce pro libovolnou neprázdnou množinu X?
40. Rozhodněte, zda platı́ následujı́cı́ tvrzenı́: Bud’ f : R → R funkce taková, že pro každý otevřený
interval J platı́ f (J ) ⊂ J . Pak f = idR.
41. Načrtněte graf funkce f , je-li:
a) f (x) = |x + 1| + |x − 1|; b) f (x) = |x − 1|; c) f (x) = −x |x |;
d) f (x) = (x − 1)/(x + 1).

42. Necht’ p : R \ {0} → R, p(x) = 1
x − 1. Ověřte, že platı́:

a) p + p ◦ (− idR) = −2; b) p ◦ (2 idR) = 1
2 (p − 1); c) p ◦ (1− idR) = 1

p ;

d) −1
p ◦ (idR +1) = p + 2; e) 1

p + 1 = p ◦
(

1
idR

)

+ 1.

43. Známe-li graf funkce f (x), jak sestrojı́te grafy funkcı́ f (−x), − f (x), f (x + c), f (x) + c, a · f (x),
f (a · x)?
44. Jsou dány funkce f a g. Najděte | f |, f + g, f − g, f · g, f/g, f ◦ g, g ◦ f , platı́-li:
a) f, g : R → R, f (x) = 3x , g(x) = 2− x ;

b) f, g : R → R, f (x) =
{

0, pro x ≤ 0,
x, pro x > 0, , g(x) =

{

0, pro x ≤ 0,
−x2, pro x > 0;

c) f, g : [0, 2] → [0, 2], f (x) =
{

x, pro x ∈ [0, 1],
2− x, pro x ∈ (1, 2], , g(x) =

{

x, pro x ∈ Q,
2− x, pro x ∈ I.

45. Necht’ f, g : R → R,

f (x) =
{

|x |, pro x < 1,
2x − 1, pro x ≥ 1, g(x) =

{

2− x2, pro x < 0,
x + 2 pro x ≥ 0.

a) Určete, pro která x platı́ f (x) = 0, g(x) = 0, f (x) = x , g(x) = x , f (x) = g(x), f (g(x)) = 1,
g( f (x)) = 1.
b) Dokažte, že f (x) ≥ 0 pro všechna x .
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c) Dokažte, že g( f (x)) > 0 pro všechna x .
d) Zjistěte, zda existuje inverznı́ funkce k funkcı́m f , g.
e) Určete funkci f ◦ g a načrtněte jejı́ graf.

46. Bud’te f periodická funkce s periodou p a n přirozené čı́slo. Ukažte, že čı́slo np je také perioda této
funkce.
47. Ukažte, že každá konstantnı́ funkce je periodická.
48. Udejte přı́klad nekonstantnı́ periodické funkce, která nemá nejmenšı́ periodu.
49. Které z následujı́cı́ch funkcı́ f : R → R jsou periodické:
a) f (x) = [x]; b) f (x) = x − [x].

50. Necht’funkce f, g : R → R jsou periodické se stejnou periodou. Dokažte, že funkce f + g a f · g
jsou periodické.
51. Je součet dvou periodických funkcı́ vždy periodická funkce?
52. Určete supx∈X f (x), infx∈X f (x), maxx∈X f (x), minx∈X f (x), je-li:
a) f : R → R, f (x) = x2 a X = R; b) f : R → R, f (x) = x2 a X = (−3, 2);
c) f : R \ {0} → R, f (x) = 1/x a X = (−∞, 0).

53. Bud’te f, g, h : R → R ohraničené funkce, necht’pro každé x ∈ R platı́ h(x) *= 0. Rozhodněte, zda
funkce f + g, f · g, 1/h, g/h jsou ohraničené na R.
54. Necht’ f : R → R. Ukažte, že je f konvexnı́ na R jestliže
a) f (x) = |x | − x ; b) x2.


