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5. Posloupnosti a řady
5.1 Limita a hromadné hodnoty. Mějme posloupnost (xn) prvků Hausdorffova topologického prostoru
X . Jelikož ∞ je prvkem uzávěru množiny N, můžeme uvažovat limitu limn→∞ xn. Pokud nedojde
k mýlce, budeme tuto limitu označovat prostě lim xn .
Následujı́cı́ kritérium pro limitu posloupnosti je přı́mým důsledkem definice limity:

Věta 5.1. Posloupnost (xn) prvků topologického prostoru X má limitu x0, právě když pro každé okolı́ U
bodu x0 existuje přirozené čı́slo n0 takové, že pro každé přirozené čı́slo n ≥ n0 platı́ xn ∈ U.
Prvek x0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (xn), jestliže ke každému jeho okolı́ U existuje

nekonečně mnoho přirozených čı́sel k takových, že xk ∈ U .
Věta 5.2. Množina hromadných hodnot libovolné posloupnosti je uzavřená.
D ů k a z. Označme Amnožinu hromadných hodnot posloupnosti (xn). Zvolme libovolný prvek x ∈ X\A.
Jelikož x nenı́ hromadnou hodnotou, musı́ mı́t okolı́ U , které obsahuje pouze konečně mnoho členů
posloupnosti (xn). Pak ale každý prvek okolı́ U má tutéž vlastnost a U ⊂ X \ A. Tı́m jsme dokázali, že
množina X \ A je otevřená.

Věta 5.3. Předpokládejme, že topologický prostor X je kompaktnı́ a uvažujme posloupnost (xn) prvků X.
1. (xn) má hromadnou hodnotu.
2. Má-li posloupnost (xn) jedinou hromadnou hodnotu x0, pak lim xn = x0.
D ů k a z. 1. Předpokládejme, že žádný prvek množiny X nenı́ hromadnou hodnotou posloupnosti (xn).
Pak každý prvek x ∈ X má okolı́ Ux , které obsahuje pouze konečně mnoho členů posloupnosti (xn).
Systém S = {Ux | x ∈ X} je otevřené pokrytı́ množiny X a má konečné podpokrytı́ T ⊂ S. Nynı́ je
zřejmé, že ve sjednocenı́ systému T ležı́ jen konečně mnoho členů posloupnosti (xn). Ovšem ∪T ⊂ X
a máme co? A máme spor.
2. Kdyby neplatilo lim xn = x0, pak existuje okolı́ U prvku x0 takové, že v množině X \ U ležı́

nekonečně mnoho členů posloupnosti (xn). Tyto prvky tvořı́ posloupnost v kompaktnı́m topologickém
prostoru X \U ,1) která má podle bodu 1. hromadnou hodnotu, různou od x0. To je spor.

5.2 Posloupnosti reálných čı́sel. Pravı́me, že posloupnost reálných čı́sel je konvergentnı́, má-li limitu
v R. Je-li limitou této posloupnosti∞ nebo −∞, řı́káme, že je divergentnı́. Posloupnost, která nenı́ ani
konvergentnı́, ani divergentnı́, se nazývá oscilujı́cı́.
Ze cvičenı́ 11 k předchozı́ kapitole vı́me, že množina R je kompaktnı́. Podle věty 5.3 má tedy každá

posloupnost reálných čı́sel vR hromadnou hodnotu—množina hromadných hodnot je neprázdná. Podle
věty 5.2 je tato množina navı́c uzavřená, což ovšem dohromady znamená, že má nejmenšı́ a největšı́
prvek. Můžeme tedy zformulovat následujı́cı́ výsledek:

Věta 5.4. 1. Každá posloupnost reálných čı́sel má v R největšı́ a nejmenšı́ hromadnou hodnotu.
2. Je-li tato posloupnost navı́c ohraničená, jsou tyto hromadné hodnoty reálná čı́sla.
D ů k a z. Bod 1. jsme dokázali v předchozı́m odstavci, bod 2. je zřejmý.
Největšı́ hromadná hodnota posloupnosti reálných čı́sel (xn) se nazývá limes superior posloupnosti

(xn) a označuje lim supn→∞ xn nebo lim sup xn. Nejmenšı́ hromadná hodnota této posloupnosti se nazývá
limes inferior posloupnosti (xn) a označuje lim infn→∞ xn nebo lim inf xn .
Je-li σ rostoucı́ posloupnost přirozených čı́sel, pak posloupnost (xσn ) se nazývá posloupnost vybraná

z posloupnosti (xn) nebo podposloupnost posloupnosti (xn).

1)Jak vı́me, že je kompaktnı́?
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Věta 5.5. Bud’(xn) posloupnost reálných čı́sel. Pak bod x0 ∈ R je hromadnou hodnotou této posloupnosti,
právě když existuje vybraná posloupnost xσn taková, že lim xσn = x0.
D ů k a z. Bud’U okolı́ bodu x0. Předpokládejme, že existuje vybraná posloupnost xσn taková, že
lim xσn = x0. Označme n0 přirozené čı́slo takové, že pro každé n ≥ n0 je xσn ∈ U (věta 5.1). Hledanými
čı́sly k jsou čı́sla σn0, σn0+1, σn0+2, . . .
Nynı́ dokážeme opačné tvrzenı́ pro x0 ∈ R (pro x0 ∈ {∞,−∞} přenecháme důkaz čtenáři). Označme

In interval (x0 − 1/n, x0 + 1/n). Pomocı́ principu matematické indukce zkonstruujeme vybranou po-
sloupnost (xσn ) takovou, že pro každé n je xn ∈ In. Označme σ1 nejmenšı́ přirozené čı́slo, pro které
xσ1 ∈ I1 (takových přirozených čı́sel je podle předpokladu nekonečně mnoho). Podobně, označme σ2
nejmenšı́ přirozené čı́slo většı́ než σ1, pro které xσ2 ∈ I2 (přirozených čı́sel k > σ1, pro která xk ∈ I2
je nekonečně mnoho). Předpokládejme nynı́, že již máme čı́sla σ1 < . . . < σn , která naši podmı́nku
splňujı́. Pak σn+1 budiž nejmenšı́ přirozené čı́slo, pro které σn+1 > σn a xσn+1 ∈ In+1. Tı́m je hledaná
vybraná posloupnost (xσn ) zkonstruována a věta dokázána.
Posloupnost (xn) prvků množinyR se nazývá cauchyovská, jestliže ke každému reálnému čı́slu ε > 0

existuje přirozené čı́slo n0 takové, že pro každé n1, n2 > n0 platı́

|xn1 − xn2| < ε (5.2.1)

Věta 5.6. Každá konvergentnı́ posloupnost reálných čı́sel je cauchyovská. Každá cauchyovská posloup-
nost reálných čı́sel je konvergentnı́.
D ů k a z. Bud’(xn) konvergentnı́ posloupnost reálných čı́sel, x0 jejı́ limita. Zvolme libovolné čı́slo ε > 0
a označme n0 přirozené čı́slo takové, že pro každé n > n0 je |xn − x0| < ε/2. Bud’te nynı́ n1, n2 > n0.
Máme

|xn1 − xn2| = |xn1 − x0 + x0 − xn2| ≤ |xn1 − x0| + |x0 − xn2| <
ε

2
+

ε

2
= ε

Každá konvergentnı́ posloupnost je tedy cauchyovská.
Mějme nynı́ cauchyovskou posloupnost (xn) a označme n0 přirozené čı́slo takové, že pro každé

n1, n2 ≥ n0 je |xn1 − xn2| < 1. Dále označme

M = max{x1, x2, . . . xn0} + 1,
m = min{x1, x2, . . . xn0} − 1.

Nynı́ pro libovolné n ∈ {1, 2, . . . , n0− 1} platı́ xn < M a pro n ≥ n0 je |xn − xn0| < 1, což znamená, že
xn < xn0 + 1 ≤ M . Posloupnost (xn) je tedy shora ohraničená čı́slem M . Stejným způsobem se dokáže,
že posloupnost (xn) je také zdola ohraničená čı́slem m. Položme a = lim inf xn a b = lim sup xn . Máme
a, b ∈ R (věta 5.4).
Předpokládejme, že a < b a položme ε = 1

3(b − a). Pak existuje přirozené čı́slo n0 takové, že pro
každé n1, n2 > n0 je |xn1 − xn2 | < ε. Zvolme nynı́ k, l ≥ n0 tak, aby |xk − a| < ε a |xl − b| < ε (čı́sla
k, l existujı́, jelikož a a b jsou hromadné hodnoty — věta 5.5). Dostáváme xl > b − ε, xk < a + ε, čili

xl − xk > b− ε − a − ε = 3ε − 2ε = ε

a to je spor, jelikož podle předpokladu, xl − xk < ε.
Dostáváme tedy a = b a tvrzenı́ plyne z věty 5.3.

5.3 Posloupnosti funkcı́. Necht’Y ⊂ X ⊂ R. Uvažujme posloupnost ( fn) funkcı́ fn : X → R. Řı́káme,
že tato posloupnost konverguje bodově k funkci f : Y → R na množině Y , jestliže pro každé x ∈ Y platı́
limn→∞ fn(x) = f (x). Funkce f se nazývá limita posloupnosti ( fn) a označuje lim fn. Řı́káme, že
posloupnost ( fn) konverguje k funkci f na množině Y stejnoměrně, jestliže ke každému ε > 0 existuje
n0 ∈ N takové, že pro každé n ≥ n0 a x ∈ Y platı́ | fn(x) − f (x)| < ε.
Z uvedených definic ihned plyne: Jestliže posloupnost ( fn) konverguje k funkci f na množině Y

stejnoměrně, pak k této funkci na této množině konverguje i bodově. Tuto implikaci lze obrátit napřı́klad
jsou-li funkce fn konstantnı́.
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Obsahuje-li množina Y všechna čı́sla x ∈ X , pro něž existuje limn→∞ fn(x), nazývá se obor
konvergence posloupnosti ( fn).
Necht’ fn : R → R,

f (x) =
x
n

.

Pro každé x ∈ R platı́ limn→∞ fn(x) = 0; oborem konvergence této posloupnosti je tedy množina R.
Předpokládejme nynı́, že množina Y ⊂ R je ohraničená a −M < Y < M . K libovolnému ε > 0 zvolme
n0 ∈ N tak, aby M/n0 < ε. Pak pro každé n ≥ n0 a x ∈ Y platı́ | fn(x)| = |x/n| ≤ |x/n0| ≤ M/n0 < ε.
Posloupnost ( fn) tedy konverguje stejnoměrně k nule na Y . Nenı́-li ovšem množina Y ohraničená, najdeme ke
každému ε > 0 a n ∈ N čı́slo x ∈ Y takové, že |x | > nε, neboli |x/n| = | fn(x)| > ε. V tomto přı́padě tedy
posloupnost ( fn) na Y stejnoměrně nekonverguje.

Věta 5.7. Jestliže k posloupnosti ( fn) funkcı́ fn : X → R a funkci f : Y → R existuje posloupnost
(yn) taková, že lim yn = 0 a pro každé n ∈ N a x ∈ Y je | fn(x) − f (x)| < yn, pak posloupnost ( fn)
konverguje stejnoměrně k funkci f na množině Y .
D ů k a z. Zvolme ε > 0 a označme n0 takové čı́slo, že pro každé n > n0 platı́ yn < ε. Pak pro každé
x ∈ Y platı́ | fn(x) − f (x)| < ε a tvrzenı́ je dokázáno.
Následujı́cı́ tvrzenı́ budeme často použı́vat.

Věta 5.8. Posloupnost ( fn) konverguje stejnoměrně na Y , právě když ke každému ε > 0 existuje čı́slo
n0 takové, že pro každé n1, n2 > n0 a x ∈ Y platı́ | fn1(x) − fn2(x)| < ε.
D ů k a z. Jestliže posloupnost ( fn) konverguje stejnoměrně na Y k funkci f , pak k libovolnému ε > 0
existuje čı́slo n0 takové, že pro každé x ∈ Y a n1, n2 > n0 platı́

| fn1(x) − f (x)| <
ε

2
,

| fn2(x) − f (x)| <
ε

2
.

(5.3.1)

Máme tedy

| fn1(x) − fn2(x)| = | fn1(x) − f (x) + f (x) − fn2(x)|
≤ | fn1(x) − f (x)| + | fn2(x) − f (x)| <

ε

2
+

ε

2
= ε.

Předpokládejme nynı́ naopak, že je splněna druhá podmı́nka tvrzenı́. Zvolme ε > 0 a označme n0 čı́slo
takové, že pro každé n1, n2 > n0 a x ∈ Y platı́

| fn1(x) − fn2(x)| <
ε

2
. (5.3.2)

Podle předpokladu je posloupnost ( fn(x)) cauchyovská a existuje tedy čı́slo f (x) takové, že
limn→∞ fn(x) = f (x). Máme tedy

| fn(x) − f (x)| = lim
m→∞

| fn(x) − fm(x)| ≤
ε

2
< ε. (5.3.3)

tvrzenı́ je dokázáno.

Věta 5.9. Necht’posloupnost ( fn) funkcı́ spojitých v bodě x0 ∈ Y stejnoměrně konverguje na množině Y
k funkci f . Pak funkce f je spojitá v bodě x0.
D ů k a z. Položme yn = limn→∞ fn(x0) a zvolme ε > 0. Pak existuje čı́slo n1 takové, že pro každé
x ∈ Y a n > n1 platı́

| fn(x) − f (x)| <
ε

3
(5.3.4)
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a čı́slo n2 takové, že pro každé n > n2,

| fn(x) − f (x0)| <
ε

3
. (5.3.5)

Položme n = max{n1, n2}. Funkce fn je spojitá v bodě x0, existuje tedy okolı́ U tohoto bodu, tak, že
pro každé x ∈ Y ∩U platı́

| fn(x) − fn(x0)| <
ε

3
. (5.3.6)

Pro libovolný bod x ∈ Y ∩U (a pro pevné n, které jsme si před chvı́lı́ vybrali) tedy platı́

| f (x) − f (x0)| = | f (x) − fn(x) + fn(x) − fn(x0) + fn(x0) − f (x0)|
< | f (x) − fn(x)| + | fn(x) − fn(x0)| + | fn(x0) − f (x0)| =

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

což dokazuje spojitost funkce f v bodě x0.

Uvažme funkce fn : [0, 1]→ R, fn(x) = xn . Snadno zjistı́me, že pro x < 1 je lim fn(x) = 0, ale lim fn(1) = 1.
Limitou posloupnosti ( fn) je tedy nespojitá funkce f : [0, 1]→ R,

f (x) =
{

0 x < 1,
1 x = 1.

Podle uvedené věty nenı́ konvergenceposloupnosti ( fn) stejnoměrná.Vskutku, ke každému čı́slu ε > 0, 0 < ε < 1,
najdeme čı́slo x ∈ [0, 1) tak, že fn(x) > ε.

Důsledek 5.10. Necht’posloupnost ( fn) stejnoměrně konverguje na množině Z k funkci f a necht’pro
každé n ∈ N existuje limita limx→x0 fn(x) = an. Pak existujı́ i limity lim an a limx→x0 f (x) a platı́

lim an = lim
x→x0

f (x). (5.3.7)

5.4 Řady. Mějme posloupnost (xn) reálných čı́sel. Nekonečnou řadou, určenou posloupnostı́ (xn),
rozumı́me symbol

∑

xn. Posloupnost (sn), jejı́ž členy jsou dány předpisem sn = x1 + . . . + xn (n =
1, 2, . . .), nazýváme posloupnost částečných součtů řady

∑

xn.
Jestliže posloupnost částečných součtů řady

∑

xn konverguje, hovořı́me o konvergentnı́ řadě a čı́slo
lim sn nazýváme jejı́m součtem. V opačném přı́padě hovořı́me o divergentnı́ řadě.
Součet nekonečné řady

∑

xn obvykle rovněž označujeme symbolem
∑

xn (pokaždé je přitom jasné,
v jakém významu jsme tento symbol zrovna použili). Tvrzenı́

∑

xn = s znamená: ,,Řada
∑

xn kon-
verguje a jejı́ součet je s“. Kromě tohoto zápisu použı́váme i zápis

∑∞
n=1 xn . Zápis

∑∞
n=k xn znamená

∑∞
n=1 xn+k−1. V takovém přı́padě budeme použı́vat následujı́cı́ značenı́ pro posloupnost částečných

součtů: sn = xk + xk+1 + . . . + xn.
Necht’q ∈ R. Řada

∑

qn−1 se nazývá geometrická řada s kvocientem q .e-li q *= 1, pak pro n-tý člen sn jejı́
posloupnosti částečných součtů platı́

sn = 1+ q + q2 + . . . + qn−1 =
1− q
1− q

(1+ q + q2 + . . . + qn−1) =
1− qn

1− q
. (5.4.1)

Je-li q = 1, platı́

sn = n, (5.4.2)

Vidı́me tedy, že lim sn existuje, právě když |q| < 1, a je rovna 1/(1 − q). Uvedená řada tedy konverguje, právě
když |q| < 1, a v tom přı́padě platı́

∑

qn−1 = 1/(1− q). Geometrická řada s q = −1 se nazývá Grandiho řada.
Řada

∑

1/n se nazývá harmonická řada. Pro posloupnost (sn) jejı́ch částečných součtů platı́
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s1 = 1
s2 = 1+

1
2

s4 = s2 +
1
3

+
1
4

>
1
4

+
1
4

= s2 +
1
2

...

s2n+1 = s2n +
1

2n + 1
+

1
2n + 2

+ . . . +
1
2n+1

> s2n +
1

2n+1
+ . . . +

1
2n+1

= s2n +
1
2
.

Harmonická řada tedy diverguje.
Necht’

xn =
1

n2 − 1
. (5.4.3)

Pro n-tý člen sn posloupnosti částečných součtů řady
∑∞

n=2 xn platı́

sn =
n

∑

k=2

1
k2 − 1

=
1
2

∞
∑

k=2

(

1
k − 1

−
1

k + 1

)

=
1
2

(

1
1

−
1
3

+
1
2

−
1
4

+
1
3

−
1
5

+
1
4

− . . . +
1

n − 3
−

1
n − 1

+
1

n − 2
−
1
n

+
1

n − 1
−

1
n + 1

)

=
1
2

(

1
1

+
1
2

−
1
n

−
1

n + 1

)

.

Je tedy
∑∞

n=2 xn = lim sn = 3
4 .

Věta 5.11 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium). Řada
∑

xn konverguje, právě když ke každému ε > 0
existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n1, n2 > n0 platı́

|xn1 + . . . + xn2| < ε. (5.4.4)

D ů k a z. Je-li sn posloupnost částečných součtů řady
∑

xn a n2 ≥ n1, platı́

|xn1 + . . . + xn2| = |sn2 − sn1−1|. (5.4.5)

Cauchyho-Bolzanovo kritérium tedy plyne z věty 5.6.
Jestliže v (5.4.5) položı́me n1 = n2, dostaneme:

Důsledek 5.12 (nutná podmı́nka konvergence řady). Konverguje-li řada
∑

xn, pak platı́ lim xn = 0.

Aplikujte toto tvrzenı́ na geometrickou a harmonickou řadu!

Důsledek 5.13. Jestliže řada
∑

xn konverguje, pak platı́ limn→∞
∑∞

k=n xk = 0.

Věta 5.14. Mějme dvě posloupnosti reálných čı́sel (xn), (yn) a čı́slo c. Jestliže řady
∑

xn a
∑

yn
konvergujı́, pak konvergujı́ i řady

∑

(xn + yn) a
∑

cxn a platı́
∑

(xn + yn) =
∑

xn +
∑

yn,
∑

cxn = c
∑

xn.
(5.4.6)

D ů k a z. Platı́

lim
n→∞

(x1 + y1 + x2 + y2 + . . . + xn + yn)

= lim
n→∞

(x1 + x2 + . . . + xn) + lim
n→∞

(y1 + y2 + . . . + yn) =
∑

xn +
∑

yn,
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lim
n→∞

(cx1 + cx2 + . . . + cxn) = c lim(x1 + x2 + . . . + xn) = c
∑

xn.

Z uvedeného tvrzenı́ ihned plyne (jak?), že jestliže řada
∑

xn konverguje a řada
∑

yn diverguje, pak řada
∑

xn + yn diverguje. Jestliže prvnı́ dvě řady divergujı́, nelze o konvergenci třetı́ řı́ci nic (uved’te přı́klady).

Věta 5.15. Jestliže pro posloupnosti (xn) a (yn) existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 platı́
xn = yn, pak

∑

xn konverguje, právě když konverguje
∑

yn.
D ů k a z. Za daných předpokladů konverguje řada

∑

(xn − yn). Dále viz větu 5.14.

Věta 5.16. Necht’k je nezáporné celé čı́slo. Pak řada
∑∞

n=1 xn konverguje, právě když konverguje řada
∑∞

n=k xn.
D ů k a z. Necht’ yn = 0 pro n < k a yn = xn pro n ≥ k Řada

∑∞
n=1 xn konverguje, právě když

konverguje řada
∑∞

n=1 yn (lišı́ se konečným počtem členů — viz větu 5.15) a řada
∑∞

n=1 yn konverguje,
právě když konverguje řada

∑∞
n=k xn (porovnejte jejich posloupnosti částečných součtů).

Věta 5.17. Necht’(kn) je rostoucı́ posloupnost nezáporných celých čı́sel, k1 = 1. Jestliže
∑

xn = s, pak
pro posloupnost (yn) = (xkn + xkn+1 + . . . + xkn+1−1) platı́

∑

yn = s.
D ů k a z. Stačı́ si uvědomit, že posloupnost částečných součtů řady

∑

yn je vybraná z posloupnosti
částečných součtů řady

∑

xn.

Opačné tvrzenı́ neplatı́; vyzkoušejte na Grandiho řadě, pro (kn) posloupnost lichých čı́sel.

5.5 Řady s nezápornými členy. Necht’(xn) ≥ 0. Posloupnost částečných součtů řady
∑

xn je neklesajı́cı́.
Konverguje tedy, právě když je ohraničená a právě když konverguje nějaká jejı́ podposloupnost. Jinak
diverguje k +∞.
Věta 5.18 (srovnávacı́ kritérium). Necht’

∑

xn a
∑

yn jsou řady s nezápornými členy a necht’existuje
čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 platı́

xn ≤ yn (5.5.1)

Potom z konvergence řady
∑

yn plyne konvergence řady
∑

xn.
D ů k a z. Necht’řada

∑

yn konverguje. Položme

xn =
{

0 pro n < n0
x pro n ≥ n0.

Pro posloupnosti (sn) a (tn) částečných součtů řad
∑

xn a
∑

yn platı́ (sn) ≤ (tn). Posloupnost (tn)
ohraničená. Je tedy ohraničená i posloupnost (sn) a řada

∑

xn konverguje. Podle věty 5.16 z konvergence
řady

∑

xn plyne konvergence řady
∑

xn .
Řada

∑

yn z předchozı́ věty se nazývá majoranta řady
∑

xn . Řada
∑

xn se nazývá minoranta řady
∑

yn.
Věta 5.19 (limitnı́ srovnávacı́ kritérium). Necht’

∑

xn a
∑

yn jsou řady s nezápornými členy a necht’
existuje konečné

lim sup
xn
yn

. (5.5.2)

Potom z konvergence řady yn plyne konvergence řady xn.
D ů k a z. Z definice limes superior posloupnosti plyne, že posloupnost (xn/yn) je shora ohraničená.
Existuje tedy čı́slo M takové, že pro každé n platı́ xn/yn < M , neboli xn < Myn. Z věty 5.14
a konvergence řady

∑

yn plyne konvergence řady
∑

Myn. Z nı́ a ze srovnávacı́ho kritéria plyne
konvergence řady

∑

xn.
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Ekvivalentnı́ tvrzenı́ k tvrzenı́ srovnávacı́ho kritéria (limitnı́ho i nelimitnı́ho) je: Důsledkem divergence řady
∑

xn je divergence řady
∑

yn.

Věta 5.20 (d’Alembertovo podı́lové kritérium). Bud’
∑

xn řada s kladnými členy. Existujı́-li čı́sla
q < 1 a n0 taková, že pro každé n ≥ n0 je

xn+1
xn

≤ q, (5.5.3)

řada konverguje. Existuje-li čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 je

xn+1
xn

≥ 1, (5.5.4)

řada nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence.
D ů k a z. Dokážeme prvnı́ tvrzenı́. Necht’yn = xn pro n < n0 a yn = qn−n0xn0 pro n ≥ n0 Řada

∑

yn
konverguje (to plyne z konvergence geometrické řady a věty 5.18). Dále

xn0+1 ≤ qxn0,
xn0+2 ≤ qxn0+1 ≤ q2xn0,

...
xn0+p ≤ qxn0+p−1 ≤ . . . ≤ q p−1xn0+1 ≤ q pxn0 .

Řada
∑

yn je tedy majoranta našı́ řady a prvnı́ tvrzenı́ plyne ze srovnávacı́ho kritéria. Důkaz druhého
tvrzenı́ je zřejmý.

Věta 5.21 (limitnı́ podı́lové kritérium). Jestliže pro řadu
∑

xn s kladnými členy je

lim sup
xn+1
xn

< 1, (5.5.5)

pak konverguje. Je-li

lim inf
xn+1
xn

> 1, (5.5.6)

řada nesplňuje nutnou podmı́nku konveregence.
D ů k a z. Označme a = lim sup xn+1/xn , b = lim inf xn+1/xn . Necht’a < q < 1. Podle definice limes
superior posloupnosti existuje čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 je xn+1/xn ≤ q. Prvnı́ tvrzenı́ tedy
plyne z podı́lového kritéria. Jestliže b > 1, pak existuje čı́slo n0 takové, že pro n ≥ n0 je xn+1/xn > 1,
a druhé tvrzenı́ plyne rovněž z podı́lového kritéria.

Věta 5.22 (Cauchyho odmocninové kritérium). Bud’
∑

xn řada s nezápornými členy. Existujı́-li čı́sla
q < 1 a n0 taková, že pro každé n ≥ n0 je

n√xn ≤ q, (5.5.7)

řada konverguje. Existuje-li čı́slo n0 takové, že pro každé n ≥ n0 je

n√xn ≥ 1, (5.5.8)

řada nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence.
D ů k a z. Je podobný důkazu podı́lového kritéria a přenecháváme jej čtenáři jako užitečné cvičenı́.

Věta 5.23 (limitnı́ odmocninové kritérium). Jestliže pro řadu
∑

xn s nezápornými členy je
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lim sup n√xn < 1, (5.5.9)

pak konverguje. Je-li

lim sup n√xn > 1 (5.5.10)

řada nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence.
D ů k a z. Postupujeme podobně, jako v důkazu limitnı́ho podı́lového kritéria.

5.6 Alternujı́cı́ řady. Řekneme, že řada
∑

xn je alternujı́cı́, jestliže pro každý člen xn má člen xn+1
opačné znaménko.
Věta 5.24 (Leibnitzovo kritériumpro alternujı́cı́ řady). Bud’

∑

xn alternujı́cı́ řada splňujı́cı́ podmı́nky
lim xn = 0 a existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n > n0 je |xn+1|/|x | < 1, pak řada konverguje.
D ů k a z. S ohledem na větu 5.15 můžeme předpokládat, že xn ≥ 0 pro lichá n a xn ≤ 0 pro sudá n a že
podmı́nka |xn+1|/|xn| < 1 platı́ pro všechna n ∈ N. Označme (sn) posloupnost částečných součtů řady
∑

xn. Máme

s2n+2 = s2n + x2n+1 + x2n+2 ≥ s2n, (nebot’|x2n+1| ≥ |x2n+2|)
s2n+1 = s2n−1 + x2n + x2n+1 ≤ s2n−1. (nebot’|x2n| ≥ |x2n+1|

Odtud plyne

s2 ≤ s4 ≤ s6 ≤ . . . (5.6.1)
s1 ≥ s3 ≥ s5 ≥ . . . (5.6.2)
s2n = s2n−1 + x2n ≤ s2n−1. (protože x2n ≤ 0) (5.6.3)

Posloupnost (s2n) je neklesajı́cı́ a shora ohraničená, nebot’s2n ≤ s2n−1 ≤ s1, existuje tedy lim s2n = s.
Podle (5.6.3) také lim s2n−1 = lim s2n − lim x2n = s.
Zvolme ε > 0 podle předchozı́ho odstavce existujı́ přirozená čı́sla n1, n2 taková, že pro n > n1

je |s2n − s| < ε a pro n > n2 je |s2n−1 − s| < ε. Položme m0 = max{2n1, 2n2 − 1}, je-li m > m0
přirozené čı́slo, potom pokudm je sudé a m = 2n ≥ 2n1 tedy |sm − s| = |s2n − s| < ε; nebo je m liché a
m = 2n− 1 ≥ 2n2− 1 a opět |sm − s| = |s2n−1− s| < ε. Což dokazuje konvergenci posloupnosti (sn).

5.7 Absolutně konvergentnı́ řady. K definici absolutně konvergentnı́ řady musı́me nejprve dokázat
následujı́cı́ pomocné tvrzenı́:
Věta 5.25. Konverguje-li řada

∑

|xn|, konverguje i řada
∑

xn a platı́
∣

∣

∑

xn
∣

∣ ≤
∑

|xn|.
D ů k a z. Pro libovolná čı́sla n1 ≤ n2 platı́

|xn1 + . . . + xn2| ≤ |xn1| + . . . + xn2 .

Je-li tedy podmı́nka Cauchyho–Bolzanova kritéria splněna pro řadu
∑

|xn|, je splněna i pro řadu
∑

xn .
Položı́me-li n1 = 1, dostaneme nerovnost pro posloupnosti částečných součtů zkoumaných řad, ze

které vyplývá nerovnost z tvrzenı́.
Řada

∑

xn , pro kterou konverguje řada
∑

|xn|, se nazývá absolutně konvergentnı́. Z předchozı́
věty plyne, že absolutně konvergentnı́ řada je konvergentnı́. Konvergentnı́ řada, která nenı́ absolutně
konvergentnı́, se nazývá neabsolutně konvergentnı́.
Věta 5.26. Mějme dvě posloupnosti reálných čı́sel (xn), (yn) a čı́slo c ∈ R. Jestliže řady

∑

xn a
∑

yn
absolutně konvergujı́, pak absolutně konvergujı́ i řady

∑

(xn + yn) a
∑

cxn a platı́
∑

(xn + yn) =
∑

xn +
∑

yn,
∑

cxn = c
∑

yn.
(5.7.1)

D ů k a z. Řada
∑

(|xn| + |yn|) konverguje podle věty 5.14. Dále pro každé n ∈ N platı́ |xn + yn| ≤
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|xn| + |yn|. Řada
∑

|xn + yn| tedy konverguje podle srovnávacı́ho kritéria a řada
∑

xn + yn konverguje
absolutně.
Pro každé n ∈ N platı́ |cxn| = |c||xn|. Řada

∑

|cxn| tedy konverguje podle věty 5.14 a řada
∑

cxn
konverguje absolutně.
Rovnosti z tvrzenı́ plynou ze stejných rovnostı́ z věty 5.14.

Věta 5.27. Bud’te
∑

xn absolutně konvergentnı́ řada a σ : N → N bijekce. Řada
∑

yn, kde yn = xσ (n),
je absolutně konvergentnı́ a platı́

∑

xn =
∑

yn.
D ů k a z. Označme (sn) a (tn) posloupnosti částečných součtů řad

∑

|xn| a
∑

|yn|,mσ (n) největšı́ prvek
množiny {1, . . . , n}. Posloupnost (mσ ) je neklesajı́cı́ a neohraničená, má tedy rostoucı́ podposloupnost
(kσ (n)). Posloupnost (skσ (n)) je tedy vybraná z posloupnosti sn . Navı́c platı́ (tn) ≤ (skσ (n)). Z konver-
gence řady

∑

|xn| tedy plyne konvergence řady
∑

yn (
∑

|xn| konverguje, (sn) je tedy ohraničená, (tn)
je tedy rovněž ohraničená a

∑

|yn| konverguje). Řada
∑

yn je tedy absolutně konvergentnı́.
Označme nynı́ (sn) a (tn) posloupnosti částečných součtů řad

∑

xn a
∑

yn. Pro každé n ∈ N je
skσ (n) − tn rovno součtu konečně mnoha členů posloupnosti (yk)∞k=n+1. Přitom podle důsledku 5.13.
Cauchyho–Bolzanova kriteria z konvergence řady

∑

|yn| plyne, že ke každému ε > 0 existuje n ∈ N
takové, že

∑∞
k=n+1 |yk| < ε. Máme tedy

|skσ (n) − tn | ≤
∞
∑

k=n+1
|yk| < ε

a skσ (n) = lim tn (že tyto limity existujı́ již vı́me), čili i lim sn = lim tn .
Řadě

∑

yn řı́káme přerovnánı́ řady
∑

xn .

5.8 Neabsolutně konvergentnı́ řady. Necht’ řada
∑

xn je neabsolutně konvergentnı́. Položme x+
n =

max{xn, 0}, x−
n = −min{xn, 0}. Posloupnosti x+

n a x−
n jsou tedy nezáporné a platı́ (xn) = (x+

n − x−
n ).

Lemma 5.28. Posloupnosti (x+
n ) a x−

n obsahujı́ nekonečně mnoho kladných členů.
D ů k a z. Existuje-li čı́slo n0 ∈ N takové, že pro každé n ≥ n0 platı́ xn ≥ 0, řada

∑∞
n=n0 xn, a tedy i řada

∑

xn konverguje absolutně, což je spor. Podobně z existence čı́sla n0 takového, že pro každé n ≥ n0
platı́ xn ≤ 0 plyne absolutnı́ konvergence řady

∑∞
n=n0 xn (je totiž |xn| = −xn ), a tedy i řady

∑

xn .

Lemma 5.29. Řady
∑

x+
n a

∑

x−
n jsou divergentnı́.

D ů k a z. Podle věty 5.14 řady
∑

x+
n a

∑

x−
n bud’ obě divergujı́, nebo obě konvergujı́. Jestliže obě

konvergujı́, konvergujı́ absolutně (jsou to řady s nezápornými členy) a řada
∑

xn podle věty 5.26
konverguje absolutně. Musejı́ tedy být divergentnı́.
Nynı́ ukážeme, že pro neabsolutně konvergentnı́ řady neplatı́ tvrzenı́ podobné větě 5.27.

Věta 5.30 (Riemannova přerovnávacı́ věta). Necht’řada
∑

xn neabsolutně konverguje. Pak k libovol-
nému x ∈ R existuje bijekce σ : N → N taková, že

∑

σ (n) xn = x.
D ů k a z. Bude doplněn později...

Přı́klady

1. Necht’x ∈ R. Dokažte, že limn→∞
n√x = 1.

Řešenı́: V přı́padě, že x = 1, je tvrzenı́ zřejmé.
Pokud x > 1, pak také n√x > 1. Necht’ tedy n√x > 1 + hn , kde hn > 0. Platı́ x = (1 + hn)n >

1 + nhn > nhn (využili jsme tvrzenı́ binomické věty2)), pro n > 1, a tedy 0 < hn < x/n. Jelikož
limn→∞ x/n = x lim 1/n = 0, pak také lim hn = 0 a tedy limn→∞

n√x = 1.
2)Binomická věta: Pro každé a, b ∈ R, n ∈ N platı́ (a+ b)n = an +

(n
1
)

an−1b+
(n
2
)

an−2b2 + . . . +
( n
n−1

)

abn−1 + bn , kde
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Jestliže 0 < x < 1, položme y = 1/x , tedy y > 1. Jelikož n√x n√y = n√xy = n√1 = 1, máme
n√x = 1/ n√y. Nynı́, když využijeme to, co už vı́me o limitě z minulého tématu, dostaneme

lim
n→∞

n√x =
lim
n→∞

1

lim
n→∞

n√y
=
1
1

= 1.

2. Vypočtěte lim(
√
n2 + 5n + 6−

√
n2 + 3n + 1).

Řešenı́: Výraz v limitě rozšı́řı́me výrazem
√
n2 + 5n + 6+

√
n2 + 3n + 1 a dostaneme

lim(
√

n2 + 5n + 6−
√

n2 + 3n + 1)

= lim
(
√

n2 + 5n + 6−
√

n2 + 3n + 1)(
√

n2 + 5n + 6+
√

n2 + 3n + 1)
√

n2 + 5n + 6+
√

n2 + 3n + 1

= lim
n2 + 5n + 6− n2 − 3n − 1

√

n2 + 5n + 6+
√

n2 + 3n + 1
= lim

2n + 5
√

n2 + 5n + 6+
√

n2 + 3n + 1
.

Výraz v poslednı́ limitě rozšı́řı́me 1/n a dostaneme

lim
2n + 5

√

n2 + 5n + 6+
√

n2 + 3n + 1
= lim

2+ 5/n
√

1+ 5/n + 6/n2 +
√

1+ 3/n + 1/n2

=
2

1+ 1
= 1.

3. Dokažte, že posloupnost an, kde an =
(

1+ 1
n
)n
, je konvergentnı́.

Řešenı́: Položme bn =
(

1+ 1
n
)n+1

. Pokusı́me se dokázat, že posloupnost (b)n je klesajı́cı́. Chceme tedy
dokázat, že

(

1+
1
n

)n+1
=

(

n + 1
n

)n+1
>

(

n + 2
n

)n+2
=

(

1+
1

n + 1

)n+2
.

To je ale splněno, právě když
(

n + 1
n

)n+2
>

(

n + 2
n + 1

)n+2 n + 1
n

tj.
(

(n + 1)2

n(n + 2)

)n+2

> 1+
1
n

tj.
(

1+
1

n(n + 2)

)n+2
> 1+

1
n
, jelikož (n + 1)2 = n(n + 2) + 1.

Pro h > 0, k > 1, k celé je (1+ h)k . Levá strana poslednı́ nerovnosti je tedy většı́ než

(n
k
)

= n!
(n − k)!k! . Čtenář si jistě toto tvrzenı́ dokáže za pomocı́ principu matematické indukce.
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1+ (n + 2)
1

n(n + 2)
= 1+

1
n
.

Tı́m je poslednı́ nerovnost dokázána a posloupnost (bn) je klesajı́cı́. Ona je ovšem také zdola ohraničená
(nebot’bn > 0), existuje tedy lim bn a my ji označı́me e.3) Nynı́

lim
(

1+
1
n

)n
= lim

(

1+
1
n

)n+1

1+
1
n

=
lim

(

1+
1
n

)n+1

lim
(

1+
1
n

) = e.

4.Dokažte tvrzenı́ (Princip vnořených intervalů): Bud’(In) posloupnost uzavřených intervalů s koncovými
body an, bn tak, že
1. pro každé n ∈ N je In+1 ⊂ In,
2. lim(an − bn) = 0.
Pak ∩{In, n ∈ N} je jednoprvková množina.
Řešenı́: Z prvnı́ podmı́nky vyplývá, že posloupnost (an) je neklesajı́cı́. Podle věty 4.26 tedy má limitu
a = lim an. Dále, posloupnost (an) je shora ohraničená každým z čı́sel bk (k ∈ N), a tedy a ≤ bn , pro
každé n ∈ N (viz poznámku za důkazem). Navı́c, jelikož posloupnost (an) je neklesajı́cı́, je pro každé
k ∈ N, ak ≤ a (proč?). Celkově: pro každé k ∈ N, a ∈ Ik .
Předpokládejme nynı́, že existuje jiné čı́slo a, které také ležı́ v každém z intervalů Ik . Jestliže a < a,

pak podle definice limity existuje čı́slo n0 tak, že pro každé n ≥ n0 je an > a, což ovšem znamená, že
a /∈ In , a to je spor.
Jestliže a > a, pak k tomu, aby a leželo v každém z intervalů In , je nutné, aby pro každé n ∈ N bylo

a − a ≤ bn − an . To ovšem znamená, že

a − a ≤ lim(bn − an) = 0.

(viz poznámku za důkazem), neboli a = a, to je spor. Tı́m je tvrzenı́ dokázáno.
Poznámka: V uvedeném důkazu jsme na dvou mı́stech využili následujı́cı́ tvrzenı́, které je jednodu-

chým důsledkem definice limity: Jestliže pro funkce f, g : X ⊂ R → R platı́ f ≤ g a existujı́-li limity
limx→x0 f (x) a limx→x0 g(x), pak limx→x0 f (x) ≤ limx→x0 g(x).
5. Rozhodněte o stejnoměrné konvergenci posloupnosti funkcı́ ( fn) na intervalech (0, a) a [a,∞), kde
a > 0, když fn : [0,∞) → R,

fn(x) =
1

1+ nx
.

Řešenı́: Jestliže je x > 0, pak je limn→∞ fn(x) = 0. Posloupnost ( fn) tedy bodově konverguje k nulové
funkci na (0,∞).
Pro x > a je

0 < fn(x) ≤
1

1+ na
≤
1
na

.

Je-li ε > 0, stačı́ za n0 zvolit celé čı́slo většı́ než 1/aε. Pro každé n ≥ n0 a pro každé x ≥ a potom platı́

| fn(x) − 0| = fn(x) <
1
na

≤
1
n0a

< ε.

Na intervalu [a,∞) se tedy jedná o stejnoměrnou konvergenci.

3)Čı́slo e se nazývá Eulerovo čı́slo. Budeme se s nı́m často setkávat.
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Podı́vejme se, jak to vypadá na intervalu (0, a). Platı́ fn(1/n) = 1
2 . Jestliže tedy zvolı́me ε < 1

2 ,
neexistuje k němu žádné n0 ∈ N tak, aby z podmı́nky x ∈ (0, a), n ≥ n0 plynulo | fn −0| ≤ ε. At’si totiž
zvolı́me n0 jakkoliv velké, lze vždy najı́t přirozené n tak, že n ≥ n0 a 1/n < a. Položı́me-li x = 1/n, je
splněno n ≥ n0 a x ∈ (0, a), ale zároveň | fn(x) − 0| = f (1/n) = 1

2 > ε. Na intervalu (0, a) se tedy
o stejnoměrnou konvergenci nejedná.

Cvičenı́

1. Sestrojte posloupnost reálných čı́sel (an) tak, aby lim an = ∞ a aby byla splněna podmı́nka
a) lim(an+1 − an) = ∞; b) lim(an+1 − an) = 1; c) lim(an+1 − an) = 0.

2. Uved’te přı́klad posloupnostı́ (an), (bn), pro něž je lim an = ∞, lim bn = ∞ a přitom:
a) lim(an − bn) = ∞; b) lim(an − bn) = −∞; c) lim(an − bn) = a ∈ R;
d) lim(an − bn) neexistuje.

3. Uved’te přı́klad posloupnostı́ (an), (bn), pro něž je lim an = ∞, lim bn = 0 a přitom:
a) lim(anbn) = ∞; b) lim(anbn) = 0; c) lim(anbn) = −∞;
d) lim(anbn) = a > 0, a ∈ R; e) lim(anbn) = a < 0, a ∈ R; f) lim(anbn) neexistuje.

4. Rozhodněte, zda pro každou konvergentnı́ posloupnost (an) existuje
a) min{an | n ∈ N}; b) max{an | n ∈ N}; c) inf{an | n ∈ N};
d) sup{an | n ∈ N}.

5. Necht’lim an = ∞. Dokažte, že posloupnost (an) je zdola ohraničená.
6. Necht’lim an = a ∈ R. Dokažte, že lim aσ (n) pro každé rostoucı́ zobrazenı́ σ : N → N.
7. Bud’an > 0 pro každé n ∈ N, necht’lim an = 0. Dokažte, že z posloupnosti (an) lze vybrat klesajı́cı́
podposloupnost, ale nelze vybrat neklesajı́cı́ podposloupnost.
8. Dokažte, že ke každému a ∈ R existuje posloupnost reálných čı́sel konvergujı́cı́ k a.
9. Uved’te přı́klad posloupnosti reálných čı́sel která
a) nemá v R žádnou hromadnou hodnotu;
b) má v R jedinou hromadnou hodnotu;
c) má v R jedinou hromadnou hodnotu, ale nemá limitu;
d) má v R právě dvě hromadné hodnoty;
e) má v R právě n hromadných hodnot (n ∈ N);
f) má v R nekonečně mnoho hromadných hodnot.

10. Dokažte: Jestliže ohraničená posloupnost nenı́ konvergentnı́, pak má alespoň dvě různé hromadné
hodnoty.
11. Pomocı́ definice limity dokažte, že
a) lim 1

n2 + 1
= 0; b) lim n√3 = 1; c) lim n

√

1
2 = 1.

12. Pomocı́ definice limity dokažte, že posloupnost (an), kde an = (−1)n nemá limitu.
13. Zjistěte, zda konverguje posloupnost (an), když
a) an = 2+ (−1)n

n ; b) an = 1+ n(−1)n.
14. Určete limitu a = limn→∞ nkxn v závislosti na parametrech k, x ∈ R.
15. Vypočtete lim an , kde
a) an = n2 − 2n + 3

2n2 + n + 1
; b) an = 2n2 + n − 1

n3 − 2n
; c) an = n4 + n + 1

n3 + n + 1
.
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16. Vypočtěte limitu posloupnosti (an), kde
a) an =

√
n + 1−

√
n; b) an =

√
n2 + 5n + 6−

√
n2 + 3n + 1;

c) an =
√
n + 2−

√
n; d) an =

√
n(

√
n + 1−

√
n).

17. Spočtěte limitu lim 2n + 3
1− 4 · 2n .

18. Bud’a ∈ R, a > 0. Spočtěte:
a) limn→∞

an
1+ an ; b) limn→∞

an − a−n

an + a−n .

19. Dokažte, že pro každou posloupnost (an) platı́ lim inf an = limmin{a1, a2, . . . an}.
20. Vypočtěte lim sup an , lim inf an, kde:
a) an = 1+ (−1)n

n ; b) an = (2+ (−1)n)n
2n .

Nalezněte všechny hromadné hodnoty těchto posloupnostı́.
21. Dokažte, že posloupnost (an) je monotonnı́ a ohraničená a najděte jejı́ limitu, když:

a) an = 2− 5
2n ; b) an = n

√

2+ 1
n ; c) an = n2 + 2

4n2 + 1
.

22. Spočtěte limitu posloupnosti (an), když

a) an = 3+ 4
3n ; b) an = n√4− 16; c) an =

√

n2 + 1
n + 1 ;

d) an =
(

2+ 3
n
)3
; e) an = (n + 1)(n + 3)(n + 2)

n4 + 1
.

23. Dokažte, že uvedené divergentnı́ posloupnosti nemajı́ vlastnı́ limitu a najděte k nim vybranou
posloupnost, která má vlastnı́ nebo nevlastnı́ limitu:
a) ((−2)n + 2n); b) ((−1)nn); c) (n(−1)n ).

24. Vypočtěte limitu posloupnosti (an), kde:
a) an =

(

1− 1
n
)n
; b) an =

(

2n + 1
n − 1

)n
.

25. Na přı́kladech ukažte, že všechny předpoklady Principu vnořených intervalů jsou nutné.
26. Dokažte, že z Principu vnořených intervalů vyplývá axiom spojitosti.
27. Najděte obor konvergence a limitu posloupnosti funkcı́ ( fn), jestliže
a) fn(x) = n2x − 5n

2n2 + nx
; b) fn(x) =

(

1+ x
n
)n .

28. Rozhodněte, zda posloupnost ( fn) konverguje stejnoměrně na I , jestliže
a) fn(x) = nx2 + 1

n , I = R; b) fn(x) = 2−nx2 , I = (0,∞);

c) fn(x) = χ(x)
n , I = R.

29. Rozhodněte o konvergenci následujı́cı́ch řad. U konvergentnı́ch se pokuste najı́t součet.
a)

∑ 1√
n(

√
n + 1−

√
n)
; b)

∑ 5 · 4n + (−3)n+1
5n+2

c)
∑∞

n=2
1

n3 − n
;

d)
∑∞

n=2 ln
n3 − 1
n3 + 1

; e)
∑

(
√
n − 2

√
n + 1+

√
n + 2).

30. Rozhodněte o konvergenci následujı́cı́ch řad
a)

∑ 1
n + 1; b)

∑ 1
2n − n2

; c)
∑ 1

n2n ;

d)
∑

(

n
n + 1

)n2
; e)

∑ 2n−1
nn ; f)

∑ 1
n! ;

g)
∑

(

3n − 1
3n + 2

)

; h)
∑

(

3n
3n + 1

)n
; i)

∑ 2n
(5+ (−1)n)n ;

j)
∑ 2nn!

nn .

31. Uved’te přı́klad konvergentnı́ řady
∑

an s kladnými členy, pro kterou uplatı́ lim sup an+1/an > 1.
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Existuje konvergentnı́ řada
∑

an s kladnými členy, pro kterou platı́ lim n√an > 1?
32. Najděte součet řady

∑

an, kde

an =







1
3n/2

, je-li n sudé,
1

2 · 3(n−2)/2 , je-li n liché.

33. Najděte součet řady
∑

an, jestliže
a) an = (−1)n(n+1)/22−n;

b) an =























1
(−2)2n/3

, je-li n dělitelné 3;
1

(−2)n+(n−1)/3 , je-li zbytek čı́sla n po dělenı́ 3 roven 1;
1

(−2)n+(n+1)/3 , je-li zbytek čı́sla n po dělenı́ 3 roven 2.

34. Rozhodněte o neabsolutnı́ konvergenci řady

∑ (−1)n

(n + 1) log2(n + 1)
.

35. Rozhodněte o absolutnı́ a neabsolutnı́ konvergenci řad:
a)

∑

(−1)n
(

1+ 1
10n

)

; b)
∑ (−1)n

n + 3 ; c)
∑

(−1)n+1 log2(10+1/n)n .

Výsledky

2. a) an = 2n, bn = n; b) an = n, bn = 2n; c) an = n + a, bn = n d) an = n + (−1)n, bn = n.
3. a) an = n2, bn = 1/n b) an = 1/n, bn = n2 c) an = n2, bn = −1/n; d) an = n, bn = a/n;
e) an = n, bn = a/n; f) an = n, bn = (−1)n/n. 4. a) Nemusı́ (napřı́klad (1/n)); b) nemusı́ (napřı́klad
(−1/n)); c) existuje; d) existuje. 9. a) an = n; b) an = 1/n; c) an = n, pro n lichá, an = 1/n, pro n sudá;
d) (−1)n; e) (an) = (1, 2, . . . , n, 1, 2, . . . , n, . . .); f) (an) = (1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . .). 13. a) Ano,
lim an = 0; b) ne. 14. pro x, k > 0, a = ∞, pro x < 0, k > 0, a = −∞, pro x > 0, k < 0, a = 0 a pro
x, k < 0, a = 0. 15. a) 12 ; b) 0; c) ∞. 16. a) 0; b) 1; c) 0; d) 12 . 21. a) 2; b) 1; c)

1
4 . 22. a) 3; b) −15;

c) 1; d) 8; e) 0. 29. a) Diverguje; b) konverguje 169200 ; c) konverguje
1
4 ; d) konverguje ln

2
3 ; e) konverguje

1 −
√
2. 30. a) Diverguje; b) konverguje; c) konverguje; d) diverguje; e) konverguje; f) konverguje;

g) diverguje; h) diverguje; i) konverguje; j) konverguje. 32. 54 . 33. a)−
3
5 ; 35. a)Diverguje; b) konverguje

neabsolutně; c) konverguje neabsolutně.


