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V této &asti se budeme dale v&novat i posloupnostem funkei redlné promé&nné, kterou budeme oznaZovat (7).
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Rozhodnéte, zda je posloupnost
Vlastnosti ((_1)n*1 (3 _ 2 ))oo
posloupnosti n+1 n=1

ohraniend.

Regen )

Oznaéme a, = (—1)"! (3 - 7) pron=1,2,3,....

n+1

Existuje-li takové
e m € R, Ze a5 > m pro kazdé n € N, je dana posloupnost ohrani¢end zdola.
o M € R, 2e an < M pro kazdé n € N, je dand posloupnost ohranitena shora.
Je-li posloupnost shora i zdola ohranitend, nazyvdme ji ohrani¢enou posloupnosti.
V nasem p¥ipad& mame:

-3+ pro n sudé,

2
n+1
an =
3 - n%rl pro n liché.
2
ProtoZe pro viechna n € N je 0 < —— < 2, dostavame
n+
2
e 3< -3+ —— < —1tj.prosuddnje—-3<a, < —1,
n+1
e 2 —— <0,atedyl1 <3— —— <3, tj.prolichd njel < ap, < 3,
n+1 n+1

= pro kazdé n € N je —3 < a, < 3. PoloZme m = —3a M = 3.



Posloupnosti

Ohranitenost posloupnosti

P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost
Vlastnosti ((_1)n*1 (3 _ 2 ))oo
posloupnosti n+1 n=1

ohraniend.

Regen )

Oznaéme a, = (—1)"! (3 - 7) pron=1,2,3,....

n+1

Existuje-li takové
e m € R, Ze a5 > m pro kazdé n € N, je dana posloupnost ohrani¢end zdola.
o M € R, 2e an < M pro kazdé n € N, je dand posloupnost ohranitena shora.
Je-li posloupnost shora i zdola ohranitend, nazyvdme ji ohrani¢enou posloupnosti.
V nasem p¥ipad& mame:

-3+ pro n sudé,

2
n+1
an =
3 - n%rl pro n liché.
2
ProtoZe pro viechna n € N je 0 < —— < 2, dostavame
n+
2
e 3< -3+ —— < —1tj.prosuddnje—-3<a, < —1,
n+1
e 2 —— <0,atedyl1 <3— —— <3, tj.prolichd njel < ap, < 3,
n+1 n+1
= pro kazdé n € N je —3 < a, < 3. PoloZme m = —3a M = 3.

= (ap) je ohranitena zdola i shora



Posloupnosti

Ohranitenost posloupnosti

P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost
Vlastnosti ((_1)n*1 (3 _ 2 ))oo
posloupnosti n+1 n=1

ohraniend.

Regen )

Oznaéme a, = (—1)"! (3 - 7) pron=1,2,3,....

n+1

Existuje-li takové
e m € R, Ze a5 > m pro kazdé n € N, je dana posloupnost ohrani¢end zdola.
o M € R, 2e an < M pro kazdé n € N, je dand posloupnost ohranitena shora.
Je-li posloupnost shora i zdola ohranitend, nazyvdme ji ohrani¢enou posloupnosti.
V nasem p¥ipad& mame:

-3+ pro n sudé,

2
n+1
an =
3 - n%rl pro n liché.
2
ProtoZe pro viechna n € N je 0 < —— < 2, dostavame
n+
2
e 3< -3+ —— < —1tj.prosuddnje—-3<a, < —1,
n+1
e 2 —— <0,atedyl1 <3— —— <3, tj.prolichd njel < ap, < 3,
n+1 n+1
= pro kazdé n € N je —3 < a, < 3. PoloZme m = —3a M = 3.

= (ap) je ohranitena zdola i shora == (a,) je ohranitena.



P¥iklad

1
Z definice limity dokaZte, Ze lim
n— oo

Limita posloupnosti
n? 41 =0

<0

«Fr <
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P¥iklad

1

Z definice limity dokaZte, Ze lim
n— oo

Regeni

Limita posloupnosti
n? 41 =0

<0

«Fr <

it
-

DA



P¥iklad

1
Z definice limity dokaZte, Ze lim
n— oo

241
Reseni

1
Oznaéme a, =

241

=0.

<

=]

Limita posloupnosti

>

«Fr <
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Posloupnosti

Limita posloupnosti

’ P¥iklad
Uvod 1
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.

Vlastnosti n—oo n2 41
posloupnosti éegem'

- 1
Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n? +1
hodnoty

posloupnosti

Posloupnosti
funkci

Posloupnost (a,) ma limitu a € R, jestlize ke kazdému redlnému &islu € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro
v8echna n > ng plati |a, — a| < e.



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznaéme ap, = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Posloupnost (a,) ma limitu a € R, jestlize ke kazdému redlnému &islu € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro
v8echna n > ng plati |a, — a| < e.



Posloupnosti

Limita posloupnosti

- Piklad X
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
Vlastnosti n—oo 2 41
posloupnosti Redenf
. 1
Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Posloupnosti
funkci



Posloupnosti

Limita posloupnosti

- Piklad X
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
Vlastnosti n—oo n2 41
[)OS‘OU[)HOSU Regenl’
. 1
Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Reclsurest Necht &€ > 0 je libovolné dané.

funkcf



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.

Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti &sla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.
Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.

Kdyby ne, zvolime jiné €1, 0 < €1 < 1, a jestlize najdeme vhodné ng pro €1, bude poZadovana nerovnost
platit i pro €.



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.

Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.
Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.
Potom

1
n?+1

—0‘<a<:>



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.

Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.

Potom

—0‘<a<:>

‘<E<:>

n?+1 n? +1



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.

Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.

Potom

<€ <

—0‘<a<:>

< € <
n+1 n2+1‘ n+1



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.

Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.

Potom

1
<e<e= - <n’41e=
£

—0‘<a<:>

< € <
n+1 n2+1‘ n+1



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.

Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.

Potom

1
<e<e= - <n’41e= 1<n.
n? +1 5 €

—0‘<a<:> ‘<54:>

n? +1

n?+1



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—oo p2 41
ReSenf
1
Oznaéme ap, = ——.
n2 +1

Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
&isla n > ng plati |a, — 0] < e.
Necht &€ > 0 je libovolné dané.

Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.

Potom

1
<e<e= - <n’41e= 1<n.
n? +1 5 €

‘<E<:)
n? +1

—0‘<a<:>
n? +1

Zvolime-li za ng libovolné pFirozené &islo v&tsi ne 1/% — 1, pro kazdé n > ng bude |a, — 0| < e.



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad L
Z definice limity dokaZte, Ze lim ——— =0.
n—0oo p2 41
ReSenf
. 1

Limita a Oznalme ap = ———.
hromadné n?+1
hodnoty Musime dokdzat, Ze ke kaZzdému redlnému € > 0 je mozné najit ng € N takové, Ze pro viechna pfirozena
posloupnosti isla n > ng plati |a, — 0| < e.

Necht &€ > 0 je libovolné dané.

Bez tijmy na obecnosti miZeme ptedpokladat, ze ¢ < 1.

Potom

1
<e<e= - <n’41e= 1<n.
n? +1 5 €

‘<E<:)
n? +1

—0‘<a<:>
n? +1

Zvolime-li za ng libovolné pFirozené &islo v&tsi ne 1/% — 1, pro kazdé n > ng bude |a, — 0| < e.

1
= lim —— =0.
n—oo p2 41



P¥iklad

3n—5
Vypoctéte . lim

Limita posloupnosti
n? —3n+1 :

<0

«Fr <
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P¥iklad

Limita posloupnosti
Vypottéte | -5
lo e m .
P n n? —3n+1
Regeni

<0

«Fr <

it
-

DA



P¥iklad

Limita posloupnosti
Vypottéte | -5
lo e m .
P n n? —3n+1
Regeni

3n—5

n—oo 2 _3p4+1

<0

«Fr <

it
-

DA



P¥iklad
3n—5
Vypoctéte . lim
Regenf

Limita posloupnosti
n? —3n+1 ’

3n—5

-~ 3-00—5 _
=00 2 —3n41 o002 —3-c0+1

Dosadime-li do vyrazu za n hodnotu oo,

it
-

DA



Posloupnosti

Uvod

Vlastnosti
posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkci

Limita posloupnosti

P¥iklad
Vypoctéte lim 3'17_5
n—oo n2 —3p+1
Regeni
lirm 3n—5 _ 3-00—5 _ oo
n—oo n2 —3p+41 002 —3.00+1 o0 — 00

Dosadime-li do vyrazu za n hodnotu co, dostaneme neur&ity vyraz typu



Posloupnosti

Uvod

Vlastnosti
posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkci

P¥iklad
Vypottste i -5

poctete m .

’ n—oo n2 —3p+1
Regen{

3n—5
lim = lim
n—oo p2 —3p41 N0 0 (1, §+g)
n T2

Proto nejdfive vytkneme nejvy38i mocninu n ve jmenovateli

Limita posloupnosti



Posloupnosti

Limita posloupnosti

’ P¥iklad
Uvod 3n—5
Vypoctéte . lim

Vlastnosti % n2 —3n+1

posloupnosti Regen(
Limita a
hromadné 3n—5 n (3 — %)
hodnoty lim = lim

. 2 — 3 1
posloupnosti n—eon 3n+1 n—oo p2 (1 - 34 ,TZ)

Posloupnosti

funkef Proto nejdfive vytkneme nejvy33i mocninu n ve jmenovateli a nejvy$si mocninu n v &itateli.



Limita posloupnosti
P¥iklad
Vypoctéte lim 3n-5 .
n n? —3n+1
Regeni
3n—5

(-
n—oo 2 _3p4+1

n
im
n—oo 2 (1 _ %

+

3o
e —

w
|

)

3w

+ [zl
e
~—|

it
-

DA



Posloupnosti

Limita posloupnosti

’ P¥iklad
Uvod y ’ 3n—5
ypoltéte lim ———.
Vlastnosti n—oo n2 —3p+1
posloupnosti Fvieéem’
Limita a
hromadné 3n—5 n (3 - %) 3
hodnoty = lim

lim = lim
n—0oo n2 —3n+41 n—0o0 2 (1,

31w

posloupnosti

+ |3
3o
~—

1 n— oo 3
+ 72) n (1 —
Posloupnosti

funkei Nyni miizeme do vyrazu dosadit za n hodnotu co.



Posloupnosti

Uvod

Vlastnosti
posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkci

Limita posloupnosti

P¥iklad
Vypoctéte |im 3'17_5
n—oo n2 —3p+1
Regen{
3n—5 n(3-2 3-8 3- 5
i L s (1( 34:)1) = a0 n(i- iii - (1- ;:4
nt 2 nt 2 >~ t 2

Nyni miZeme do vyrazu dosadit za n hodnotu co.



Posloupnosti

Limita posloupnosti

’ P¥iklad
Uvod ) 3n—5
Vypoctéte |lm —————.
Vlastnosti n—oo n2 —3p+1
posloupnosti Fv{eéenl'
Limita a
hromadné . 3n—5 . n (3 — %) _ 3 — % 3
hodnoty nlmoo 2 = n|—|>moo 2 3 1 = nlmoo 3 1 =
posloupnosti n? —3n+1 n (1 .t 72) n (1 -2+ n—2) oo (1 —

Posloupnosti

funkci PouZijeme vztahy:

a
e — = 0 pro libovolné a € R,
=)

® 00 - 00 = 0O.



Posloupnosti

Limita posloupnosti

’ P¥iklad
Uvod ) 3n—5
Vypoctéte |lm —————.
Vlastnosti n—oo n2 —3p+1
posloupnosti Fv{eéenl'
Limita a
hromadné . 3n—5 . n (3 — %) _ 3 — % 3
hodnoty nlmoo 2 = n|—|>moo 2 3 1 = nlmoo 3 1 =
posloupnosti n? —3n+1 n (1 .t 72) n (1 -2+ n—2) oo (1 —

Posloupnosti

funkci PouZijeme vztahy:

a
e — = 0 pro libovolné a € R,
=)

® 00 - 00 = 0O.



Posloupnosti

Uvod

Vlastnosti
posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkci

Limita posloupnosti

P¥iklad
Vypoctéte lim 3'17_5
n—oo n2 —3p+1
Regen{
3n—5 n(3—2 3-8 3_- 5
L R (1( 34’:)1) =l n(1- iii oo (1 ioo+i
nt 2 nt 2 >~ T 32

o



P¥iklad

Vypoctéte

n—oo p3

Limita posloupnosti
1
lim c1-242-3+3-4+

..+ n-(n+1)].

<0

«Fr <
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P¥iklad

Vypoctéte

Limita posloupnosti
1
m s
Regeni

[1-242-343-44...4+n-(n+1).

<0

«Fr <

it
-
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P¥iklad

Vypoctéte

Limita posloupnosti
1
m s
Regeni

[1-242-343-44...4+n-(n+1).

Matematickou indukci Ize snadno ov&Fit, ze

1
1-24+2-343-44...4n-(n+1)==-n-(n+1)-(n+2).

it
-

DA



Posloupnosti

Uvod

Vlastnosti
posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnost
funkci

Limita posloupnosti

P¥iklad
Vypoctéte
1
nh’mooﬁ~[1~2+2~3+3~4+..A+n~(n+1)].
Regeni

Matematickou indukci Ize snadno ovéFit, ze

1
1-2+2»3+3~4+...+n-(n+1):5n»(n+1)-(n+2).

Dosadime-lizal-2+2-3+3-4+ ...+ n-(n+ 1) tento vyraz, dostdvime

1 1
n|~l>moo,-,73'[1‘2+2.3+3'4+”'+n‘(n+1)]:n|~l>mooﬁ.5".("+1).(n+2):



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad
Vypoctéte
1
nlmooﬁ~[1-2+2~3+3~4+..A+n~(n+1)].
Regeni

Matematickou indukci Ize snadno ovéFit, ze

1
1-2+2»3+3~4+...+n-(n+1):5n»(n+1)-(n+2).

Dosadime-lizal-2+2-3+3-4+ ...+ n-(n+ 1) tento vyraz, dostdvime

1 1
nli)moon?-[1<2+2-3+3-4+...+n<(n+1)]:nlmw§-gn-(n+1)-(n+2):
o (n+1)-(n+2)
= lim ——
n— oo 3n2



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad
Vypoctéte
1
nlmooﬁ~[1-2+2~3+3~4+..A+n~(n+1)].
Regeni

Matematickou indukci Ize snadno ovéFit, ze

1
1-2+2»3+3~4+...+n-(n+1):5n»(n+1)-(n+2).

Dosadime-lizal-2+2-3+3-4+ ...+ n-(n+ 1) tento vyraz, dostdvime

1 1
nli)moon?-[1<2+2-3+3-4+...+n<(n+1)]:nlmw§-gn-(n+1)-(n+2):
(n+1)-(n+2) n? +3n42
= lm ——mm = |lm ——

n— oo 3n2 n— oo 3n2



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad
Vypoctéte
1
lim — - [1-242-343-44...4+n-(n+1)].
n—oo p3
Limita a 5w s
hromadné ReSeni
hodnoty

posloupnosti Matematickou indukci Ize snadno ov&Fit, Ze

1
1-2+2»3+3~4+...+n-(n+1):5n»(n+1)-(n+2).

Dosadime-lizal-2+2-3+3-4+ ...+ n-(n+ 1) tento vyraz, dostdvime

1 1
nli)moon?-[1<2+2-3+3-4+...+n<(n+1)]:nlmw§-gn-(n+1)-(n+2):
(n+1)-(n+2) n? +3n42 11 2
= lim ——— = |lm — = lim D =
n— oo 3n2 n— oo 3n2 n—oo \ 3 n 3n2



Posloupnosti

Limita posloupnosti

P¥iklad
Vypoctéte
1
lim — - [1-242-343-44...4+n-(n+1)].
n—oo p3
Limita a é o
hromadné eseni
hodnoty
posloupnosti Matematickou indukci Ize snadno ové&Fit, ze

1
1-2+2»3+3~4+...+n-(n+1):5n»(n+1)-(n+2).
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Prvek ap se nazyva hromadnd hodnota posloupnosti (a,), jestlize ke kazdému jeho okoli U existuje
nekonetn& mnoho pFirozenych &isel k takovych, Ze ay € U.
Jinymi slovy, ag je hromadnym bodem (ap), jestlize existuje jeji podposloupnost
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Tedy 0 a 1 jsou hromadné hodnoty posloupnosti (ap). Z4dné jiné hromadné hodnoty neexistuji, protoze
kazda jina konvergentni podposloupnost, vypustime-li kone&n& mnoho jejich prvnich &lend (konvergenci to
neovlivni), je zarovel podposloupnosti bud (azx_1) nebo (agy).
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Posloupnosti -1 2 2 2 2 2 2 2
funkci
Je zfejmé, Ze vyraz
nm



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

’ P¥iklad

Uvod n nm
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.

Vlastnosti nTee n—oo 2

posloupnosti Redeni

Limita a

hromadné

hodnoty

posloupnosti

Posloupnosti
funkci

Je zfejmé, Ze vyraz

0 pron=2k — 1,k € N,

nm
cos — =
2



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

/ Piklad
Uvod n nm
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
Vlastnosti e n—oo 2
posloupnosti Redeni
Limita a
hromadné y
hodnoty 1
posloupnosti /’\ /’\ /’\
2m an 6T
Posloupnosti _1‘<’
funkci

Je zfejmé, Ze vyraz
0 pron=2k — 1,k € N,

nm
C057: 1 pro n =4k, k € N,



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

Uvod Ptiklad n nm
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.

Vlastnosti nTee n—oo 2

posloupnosti Redeni

Limita a

hromadné y

hodnoty 1

posloupnosti

L3 3n 57 .
Posloupnosti —1+ \Q/ \./ \‘/ \'/

funkcf

Je zfejmé, Ze vyraz
0 pron=2k — 1,k € N,
C057: 1 pro n =4k, k € N,

—1 pron=4k—2k€N.



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

ot P¥iklad . -
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
Vlastnosti nTee n—eo 2
posloupnosti Redeni
i & Zadanou posloupnost milzeme psat v nasledujicim tvaru:
hromadné
hodnoty
posloupnosti
an =
Posloupnosti
funkci
Je zfejmé, Ze vyraz
0 pron=2k —1,k € N,
nm
cos?: 1 pron =4k, k € N,

—1 pron=4k—2k€N.



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

. P¥iklad
Uvod n nm
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
Vlastnosti e n—es 2
posloupnosti Redeni
i & Zadanou posloupnost milzeme psat v nasledujicim tvaru:
hromadné 1 pron=2k —1,k €N,
hodnoty
posloupnosti
an =
Posloupnosti
funkci
Je zfejmé, Ze vyraz
0 pron=2k —1,k € N,
nm
cos?: 1 pron =4k, k € N,

—1 pron=4k—2k€N.



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

. P¥iklad

Uvod n nm
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.

Vlastnosti nTee n—eo n 2
posloupnosti Redeni
i & Zadanou posloupnost milzeme psat v nasledujicim tvaru:
:n;ma;iné 1 pron=2k —1,k €N,

odnoty

osloupnosti n
P P _ 1+ pron =4k, k € N,

an
n+1

Posloupnosti
funkci
Je zfejmé, Ze vyraz
0 pron=2k —1,k € N,
cos?: 1 pron=4k, k € N,

—1 pron=4k—2k€N.



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad .
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf
i & Zadanou posloupnost milzeme psat v nasledujicim tvaru:
:msfyné 1 pron=2k —1,k €N,
osloupnosti n
p up ! a, — 1+ pron =4k, k € N,
n n+1
n
1-— pron =4k — 2,k € N.
n+1
Je zfejmé, Ze vyraz
0 pron=2k —1,k €N,
nm
cos?: 1 pron =4k, k € N,

—1 pron=14k—2k€N.



Posloupnosti

Uvod

Vlastnosti
posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkci

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad R
ks
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.

n+1



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad .
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf
i & Zadanou posloupnost milzeme psat v nasledujicim tvaru:
:n;ma?né 1 pron=2k — 1,k €N,
odnoty
osloupnosti n
p up ! an = 1+ pron =4k, k € N,
n+1
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}.



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k —1,k €N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, =infM,



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad .
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf
i & Zadanou posloupnost milzeme psat v nasledujicim tvaru:
:n;ma?né 1 pron=2k — 1,k €N,
odnoty
osloupnosti n
p up ! an = 1+ pron =4k, k € N,
n+1
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, =inf M, supa, =supM,



Posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad .
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf
i & Zadanou posloupnost milzeme psat v nasledujicim tvaru:
:rzma:'né 1 pron=2k —1,k €N,
odnoty
osloupnosti n
p up ! an = 1+ pron =4k, k € N,
n+1
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, =inf M, supa, =supM, mina, = min M,



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

Protoze M = {1} U - - -



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

Protoze M = {1} U {1+ ‘kGN}U-H

4k +1



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k —2
Protoze M = {1} U {1+ kGN}U{lf kGN},
4k +1 4k — 1



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k —2
Protoze M = {1} U {1+ kGN}U{lf kGN},
4k +1 4k — 1

infa, =0,



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k —2
Protoze M = {1} U {1+ kGN}U{lf kGN},
4k +1 4k — 1

infa, =0, supap =2,



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k —2
Protoze M = {1} U {1+ kGN}U{lf kGN},
4k +1 4k — 1

infa, =0, supa, =2, maxa, a mina, neexistuje.



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ Til cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k —2
Protoze M = {1} U {1+ kGN}U{lf kGN},
4k +1 4k — 1

infa, =0, supa, =2, maxa, a mina, neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (a,) jsou body 0,1 a 2.



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ TJ"rl cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k —2
Protoze M = {1} U {1+ kGN}U{lf kGN},
4k +1 4k — 1

infa, =0, supa, =2, maxa, a mina, neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (a,) jsou body 0,1 a 2. ProtoZe lim inf,— oo an je nejmensi hromadna
hodnota posloupnosti (a,) a limsup,,_, oo an je nejv&tsi hromadna hodnota dané posloupnosti,



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ TJ"rl cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k —2
Protoze M = {1} U {1+ kGN}U{lf kGN},
4k +1 4k — 1

infa, =0, supa, =2, maxa, a mina, neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (a,) jsou body 0,1 a 2. ProtoZe lim inf,— oo an je nejmensi hromadna
hodnota posloupnosti (a,) a limsup,,_, oo an je nejv&tsi hromadna hodnota dané posloupnosti,

liminfa, =0
n— oo



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ TJ"rl cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k — 2
Protoze M = {1} U {1+ keN U 1— k € N>,
4k +1 4k — 1
infa, =0, supa, =2, maxa, a mina, neexistuje.
Hromadné hodnoty posloupnosti (a,) jsou body 0,1 a 2. ProtoZe lim inf,— oo an je nejmensi hromadna
hodnota posloupnosti (a,) a limsup,,_, oo an je nejv&tsi hromadna hodnota dané posloupnosti,

liminfa, =0 a limsupa, = 2.
n— oo n— oo



Posloupnosti

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Hromadné hodnoty posloupnosti

P¥iklad n
L
Najdé&te hodnoty inf, sup, min, max, liminf a lim sup posloupnosti a, = 1 + cos —.
n—oo  noo 2
ReSenf

Zadanou posloupnost miZzeme psat v nasledujicim tvaru:

1 pron=2k — 1,k € N,
n
an = 1+n+1 pron =4k, k € N,
n
1-— pron=4k — 2,k € N.
n+1

Necht M oznatuje mnozinu vech &lenii posloupnosti (ap), tj. M = { 1+ ?L cos i1 n € N}. Potom

infa, = in sup ap = su min a, = min max a, = max M.
f ap f M, Pan pM, n M, n M

4k 4k — 2
Protoze M = {1} U {1+ kGN}U{lf kGN},
4k +1 4k — 1
infa, =0, supa, =2, maxa, a minap neexistuje.
Hromadné hodnoty posloupnosti (a,) jsou body 0,1 a 2. ProtoZe lim inf,— oo an je nejmensi hromadna
hodnota posloupnosti (a,) a limsup,,_, oo an je nejv&tsi hromadna hodnota dané posloupnosti,

liminfa, =0 a limsupa, = 2.
n—oo = n—oo =



P¥iklad

Stejnomérnd a bodova konvergence
Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

n

X
fa(x) = ——
) 14 x"
stejnomé&rné konvergentni na intervalu [0, 1].

<0

«Fr <
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-

DA



P¥iklad

Stejnomérnd a bodova konvergence
Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

n
X
fa(x) = ——
) 14 x"
stejnomé&rné konvergentni na intervalu [0, 1].
Regeni

<0

«Fr <

it
-

DA



Posloupnosti

Stejnomérna a bodové konvergence

ot P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

n

Vlastnosti / fo(x) =
posloupnosti 14 xn
Limita a stejnomé&rné konvergentni na intervalu [0, 1].
hromadné ~ o,
hodnoty Regen
posloupnosti Jestlize f, stejnom&rn& konverguje na [0, 1] k n&jaké funkci f, musi konvergovat na stejném intervalu k této

funkci i bodové.
Posloupnosti
funkef



Posloupnosti

Stejnomérna a bodové konvergence
P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

stejnomérné& konvergentni na intervalu [0, 1].
Reseni
Jestlize f, stejnom&rn& konverguje na [0, 1] k n&jaké funkci f, musi konvergovat na stejném intervalu k této
funkci i bodové.
Posloupnosti

funkef
flx)=7

Nejd¥ive najdeme funkci f takovou, Ze f, k f konverguje bodové,



Posloupnosti

Stejnomérna a bodové konvergence
P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

stejnomérné& konvergentni na intervalu [0, 1].
Reseni
Jestlize f, stejnom&rn& konverguje na [0, 1] k n&jaké funkci f, musi konvergovat na stejném intervalu k této
funkci i bodové.
Posloupnosti

funkef
flx)=7

Nejd¥ive najdeme funkci f takovou, Ze f, k f konverguje bodov&, tzn. musime ur&it

lim fy(x) pro kazdé x € [0, 1].
n— oo



Posloupnosti

Stejnomérna a bodové konvergence
P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

stejnomérné& konvergentni na intervalu [0, 1].
Reseni
Jestlize f, stejnom&rn& konverguje na [0, 1] k n&jaké funkci f, musi konvergovat na stejném intervalu k této
funkci i bodové.
Posloupnosti

funkef
flx)=7

Nejd¥ive najdeme funkci f takovou, Ze f, k f konverguje bodov&, tzn. musime ur&it

lim fy(x) pro kazdé x € [0, 1].
n— oo

exc[0,1):



Posloupnosti

Stejnomérna a bodové konvergence
P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

stejnomérné& konvergentni na intervalu [0, 1].
Reseni
Jestlize f, stejnom&rn& konverguje na [0, 1] k n&jaké funkci f, musi konvergovat na stejném intervalu k této
funkci i bodové.
Posloupnosti

funkef
flx)=7

Nejd¥ive najdeme funkci f takovou, Ze f, k f konverguje bodov&, tzn. musime ur&it

lim fy(x) pro kazdé x € [0, 1].
n— oo

exel0,1): "Lmoo fa(x) =



Posloupnosti

Stejnomérna a bodové konvergence
P¥iklad
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Hodnotu & miZzeme navolit i jinak. Z pfedchoziho obrdzku Ize vidét, Ze € miZeme vzit libovolné mensi nez 5
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1" 1
1+1n 2

[fa(x) = f(x)| = =0.
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1
ORLCIESS

Pro x € [0, 1) plati:
n 1 x" 1
>

fn(x) — f(x)]| = — -
1) = () > e L2y

x>

E
w

1+ x"



Posloupnosti

Stejnomérna a bodové konvergence
P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

stejnomérné& konvergentni na intervalu [0, 1].

Reseni

Jestlize f, stejnom&rn& konverguje na [0, 1] k n&jaké funkci f, musi konvergovat na stejném intervalu k této

funkci i bodové.
Posloupnosti

funkef

0 xelo,1),
f(x) = 1

x=1.
2

Nyni nadi hypotézu dokdZeme. Tedy ukadZeme, Ze existuje € > 0 takové, Ze pro kazdé ny € N najdeme
n > ng ax € [0, 1] splifujici podminku |f(x) — f(x)| > €.

Zvolme si € = %. Necht ng € N je libovolné a necht n > ng. Najdeme x € [0, 1] takové, Ze

1
ORLCIESS

Pro x € [0, 1) plati:

n

-

x" 1

fn(x) — f(x)]| = — -
1) = () > e L2y

x>

E
w

1+ x"

3 1
, bude [f(x) — f(x)| > -.

Jestlize vezmeme x >
4

oI5



Posloupnosti

Stejnomérna a bodové konvergence
P¥iklad

Rozhodnéte, zda je posloupnost funkci

stejnomérné& konvergentni na intervalu [0, 1].
Reseni
Jestlize f, stejnom&rn& konverguje na [0, 1] k n&jaké funkci f, musi konvergovat na stejném intervalu k této
funkci i bodové.
Posloupnosti
funkef 0 x€[0,1),
f(x) = 1
- x=1.
2
Nyni nadi hypotézu dokdZeme. Tedy ukadZeme, Ze existuje € > 0 takové, Ze pro kazdé ny € N najdeme
n > ng ax € [0, 1] splifujici podminku |f(x) — f(x)| > €.
Zvolme si € = %. Necht ng € N je libovolné a necht n > ng. Najdeme x € [0, 1] takové, Ze

1
ORLCIESS

Pro x € [0, 1) plati:

n 1 x" 1 3
[fn(x) = )| = > - = > =X >
1+xn| = 4 1+x" ~ 4 3
. 3 1
Jestlize vezmeme x > 5 bude |f;(x) — f(x)| > e

= posloupnost f, nekonverguje stejnomérné na intervalu [0, 1].
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