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• Posloupnost reálných č́ısel je libovolné zobrazeńı a : N → R.

• Znač́ıme ji (an)∞n=1 nebo (an), kde an := a(n).

• Ř́ıkáme, že posloupnost (an) je konvergentńı, jestliže existuje lim
n→∞

an = a a a ∈ R.

• Jestliže je lim
n→∞

an rovna ∞ nebo −∞, je posloupnost (an) divergentńı.

• Posloupnost, která neńı ani konvergentńı, ani divergentńı, se nazývá osciluj́ıćı.

V této části se budeme dále věnovat i posloupnostem funkćı reálné proměnné, kterou budeme označovat (fn).
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hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı
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Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
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Monotónnost posloupnosti
Př́ıklad
Rozhodněte, zda je posloupnost  

n2

n2 + n

!∞
n=1

rostoućı, klesaj́ıćı, nerostoućı, neklesaj́ıćı, ryze monotónńı, monotónńı.

Řešeńı

Označme an =
n2

n2 + n
pro n = 1, 2, 3, . . ..

Potom an+1 =
(n + 1)2

(n + 1)2 + (n + 1)
.

Budeme zkoumat, v jakém vztahu je an a an+1 pro libovolné n ∈ N.

an − an+1 =
n2

n2 + n
−

(n + 1)2

(n + 1)2 + (n + 1)
=

n2

n2 + n
−

n2 + 2n + 1

n2 + 3n + 2
=

=
n2(n2 + 3n + 2)− (n2 + 2n + 1)(n2 + n)

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
=

n4 + 3n3 + 2n2 − n4 − 3n3 − 3n2 − n

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
=

=
−n2 − n

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
< 0.

Tedy pro každé n ∈ N je an < an+1

=⇒ posloupnost je tedy rostoućı a tud́ıž ryze monotónńı.
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Řešeńı

Označme an =
n2

n2 + n
pro n = 1, 2, 3, . . ..

Potom an+1 =
(n + 1)2

(n + 1)2 + (n + 1)
.

Budeme zkoumat, v jakém vztahu je an a an+1 pro libovolné n ∈ N.
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Posloupnosti
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Rozhodněte, zda je posloupnost  

n2

n2 + n

!∞
n=1
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hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı
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Monotónnost posloupnosti
Př́ıklad
Rozhodněte, zda je posloupnost  

n2

n2 + n

!∞
n=1

rostoućı, klesaj́ıćı, nerostoućı, neklesaj́ıćı, ryze monotónńı, monotónńı.

Řešeńı

Označme an =
n2

n2 + n
pro n = 1, 2, 3, . . ..

Potom an+1 =
(n + 1)2

(n + 1)2 + (n + 1)
.

Budeme zkoumat, v jakém vztahu je an a an+1 pro libovolné n ∈ N.

an − an+1 =
n2

n2 + n
−

(n + 1)2

(n + 1)2 + (n + 1)
=

n2

n2 + n
−

n2 + 2n + 1

n2 + 3n + 2
=

=
n2(n2 + 3n + 2)− (n2 + 2n + 1)(n2 + n)

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
=

n4 + 3n3 + 2n2 − n4 − 3n3 − 3n2 − n

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
=

=
−n2 − n

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
< 0.

Tedy pro každé n ∈ N je an < an+1

=⇒ posloupnost je tedy rostoućı a tud́ıž ryze monotónńı.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Monotónnost posloupnosti
Př́ıklad
Rozhodněte, zda je posloupnost  

n2

n2 + n

!∞
n=1
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Řešeńı

Označme an =
n2

n2 + n
pro n = 1, 2, 3, . . ..

Potom an+1 =
(n + 1)2

(n + 1)2 + (n + 1)
.

Budeme zkoumat, v jakém vztahu je an a an+1 pro libovolné n ∈ N.

an − an+1 =
n2

n2 + n
−

(n + 1)2

(n + 1)2 + (n + 1)
=

n2

n2 + n
−

n2 + 2n + 1

n2 + 3n + 2
=

=
n2(n2 + 3n + 2)− (n2 + 2n + 1)(n2 + n)

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
=

n4 + 3n3 + 2n2 − n4 − 3n3 − 3n2 − n

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
=

=
−n2 − n

(n2 + n)(n2 + 3n + 2)
< 0.

Tedy pro každé n ∈ N je an < an+1

=⇒ posloupnost je tedy rostoućı a tud́ıž ryze monotónńı.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Ohraničenost posloupnosti
Př́ıklad
Rozhodněte, zda je posloupnost „

(−1)n−1
„

3−
2

n + 1

««∞
n=1

ohraničená.

Řešeńı
Označme an = (−1)n−1

„
3−

2

n + 1

«
pro n = 1, 2, 3, . . ..

Existuje-li takové

• m ∈ R, že an > m pro každé n ∈ N, je daná posloupnost ohraničená zdola.

• M ∈ R, že an < M pro každé n ∈ N, je daná posloupnost ohraničená shora.

Je-li posloupnost shora i zdola ohraničená, nazýváme ji ohraničenou posloupnost́ı.

V našem p̌ŕıpadě máme:

an =

8<:
−3 + 2

n+1
pro n sudé,

3− 2
n+1

pro n liché.

Protože pro všechna n ∈ N je 0 <
2

n + 1
< 2, dostáváme

• −3 < −3 +
2

n + 1
< −1, tj. pro sudá n je −3 < an < −1,

• −2 < −
2

n + 1
< 0, a tedy 1 < 3−

2

n + 1
< 3, tj. pro lichá n je 1 < an < 3,

=⇒ pro každé n ∈ N je −3 < an < 3. Položme m = −3 a M = 3.

=⇒ (an) je ohraničená zdola i shora =⇒ (an) je ohraničená.
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Označme an = (−1)n−1

„
3−

2

n + 1

«
pro n = 1, 2, 3, . . ..

Existuje-li takové
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=⇒ pro každé n ∈ N je −3 < an < 3. Položme m = −3 a M = 3.
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Řešeńı
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Řešeńı
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• −3 < −3 +
2

n + 1
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Řešeńı
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Je-li posloupnost shora i zdola ohraničená, nazýváme ji ohraničenou posloupnost́ı.
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Protože pro všechna n ∈ N je 0 <
2

n + 1
< 2, dostáváme
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Řešeńı
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Je-li posloupnost shora i zdola ohraničená, nazýváme ji ohraničenou posloupnost́ı.
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Označme an = (−1)n−1

„
3−

2

n + 1

«
pro n = 1, 2, 3, . . ..

Existuje-li takové
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• −3 < −3 +
2

n + 1
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Ohraničenost posloupnosti
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=⇒ (an) je ohraničená zdola i shora =⇒ (an) je ohraničená.
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n→∞

1

n2 + 1
= 0.

Řešeńı

Označme an =
1

n2 + 1
.

Muśıme dokázat, že ke každému reálnému ε > 0 je možné naj́ıt n0 ∈ N takové, že pro všechna p̌rirozená
č́ısla n ≥ n0 plat́ı |an − 0| < ε.

Necht’ ε > 0 je libovolné dané.

Bez újmy na obecnosti můžeme p̌redpokládat, že ε < 1.

Potom˛̨̨̨
1

n2 + 1
− 0

˛̨̨̨
< ε ⇐⇒

˛̨̨̨
1

n2 + 1

˛̨̨̨
< ε ⇐⇒

1

n2 + 1
< ε ⇐⇒

1

ε
< n2 + 1 ⇐⇒

s
1

ε
− 1 < n.

Zvoĺıme-li za n0 libovolné p̌rirozené č́ıslo věťśı než
q

1
ε
− 1, pro každé n ≥ n0 bude |an − 0| < ε.

=⇒ lim
n→∞

1

n2 + 1
= 0.
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Limita posloupnosti
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č́ısla n ≥ n0 plat́ı |an − 0| < ε.
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Řešeńı
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Limita posloupnosti
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Limita posloupnosti
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Zvoĺıme-li za n0 libovolné p̌rirozené č́ıslo věťśı než
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Řešeńı
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Řešeńı
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Př́ıklad

Z definice limity dokažte, že lim
n→∞

1

n2 + 1
= 0.
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Dosad́ıme-li do výrazu za n hodnotu ∞, dostaneme neurčitý výraz typu
∞

∞−∞
.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
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∞

∞−∞
.



Posloupnosti
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hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı
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Řešeńı
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hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı
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Řešeńı
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hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Limita posloupnosti
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Limita posloupnosti
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Př́ıklad
Vypočtěte
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Řešeńı

lim
n→∞

1
√

2n − 1−
√

3n
= lim

n→∞

 
1

√
2n − 1−

√
3n
·
√

2n − 1 +
√

3n
√

2n − 1 +
√

3n

!
= lim

n→∞

√
2n − 1 +

√
3n

(2n − 1)− 3n
=



Posloupnosti
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Př́ıklad
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Ve jmenovateli jsme použili vzorec

(a + b) · (a − b) = a2 − b2
.
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Řešeńı

lim
n→∞

1
√

2n − 1−
√

3n
= lim

n→∞

 
1

√
2n − 1−

√
3n
·
√

2n − 1 +
√

3n
√

2n − 1 +
√

3n

!
= lim

n→∞

√
2n − 1 +

√
3n

(2n − 1)− 3n
=

= lim
n→∞

√
2n − 1 +

√
3n

−n − 1
= lim

n→∞

r
n2
“

2
n
− 1

n2

”
+
q

n2 · 3
n

n
“
−1− 1

n

” =



Posloupnosti
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Př́ıklad
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V čitateli i jmenovateli vytkneme nejvyš̌śı mocninu n.
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hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı
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Řešeńı
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Využili jsme vztah:

•
a

∞
= 0 pro každé a ∈ R.
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Limita posloupnosti
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Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
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V čitateli i jmenovateli vytkneme nejvyš̌śı mocněnec s exponentem n. V našem p̌ŕıpadě 3n .



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Limita posloupnosti
Př́ıklad

Vypočtěte lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
.

Řešeńı

lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
= lim

n→∞

3n ·
„

2n+1

3n − 1

«
3n ·

“
2n

3n + 3
” =

Dosad́ıme-li za n hodnotu ∞, dostaneme neurčitý výraz
∞−∞
∞

.

V čitateli i jmenovateli vytkneme nejvyš̌śı mocněnec s exponentem n. V našem p̌ŕıpadě 3n .
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posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Limita posloupnosti
Př́ıklad

Vypočtěte lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
.

Řešeńı

lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
= lim

n→∞

3n ·
„

2n+1

3n − 1

«
3n ·

“
2n

3n + 3
” = lim

n→∞

2 ·
“

2
3

”n
− 1“

2
3

”n
+ 3

=



Posloupnosti
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Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Limita posloupnosti
Př́ıklad

Vypočtěte lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
.

Řešeńı

lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
= lim

n→∞

3n ·
„

2n+1

3n − 1

«
3n ·

“
2n

3n + 3
” = lim

n→∞

2 ·
“

2
3

”n
− 1“

2
3

”n
+ 3

=

Protože
2

3
< 1, plat́ı lim

n→∞

„
2

3

«n

= 0.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Limita posloupnosti
Př́ıklad

Vypočtěte lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
.

Řešeńı

lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
= lim

n→∞

3n ·
„

2n+1

3n − 1

«
3n ·

“
2n

3n + 3
” = lim

n→∞

2 ·
“

2
3

”n
− 1“

2
3

”n
+ 3

= −
1

3

Protože
2

3
< 1, plat́ı lim

n→∞

„
2

3

«n

= 0.



Posloupnosti
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Posloupnosti
funkćı

Limita posloupnosti
Př́ıklad

Vypočtěte lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
.

Řešeńı

lim
n→∞

2n+1 − 3n

2n + 3n+1
= lim

n→∞

3n ·
„

2n+1

3n − 1

«
3n ·

“
2n

3n + 3
” = lim

n→∞

2 ·
“

2
3

”n
− 1“

2
3

”n
+ 3

= −
1
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Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.
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Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı

Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.



Posloupnosti
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Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.

Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.



Posloupnosti
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Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an .

Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:

a2k−1 =
1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1

2
,

1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).

Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti
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2
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1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0

a lim
k→∞

a2k = lim
k→∞

2k − 1

2k
= 1.
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posloupnosti
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Najděte hromadné hodnoty posloupnosti
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1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =

1

2k
pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1

2k
pro n = 2k.

Posloupnosti (a2k−1) a (a2k ) jsou podposloupnostmi posloupnosti (an).
Nav́ıc

lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

1

2k
= 0 a lim

k→∞
a2k = lim

k→∞

2k − 1

2k
= 1.
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Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Hromadné hodnoty posloupnosti
Př́ıklad
Najděte hromadné hodnoty posloupnosti

1
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2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

7

8
, · · · ,

1

2n
,

2n − 1

2n
, · · · .

Řešeńı
Prvek a0 se nazývá hromadná hodnota posloupnosti (an), jestliže ke každému jeho okoĺı U existuje
nekonečně mnoho p̌rirozených č́ısel k takových, že ak ∈ U.
Jinými slovy, a0 je hromadným bodem (an), jestliže existuje jej́ı podposloupnost

an1
, an2

, an3
, . . . , ank

, . . . (1 ≤ n1 < n2 < n3 < . . .)

taková, že plat́ı limk→∞ ank
= a0.

Označme každý n-tý prvek zadané posloupnosti jako an . Potom

an =

8>>><>>>:
a2k−1 =
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pro n = 2k − 1,

a2k =
2k − 1
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pro n = 2k.
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2k
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2k − 1
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Tedy 0 a 1 jsou hromadné hodnoty posloupnosti (an).

Žádné jiné hromadné hodnoty neexistuj́ı, protože
každá jiná konvergentńı podposloupnost, vypust́ıme-li konečně mnoho jejich prvńıch členů (konvergenci to
neovlivńı), je zároveň podposloupnost́ı bud’ (a2k−1) nebo (a2k ).
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Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
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=
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Řešeńı
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Řešeńı

x

y

1

−1

π 3π 5π 7π
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an =

8>>>>><>>>>>:

1 pro n = 2k − 1, k ∈ N,

1 +
n

n + 1
pro n = 4k, k ∈ N,

1−
n

n + 1
pro n = 4k − 2, k ∈ N.
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Řešeńı
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n+1
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2

˛̨̨
n ∈ N

o
.

Potom
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1 +
4k

4k + 1

˛̨̨̨
k ∈ N

ff
∪


1−
4k − 2

4k − 1

˛̨̨̨
k ∈ N

ff
,

inf an = , sup an = , max an a min an neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (an) jsou body 0, 1 a 2. Protože lim infn→∞ an je nejmenš́ı hromadná
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n→∞

an = a lim sup
n→∞

an = .
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Řešeńı
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Řešeńı
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˛̨̨̨
k ∈ N

ff
,

inf an = , sup an = , max an a min an neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (an) jsou body 0, 1 a 2. Protože lim infn→∞ an je nejmenš́ı hromadná
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n→∞
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n→∞
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n→∞
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n + 1
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Řešeńı
Zadanou posloupnost můžeme psát v následuj́ıćım tvaru:

an =

8>>>>><>>>>>:

1 pro n = 2k − 1, k ∈ N,

1 +
n

n + 1
pro n = 4k, k ∈ N,

1−
n

n + 1
pro n = 4k − 2, k ∈ N.

Necht’ M označuje množinu všech členů posloupnosti (an), tj. M =
n

1 + n
n+1

cos nπ
2

˛̨̨
n ∈ N

o
. Potom

inf an = inf M, sup an = sup M, min an = min M, max an = max M.
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1 +
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4k + 1
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k ∈ N
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∪ · · ·


1−
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4k − 1
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1−
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Necht’ M označuje množinu všech členů posloupnosti (an), tj. M =
n

1 + n
n+1
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2

˛̨̨
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inf an = inf M, sup an = sup M, min an = min M, max an = max M.
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Řešeńı
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lim inf
n→∞
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∪
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lim inf
n→∞
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n + 1
pro n = 4k, k ∈ N,

1−
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n + 1
pro n = 4k − 2, k ∈ N.

Necht’ M označuje množinu všech členů posloupnosti (an), tj. M =
n

1 + n
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2

˛̨̨
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o
. Potom
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1 +
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˛̨̨̨
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ff
∪


1−
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˛̨̨̨
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Protože lim infn→∞ an je nejmenš́ı hromadná
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an = a lim sup
n→∞
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an =

8>>>>><>>>>>:
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n

1 + n
n+1

cos nπ
2

˛̨̨
n ∈ N

o
. Potom

inf an = inf M, sup an = sup M, min an = min M, max an = max M.

Protože M = {1}∪


1 +
4k

4k + 1

˛̨̨̨
k ∈ N

ff
∪


1−
4k − 2

4k − 1

˛̨̨̨
k ∈ N

ff
,

inf an = 0, sup an = 2, max an a min an neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (an) jsou body 0, 1 a 2. Protože lim infn→∞ an je nejmenš́ı hromadná
hodnota posloupnosti (an) a lim supn→∞ an je nejvěťśı hromadná hodnota dané posloupnosti,

lim inf
n→∞

an = a lim sup
n→∞

an = .
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Př́ıklad
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n→∞
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n→∞
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.

Řešeńı
Zadanou posloupnost můžeme psát v následuj́ıćım tvaru:

an =

8>>>>><>>>>>:

1 pro n = 2k − 1, k ∈ N,

1 +
n

n + 1
pro n = 4k, k ∈ N,

1−
n

n + 1
pro n = 4k − 2, k ∈ N.
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1 + n
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2
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n ∈ N

o
. Potom

inf an = inf M, sup an = sup M, min an = min M, max an = max M.
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1 +
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˛̨̨̨
k ∈ N
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1−
4k − 2

4k − 1

˛̨̨̨
k ∈ N

ff
,

inf an = 0, sup an = 2, max an a min an neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (an) jsou body 0, 1 a 2. Protože lim infn→∞ an je nejmenš́ı hromadná
hodnota posloupnosti (an) a lim supn→∞ an je nejvěťśı hromadná hodnota dané posloupnosti,

lim inf
n→∞

an = 0

a lim sup
n→∞

an = .
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Hromadné hodnoty posloupnosti
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pro n = 4k, k ∈ N,
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˛̨̨̨
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,

inf an = 0, sup an = 2, max an a min an neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (an) jsou body 0, 1 a 2. Protože lim infn→∞ an je nejmenš́ı hromadná
hodnota posloupnosti (an) a lim supn→∞ an je nejvěťśı hromadná hodnota dané posloupnosti,

lim inf
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1 pro n = 2k − 1, k ∈ N,

1 +
n

n + 1
pro n = 4k, k ∈ N,

1−
n

n + 1
pro n = 4k − 2, k ∈ N.

Necht’ M označuje množinu všech členů posloupnosti (an), tj. M =
n

1 + n
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˛̨̨
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o
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inf an = inf M, sup an = sup M, min an = min M, max an = max M.

Protože M = {1}∪


1 +
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4k + 1
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k ∈ N

ff
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1−
4k − 2

4k − 1

˛̨̨̨
k ∈ N

ff
,

inf an = 0, sup an = 2, max an a min an neexistuje.

Hromadné hodnoty posloupnosti (an) jsou body 0, 1 a 2. Protože lim infn→∞ an je nejmenš́ı hromadná
hodnota posloupnosti (an) a lim supn→∞ an je nejvěťśı hromadná hodnota dané posloupnosti,

lim inf
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an = 0 a lim sup
n→∞

an = 2.



Posloupnosti

Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı

Stejnoměrná a bodová konvergence
Př́ıklad
Rozhodněte, zda je posloupnost funkćı

fn(x) =
xn

1 + xn

stejnoměrně konvergentńı na intervalu [0, 1].

Řešeńı
Jestliže fn stejnoměrně konverguje na [0, 1] k nějaké funkci f , muśı konvergovat na stejném intervalu k této
funkci i bodově.

f (x) =

8><>:
0 x ∈ [0, 1),

1

2
x = 1.
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f (x) =

8><>:
0 x ∈ [0, 1),

1

2
x = 1.
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stejnoměrně konvergentńı na intervalu [0, 1].

Řešeńı
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Řešeńı
Jestliže fn stejnoměrně konverguje na [0, 1] k nějaké funkci f , muśı konvergovat na stejném intervalu k této
funkci i bodově.

f (x) = ?

8><>:
0 x ∈ [0, 1),

1

2
x = 1.

Nejďŕıve najdeme funkci f takovou, že fn k f konverguje bodově,

tzn. muśıme určit

lim
n→∞

fn(x) pro každé x ∈ [0, 1].
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Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
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funkci i bodově.
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Řešeńı
Jestliže fn stejnoměrně konverguje na [0, 1] k nějaké funkci f , muśı konvergovat na stejném intervalu k této
funkci i bodově.

f (x) = ?

8><>:
0 x ∈ [0, 1),

1

2
x = 1.

Nejďŕıve najdeme funkci f takovou, že fn k f konverguje bodově, tzn. muśıme určit

lim
n→∞

fn(x) pro každé x ∈ [0, 1].

• x ∈ [0, 1) :

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
= 0

• x = 1 : lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1n

1 + 1n
=

1

2
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Nejďŕıve najdeme funkci f takovou, že fn k f konverguje bodově, tzn. muśıme určit
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fn(x) pro každé x ∈ [0, 1].

• x ∈ [0, 1) : lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn

1 + xn
=

0

• x = 1 : lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1n

1 + 1n
=

1

2



Posloupnosti
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Řešeńı
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Nejďŕıve najdeme funkci f takovou, že fn k f konverguje bodově, tzn. muśıme určit
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Řešeńı
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funkci i bodově.
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Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı
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Rozhodněte, zda je posloupnost funkćı
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Řešeńı
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Řešeńı
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|fn(x)− f (x)| < ε.
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fn(x) =
xn

1 + xn
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Řešeńı
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hodnoty
posloupnosti

Posloupnosti
funkćı
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Z obrázku je patrné, že fn k f stejnoměrně nekonverguje.
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Z obrázku je patrné, že fn k f stejnoměrně nekonverguje. Vezmeme-li si ε < 1
2
, muśı existovat n0 ∈ N

takové, že grafy všech funkćı fn , kde n ≥ n0, lež́ı v ”ε-pásu” kolem grafu funkce f .
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Řešeńı
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Z obrázku je patrné, že fn k f stejnoměrně nekonverguje. Vezmeme-li si ε < 1
2
, muśı existovat n0 ∈ N

takové, že grafy všech funkćı fn , kde n ≥ n0, lež́ı v ”ε-pásu” kolem grafu funkce f . Z obrázku je vidět, že
pro každé n najdeme x (hodně bĺızko 1) tak, že (x, fn(x)) v tomto ”ε-pásu” nelež́ı.
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Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
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Hodnotu ε můžeme navolit i jinak. Z p̌redchoźıho obrázku lze vidět, že ε můžeme vźıt libovolné menš́ı než
1

2
.



Posloupnosti
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f (x) =

8><>:
0 x ∈ [0, 1),

1

2
x = 1.
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Úvod

Vlastnosti
posloupnost́ı

Limita a
hromadné
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fn(x) =
xn

1 + xn
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f (x) =

8><>:
0 x ∈ [0, 1),

1

2
x = 1.
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Je žrejmé, že hledané x bude z intervalu [0, 1), protože pro x = 1 máme

|fn(x)− f (x)| =

˛̨̨̨
˛ 1n

1 + 1n
−

1

2

˛̨̨̨
˛ = 0.
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stejnoměrně konvergentńı na intervalu [0, 1].

Řešeńı
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=⇒ posloupnost fn nekonverguje stejnoměrně na intervalu [0, 1].
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