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2. Derivace prvniho radu

V této zdkladni kapitole pojedndvame o diferencovatelnosti zobrazeni f:U < R" — R"
(podmnoZina U je vidy oteviend). Zavadime nékolik zdkladnich pojmu derivace: Fréchetovu,
Gateauxovu, derivace podle vektoru a parcidlni derivace. Ukazujeme souvislost téchto pojmu
s pojmem derivace z prvniho ro¢niku. Ukazujeme pravidla pro derivovani zdkladnich zobrazeni.
Vysvitd, Ze pouze Fréchetova derivace splnuje zdakladni vétu o derivaci sloZzeného zobrazeni:
derivace kompozice dvou zobrazeni je rovna kompozici jejich derivaci. Slabsi derivace podle
vektoru a zejména parcidlni derivace se zase pomérn¢ snadno pocitaji. Ukazujeme, Ze v
piipadé spojité diferencovatelnych zobrazeni 1ze vyhody vSech pojmu derivace spojit: spojitou
diferencovatelnost zobrazeni na oteviené mnoziné lze snadno odhalit pomoci parcidlnich
derivaci a pritom se jednd o pojem se stejn¢ hezkymi (¢i dokonce, jak zjistime pozdéji,
hez¢imi) vlastnostmi, jaké md Fréchetova derivace.

Vétsina vysledku této kapitoly je nezédvisld na volbé normy na prostorech R" a R". Na
fidké vyjimky vzdy upozornujeme.

2.1. Fréchetova derivace. Zobrazeni f:U c R" — R" se jmenuje diferencovatelné v
bode x € U, existuje-li linedrni zobrazeni /: R" — R" takové, Ze

i G = f -] _
=0 I

(2.1.1)

V podmince (2.1.1) vystupuji dvé normy, které jsou oznaleny stejnym symbolem: jedna na R" a druhd na
R".

Bud |.| jind norma (na R" i R™), pro kterou plati m-|.|<|.|<M-||.| — viz véty 1.7 a1.2 (isla m a M lze
vybrat tak, aby nerovnost platilav R" i R™). Mame

m fG+h) = f) I _|f(xe+h) = f) -1 M |f(x+h)— f(x) = IR
M gl - IAl m Il

, (2.12)

coZ znamend, Ze podminka (2.1.1) je ekvivalentni podmince

lim LS =1 _ 2.13)
h—0 ||

Tento poznatek je uzite¢ny pri konkrétnich vypoctech: je pri nich mozno pouzivat libovolnou normu.
Podminka (2.1.1) je ekvivalentni podmince

lim L&M= f) -l _
=0 [l

2.14)

Véta 2.1. Linedrni zobrazeni 1, spliujict (2.1.1), existuje nejvyse jedno.

D uk az. Pripustime, Ze jsou takovd zobrazeni dvé, [ a [,a’e existuje vektor he R"
takovy, ze I(h)#[(h). Plati h#0 a

lim f(x+sh)— f(x)—I(sh) ~0
=0 IsAl

lim f(x+sh)— f(x)—1(sh) _0
s=0° [Ishl

b
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Mame
0% I(h)—1(h) tim I(sh)—1(sh) _
[17] =0 |Ish| )
— tm f(x+sh)— f(x)—I(sh) Cm [t sh)—= f(x) = I(sh) _ N
s-0° llshll 50" llsAll

Tento spor dokazuje vétu.

Linearni zobrazeni [ z predchozi definice se oznaCuje D(x) a nazyva (Fréchetovou) derivact
zobrazeni fv bode x.
Nasledujici tvrzeni uvadéji zakladni vlastnosti Fréchetovy derivace.

Véta 2.2 (o diferencialu). Zobrazenif :U < R" — R" je diferencovatelné v bodé x, prdavé
kdy? existuje linedrni zobrazeni 1 : R" — R", okoli V — R", obsahujici bod 0 € R", a zobrazeni
e:V—R" tak, Ze

lime(n)=0 (2.1.5)
a pro kazdé he R"
S(x+h)—= f(x)=1U(h)+e(h)|All. (2.1.6)

Plati I(h) = Df (x)(h).
D 0 k az.Podminka (2.1.6) spolec¢né s (2.1.5) je ekvivalentni podmince

hmf(X+h)i}f|C|(X)—l(h) _

0, 2.1.7)

cozZ dokazuje tvrzeni.

Polozme n=m=1 a zvolme libovolné linedrni zobrazeni [ :R— R, I[(h)=k-h. Z podminky (2.1.5)
plyne, Ze existuje okoli nuly W c R takové, Ze pro kazdé he W plati |e(h)| < k. Pro takovd h ovSem dostdvame

le(h)]- Al <|I(h)]. (2.1.8)

Tato skutecnost se obvykle opisuje slovy ,,zobrazeni & — f(x+h)— f(x)— Df(x)(h) konverguje k nule rychleji
neZ libovolnd piimka‘ nebo ,, Df(x) je linedrni &4st pfirastku funkce f v bodé x .
K podobnému zavéru lze dojit i pti obecném n a m.

Véta2.3. Zobrazeni f:U c R" — R", diferencovatelné v bodeé x, je v tomto bodé spojité.
Dukaz.Z(2.1.6)plyne lim, ,(f(x+h)— f(x))=0.
Nyni dokdZeme zakladni vétu o derivaci sloZzeného zobrazeni. Nejprve pomocné lemma:

Lemma 2.4. Necht zobrazenif:U c R" — R" je diferencovatelné v bode xe€U. Pak
zobrazeni
o ot |I|Zn_ £

Jje na nejakém okoli bodu 0 € R" ohranicené.

Dukaz.Podle véty 2.2 je

Sxe+h) - f(x) _

h
=D =
Il / (x)(

(ll

)+8(h). (2.19)

Norma prvniho séitance na pravé strané je ohrani¢ena ¢islem |Df(x)||, druhy méa v bodé
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0 € R" limitu rovnu 0, je tedy na néjakém okoli tohoto bodu rovnéz ohraniceny.

Véta2.5 (o derivaci sloZzeného zobrazeni). Necht zobrazeni f,:U c R" — R™ je
diferencovatelné v bodé x, e U,, zobrazeni f,:U, Cc R — R" je diferencovatelné v bode
x, = f,(x,) € U,. Pak zobrazeni f, o f, je diferencovatelné v bodé x, a plati

D(f, o f,)(x,) = Df,(x,) o Df(x,). (2.1.10)
D ukaz.Oznaéme [, = Df,(x,), I, = Df,(x,). Pro h, € R" ozname
hy = fi(x +h) = fi(x). (2.1.11)

Mame

”fz (fl (x,+h )) - fz(fl (x, )) -1, (ll(h’l ))” <
A -
< ”fz(fl(xl + h’l)) - fz(fl(xl)) - lz(f1(x1 +h)— f1(x1))” n
- (A
" ”lz (fiCx, +h) _”fl T|X1 ) =L (4 (h ))” <
h,
MAGs +h) = () =L (k)| I, e, + ) = fix) =L ()| _
: il Hel il -
_ ”hz” ) ”82(hz)” " ||l ” ”fl (x,+h) - filx) =Lk )” ’
I, ’ I
kde lim, ,,&,(h)=0.Z véty 2.3 plyne, Ze pri h — 0 je limh, =0. Navic, podle lemmatu

24 je vyraz ||i|/|k|l na néjakém okoli nuly ohranieny. Proto je limita vyrazu na pravé
strané rovna nule a véta dokdzana.

Véta2.6. KaZdé konstantni zobrazeni f:R" — R" je diferencovatelné v kazdém bodé
x € R". Plati Df(x)=0.

Dukaz.Plati

i SO =F@=0 _ . f0)=f) _
0 I =0

Véta 2.7. KaZdé linedrni zobrazeni 1: R" — R" je diferencovatelné v kazdém bode x € R".
Plati DI(x)=1.

Dukaz.Mime

G 1) = i) _ G0+ 1) = 1) = 1(h) _
=0 72l =0 i

Véta2.8. Zobrazenif:U c R" — R" je diferencovatelné v bodé x € U, prdvé kdyz jsou
v tomto bodé diferencovatelné jeho slozkyf', f*,...,f" :U — R. Pro kazdé he R" plati

Df (x)(h) = (Df"'(x)(h), Df*(x)(h),..., Df " (x)(h)). (2.1.12)
Dukaz.Ziejmy.
Vztah (2.1.12) se dé napsat takto:

Df(x)=(Df"(x), Df* (x),...,Df " (x)). (2.1.13)
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Nasledujici véta ukazuje, jak souvisi prave definovany pojem derivace s pojmem derivace
z prvniho ro¢niku.

Véta2.9. Funkce f:Uc R— R je diferencovatelnd v bodé x €U, prave kdyZ tam md
derivaci (ve smyslu prvniho roc¢niku). Pro kazdé h € R plati

Df (x)(h)= f"(x)-h. (2.1.14)
D 0 k a z . Predpoklddejme, Ze existuje f’(x).Pak

i PO I=TQ0h b (St
h—0 1 n=0 || h

Naopak, je-li funkce f v bodé x diferencovatelna a Df(x)(h) = kh, pak
P =i LIy JEHD=10) )

-1'w)=0

_ nm(@ f(x+h)= f(x)—kh
h—o\ h |h|

)+k:0+k:k

Dalsi véta ukaze, jak snadno se derivuji zobrazeni z R do R".

Véta2.10. Zobrazeni f:U C R— R" je diferencovatelné v bodé x € U prdve kdy? md
v tomto bode kaZdd jeho slozka derivaci ve smyslu prvniho ro¢niku. Pro kaZdéh € R plati

Df ()= ((f1) (0, (f7) ()0 (f") () - . (2.1.15)

D 0 k az . Nechdvdme na &tendfi.

Véta2.11l. Zobrazeni s:R*—> R, s(x)=x'+x*, a p:R*—> R, px)=x'x* jsou
diferencovatelnd v kazdém bodé x € R*. Plati

Ds(x)(h)=h'+h,

Dp(x)(h)=x’h" +x'h*. (2.1.16)

Dtk az.Tvrzeni pro zobrazeni s plyne pfimo z véty 2.7. Pro zobrazeni p méame

|p(x +h)— p(x)—x*h' — x1h2| B |(x1 +hHY(XT+ R - X' - xPh - x1h2|

0<
1A, A]..
— |h1h2| < |hl| ) max{|hl i h2|} _ |h1|
B max{|h] , h2|} B max{|h1 , h2|} S
Takze
_ 21 12

fim P+ =P = Ch -2 2.1.17)
h—0 7],

a tvrzeni je dokdzédno.

Véta2.12. Jsou-li f,f:Uc R"— R" zobrazeni diferencovatelnd v bodé x e U, pak pro
libovolnd Cisla c,c € R je zobrazeni cf +cf diferencovatelné v bode x a plati

D(cf +¢f)(x) = cDf (x) +cDf (x). (2.1.18)

Dl kaz.Oznaéme / linedrni zobrazeni, pfifazujici kazdému vektoru (h,h)e R" xR"
vektor ch+ch a (f,f) zobrazeni x — (f(x), f(x)). Mdme
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D(cf +2f)(x)=D(l o (f. f))(x) = DI(f(x), f(x))o D(f, F)(x)=
=10(Df (x). Df (x)) = cDf (x) + €Df (x)
(Véta2.5,2.7a2.8).

Pokuste se podobné dokézat vétu o derivaci soucinu dvou funkci (vyuZijte pfitom derivaci zobrazeni p
z vétR.11).

2.2 Derivace podle vektoru, Gateauxova derivace. Necht f:Uc R" - R", xeU,
h e R". Derivaci zobrazeni f podle vektoru h v bodé x rozumime limitu

th(x):lingf(x”h)_f(x). 22.1)
55— S
Necht' g" : R — R" je zobrazeni, definované predpisem

g'(s)=x+sh. (2.22)

Piimo z uvedené definice plyne nésledujici jednoduché tvrzeni.

Lemma 2.13. Zobrazenif :U c R" — R" md v bodé x € U derivaci podle vektoru h e R",
prdvé kdyz je zobrazeni f o g" diferencovatelné v nule. Plati

D,f(x)=D(f g O0)1)=((f"og")(0),....(f" o g")(0)). (2.2.3)

Dtk az. Pfedpoklddejme, e zobrazeni fog" je diferencovatelné v nule. Pak podle
véty 2.2 je ve vztahu

(fog")(s)—(fog")0)=D(f o g")(0)(s)+se(s)

lim,_,,&(s)=0. Vzhledem k tomu, Ze (f o gi‘)(s) = f(x + sh), dostavame soucasné existenci
uvazované derivace podle vektoru i prvni rovnost v (2.2.3). Druhd rovnost plyne z vety 2.10.
Obracend implikace plyne ihned z (2.2.3).

Derivace zobrazeni f v bodé x podle vektoru & je tedy derivaci zobrazeni s — f(x+sh) v nule. To,
spoletné s vétou 2.10, umoZiiuje poditat derivace podle vektoru velice snadno.

Je-li zobrazeni h — D, f(x) linedrni, nazyvame je Gdteauxovou derivaci zobrazeni f
v bodé xa zna¢ime D, f(x). Je tedy D, f(x)e L(R",R").

Lemma 2.14. Je-li zobrazenif :U c R" — R" diferencovatelné v bode x € U, md v tomto
bode i Giteauxovu derivaci a plati

Dy f(x)= Df (x). (2.24)

D ik az. UvaZujme zobrazeni g’ z (2.2.2). Toto zobrazeni je diferencovatelné a plati
Dg"(0)(s) = sh. Podle véty 2.5 méme

D(f ©g)(0)(1) = (Df (x) Dg;(0))(1) = Df (x)(h).
Tvrzeni tedy plyne z lemmatu 2.13.

Lemma 2.15. NechtxeUcCR, f:U — R". Existuje-li derivace D, f(x), kde h=1, pak
Jje zobrazeni f v bode x diferencovatelné.

Dukaz.Pro 0,1€ R uvaZujme zobrazeni g,: R— R z (2.2.2). Plati f=(fog))og,
a tvrzeni plyne z lemmati2.13 a véty 2.5.

Uvazme funkci f: R* — R, definovanou predpisem
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1 vy 1 2
., kd =x7,
fat =4t TEE TS (225)
0  jindy.
Vidime, Ze derivace této funkce v nule podle libovolného vektoru 4 € R* existuje. Plati D, f(0)= f(h). Jelikoz
ovSem funkce f neni linedrni, znamend to, Ze D f(0) neexistuje.

Presvédéte se, Ze podobnou vlastnost mé funkce

(x1)3—3x1(x2)2 12
f =t Gy o 200, (22.6)
0, kdyz (x',x*)=(0,0).
kterd je dokonce spojitd. Graf této funkce vidime na nésledujicim obrazku:
(')’ =3x' (x?)? .
1 2N 182 2.2 ° kdyz (xl,xz)i(o’o)’
FOLx) =3 () +(x?)
0, kdyz (x',x%)=(0,0).
Uvazujme nyni funkci f : R* — R, definovanou predpisem
Fo oty b KdyERT> 0,27 =% 22.7)
’ 0 jindy.

Snadno zjistime, Ze tato funkce md v nule Gateauxovu derivaci, ackoli tam nen{ spojita. Vidime tedy, Ze pro Ga-
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teauxovu derivaci neplati véta 2.3.
Pomoci posledné uvedené funkce lze snadno dokazat, ze pro Gateauxovu derivaci neplati ani véta 2.5. Staci
definovat funkci g: R — R* predpisem

gy =(,1%) (22.8)

a uvazovat kompozici fog.

Nyni uvedeme pro zajimavost obdobu véty 2.5, ktera plati (z ¢asti) i pro Giteauxovu
derivaci.

Véta2.16. Necht zobrazenz fi:U cR" = R" md Gdteauxovu derivaci v bodée x, €U,
zobrazeni f, :U, c R" — R" je dlferencovatelne vbodeé x, = f,(x,) € U,. Pak zobraueni f, o f,
md v bodé x, Gateauxovu derivaci a plati

D (f, o fi)(x,) = Df,(x,) o D fi(x,). (2.2.9)
D ukaz. Necht g :R— R" je zobrazeni z (2.2.2). Podle lemmatu 2.13 je zobrazeni
ficg " diferencovatelné v nule, je takové tedy i zobrazeni f, o f, o g (véta 2.5). Zobrazeni

fro f tedy ma derivaci podle vektoru A (opét lemma 2.13) a plati

D,(f,° f)(x)=D(f, o £, o gL )O)1) = Df;(x,)(D(f; ° gL )O)(D)) =
= Df, (x, )(thl (x, ))

Prifazeni h — D,(f, o f,)(x,) je tedy linedrn{ a vztah (2.2.9) dokazan.

(2.2.10)

2.3. Parcialni derivaceNecht f:U c R" — R", x e U.Oznacme e,,e,,...,e, kanonickou
bazi vektorového prostoru R" (tedy e, =(1,0,...,0), ¢, =(0,1,0,...,0), ... , e, =(0,...,0,1)).
Derivace zobrazeni f v bodé x podle e, se nazyva parcidlni derivaci zobrazeni f podle i-té
promeénné v bode x . Klademe

D,f(x)=D, f(x),

D, f(x)=D, f(x), 23.1)

D,f(x)=D, f(x).

Pro uvedené zobrazeni f,bod xeU acislo ie{l,2,...,n} ozname U _, mnoZinu vSech
t € R takovych, Ze

(Nt xT e L xt L xM)eU, (23.2)

i-té misto
a f,; zobrazeniz U, do R", definované predpisem
fo= Fohx? L x XL x. (23.3)

Toto zobrazeni se nazyva i-té parcidlni zobrazeni zobrazeni f v bode x.

Véta2.17. Zobrazenif:U C R" — R" md v bodé x €U parcidlni derivaci podle i-té
proménné, prdvé kdy? je v bodé x' diferencovatelné parcidlni zobrazeni f,,. Pro kaidé
jel{l,2,...,m} plati

D.f/(x)=(fl,y(x'). (23.4)

D 0 k az . Nechdvdme na &tendfi.

Véta 2.17 ukazuje zpusob, kterym se ve skuteCnosti parcidlni derivace poéitaji.
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Pro zobrazeni f:U c R" — R", které ma v bod¢ x € U parcidlni derivace podle vSech
promennych, klademe

D,f'(x) 2f1(x) o D,f'(x)
Foo=| PFO - Df ) DG (23.5)
Df"() Df"(x) -+ Df"(x)
Tato matice se jmenuje matice parcidlnich derivact zobrazeni f v bodé x.

Predpokladejme, Ze zobrazeni f:U c R" — R" ma v bod¢ x € U Giteauxovu derivaci.
Pak pro libovolny vektor he R", h=h'e, + h’e, +...+ h'e, plati
D, f(x)(h)= D f(x)(h'e, +h’e, +...+ h"e,) =
= ' Dy f(x)(e,) + B> Dy f(x)(e;) +...+ B f(x)(e,) =
=h'D f(x)+h’D,f(x)+...+ W'D, f(x)=
=f"(x)-h.
Vidime tedy, Ze

Véta2.18. Pro zobrazenif:U c R" — R", které md Gdteauxovu derivaci v bodé x € U,
Jje matice f’(x) matici linedrniho zobrazeni D, f(x).

Z uvedeného a z véty 2.5 rovnéz okamzité vyplyva nasledujici véta:

Véta2.19. Necht’ zobrazeni f,:U c R" — R"™ je diferencovatelné v bode x, €U,,
zobrazeni f, : U, c R™ — R" je diferencovatelné v bodeé x, = f,(x,) € U,. Pak

(fz ° fi)’(xl) = fz,(xz) ’ fi,(x1)~ (23 6)

2.4 Véty o stredni hodnoté. Lagrangeova véta o stfedni hodnoté (nebo o prirustku funkce)
patfi k zdkladnim ndstrojum matematické analyzy.
Pro prvky x,h € R" klademe

[x,x+h]=g"(0,1]) (2.4.1)

(viz (2.2.2)). Je tedy [x,x+h] mnoZina v8ech bodu x +th, kde 7 €[0,1], ¢ili dseCka, spojujici
body x a x+ k. Nyni muzeme prikrocit k vété o stfedni hodnoté.

Véta 2.20 (o stredni hodnoté pro funkce). Necht mnozina U C R" obsahuje isecku
[x,x+h] a funkce f:U — R md v kaZdém bode této usecky derivaci podle vektoru h. Pak
existuje bod y € [x,x + h] takovy, Ze

f(x+h) = f(x)=D,f(). (242)
Dtk az.Necht's, €[0,1]. Mdme
fogit)=f(x+th+(—t)h)=fogl, (t—1,). (24.3)

Jelikoz funkce f g vsion 1@ pravé stran€ je diferencovatelnd v bode 7, (to plyne z predpokladu
Ze funkce f ma derivaci podle vektoru 4 v bodé x+t,h), ma zobrazenl fogl:[0,1]>R
derivaci v bodé 7, a tedy (vzhledem k libovolnosti bodu t,) v kazdém bodé 1ntervalu [0,1].
Podle Lagrangeovy vety tedy existuje bod ¢, € (0,1) takov;’/, 7e

fogl()—fogh(0)=(fogl)(t,) (1-0).

Leva strana této rovnice je ovSem rovna f(x+h)— f(x) (jak plyne (2.2.2)), kdezto prava
D,f(x+t,h) (jak je vidét po zderivovani (2.4.3) v #, a pochopeni (2.2.3)). MuZeme tedy
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polozit y=x+1t,h.

Dusledek 1. Necht mnozina U c R" obsahuje tisecku [x,x +h] a funkce f:U — R md
Gdteauxovu derivaci v kazdém bodé této visecky. Pak existuje prvek y €[x,x + h] takovy, Ze

fx+h)=f(x)=Dgf(y)(h). (244)

D u k az . Plyne z predchozi véty a definice Gateauxovy derivace.

Nyni uvedeme obecnéjsi (a komplikovangjsi) variantu véty o stredni hodnote, kterd plati
pro libovolnd zobrazeni f:U c R" — R"™. Nejprve jedno pomocné tvrzeni (jednd se o specidlni
pripad tzv. Hahnovy—Banachovy véty z funkciondlni analyzy):

Lemma 2.21. K libovolnému prvkuh, € R" existuje linedrni zobrazeni |: R" — R takové,
Ze|ll=1a I(h)=h].

Dukaz. Toto lemma plati pro libovolnou normu na R", my je vSak dokdZeme pouze
pro normu ||.|,. Pfedpokladejme, Ze A, # 0 (pro nulu je dikaz snadny) a polozme

_ ()
o

(v &itateli prirozeny skaldrni soudin). Zobrazeni [ je zjevné linedrni a plati [(h,)=||h,|.
Podivejme se na jeho normu:

I(h)

||l = max|I(h)|= maxM )
n<1 n<1 ||h0||

Podle Schwartzovy nerovnosti (/,,h,) <|h |- |/ |, kterou zndme z algebry, tedy plati

I < max Wl _ 1
=D

Navic, pro vektor A, = h, /|h,| méme ||i,|=1a

(o> )| _ [ )| _
iy,
ol ol

Tvrzeni tedy plati.

Véta 2.22 (o stredni hodnoté pro zobrazeni). Necht mnoZina U C R" obsahuje iisecku
[x,x+h] a zobrazenif:U — R™ md v kaZdém bodé této iisecky derivaci podle vektoru h.
Pak plati

If(x+h)=fll< sup |D,f- (24.5)

ye[x,x+h]

Dtk az.Podobné jako v dikazu véty 2.20 uvazujme zobrazeni f o g". Toto zobrazeni
je diferencovatelné v kazdém bodé intervalu [0,1]. Necht' /: R™ — R je linearni zobrazeni
takové, Ze [l =1a I(f(x +h) — f(x)) = | f(x +h)— f(x)| (viz lemma 2.21). Zobrazeni [o f o g"
je tedy diferencovatelné na celém intervalu [0,1] a miZeme na né€ pouZit Lagrangeovu vétu o
stfedni hodnot¢:

(Lo fog)D=(ofog)0)=(lofog))(t),

kde 1, €[0,1]. Pro levou stranu ovSem plati

(Lo fog)M)=Uo fog)0)=I(f(x+h) = f(x)=]f(x+h) = f(x)
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a pro pravou

(o fogl)(ty)=ofogl,, Y(O)<|D(lo fogl,, YO)D)|<
<WI-|D(S © 82 JOD| = DS e+ R sup ID,FO

Tim je tvrzeni dokdzéno.

Dusledek 1. Necht mnozina U < R" obsahuje tisecku [x,x +h] a zobrazeni f:U — R"
md Gateauxovu derivaci v kazdém bode této tisecky. Pak

lfGe+m)= fCl< sup [Dgf)- 1l (2.4.6)

yelx,x+h]

D ukaz.Plyne z véty 2.22, definice GAteauxovy derivace a véty 1.9.

Vidime, Ze véta o stfedn{ hodnoté pro zobrazeni je formulovdna v ponckud slabsi podobé neZ véta o stiedni
hodnote pro funkce. Ze bylo toto oslabeni nutné, ukazuje nasledujici priklad.
UvaZujme zobrazeni f: R — R*, definované predpisem

f(t)=(cost,sint) 24.7)

a polozme x=0, h=2r.Plati f(x+h)— f(x)=0. Pfitom ale neexistuje bod y €[0,27x], ve kterém by bylo
D, f(y)=0.

2.5. Spojita diferencovatelnostPredpokladejme, Ze zobrazeni f:U c R" — R™ ma Gat-
eauxovu derivaci v kazdém bodé néjakého okoli V cU. Dostavime zobrazeni
D,f:V — L(R",R"), prifazujici kazdému bodu Géteauxovu derivaci zobrazeni f v tomto
bodé¢.

Zvolme nyni bod x € U. Rekneme, Ze zobrazeni f je v bodé x spojité diferencovatelné,
je-li zobrazeni D, f definovano na néjakém jeho okoli a je-li v tomto bod¢ spojité.

Vime, 7e prostor L(R",R™) je izomorfni s vektorovym prostorem matic typu mXxn. Podle véty 1.7
0 spojitosti zobrazeniD, f nerozhoduje, jakou normu na prostoru L(R",R™) zvolime. MaZeme tedy usoudit,
Ze zobrazeni D, f je spojité, prave kdyZ je spojité zobrazeni f’. O spojitosti tohoto zobrazeni se pritom
rozhoduje pomérné snadno.

Véta2.23. Zobrazeni spojité diferencovatelné v bodé x je v tomto bodé diferencovatelné.

Dukaz.Necht f:UcR"— R" je zobrazeni, spojit€¢ diferencovatelné v bodé x e U.
Zobrazeni D f je tedy definovdno v kazdém bodé néjakého okoli bodu x. Oznacme
D f(y)=1,.Plati

}lin(}”lm -] =0. (2.5.1)

Aplikujeme-1i dusledek 1 véty o stfedni hodnot€ pro zobrazeni na zobrazeni f —1[ , dostaneme

G+ ==L sup =L ]l 252)
Miéme tedy
”f(x +h) - f()C) — lx(h)” < sup ”lv _ lx X (2.5.3)
I

”h” ye[x,x+h
pric¢emz limita pravé strany pro 2 — 0 je rovna nule.

Veéta2.24. Necht' zobrazeni f,:U,cR®* - R"* a f:U cR"—U, jsou spojité
diferencovatelnd v kazdém bodé svych definicnich oboru. Pak zobrazeni f, o f, je spojité
diferencovatelné v kaidém bodeé mnoZiny U, .

D u k az . Nechdme ¢tendri.
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Lemma 2.25. Pfedpoklcidejme Ze zobrazeni f :U C R" — R" md derivace podle vektoru
h, hy v kazdém bodé mnoZiny U a zobrazeni D, f:U — R" je spojité v bodé xeU. Pak
pro kazde ¢,¢, € R existuje derivace D, .., f(x) a plati

D,y o fX)=c,D, f(x)+¢, D, f(X). (2.5.4)
D u k az . Chceme dokdzat, Ze

f(x+tclh i) - f(x) _

lim . oD, f(x)+¢,D, f(x). (2.5.5)
Jelikoz

f(x+tch +tc,h)— f(x)=

= f(x+1c,h +tc,hy) = f(x +1c,hy) + f(x+1tc,hy) — f(x) (2.5.6)

a

6D, f() =D, ()= limg T A=,

6D, f(x)= D, f(x)=lim f(x+tc2it12)— fx) (2.5.7)
staCi dokazat, Ze

l,fol f(x+tch, +tc2f;2)—f(x+tc2h2) IHO f(x+tc1h) f(x) (2.58)
Ozname

e ACA: tcz?) —J®) 25.9)
Podle véty 2.22 plati

lsCe+ic) =gl sup |D,cs 8] (2.5.10)
Ale

D,, 8 =c(D, f(y+1c,;h) = D, f()), (2.5.11)

coz podle predpokladu o spojitosti zobrazeni D, f znamend, Ze limita levé strany (2.5.10)
pro t — 0 je rovna nule. Tim je lemma dokazano.

Véta2.26. Nechr pro zobrazeni f:U C R" — R" existuji vSechny funkce Djfi :U—>R,
kde ie€{l,...,m}, jell,...,n}, a jsou na mnoZine U spojité. Pak zobrazeni f je spojite
diferencovatelné v kazdém bode mnoZiny U .

D ukaz. Podle predchoziho lemmatu md zobrazeni f Géateauxovu derivaci v kazdém
bodé mnoziny U (pro¢?). Tvrzeni tedy plyne z predpokladu o spojitosti parcidlnich derivaci.

Uvazme funkce f:UcR?> = R, kde U=(0,0)xR a f(x',x*)=(x")"". K vypoétu parcidlnich derivaci
této funkce ndm podle vety 2.17 stali znalosti z prvniho ro¢niku:
D f(x' x)=x"(x"),
S i (25.12)
D, f(x',x*)=(x")""Inx".

Vidime, Ze funkce D, f a D, f jsou spojité. Podle véty 2.26 to znamend, Ze funkce f je spojité diferencovatelnd
(a tedy dlferencovatelna) v kazdém bodé mnoZziny U .
Podivejme se nyni na funkci f (0,00) > R, f(x)=x".Z prvniho ro¢niku vime, Ze derivaci této funkce lze
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spocitat pomocf triku
xx — exlnx’
ktery vede k
(x) =(™)Y =™ (nx+1)=x"(nx+1).

Zkusme nyni spocitat derivaci funkce f jinak. Plati f= fog,kde g:R— R*, g(x)=(x,x). Zobrazeni g je
diferencovatelné (tfebas proto, Ze je linedrni). Podle véty 2.19 dostdvdme

F=(fog) ()= f(gx)g' ()= f'(x,x) g (x)=

1
:(x~xH,xX lnx)-(l)zx" +x " Inx=x"(Inx+1).



