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4. Extrémy funkci vice promeénnych -
priklady a cviceni

Priklady

1. Najdete vsechny body, ve kterych funkce
3 3
f(xl,xz) =3x! +12x? —(xl) - (xz)
nabyvd lokdlni extrém.

Reseni. Nejdrive najdeme f'()c1 , xz) . Plati

£ ) =B-s(x) a2-3(:2) B
Podezrelé body ziskdme tak, Ze f '(x1 ,x? poloZime rovnu (O, 0) . Regenim ziskanych rovnic dostaneme
3-3(x') =0, tedy (x') =1a ] =1,
12 —3(x2)2 =0, tedy (x2)2 =4ap¥=2.
Dostavame tak body (1, —2) s (1, 2), (—1,2) s (—l, —2) . Abychom je mohli klasifikovat, potfebujeme druhé
parcidlni derivace:
D”f(xl,x2) = —6x', Dlzf(xl,xz) =0, Dzzf(xl,xz) = —6x°.
Potom

1
det f"(x'.x?) = detg_%x _60x2 E: 36x'x7.

V bodé (1, 2) mame D, lf(l, 2) <0 a det f" (1,2) =72 >0.To znamend, Ze v bodé (1, 2) nabyva funkce f
lokdlnfho maximuma a f(1,2) =18. Déle dostdvdme det f"(1,-2) =det f"(~1,2) = =72 <0 a body (1,-2)
a (=1,2) jsou tedy inflexni. V bodé (-1,-2) mdme Dy, f(1,2) >0 a det f"(1,2) =72 >0. To znamen4, Ze
v bodé (—l, —2) nabyva funkce f lokdlnitho minima a f (—1, —2) = -18.

2. Najdete vSechny body, ve kterych funkce
a) f(xl,xz) = (xl)2 -2x'x? +(x2)2,
b) f(xl,xz) = (xl)3 —3x1(x2)2 + (xz)z,
nabyvd lokdlni extrém.

Reseni. a) Zde plati

Flatx?) = (20" -20%, 22" +247) =(0,0).

jestlize x!' = x% Mime tedy spoustu bodu podezielych z extrému. Déle plati
D”f(xl,xz) =2, D|2f(x],x2) =-2, Dzzf(xl,xz) =2.

Tedy
det f" (xl,xz) = det@_z2 ;ﬁz 0.

To znamena, Ze toto kritérium nam nedava Zadnou odpovéd’. Pokud si ale uvédomime, Ze
2.

zjistime, Ze v kazdém podezielém bod¢ nabyva funkce f absolutniho minima.

b) Zde plati
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f'(xl,xz) = %3()c1)2 —3(x2)2,—6x1x2 +2ng= (0,0) s

(¢ =(2) = (' =)' + %) =0,

—6x'x? +2x7 :2x2(—3xl +1) =0.

jestlize

1

Z prvni rovnice tedy x° = +x' a z druhé x> =0 nebo x' =1. Podezielymi body tedy jsou (0,0), (%,%) a

(3 , ) Dale plati

D”f(xl,x ) Dlzf(x X ): —6x7, D22f(x1,x2): —6x' +2.
Tedy

Duf(%?%) Dllf(%’_%)zz Dy, f(0,0)=0,

Dlzf(%’% =2, Dlzf( ):2’ Dy, £(0,0)=0,

Dzzf(% %) D22f(3’_§)_0’ D,,f(0,0) =2
a

det f"(4,4) = det f"(4,-4) = -4 <0,
det f"(0,0) = 0.

To znamend, Ze body (1 1) a (1

g,—g) jsou inflexn{ a v pifpadé bodu (0,0) ndm toto kritérium nedéva

zadnou odpoved. Ovsem, v pripade, 7e x2 =0 , funkce
3
)=
nemd v bodé x' =0 74dny lokaln{ extrém a bod (0,0) je tedy také inflexn.
3. Najdeéte lokdlni extrémy funkce
12\ _ 1\2 2 2V 0.2 gl
flx,x7)=27x") x° +14{x 69x° —54x .
Reseni. Plati
D ( 12\ _ 1.2 _
Slx L, xT)=54x x7 -54,

)
)=27
Resenim soustavy rovnic
)0
D, f (xl , xz)

jsou body

() = ), (choxd) = (-1 0), (hod) = (228 2) (o) = (8- ).
Dile

D”f(xl,xz) = 54x7,

Dlzf(xl,xz) = D21f(xl,x2) =54x",

D22f(xl,x2) =84x7.
Piimym vypoctem nebo pomoci Sylvestrova kritéria Ize zjistit, Ze matice

(p4x? 54x'0

ax' 8422
2 2 1.2
je v bodé ()c1 X ) pozitivné definitni, v bodé (x2 xz) negativné definitni a v bodech (xg,x3) a (x4 x4)
indefinitni. Funkce f ma4 tedy v bodé (xll X ) lokdln{ minimum, v bodé (x;,x2) lokdlni maximum a plat{
Flalxf) =82 a f(x},x3) =82

4. Najdete lokdlni extrémy funkce
f(xl,xz) =l 452

na mnoziné M dané rovnosti
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Reseni. Jelikoy pro kazdy bod (xl ,xz) UM a funkci

(xl,x2)= 1 + 1

(] ()

plati dg(xl,xz) # 0, Ize na feSeni tlohy pouZit metodu Lagrangeovych multiplikdtora. Hleddme tedy body

oQ

(xl,xZ) OM acislo A takové, Ze pro Lagrangeovu funkci

O
L(xl,xz,A)le +x2 —ADI—+ !

1) ()

DL{x',x% A)=1+22 ﬁ =0,
D,L{x'.x% ) =1+24 1o

3
()
Tato soustava md nésledujici dvé feSent:

(xll,xlz,)\l) = («/5,«/5, —\/5), (Xé,xg,}\z)

L
oD O

plati

(V2. ~/2.42).

Dale

D_
DD”L(xl,xz,/\) DIZL(XI,XZ,A)D_B
Pt 1) DnL(xam)%‘é ) A D

Tato matice je v bodé ()cl1 X} ,}\1) pozitivné definitni a v bodé (xi,x% ,)\2) negativné definitni. Funkce f
ma tedy na mnoziné M v bodé (x,1 P ) lokdln{ minimum a v bodé (xé,x%) lokdlni maximum. Plati
f(xll,xlz) =242 a f(xé,x%) =242

5. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce

2 2
f(xl,xz) = (xl) + (xz) —2x' +4x?
. ; (- 1)? 2\?

na mnoZiné M dané rovnosti (x ) +(x ) =25.

Reseni. JelikoZ mnoZina M je kompaktni a funkce f spojitd, existuje maximum a minimum
funkce f na mnoziné¢ M .JelikoZ pro kazdy bod (x',xz) OM a funkci

2 2
)= () 29
plati dg(xl,xz) # 0, Ize na feSeni tlohy pouZit metodu Lagrangeovych multiplikdtoru. Jestlize (x(l),xé) je

bod extrému funkce f na mnoZiné M, existuje &islo A (JR takové, Ze pro Lagrangeovu funkci

L(xl,xz,}\) :f(xl,xz)—}\axl)z +()¢2)2 —25%

plati
DlL(x(l),xg,A) =0,
DZL(x(l),xS,A) =0,
tedy
(1-2)xy =1
(1-A)xg =2

() +(x3) =25.

VyfeSenim této soustavy dostaneme (x(l), xé ) D{(\/g,— 2\/§ ), (—\/g s 2\6 } Jelikoz f (\E s —2\6 ) =25+ 6\/3
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af (—\ffg, 2\,@) =25+10+/5, je nejmensi hodnota funkce f na mnoZiné M rovna 25 +64/5 a nejvetsi
25+10+5.

6. Najdéte nejmensi a nejvetsi hodnotu funkce

2 2
f(xl,xz) = (xl) +(x2) —2x' +4x?
vy , (.12 2\?
na mnoZiné M dané nerovnosti (x ) +(x ) <25.

ReSeni. Mnozina M je kompaktni a funkce f spojitd; maximum a minimum funkce f na
mnoziné M tedy existuje. Necht’ (x(l),xg) OM je bod, v némz funkce f nabyvd na mnoziné M
maxima nebo minima. Je-1i (x(l), xé) Uint M , plati

D]f(x(l),xg) =0,
sz(x(l),xg) =0,
tedy
2xy-2=0,
2x3 +4=0
a (x(l),xg) =(1,-2). Je-li (xé,xé) Ofr M , je bodem extrému funkce f na mnoZiné fr M . Podle predchoziho
piikladu tedy (x}.x3) D{(\S,— 2V5)(~V5.25 )} .
Celkové, je-li bod (x(l),xg ) bodem extrému funkce f na mnoziné M, plati
(xb.23) D{ (1= 2).(v5. 245 ), (5,245 )} .
Jelikoz f(1,-2) = =5, f(ﬁ , —2\6) =25+645 a f(—\G, 2@’3) =25+10/5, je nejmensi hodnota funkce
f namnoZiné M rovna =5 a nejvatsi 25 +10~/5.
7. Najdeéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce
2 2
f(xl,xz) = (xl) +(x2) -2x' +4x?
vy [ (12 2\? 2
na mnozin€é M dané nerovnostmi (x ) +(x ) <25, x°20.
ReSeni. Existence maxima a minima opét plyne z kompaktnosti mnoziny M a spojitosti zobrazen{
f. Ozname (xé,xé ) bod extrému funkce f na mnoZziné M. Nyni mohou nastat tfi moZnosti. Je-li
(x6.x3) Qint M, plati
D]f(x(l),xg) =0,
sz(x(l),xg) =0.
Tyto podminky ov§em Zddny bod mnoZiny M nesplnuje. Je-li (x('),xg) dfrM, xé >0, je (podle feseni
predchoziho pifkladu) (x(l),xg) = (—\B, 2\6). Je-li x} OfF 5.5]. x5 =0, lze bod (x(l),xg ) opét najit pomoci
Lagrangeovy funkce, jednodussi ov§em je najit staciondrni body funkce g(xl) = f(xl,O) na intervalu
(-5.5): Plati g'(x') = 2x" -2, staciondmi bod je x' =1.Tedy (x}.x3) O{¢ 5.0).(-1,0).(5.0} . Celkové:
(h.42) D{{ 6,2\/3),(—5,0),(—1,0),(5,0)} .
Jelikoz f(—\,f‘g, 2\6) =25+1045, f(-5,0)=45, f(-1,0)=3, f(5,0)=15, je nejmensi hodnota funkce

f namnoZing M rovna 3 a nejvétsi 25+104/5.
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CvicCeni

1. Najdéte lokdln extrémy funkee f, jestlize

o) f(x'2?) =146 =) - xla? = ()
b) f(x‘ x2) (x1)2 —2(x2)2 —3xl 452 -1,
o fa'a?)=(x? -2 —3)2;

(¢) = (e () (2= - 7):

()

d) flx,x
e) f)cl,x2 =x!+x? +4cosxlcosx2;
L s 5! 52 3
DA )=t St
X" +x x +x X +x

g) f(xl,)c2 = 4(x1)2 -x'x? +(x2)2;
h) f(x',xz) = (x])2 -x'x? —(x2)2 +5x* -1.
2. Najdéte lokdlnf extrémy funkce f na mnoziné g(x',x?)=0 (resp. g{x',x%,2%) = 0), jestlize
a) f()cl,xz):xl)c2 -x' 2?1, g(xl,xz):xl +x7 —1;
b f(x' 2% 0) =xla?, gl ) :(xl)2 +(x2)2 +(x3)2 -3
X+ 2 +x -5 O

Exl)c2 +x2x3 +xlx —SH

3. Najdéte maximum a minimum (pokud existuje) funkce f na mnoziné M , jestlize
o /()= CT TGP o = () o () + () <4
o () = (= () () m = {0 () () () <
o (' x) ( ) o) +axa? —6x' -1, M = {(xl,XZ)DR2| X5 0.x% 0.x%- x4 3};
@) flx'.? { 27)OR?| 2 1 ) Z(xl)z}.
4. Najdéte nejrnen51 a nejvétsi hodnotu funkee f(x',x%) = cos x' cos x? cos{x' +x?) na Etverei s vrcholy
(0.0). (0.7). (m.0). (7. 7.
5. Necht f:R* - R,
At a?)=er
aM:Hxl,xz)DR2| J|x7‘}+ J|x7|g 1@. Vypoitéte f(M).
6. Najdéte supremum a infimum (pokud existuje) funkce f(x',x%,x*) = x' +x na mnoziné
w={(v ) 0r () () <1 () + () <3

7. Dokate, 7e pro kazdé x',x?, x> OR, x',x*, x> 20, plati

3
3123 x4’ +x
xx x0T s —

3
(Hledejte maximum funkce f(xl,xz,x3) %xlex3 na mnoziné g(x +x2 + 5 ) k.)

3
c) f(xl,xz,x3)=x1x2x s ()c1 X, x )

2
8. Naleznéte vzdélenost elipsy (xl) -2x'x? - 24! +(x2) +2x% +4 =0 od bodu (0,0).

9. Bud M O R" kompaktni mnoZina a x; OR" bod neleZici v M . DokaZte, Ze existuje bod x, OM,
ktery ma ze v8ech bodli mnoZiny M od bodu x; nejkratsi vzddlenost.

10. Bud M O R" uzaviend mnoZina a x; JR" bod nelezici v M. DokaZte, Ze existuje bod x, OM,
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ktery ma ze viech bodli mnoZiny M od bodu x, nejkratsi vzdalenost.
11. Necht mnoZina M z predchoziho piikladu je ddna rovnici f(x)=0, kde f:R" - R je spojité

diferencovatelnd funkce spliujici Df (x) # 0 pro kazdé x OOM . DokaZte, Ze pfimka uréend body x, a
X, je vbodeé x, na mnozinu M kolma.



