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3. Inverzni a implicitni zobrazeni - priklady
a cviceni

Priklady

1. Necht’
' cosx2

1
be sin x>

o)
Dokazte, Ze kaZdy bod (x , X )I]R2 md okoli 'V takové, Ze pro kaZdé (y y )[I f (V) md rovnice

1M
f(x x*) = Eyy E
prdvé jedno reSeni (x by )DV

Regeni. Méme dokdzat, Ze existuje okoli V bodu (xo,xg) na némz je zobrazeni f prosté. Toto

zobrazeni je spojit€ diferencovatelné, stali tedy podle véty o inverznim zobrazeni ovéfit, Ze det f ’(x(l),xg ) £0.
A ono

1 1

X 2 % i 20
12\ = L cosx, —e °sinx

det f (xo,xo) dety 5 0

- 2x(') Z
X0 ot x(l) 2 e 0.
(e°sinx; e cosxy [

2. UvaZujme rovnici
(xl)2 + 4(x2)2 - 3(X3)2 =6
abod x, =(3,0,1).

a) Definuje implicitné tato rovnice proménnou x ]ako funkci x'a x* na nejakém okoli bodu (xo,xo) (3 O)

Pokud ano, najdete jeji parcidlni derivace podle x'a x’.

b) Definuje implicitné tato rovnice promeénnou x° Jjako funkci x'a x? na néjakém okoli bodu (x(l), xé ) = (3, 0) ?
Pokud ano, najdete jeji parcidlni derivace podle x'a x2.

Reseni. a) Jelikoz D, F (3, 0, 1) =0, veta o implicitni funkci ndm nefika nic o tom, jestli je x? definovéno

jako funkce x' a x7. Pfesto mizeme usoudit, e tomu tak neni. Viimnéme si, Ze jinak by takové x?

muselo splnovat
)= 643 ~(x')

V bodé (xo,xo) plati 6+3(x0) (xo) Jestlize se x' malinko zvétii, vyraz pod odmocninou bude

zéporny a dand rovnice tedy nemize definovat x? na z4dném okoli bodu (xo, xg ) .

b) Jelikoz DyF (3, 0, 1) = —6 #0, muZeme aplikovat vétu o implicitni funkci a zjistime, Ze dand rovnice
definuje = f (x',xz) jako funkci x'ax?a néjakém okoli U bodu (3, O) . Navic, na tomto okoli mdme
DIF(x x%, x3) 25! x!

D]f(xl,XZ):_DSF(x xz x3) = 6.3 _ﬁ,
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DZF(xl,xz,x3) o 8x2 4y

D3F(x],x2,x3) —-6x° 3%’

kde F(xl,xz,x3) = ()cl)2 +4()c2)2 —3(x3)2 -6.

sz(xl,xz) =-

2

! x°
3. Rozhodnéte, zda pro F(xl,xz,x3) =2 +2< -8 na néjakém okoli bodu (2, 2, 1) rovnice
F(xl,xz,xS) =0 implicitné definuje néjakou funkci. Pokud ano, najdeéte jeji parcidlni derivace v bodé
(2.2).

Reseni. Funkce F je na okoli bodu (2, 2,1) spojité diferencovatelnd, pro existenci implicitni funkce

tedy staci, aby DyF(2,2,1)20.
L 22
DyF(x' 2% x*) = 2 22 -2

B

D;F(2,2,1)=161n2 #0.

=
W)

In2,

tedy

Ozna¢me implicitni funkci f. Plati f(2,2) =1 a pro kazdé (x],xz) z néjakého okolf bodu (2,2)
Xl Xz
2P g ) 2
Z téchto vztaht jiz snadno parcidln{ derivace zobrazeni f v bod&(2,2) vypo&itdme.

4.Necht
F(xl,xz,x3,x4) = Hxl)zxz +)c1(xz)2 + (x3)2 - (x4)2,ex] ety %
Ukatte, ze F(0,0,1,1)=(0,0) aze F(x',x%,x*,x*) = (0,0) definuje (x*,x*) jako diferencovateiné zobrazent
(fl,fz) promeénnych x'a x? na nejakém okoli bodu (0, O). Najdéte jeho parcidlni derivace funkce f1
podle x" a x* v bodé¢ (0,0).
Reseni. Plati F(0,0,1,1) = (0,0). Déle
DD3F1(xl,x2,x3,x4) D4F1(xl,x2,x3,x
BDSFZ(xl,xz,x3,x4) D4F2(x1,x2,x3,x
a v bodé (xg, xg ) =(1,1) tedy
Dx; —2x,0_2 -20

Ho - HB -H

X =2x'0

oo
H Ho B

4
4

Jelikoz
det% jgz 2 %0,
uvedend rovnice definuje (x3,x4) jako diferencovatelné zobrazeni f proménnych x'a x* na néjakém
okoli bodu (0, O). Zavedeme-li si nyni zobrazeni G(xl , xz) = ()cl ,xz, f (xl , xz)) , vidime, Ze
(0,0) = F(xl,xz,f(xl,xz)) =Fo G(xl,xz)
a tedy
0= F'(xl,xz,f(xl,x2)) = F'(G(xl,xz)) EG'(xl,xz).

Po néekolika tpraviach a vyuZiti toho, Ze Al = (det A)_1 adjA, kde A je invertibilni matice, nakonec
zjistime, Ze
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1o DF '(0,0,1,1) D,F'(0,0,1,1)0
D, (0.0)= - G 2(0,0,1,1) D4F2(0011)E __2
’ DD3F‘(0 0,1,1) D,F'(0,0,,)0 -2
BDF (0.0.L1) D F2(0011)E
et D ,F'(0,0,1,1)  D,F'(0,0,1,1)0
D,f(0.0) = - , F2(0,0,1,1) D4F2(OOIIH _2
’ dtDD3 0.0,L1) D,F'(0,0,)0 -2
Hp,F2(0,0,1,1) D4F2(0,O,IIH

Cviceni

1. Rozhodnéte, zda existuje okoli U [0 R &isla 1, na némz je funkce f (x) = x" prosta.
2. Rozhodnéte, zda existuji okoli U,V [ R’ takova, ze (2, 7'[) OU azobrazeni F:U -V,
[pcos @0
Hp.9)= Hp sin ¢ H
je bijekce. Pokud ano, najdéte tato okoli a vypoltéte F~':V - U.
3. Rozhodnéte, zda existuje okoli U [ R? bodu (l,e) ,na némz je zobrazeni F : R? & R2,

) =B ) B

4. Necht U,V O R*, (0,1) 0V, jsou oteviené mnoZiny a f:U — V zobrazeni takové, Ze pro kazdé
(xl,xz) OV plati

prosté.

_ Eéxlxz + xl 0
£t x2) = ]
)= e o
Vypoltéte D, f 1(1, 2).
5. Necht'funkce f: R — R je definovéana predpisem

f(x) = % +x? sin%, prox # 0,
=1 pro x = 0.
Dokazte, ze f '(O) # 0, ale na Zddném okoli bodu 0 neexistuje funkce inverzni.
6. Uvedte piiklad zobrazeni f:R* — R* které mainverzi f™' :R* - R* takovou, 7e Df _1(0, 0)=0.
7.Necht f:R*> - R je spojité diferencovatelnd funkce. DokaZte, Ze neexistuje funkce f -
8. Ovéfte, ze existuje funkce f, kterd je na okoli bodu (2,2) implicitné ur€ena rovnic{

Xl
F(xl,xz) = (x2) - xlx? =0,
a vypoctéte f'(2), f"(2).
9. Rozhodnéte, zda existuje okoli U [1 R* bodu (0,0) takové, Ze pro kazdé (xl,xz) OU md rovnice

cos(x1x3) - sm(x2x3) X3
reSeni.

10. Zjistéte, zda existuje &islo &€ > 0 takové, e pro kazdé x' O(+ &# &) mdsoustava

feSeni.
11. Rozhodnéte, zda existuje funkce f definovand na néjakém okoli bodu -1, kterd na tomto okoli
spliiuje

X2 = 2xf (%) +2(f(x))° +2x+1=0
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a kterd ma v bodé —1 lokdlni extrém.
12. Napiste rovnici te¢ny a normdly k plose

HAnx? +xPnxd +x3mx! =0
v bodé (l, 1, 1).
13. Naleznéte vzdalenost elipsy

2 2

3(x') +3(x?)" - 20'x? -24x +8x" +24 =0
od osy x'.
14. Spojité diferencovatelnd funkce F:R* — R spliuje F(0,0)=0, D,F(0,0)#0 a pro kazdé

(xl , x2) OR? plati F(x] , xz) = F(xz,x] ) Napiste rovnici te¢ny k mnoZziné

M :{(xl,xz) DR2| F(xl,xz) =O}

v bodé¢ (0,0).

15. Uvedte priklad spojité diferencovatelné funkce F: R - R takové, aby D,F(0,0) =0 a mnoZina
M :{(xl,xz) OR? F(xl,x2) IO}

byla grafem diferencovatelné funkce.
16. Necht funkce g:R2 - R je diferencovatelnd v bodé (0,0) a necht’ g(0,0) =0, D,g(O, O) =2,

D,5(0,0) =3. Oznatme 8 (xz) = g(xl,xz) a predpoklddejme, 7e pro kazdé x' existuje inverzni funkce

g;ll . PoloZzme h(xl, xz) = g;ll (xz) . Vypoctéte parcidlni derivace funkce & v bode (O, 0).

17. Necht' funkce f:R2 - R je diferencovatelnd v bodé (0,0). Oznacme fxl(xz) :f(x],xz) a
predpoklddejme, Ze pro kazdé x! existuje inverzni funkce fx_ll . PoloZme g(xl,xz) = fx_,'(xz). Déle
predpokladejme, Ze pro kazdé x! existuje inverzni funkce g;,l a polozme h(xl,xz) = g;ll (x2) . Dokazte,
Ze

D, £(0,0)D,g(0,0)D,4(0,0) = D, £(0,0)D,g(0,0)D,4(0,0) = -1.
18. Necht x, =(1,4,4,-5) a

F(xl,xz,x3,x4) = ()c1 +2x2 =x° +x4, 25" +x? 4243 +2x4) = (0,0).
Rozhodnéte, zda na néjakém okoli bodu (x(l),xg) = (1, 4) uvedend rovnice implicitné definuje (x3 ,x4)
jako zobrazen{ ( L7 2)(x1 , xz) . Pokud ano, najdéte jeho parcidlni derivace.
19. Necht x, =(1,1,-1,3,3) a

F(x',xz,x3,x4,x5) :(—xl +2x% =553 +3x* —5x5,xl +4x? #9253 925t —3x5) =(0,0).
Rozhodnéte, zda na néjakém okoli bodu (x(l),xg,xg) = (1,1,—1) uvedend rovnice implicitn€ definuje
(x4,x5) jako zobrazen{ (fl,fz)(xl,xz,x3). Pokud ano, najdéte parcidlni derivace f1 podle xl, x> a

X’

20. Dokazte vétu o inverznim zobrazeni pomoci véty o implicitnim zobrazeni.
21. Dokazte vétu o implicitnim zobrazeni pomoci véty o inverznim zobrazeni.



