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1. Prirozend topologie v R"

s Yz

V prvni ¢asti tohoto textu zavadime prirozenou topologii na mnoziné R", nejprve jako
topologii normovaného prostoru, a pak jako topologii sou¢inu topologickych prostortu. Dvoji
definice ndm umozni v dal$im vykladu a pri feSeni dloh zvolit pristup, vZdy vhodny pro

Text ma zCasti charakter opakovani latky z minulého ro¢niku, proto je misty ponékud
strucnéjsi.

V celé kapitole (i v dal§im textu) budeme uvazovat mnozZinu R" s prirozenou strukturou
vektorového prostoru nad polem R.

1.1. Normované prostoryVsechny vektorové prostory, s nimiz budeme pracovat v tomto
odstavci, budeme uvazovat nad polem redlnych Cisel.

Vektorovy prostor X se nazyva normovany, je-li na ném definovdna norma, coz jest
zobrazeni ||.|: X — R, splnujici nasledujici tfi podminky:

1. Pro kazdé x € X je ||x|# 0, jestlize x # 0.
2.Prokazdé xe X a ceR je |lcx|=Ic|-|x].
3. Pro kazdé x,,x, € X plati ||[x, + x,[| < [x,[| +]x,] -

Definici a zdkladni vlastnosti normovaného prostoru zndme z algebry. V tomto odstavci si
v§imneme, jak 1ze pomoci normy na vektorovém prostoru definovat topologii.
Necht' x e X, k> 0. Polozme

Bf (x)={yeX ||y-x|<k},

B 1.1.1
B'\(x)={yeX ||y-x|<k}. (1.1.1)

MnoZina BHk ,(x) (resp. FHI_‘H(x)) se nazyva otevriend (resp. uzaviend) koule (vzhledem k norme

I.I) se stiedem x a polomérem k .V piipadé, Ze nedojde k nedorozuméni, budeme pouZivat
jednodussich symbolt B*(x) a B*(x).

Mnozina A c X se nazyva ohranicend, je-li mnoZina [|A|c R (obraz mnoZiny A pri
zobrazeni |.|) ohrani¢end. Ekvivalentné: mnoZina A je ohrani¢end, existuje-li oteviend koule
B*(x) c X, kter4 je jeji nadmnoZinou.

Lemma 1. Systém vSech otevienych kouli normovaného prostoruX tvori bdzi topologie
na X.

Dikaz.1.Prokazdé xe X plati x € B'(x). Proto systém vsech otevienych kouli v X
tvori pokryti X .
2. Mé&jme dvé koule B (x,), B (x,) © X abod y lezici v jejich priniku. Polozme

,k2—||y—x2||} (1.1.2)

a zvolme bod x € B'(y). Mdme

I=min{k —[y-x,



1-2 MATEMATICKA ANALYZA IIT

e = x[[=lx =y +y=x[ <l =yl +]ly— x|
<l+||y—xl||Sk1 —||y—x1||+||y—x,||=kl,
= x, )=l —y+y—x,[<x—yl+]y—x,]
<l+||y—x2||Sk2 —||y—x2||+||y—x2||=k2,

co? znamend, 7e B’ (y)c Bt (x)N B* (x,), a dokazuje lemma.

Topologie na X, generovand systémem vSech otevrenych kouli, se nazyva indukovand
normou ||.|. Normované prostory uvazujeme vzdy s topologii indukovanou jejich normou.

Vsimnéme si, Ze systém vSech otevienych kouli se sttedem v bodé x € X tvori lokdln{ bazi této topologie v
bodé x.

Kazd4d oteviend i uzaviend koule je souvisld mnoZina.

Pro kazdé xe X a k>0 plati B (x)=clB*(x).

Norma je spojité zobrazend.

KaZdy normovany prostor je Hausdorffuv topologicky prostor.

Bud x € X libovolny nenulovy vektor, f: R — X linedrni zobrazeni, definované predpisem

ft)=tx. (1.1.3)

Toto zobrazeni je spojité, ba co vic, prirozend topologie v R je nejmens{ topologie, vzhledem k niZ je spojité
(tzv.inicidlni topologie).

Uvazme nyni dvé normy (||| a |.|) na vektorovém prostoru X a zkoumejme, za jakych
okolnosti bude topologie indukovand normou |.| siln€jsi, neZ topologie indukovand normou
|.|. V' nésledujici véte tyto topologie oznaCujeme symbolyz,  a 7, .

Vétal.l. Necht|.| a |.| jsou dvé normy na vektorovém prostoru X . Ndsledujici Ctyri
vyroky jsou ekvivalentni:

1. 7, jesilnejsineZ 7, .

2. Existuje cislo m >0 takové, Ze B (O)C B (O)

3. Existuje cislo m >0 takové, Ze B H(O)c (0)

4. Existuje ¢islo M >0 takové, Ze |. ‘< M-|. ||

Dukaz. Pfedpoklédejme, Ze plati tvrzeni 1. Pak mnoZzina B“"(O) je oteviena v topologii
T, > COZ znamend tvrzeni 2.
Necht'plati tvrzeni 2. a necht’ ||x|| = m a |x| > 1. Pak pro vektor
[x[+1 1
2|X|

X =

plati |x]|<m a |x|>1, coZ je spor. Plati tedy tvrzeni 3.
Nyni predpoklddejme platnost vyroku 3. a polozme M =1/m. Kdyby existoval vektor
x € X takovy, Ze |x|> M| x|, pak by pro vektor

X, = m X
= —
Il

platilo [x,[ = m, neboli x, € B"|(0), a |x,|= mlx|/|x| >mM =1, neboli x, & B'(0). To je spor,
ktery dokazuje vyrok 4.

Konecne, predpokladejme platnost tvrzem 5.Necht Uc X je mnozma oteviend v 7, |,
x €U bod. Necht € >0 je takové Cislo, Ze (x) c U. Pak B‘f/HM (x)cB (x) coz dokazuje,
Ze mnoZzina U je oteviena v topologii T

Tim je dukaz hotov.

Dvé normy na vektorovém prostoru se nazyvaji ekvivalentni, maji-li shodné indukované
topologie. Z predchozi véty nyni snadno plyne

Véta1.2. Normy |.|| a |.| na vektorovém prostoru X jsou ekvivalentni, prdavé kdyz existuji
cisla m,M > 0 takovd, Ze

m-| <[ <M. (1.14)



1. PRIROZENA TOPOLOGIE V R" 1-3

Dusledek 1. Jsou-li normy |.| a |.| na vektorovém prostoru X ekvivalentni, pak kazdd
mnoZzina, ohranic¢end vzhledem k jedné z nich, je ohranic¢end i vzhledem k druhé.

Plati i opacné tvrzeni. Zformulujte je a dokazte!

1.2. R" jako normovany prostor. Uvazme zobrazeni |.|,|.|,.||.|. : R" — R,

lxll, = |x1|+|x2|+...+ x"

b

I, =/ (x")? + () +.. .+ (x")?, (12.1)
lx]., = max{|x' 3

Lemma 2. KaZdé ze zobrazenil.|,||.|,.|-||.. je norma na R".

n

X

2
X

5 tARRE]

D u k az . Pfenechdvdme Ctenéri.
Snadno lze zjistit, Ze pro normu ||, plati
B, () =(x"—k,x' + k)X (x* =k, x* + k)X X (x" =k, x" +k). (122)

Oteviené koule v této normé jsou tedy krychle. Zjistéte, jak vypadaji oteviené a uzaviené koule v normé ||, .
Pro n=1 vSechny tfi uvedené normy splyvaji a indukuji pfirozenou topologii na R.

Lemma 3. Pro zobrazeni|.|,|.|l,.|.|.. plati

[P =
I, < Vnl.l,, (123)

I, < n.]...
D uk az . Pfenechdvdme ¢tendfi.
Z predchoziho lemmatu a Véty 1.2 nyni plyne
Vétal3. Normy].|,.].

55|l-|l.. jsou ekvivalentni.

Topologie na R", indukovand normami |.[|,,||.|,.[.].., se nazyva prirozend (eukleidovskd)
topologie.

Uvedené definice muZeme jesté ddle zobecnit, kdyZ pro libovolné p >1 poloZzime

el =%/

Takto definované zobrazenf |.|, je norma; trojihelnikové nerovnost vyplyva z Minkowského nerovnosti

B e S B (1.2.4)

§/|x1+yl|p+...+ x"+y" x" y'”, (1.2.5)

P+t

Py +

ktera plati pro kazdé p>1.
Vsechny normy |.|, indukujf tutéz topologii (jsou ekvivalentni); tato skutecnost snadno vyplyvéd Véty 1.2,
Lemmatu 3 a Jensenovy nerovnosti

(e .t

kterd plati pro kazdé p,q, 0<p<gq.
Poznamenejme je$té, Ze oznaCeni |.||., pro tfeti normu z (1.2.1) je prirozené, jelikoZ plati

X <R+ 1) (12.6)

1|P

+o+ x| = max{]x'|,... [x"[}. (12.7)

il

1.3. R" jako soucin topologickych prostoru. Uvazme na mnoZin€é R eukleidovskou
topologii (jako obvykle) a na mnoziné R" = RX R X...X R topologii sou¢inu topologickych
prostoru. Vime, Ze bazi této topologie je systém vSech otevienych kvddrii v R", tj. mnoZin
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I'xI*x..xI", (13.1)
kde I',I°,...,I" — R jsou oteviené intervaly.
Vétald. Topologie soucinu naR" je shodnd s prirozenou topologii.

Dukaz. Podle (1.2.2) existuje baze prirozené topologie na R", jejiZz kazdy prvek je
otevreny kvadr. Naopak, jestlize

xel=(x)—k',x)+k')Yx..x(x) —k",x) +k"),
pak pro [ = min{k',...,k"} plati
xe(xg—Lx,+D)X..x(x) —Lxi+D)c 1.

To znamend, Ze kazdy otevieny kvadr je oteviend mnozina v prirozené topologii. Tim je
dukaz ukoncen.

Kazdy otevieny kvadr je souvisld mnoZina.

1.4. Kompaktni mnoziny WR".Z odstavce 1.1. vime, Ze R" je Hausdorffav topologicky
prostor a Ze oteviené koule jsou souvislé mnoziny. Podivejme se nyni podrobné, jak vypadaji
kompaktni mnoZiny v R". Nejprve uvedeme pomocné topologické tvrzeni.

Vétal.5. BudteX a Y topologické prostory. Pak topologicky prostor X XY je kompaktni,
prave kdy? je kompaktni kazdy z prostorii X a Y.

D 0 k a z . Predpoklddejme, Ze prostory X a Y jsou kompaktni a zvolme oteviené pokryti
S prostoru XxY. Pro kazdé xe€ X oznaCme S, systém téch mnozin WeS, pro které
xepr,(W) (pr, je projekce XxY — X). S, je oteviené pokryti mnoZiny {x}XxY, kterd je
ur¢ité kompaktni (pro¢?), mé tedy kone¢né podpokryti 7. — S . Oznaéme nyni U, prunik
mnozin pr,(W),kde WeT,.. U, je oteviend podmnozina X (prinik kone¢né mnoha otevienych
mnozin; pr, je oteviené zobrazeni). Systém {U_ | x € X} je oteviené pokryti mnoziny X , ma
tedy kone¢né podpokryti. Oznalme A kone¢nou mnoZinu prvka x € X takovou, Ze systém
{U, | x € A} je oteviené pokryti mnoZiny X . Kone¢né, polozme T =U{T, | x € A}. Nechdme
nyni na Ctendri, aby ukdzal, ze T c S aZe T je kone¢né oteviené pokryti mnoziny X X Y.

Opacny smér dukazu je o poznani jednodussi, a proto jej prenechdme Ctendri.

Dusledek 1. NechtI',I?,...,.1" € R jsou kompaktni intervaly. Pak uzavieny kvddr I' x I* x
...x 1" c R" je kompaktni mnoZina.

D 0 k a z . Indukci pomoci predchozi véty.

Dusledek 2. NechtB"(x)c R" je uzaviend koule vzhledem k libovolné z norem |.
1< p<oo. Pak B*(x) je kompaktni mnoZina.

p )
D u k az.Plyne z toho, Ze kazd4 uzaviend koule v R" je podmnoZinou néjakého kvéadru.
Vétal.6. MnoZinaA C R" je kompakini, prdavé kdy? je uzaviend a ohranicend.

Dukaz. Je podobny dukazu analogického tvrzeni pro n = 1. Pokuste se o néj sami!

1.5. Spojitost zdkladnich zobrazeniNecht s,p: R* — R jsou zobrazeni definovand
predpisem

s(x)=x"+x%, (15.1)
p(x)=x'x>. o

UkdaZeme, Ze tato zobrazeni jsou spojitd.
Necht x, € R*, y, =5(x,) = x, + x5, €>0.Pro x € B, (x,) mdme

[sC2) = Yol = &' + 27 — g = x| < [ = x|+ " — x5 =[x, <€,
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coZ znamend, Ze pro kazdé xeB’,
zobrazeni s v bodé x,.

Necht' x, € R*, y,=p(x))=xsx;, €>0. Polozme M =|x,|, a §=min{l,e/2(M +1)}.
Pro xeBH‘S_H](xO) méme |x'|< M +1, [x* —xj|< 8, |x' —x)| <8, [xj|SM<M+1a

(x,) plati s(x)e(y, —€,y,+€) a dokazuje spojitost

|p(x) = yo| = |x'x® = xgxg | = |x' (2% = x5 )+ (x" = xp) x|
S|xl|-|x2 —xg|+|x1 —x(1)|‘|x§|< (M+1O+0(M+1)
£ £

<(M+1) + M+1)=¢.
2(M+1) 2(M+1)

To dokazuje spojitost zobrazeni p v bodé x, .

Ze spojitosti zobrazeni s a p a z vty o spojitosti kompozice spojitych zobrazeni plynou zndmé tvrzen{
0 spojitosti souctu a soucinu dvou spojitych funkeci.
Zobrazeni s je samozrejmé linedrni. Dokazte, Ze kazdé linedrni zobrazeni [: R" — R™ je spojité.



