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18. Prvni rozklad linearni transformace

Umluva. V této prednadce V je vektorovy prostor (obvykle kone&nérozmérny) nad polem P
af:V — Vjelinearni transformace.

Prvni (primarni) rozklad linearni transformace f je indukovan rozkladem anulujiciho
(napf. charakteristického) polynomu na nesoudé& né soucinitele. Geometricky jde o rozlozeni
prostoru V na pfimy soucet tzv. invariantnich podprostor{l, s ¢&imz je spojeno uvedeni matice
transformace f do blokové diagonaniho tvaru. V pripadé f : P" — P", f(u) = Au, kde A
je Ctvercova matice, dostavame jako vysledek blokové diagonalni matici podobnou matici A.

1. Invariantni podprostory

Je-li U C V podprostor, pak symbolem fU oznatujeme jeho obraz pfi zobrazeni f, tojest,
podprostor { f(u) |u e U }.

Definice. Podprostor U C V se nazyva invariantni (vzhledem k linearni transformaci f),
kdyz fU C U, tj. kdyz prokazdeu € U je f(u) € U.

Je-li U invariantni podprostor, pak zobrazeni U — U, zadané pfedpisem u — f(u),
nazyvame restrikce (Cesky ohraniceni) linearniho zobrazeni f na invariantni podprostor U.
Znati se fly : U — U ajeziggmé opét linearni (ovérte).

Priklad. (1) Cely prostor V anulovy podprostor jsou invariantni podprostory.

(2) Je-li f: v cv, pak je kazdy podprostor invariantni.

(3) Je-li u vlastni vektor svlastni hodnotou ¢, pak [u]l jeinvariantni podprostor a f |y je zobrazeni
v — Cuv.

(4) Uvazujme o rotaci ¢ v prostoru E2 kolem osy L prochézejici pocatkem 0 o Uhel o € (0, 27).
Invariantni podporostory jsou nulovy podprostor {0}, osarotace L, jeji ortogonalni doplngk L+ acely
prostor E3. Libovolny vektor u € L se zobrazi sam na sebe, proto ¢|, je identické zobrazeni id, .
Libovolny vektor v € L+ zlistane v roving L+ a¢|, . je ot&eni roviny L+ o Ghel «.

L
+u = ¢(u)
\<:¢(v>
L v

(5) Uvazujme o zrcadleni ¢ v prostoru E2 vzhledem k roving U prochézejici potatkem 0. Invariantni
podporaostory jsou nulovy podprostor {0}, rovinaU akazdy jeji podprostor V C U, ortogonalni doplnék
U~ acely prostor E3. Zobrazeni ¢ |y je identické zobrazeni idy . Zobrazeni ¢ |y je zrcadleni pfimky
U+ vzhledem k pocatku O.

Cviceni. (1) Jednorozmérny podprostor Ju]l, u # O, je invariantni pravé tehdy, kdyz u je vlastni
vektor. Dokazte.
(2) Prlinik a soutet invariantnich podprostor{l jsou invariantni podprostory. Dokazte.
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(3) Ker f jeinvariantni podprostor. Dokazte. Co je f |ker £ ?

(4) Im f jeinvariantni podprostor. Dokazte.

(5) Bud v € V libovolny vektor. Dokazte, ze [[v, f (v), f(f(v)), f(f(f(v))),...] jeinvariantni
podprostor.

(6) Necht linearni transformace f,g : V. — V komutuji, to jest, f og = go f.Bud U C V
invariantni podprostor vzhledem k transformaci f. Pak je gU téz invariantni podprostor vzhledem
k transformaci f.

Rozklad prostoru V naprimy soucet invariantnich podprostorti vede ke zjednoduSeni matice
transformace f.

Tvrzeni. Necht existuje pfimy rozklad V. = U3 4 U, kde U3, U; jsouinvariantni podprostory.
Zvolme ngakou baz ey, ..., ey v podprostoru U; a n§akou baz en, 1, ..., €, v podprosto-

ruUs,. Pakey, ..., &, jebazev prostoru V atransformace f v ni ma matici tvaru
a;n - am 0 . 0
0 0
A am1 Amm
0 -+ 0 amiimyr -+ a@mtin
0+ 0  @ma - am
Omadime-li
aip -+ Am Am+1m+l c° @m+ln
Al=1 i Ap = :
8m1 -+ 8mm 8mt1 - 8nn

pak A je matice linearni transformace f |y, .

Diikaz. Jako cviceni ovéite, Zee,, .. ., €, je baze v prostoru V.

Ohledné matice A vime, Ze prvnich m jejich sloupcll je tvoreno soufadnicemi vektorl
f(er),..., f(em) vbazie,..., e, Vektory f(e),..., f(en) ovsem lezi v podprostoru U
shazi ey, ..., en, takze zbyvajici bazoveé vektory em, 1, . . ., €, budou mit nulové koeficienty.
Submatice A; je pak matici zobrazeni f |y v bazi ey, ..., ey (OvEte).

Zbytek analogicky.

O shora uvedené matici A fikame, ze je v blokové diagonalnim tvaru s bloky A;, A na
diagonale. Strucné zapisujeme

A O
A=
0 A

Rikame téz, Ze A je primy soutet submatic A; a As.
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Podobné se v pripadé pfimého souttu V = U + - - - + U, invariantnich podprostordi Uy,
..., Up, matice zobrazeni f rozpada na primy soucet submatic A4, ... A, odpovidgicich
lineérnim zobrazenim f|y,, ..., flu,:

AL 0 --- 0
0 A --- 0
0 0 - A,

O matici A pak rovnéz pravime, Ze je blokoveé diagonalni.

V idedlnim pripadé |ze prostor V rozloZit na pfimy soucet jednorozmérnych invariantnich podprostort,
generovanych vlastnimi vektory, coz je nam jiz znamy pfipad diagonalizovatel né matice.

2. Algebraicka struktura na mnoziné linearnich zobrazeni

NamnoZziné
Homp(V,V) ={f :V — V| f jelinearni zobrazeni nad polem P }

existuje bohata algebrai cka struktura.

Pfedevsim, Homp (V, V) je monoid vzhledem k binarni operaci ,,0" skladani transformaci
a s neutralnim prvkem idy (ovérte). Avsak Homp (V, V), a obecngi Homp(V, V'), matéz
strukturu vektorového prostoru.

Definice. Budte f, g : V — V'’ linearni zobrazeni vektorovych prostori nad polem P.

(1) Zobrazeni f +g:V — V’, zadané predpisem u — f (u) + g(u) pro libovolny vektor
u € V, senazyva soucet linearnich zobrazeni f ag.

(2) Je-li c € P skaar, pak zobrazeni cf : V — V’, zadané predpisem u — ¢ - f(u) pro
libovolny vektor u € V, se nazyva c-nasobek zobrazeni f.

Plati tedy

(f +9)w = f(u)+ g,
ctH(uw) =c- f(u

prokazdéu e V.

Tvrzeni. Budte f, g : V — V' linearni zobrazeni vektorovych prostorll V, V' nad polem P,
bud ¢ € P skalar. Pak jsou zobrazeni f + g, cf linearni.

DUkaz. Cviteni.

Algebraicka struktura na mnoziné Home (V, V) tedy zahrnuje binarni operace stitani + a skladani o,
operace nasobeni skalarem a dva neutrélni prvky: O pro stitani aid pro skladani.
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Tvrzeni. Bud V vektorovy prostor nad polem P. Pak Homp (V, V) je monoid a soucasné vektorovy
prostor nad polem P a plati

fo(g+hy=fog+ foh,
fo(cg)=c(fog),
(f+g)oh=fog+goh,
(cfyog=-c(f oQ).
prolibovolna f, g,h € Homp(V, V) ac € P.

Dukaz. Cviceni.

Algebraickastruktura, kterajesoucasnémonoidi vektorovy prostor nad polem P aplati proni identity
uvedené v predchozim tvrzeni, se nazyvaasociativni P-algebra. Tudiz, Homp (V, V) je asociativni P-
algebra.

Jiny priklad asociativni P-algebry déava mnozina gl(n, P) vSech Ctvercovych matic typu n/n nad
polem P vzhledem k binarnim operacim nasobeni astitani matic ak operaci nésobeni skalarem (ovérte).

Tvrzeni. Bud V konetnérozmérny vektorovy prostor nad polem P, bud ey, ..., &, jeho baze.
Budte f, glinearni transformaceV — V,Budte A, B jgichmaticevzhledemkbaziey, ..., &,,
bud c skalar. Pak plati

(@) A+ B jematice souctu transformaci f + g.

(b) cA je matice linearni transformace cf,

(c) A- B jematicelinearni transformace f o g.

Dukaz. Cviteni.

Podl e uvedeného tvrzeni je v koneEnérozmérném pripadé P-algebraHomp (V, V) izomorfni P-algebre
gl(n, P).

Pro libovolné prirozené &islo k jeité zavedmelinearni transformaci X : V — V predpisem
fK) = f(f(--- f(v)---) prolibovolny vektorv € V,tj. f¥=fo...0 f.
D %

Definice. Bud f : V — V linearni transformace vektorového prostoru V nad polem P. Bud
p=anX"+---+axX+ ag € P[x] polynom. Polozme p(f) = amf™+---+ a1 f + apid.
Rikame, zelinearni zobrazeni p( f ) vzniklo dosazenim linearniho zobrazeni f do polynomu p.
Hodnota takového zobrazeni na vektoru v € V se zapisuje p(f)(v).

Priklad. Necht p = x? — 2x 4 2. Pak pro libovolnou linearni transformaci f : V. — V mame
p(f)= f?2—2f 4+ 2idapro libovolny vektor v € V mame p(f)(v) = f(f(v)) — 2f(v) + 2v.

Tvrzeni. Bud Amaticelinearni transformace f vzhledemknéakébaz ey, .. ., e, prostoru V.
Polozme p(A) = an A"+ - - - +a; A+ agE, kde E jejednotkova matice stejného rozméru jako
matice A. Pak je p(A) matici linearniho zobrazeni p(f) vzhledemkbéz e, ..., e,.

Dukaz. Cviceni.
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Tvrzeni. Jsou-li p, q € P[x] dva polynomy, pak plati

(p+a)(f) = p(f)+aq(f), (pa)(f) = p(f)oq(f),
(P+ DA = p(A) +q(A), (PA)(A) = p(A) q(A)

pro libovolnou linearni transformaci f resp. libovolnou Ctvercovou matici A.

DUkaz. Cviteni.

Diisledek. Pro libovolnou linearni transformaci f a polynomy p, g mame

p(f)oq(f) =q(f)op(f)
(Fikame, ze p(f) aq( f) komutuji). Podobné pro libovolnou ¢tvercovou matici A mame

P(A)a(A) = q(A) p(A),

tj. matice Ziskané dosazenim A do rtiznych polynomt téz komutuiji.

3. Anulujici polynom a prvni rozklad

Definice. Necht p € P[x], p # 0. Rekneme, Ze p je anulujici polynom &tvercové matice A,
jestlize p(A) = 0. Podobng, p jeanulujici polynom linearni transformace f, jestlize p(f) = 0.

Pozdgji uvidime, Ze vSechny Ctvercové matice i vdechny linearni transformace konetné-
rozmérného vektorového prostoru V maji anulujici polynom. Nyni se budeme zabyvat prislus-
nym rozkladem prostoru V. Odpovidarozkladu anulujiciho polynomu naireducibilni Cinitele.

Tvrzeni. Bud g anulujici polynom linearni transformace f : V — V. Necht existuje rozklad
g = 0102 - - - On, kdepolynomy d, . . ., gn jSou po dvou nesoudéiné (D(q;, ;) = 1proi # j).
Uvazujme o linearnim zobrazeni g (f) : V — V, oznatme U; = Kerqi(f),i = 1,..., n.
Pak plati:
(i) Kazdy podprostor U; jeinvariantni;
(i) V=Ur4---4Up;
(iii) polynomg; je anulujicim polynomem transformace f |y,, prokazdéi =1, ..., n.

Dikaz. (i) Necht u € Uj, tj. gi (f)(u) = 0. Potitejme:
a () (fW) = (a(f)o f)w = (foag(H)W = f(g(f)(w) =10 =0
(pouZili jsmetvrzeni, ze f aq; () spolu komutuji). Tudiz, f(u) € U;.

(i) Nejdrive pfipad n = 2. Necht tedy f = qi02 a D(q1, g2) = 1. Pak existuji polynomy
p1, P2 takové, ze 1 = gy p1 + g2 p2. Dosazenim zobrazeni f ziskame rovnost

id=01(f) o pa(f) + o2(f) o pa(f),
5
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takZe pro libovolny vektor v € V plati

v =u(F)(p(H(®)) + Ga( ) (p2( ) (V). ()

Ukazme, Ze prvni stitanec qi(f)(p1(f)(v)) z () lezi v Uy. Oznatime-li w = p1(f)(v), staci
OV&it, Zew € Kerqgo(f):

G2(qa(f)(w)) = (G2 o ) (F(w) = q(f)(w) =0,

protoze g je anulujici polynom pro f. Podobné se ukaze, Ze druhy ze stitancti leZi v U,. Tudiz,
v € U1 + Us. ProtoZe v byl libovolny vektor z V, mame V = U + Uo.

UkaZme jeste, Ze U1 N Uz = 0. Necht tedy v € U NUo, tj. qu(f)(v) = 0ag(f)(v) =0.
Rovnost (x) plati i pozaménéq < p (protoze pi (f) aq (f) spolu komutuji), natez

v=pu(H(a(H @) + p2(F)(A(F)(v)) = pa(f)(0) + p2(F)(0) =0,

protoze pz, P2 jsou lingarni zobrazeni. Dokazali jsmetedy, Ze V = Uy + Us.
Obecny pripad n > 2 se dokéaze indukci (cvicent).
(iii) Polynom g; jeanulujicim polynomem transformace f |y, , protozeKer g; (f) = U;, natez
Kergi (flu,) = Ker(gi(f)|y) = Ui nKergi(f) = Uj, atedy g (f]y,) = 0.

K nalezeni pravé uvedeného rozkladu musime znat alespori jeden anulujici polynom.

Véta Hamilton—Cayleyova. Charakteristicky polynom ctvercové matice nad P je jejim anu-
[ujicim polynomem.

Dukaz. Pro libovolnou Etvercovou matici B jsme kdysi odvodili vztah B - adj B = det B - E.
Dosadme za B matici A — xE:

(A—XE)-adj(A—XE) = xa(X) - E.

Je-li matice Atypun/n, pak jejeii charakteristicky polynom x a polynomem stupnén, feknéme
xa = X"+ .- + C1X + Co. Déle je (z definice adjungované matice) jasné, ze prvky matice
adj(A — xE) jsou polynomy stupné n — 1 v x. SdruZime-li sCitance s tymiz mocninami X,
ziskame vyjadreni adj(A — XE) = C,_1x""1 4. .. 4 Cyx + Cop, kde C; jsou Etvercové matice

typun/n.
Po dosazeni mame

(A=XE) - (ChotX" 1+ + C1x+ Cp) = (X" + -+ + C1x 4+ Co) - E,
tj.
—Cn-1X" + (ACh_1 — Ch2)X" "+ -+ + (ACy — Co)x + ACo
=CEX"+ -+ ¢ Ex + oE.
6
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Porovnanim koeficientll u stejnych mocnin x obdrZime

—Ch_1 =CE,
—Ch_2+ ACh_1 =Cn_1,

—Co+ACi=0;
ACy = Cp.

Vynéasobime-i i -tou rovnost i -tou mocninou A' matice A avzniklé rovnosti seéteme, ziskame

O - Cn An + CnflAn_l + C]_A + CO,
coz se mélo dokazat.

Diisledek. Charakteristicky polynom linearni transformace f : V. — V jejgim anulujicim
polynomem.

Priklad. Necht

1 -1 1
A= 0o 2 -1}).
-1 0 2

Charakteristicky polynom je x3 — 5x2 4+ 9x — 5 = (x — 1)(x? — 4x + 5) (ové&te). Vidime, Ze polynom
XA j€ soucinem nesoud&nym polynomlig; = X — 1adg, = x2 — 4x + 5.

Matice A predstavuje lineéarni zobrazeni « : R® — R3, u — Au. Potitejme U; = Kerqu(or) =
Ker(a —id). Jadro Ker(a — id) vypotteme feSenim rovnice (e — id)(u) = 0, coz je homogenni soustava

smatici
1 -1 1 1 0 O 0 -1 1
QA =A—E= O 2 -1]-10 1 0]= 0 1 -1
-1 0 2 0O 0 1 -1 0 1

afundamentalnim feSenim e; = (1, 1, 1) (ovéfte). Dostavame jednorozmérny invariantni podprostor
U = Kerqgu(e) = [(1, 1, D].
Podobné U, = Ker gx(a) = Ker(a? — 4o + 5id). Toto jadro vypotteme feSenim rovnice
(@ — 4o + 5id)(u) = 0,

coZ je homogenni soustava s matici

(A = A2 — 4A + 5E = (

R e
e
eN=XK=)
\—/

a fundamentalnim feSenim e, = (0, 0, 1), e3 = (1, —1, 0) (ovéfte). Dostavame dvourozmérny invari-
antni podprostor

U2 = Kequ(“) = [[(05 0’ 1)7 (17 _1’ 0)]]7
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Ziskali jsme (a) primy rozklad R® = U; + U, nainvariantni podprostory U; aUy;
(b) bazi e, e, e3 smatici pfechodu

1 0 1
1 0 -1
1 1 O

Vv niZ mazobrazeni o blokové diagonalni matici
1 0 O
Q'AQ=[|0 2 -1}.
0o 1 2

4. Minimalni polynom

Priklad. Matice

-1 0 2
A=|- 1 2
0 0 1
ma anulujici polynom q = x? — 1 = (x + 1)(x — 1) (ov&te). Charakteristicky polynom matice A je

AA=x3—x2—x+1=x+Dx-D12

Posledni priklad ukazuje, Ze charakteristicky polynom miize mit netrivialiniho délitele, ktery
jerovnéz anulujicim polynomem. UkaZzme, Zemezi anulujicimi polynomy existujejeden, ktery
déli vdechny ostatni.

Definice. Anulujici polynom se nazyva minimalni polynom, je-li normovany a nggmensiho
stupné ze véech anulujicich polynomd.

Tvrzeni. Kazdy anulujici polynom je d&itelny minimalnim polynomem.

Dékaz. Bud f anulujici polynom matice A, bud g minimalni polynom matice A. D&me se
zbytkem: f = qg+r,kder = Onebodegr < degg.V pfipadér = 0jsme hotovi. Pfipustme
opak, tj. r # 0. Potom

0= f(A) =a(AIA) +r(A) =r(A),
protoze g(A) = 0. Tudiz, r je anulujici polynom nizSiho stupné nez polynom g, ato je spor.

Diisledek. Ke kazdé linearni transformaci konetnérozmérného vektoroveho prostoru V resp.
ke kazdé Ctvercove matici A existuje minimalni polynoma je jediny.

Cviceni. Dokazte jednoznatnost miniméaniho polynomu.



