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18. Prvnı́ rozklad lineárnı́ transformace
Úmluva. V této přednášce V je vektorový prostor (obvykle konečněrozměrný) nad polem P
a f : V −→ V je lineárnı́ transformace.

Prvnı́ (primárnı́) rozklad lineárnı́ transformace f je indukován rozkladem anulujı́cı́ho
(např. charakteristického) polynomu na nesoudělné součinitele. Geometricky jde o rozloženı́
prostoru V na přı́mý součet tzv. invariantnı́ch podprostorů, s čı́mž je spojeno uvedenı́ matice
transformace f do blokově diagonálnı́ho tvaru. V přı́padě f : Pn → Pn , f (u) = Au, kde A
je čtvercová matice, dostáváme jako výsledek blokově diagonálnı́ matici podobnou matici A.

1. Invariantnı́ podprostory

Je-li U ⊆ V podprostor, pak symbolem f U označujeme jeho obraz při zobrazenı́ f , to jest,
podprostor { f (u) | u ∈ U }.
Definice. Podprostor U ⊆ V se nazývá invariantnı́ (vzhledem k lineárnı́ transformaci f ),
když f U ⊆ U , tj. když pro každé u ∈ U je f (u) ∈ U .

Je-li U invariantnı́ podprostor, pak zobrazenı́ U −→ U , zadané předpisem u 
→ f (u),
nazýváme restrikce (česky ohraničenı́) lineárnı́ho zobrazenı́ f na invariantnı́ podprostor U .
Značı́ se f |U : U → U a je zřejmě opět lineárnı́ (ověřte).

Přı́klad. (1) Celý prostor V a nulový podprostor jsou invariantnı́ podprostory.
(2) Je-li f : v 
→ cv, pak je každý podprostor invariantnı́.
(3) Je-li u vlastnı́ vektor s vlastnı́ hodnotou c, pak [[u]] je invariantnı́ podprostor a f |[[u]] je zobrazenı́

v 
→ cv.
(4) Uvažujme o rotaci φ v prostoru E3 kolem osy L procházejı́cı́ počátkem 0 o úhel α ∈ (0, 2π).

Invariantnı́ podporostory jsou nulový podprostor {0}, osa rotace L , jejı́ ortogonálnı́ doplněk L⊥ a celý
prostor E3. Libovolný vektor u ∈ L se zobrazı́ sám na sebe, proto φ|L je identické zobrazenı́ idL .
Libovolný vektor v ∈ L⊥ zůstane v rovině L⊥ a φ|L⊥ je otáčenı́ roviny L⊥ o úhel α.
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(5) Uvažujme o zrcadlenı́ ζ v prostoru E3 vzhledem k rovině U procházejı́cı́ počátkem 0. Invariantnı́
podporostory jsou nulový podprostor {0}, rovina U a každý jejı́ podprostor V ⊆ U , ortogonálnı́ doplněk
U⊥ a celý prostor E3. Zobrazenı́ ζ |V je identické zobrazenı́ idV . Zobrazenı́ ζ |U⊥ je zrcadlenı́ přı́mky
U⊥ vzhledem k počátku 0.

Cvičenı́. (1) Jednorozměrný podprostor [[u]], u �= 0, je invariantnı́ právě tehdy, když u je vlastnı́
vektor. Dokažte.

(2) Průnik a součet invariantnı́ch podprostorů jsou invariantnı́ podprostory. Dokažte.
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(3) Ker f je invariantnı́ podprostor. Dokažte. Co je f |Ker f ?
(4) Im f je invariantnı́ podprostor. Dokažte.
(5) Bud’ v ∈ V libovolný vektor. Dokažte, že [[v, f (v), f ( f (v)), f ( f ( f (v))), . . .]] je invariantnı́

podprostor.
(6) Necht’ lineárnı́ transformace f, g : V → V komutujı́, to jest, f ◦ g = g ◦ f . Bud’ U ⊆ V

invariantnı́ podprostor vzhledem k transformaci f . Pak je gU též invariantnı́ podprostor vzhledem
k transformaci f .

Rozklad prostoru V na přı́mý součet invariantnı́ch podprostorů vede ke zjednodušenı́ matice
transformace f .

Tvrzenı́. Necht’existuje přı́mý rozklad V = U1 +̇ U2, kde U1, U2 jsou invariantnı́ podprostory.
Zvolme nějakou bázi e1, . . . , em v podprostoru U1 a nějakou bázi em+1, . . . , en v podprosto-
ru U2. Pak e1, . . . , en je báze v prostoru V a transformace f v nı́ má matici tvaru

A =




a11 · · · a1m 0 · · · 0
...

...
...

...

am1 · · · amm 0 · · · 0

0 · · · 0 am+1,m+1 · · · am+1,n
...

...
...

...

0 · · · 0 an,m+1 · · · ann




.

Označı́me-li

A1 =




a11 · · · a1m
...

...

am1 · · · amm


 , A2 =




am+1,m+1 · · · am+1,n
...

...

an,m+1 · · · ann


 .

pak Ai je matice lineárnı́ transformace f |Ui .

Důkaz. Jako cvičenı́ ověřte, že e1, . . . , en je báze v prostoru V .
Ohledně matice A vı́me, že prvnı́ch m jejı́ch sloupců je tvořeno souřadnicemi vektorů

f (e1), . . . , f (em) v bázi e1, . . . , en . Vektory f (e1), . . . , f (em) ovšem ležı́ v podprostoru U1

s bazı́ e1, . . . , em , takže zbývajı́cı́ bázové vektory em+1, . . . , en budou mı́t nulové koeficienty.
Submatice A1 je pak maticı́ zobrazenı́ f |U v bázi e1, . . . , em (ověřte).

Zbytek analogicky.

O shora uvedené matici A řı́káme, že je v blokově diagonálnı́m tvaru s bloky A1, A2 na
diagonále. Stručně zapisujeme

A =

A1 0

0 A2




Řı́káme též, že A je přı́mý součet submatic A1 a A2.
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Podobně se v přı́padě přı́mého součtu V = U1 +̇ · · · +̇ Un invariantnı́ch podprostorů U1,

. . . , Un , matice zobrazenı́ f rozpadá na přı́mý součet submatic A1, . . . An odpovı́dajı́cı́ch
lineárnı́m zobrazenı́m f |U1 , . . . , f |Un :

A =




A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · An




,

O matici A pak rovněž pravı́me, že je blokově diagonálnı́.

V ideálnı́m přı́padě lze prostor V rozložit na přı́mý součet jednorozměrných invariantnı́ch podprostorů,
generovaných vlastnı́mi vektory, což je nám již známý přı́pad diagonalizovatelné matice.

2. Algebraická struktura na množině lineárnı́ch zobrazenı́

Na množině

HomP(V, V ) = { f : V → V | f je lineárnı́ zobrazenı́ nad polem P }

existuje bohatá algebraická struktura.
Předevšı́m, HomP(V, V ) je monoid vzhledem k binárnı́ operaci ,,◦“ skládánı́ transformacı́

a s neutrálnı́m prvkem idV (ověřte). Avšak HomP(V, V ), a obecněji HomP(V, V ′), má též
strukturu vektorového prostoru.

Definice. Bud’te f, g : V → V ′ lineárnı́ zobrazenı́ vektorových prostorů nad polem P .
(1) Zobrazenı́ f + g : V → V ′, zadané předpisem u 
→ f (u) + g(u) pro libovolný vektor

u ∈ V , se nazývá součet lineárnı́ch zobrazenı́ f a g.
(2) Je-li c ∈ P skalár, pak zobrazenı́ c f : V → V ′, zadané předpisem u 
→ c · f (u) pro

libovolný vektor u ∈ V , se nazývá c-násobek zobrazenı́ f .

Platı́ tedy

( f + g)(u) = f (u) + g(u),

(c f )(u) = c · f (u)

pro každé u ∈ V .

Tvrzenı́. Bud’te f, g : V → V ′ lineárnı́ zobrazenı́ vektorových prostorů V, V ′ nad polem P,
bud’ c ∈ P skalár. Pak jsou zobrazenı́ f + g, c f lineárnı́.

Důkaz. Cvičenı́.

Algebraická struktura na množině HomP(V, V ) tedy zahrnuje binárnı́ operace sčı́tánı́ + a skládánı́ ◦,
operace násobenı́ skalárem a dva neutrálnı́ prvky: 0 pro sčı́tánı́ a id pro skládánı́.
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Tvrzenı́. Bud’ V vektorový prostor nad polem P. Pak HomP(V, V ) je monoid a současně vektorový
prostor nad polem P a platı́

f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h,

f ◦ (cg) = c( f ◦ g),

( f + g) ◦ h = f ◦ g + g ◦ h,

(c f ) ◦ g = c( f ◦ g).

pro libovolná f, g, h ∈ HomP(V, V ) a c ∈ P.

Důkaz. Cvičenı́.

Algebraická struktura, která je současně monoid i vektorový prostor nad polem P a platı́ pro ni identity
uvedené v předchozı́m tvrzenı́, se nazývá asociativnı́ P-algebra. Tudı́ž, HomP(V, V ) je asociativnı́ P-
algebra.

Jiný přı́klad asociativnı́ P-algebry dává množina gl(n, P) všech čtvercových matic typu n/n nad
polem P vzhledem k binárnı́m operacı́m násobenı́ a sčı́tánı́ matic a k operaci násobenı́ skalárem (ověřte).

Tvrzenı́. Bud’ V konečněrozměrný vektorový prostor nad polem P, bud’ e1, . . . , en jeho báze.
Bud’te f, g lineárnı́ transformace V → V , Bud’te A, B jejich matice vzhledem k bázi e1, . . . , en,
bud’ c skalár. Pak platı́

(a) A + B je matice součtu transformacı́ f + g.
(b) cA je matice lineárnı́ transformace c f ,
(c) A · B je matice lineárnı́ transformace f ◦ g.

Důkaz. Cvičenı́.

Podle uvedeného tvrzenı́ je v konečněrozměrném přı́padě P-algebra HomP(V, V ) izomorfnı́ P-algebře
gl(n, P).

Pro libovolné přirozené čı́slo k ještě zaved’me lineárnı́ transformaci f k : V → V předpisem
f k(v) = f ( f (· · · f︸ ︷︷ ︸

k

(v) · · ·)) pro libovolný vektor v ∈ V , tj. f k = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k

.

Definice. Bud’ f : V → V lineárnı́ transformace vektorového prostoru V nad polem P . Bud’
p = am xm + · · · + a1x + a0 ∈ P[x] polynom. Položme p( f ) = am f m + · · · + a1 f + a0 id.
Řı́káme, že lineárnı́ zobrazenı́ p( f ) vzniklo dosazenı́m lineárnı́ho zobrazenı́ f do polynomu p.
Hodnota takového zobrazenı́ na vektoru v ∈ V se zapisuje p( f )(v).

Přı́klad. Necht’ p = x2 − 2x + 2. Pak pro libovolnou lineárnı́ transformaci f : V → V máme
p( f ) = f 2 − 2 f + 2 id a pro libovolný vektor v ∈ V máme p( f )(v) = f ( f (v)) − 2 f (v) + 2v.

Tvrzenı́. Bud’ A matice lineárnı́ transformace f vzhledem k nějaké bázi e1, . . . , en prostoru V .
Položme p(A) = am Am +· · ·+a1 A +a0 E, kde E je jednotková matice stejného rozměru jako
matice A. Pak je p(A) maticı́ lineárnı́ho zobrazenı́ p( f ) vzhledem k bázi e1, . . . , en.

Důkaz. Cvičenı́.
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Tvrzenı́. Jsou-li p, q ∈ P[x] dva polynomy, pak platı́

(p + q)( f ) = p( f ) + q( f ), (pq)( f ) = p( f ) ◦ q( f ),

(p + q)(A) = p(A) + q(A), (pq)(A) = p(A) q(A)

pro libovolnou lineárnı́ transformaci f resp. libovolnou čtvercovou matici A.

Důkaz. Cvičenı́.

Důsledek. Pro libovolnou lineárnı́ transformaci f a polynomy p, q máme

p( f ) ◦ q( f ) = q( f ) ◦ p( f )

(řı́káme, že p( f ) a q( f ) komutujı́). Podobně pro libovolnou čtvercovou matici A máme

p(A) q(A) = q(A) p(A),

tj. matice zı́skané dosazenı́m A do různých polynomů též komutujı́.

3. Anulujı́cı́ polynom a prvnı́ rozklad

Definice. Necht’ p ∈ P[x], p �= 0. Řekneme, že p je anulujı́cı́ polynom čtvercové matice A,
jestliže p(A) = 0. Podobně, p je anulujı́cı́ polynom lineárnı́ transformace f , jestliže p( f ) = 0.

Později uvidı́me, že všechny čtvercové matice i všechny lineárnı́ transformace konečně-
rozměrného vektorového prostoru V majı́ anulujı́cı́ polynom. Nynı́ se budeme zabývat přı́sluš-
ným rozkladem prostoru V . Odpovı́dá rozkladu anulujı́cı́ho polynomu na ireducibilnı́ činitele.

Tvrzenı́. Bud’ q anulujı́cı́ polynom lineárnı́ transformace f : V → V . Necht’existuje rozklad
q = q1q2 · · · qn, kde polynomy q1, . . . , qn jsou po dvou nesoudělné (D(qi , q j ) = 1 pro i �= j).
Uvažujme o lineárnı́m zobrazenı́ qi ( f ) : V → V , označme Ui = Ker qi ( f ), i = 1, . . . , n.
Pak platı́:

(i) Každý podprostor Ui je invariantnı́;
(ii) V = U1 +̇ · · · +̇ Un;

(iii) polynom qi je anulujı́cı́m polynomem transformace f |Ui , pro každé i = 1, . . . , n.

Důkaz. (i) Necht’u ∈ Ui , tj. qi ( f )(u) = 0. Počı́tejme:

qi ( f )
(

f (u)
) = (

qi ( f ) ◦ f
)
(u) = (

f ◦ qi ( f )
)
(u) = f

(
qi ( f )(u)

) = f (0) = 0

(použili jsme tvrzenı́, že f a qi ( f ) spolu komutujı́). Tudı́ž, f (u) ∈ Ui .
(ii) Nejdřı́ve přı́pad n = 2. Necht’ tedy f = q1q2 a D(q1, q2) = 1. Pak existujı́ polynomy

p1, p2 takové, že 1 = q1 p1 + q2 p2. Dosazenı́m zobrazenı́ f zı́skáme rovnost

id = q1( f ) ◦ p1( f ) + q2( f ) ◦ p2( f ),
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takže pro libovolný vektor v ∈ V platı́

v = q1( f )
(
p1( f )(v)

) + q2( f )
(
p2( f )(v)

)
. (∗)

Ukažme, že prvnı́ sčı́tanec q1( f )
(
p1( f )(v)

)
z (∗) ležı́ v U2. Označı́me-li w = p1( f )(v), stačı́

ověřit, že w ∈ Ker q2( f ):

q2
(
q1( f )(w)

) = (q2 ◦ q1)( f )(w) = q( f )(w) = 0,

protože q je anulujı́cı́ polynom pro f . Podobně se ukáže, že druhý ze sčı́tanců ležı́ v U1. Tudı́ž,
v ∈ U1 + U2. Protože v byl libovolný vektor z V , máme V = U1 + U2.

Ukažme ještě, že U1 ∩ U2 = 0. Necht’ tedy v ∈ U1 ∩ U2, tj. q1( f )(v) = 0 a q2( f )(v) = 0.
Rovnost (∗) platı́ i po záměně q ↔ p (protože pi ( f ) a qi ( f ) spolu komutujı́), načež

v = p1( f )
(
q1( f )(v)

) + p2( f )
(
q2( f )(v)

) = p1( f )(0) + p2( f )(0) = 0,

protože p1, p2 jsou lineárnı́ zobrazenı́. Dokázali jsme tedy, že V = U1 +̇ U2.
Obecný přı́pad n > 2 se dokáže indukcı́ (cvičenı́).

(iii) Polynom qi je anulujı́cı́m polynomem transformace f |Ui , protože Ker qi ( f ) = Ui , načež
Ker qi ( f |Ui ) = Ker

(
qi ( f )

∣∣
Ui

) = Ui ∩ Ker qi ( f ) = Ui , a tedy qi ( f |Ui ) = 0.

K nalezenı́ právě uvedeného rozkladu musı́me znát alespoň jeden anulujı́cı́ polynom.

Věta Hamilton–Cayleyova. Charakteristický polynom čtvercové matice nad P je jejı́m anu-
lujı́cı́m polynomem.

Důkaz. Pro libovolnou čtvercovou matici B jsme kdysi odvodili vztah B · adj B = det B · E .
Dosad’me za B matici A − x E :

(A − x E) · adj(A − x E) = χA(x) · E .

Je-li matice A typu n/n, pak je jejı́ charakteristický polynom χA polynomem stupně n, řekněme
χA = cnxn + · · · + c1x + c0. Dále je (z definice adjungované matice) jasné, že prvky matice
adj(A − x E) jsou polynomy stupně n − 1 v x . Sdružı́me-li sčı́tance s týmiž mocninami x ,
zı́skáme vyjádřenı́ adj(A − x E) = Cn−1xn−1 + · · · + C1x + C0, kde Ci jsou čtvercové matice
typu n/n.

Po dosazenı́ máme

(A − x E) · (Cn−1xn−1 + · · · + C1x + C0) = (cnxn + · · · + c1x + c0) · E,

tj.

−Cn−1xn + (ACn−1 − Cn−2)xn−1 + · · · + (AC1 − C0)x + AC0

= cn Exn + · · · + c1 Ex + c0 E .
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Porovnánı́m koeficientů u stejných mocnin x obdržı́me

−Cn−1 = cn E,

−Cn−2 + ACn−1 = cn−1,

...

−C0 + AC1 = c1

AC0 = c0.

Vynásobı́me-li i-tou rovnost i-tou mocninou Ai matice A a vzniklé rovnosti sečteme, zı́skáme

0 = cn An + cn−1 An−1 + c1 A + c0,

což se mělo dokázat.

Důsledek. Charakteristický polynom lineárnı́ transformace f : V → V je jejı́m anulujı́cı́m
polynomem.

Přı́klad. Necht’

A =



1 −1 1
0 2 −1

−1 0 2


 .

Charakteristický polynom je x3 − 5x2 + 9x − 5 = (x − 1)(x2 − 4x + 5) (ověřte). Vidı́me, že polynom
χA je součinem nesoudělným polynomů q1 = x − 1 a q2 = x2 − 4x + 5.

Matice A představuje lineárnı́ zobrazenı́ α : R3 → R3, u 
→ Au. Počı́tejme U1 = Ker q1(α) =
Ker(α− id). Jádro Ker(α− id) vypočteme řešenı́m rovnice (α− id)(u) = 0, což je homogennı́ soustava
s maticı́

q1(A) = A − E =



1 −1 1
0 2 −1

−1 0 2


 −




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =




0 −1 1
0 1 −1

−1 0 1




a fundamentálnı́m řešenı́m e1 = (1, 1, 1) (ověřte). Dostáváme jednorozměrný invariantnı́ podprostor

U1 = Ker q1(α) = [[(1, 1, 1)]].

Podobně U2 = Ker q2(α) = Ker(α2 − 4α + 5 id). Toto jádro vypočteme řešenı́m rovnice

(α2 − 4α + 5 id)(u) = 0,

což je homogennı́ soustava s maticı́

q2(A) = A2 − 4A + 5E =



1 1 0
1 1 0
1 1 0




a fundamentálnı́m řešenı́m e2 = (0, 0, 1), e3 = (1, −1, 0) (ověřte). Dostáváme dvourozměrný invari-
antnı́ podprostor

U2 = Ker q2(α) = [[(0, 0, 1), (1, −1, 0)]],
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Zı́skali jsme (a) přı́mý rozklad R3 = U1 +̇ U2 na invariantnı́ podprostory U1 a U2;
(b) bázi e1, e2, e3 s maticı́ přechodu




1 0 1

1 0 −1

1 1 0




v nı́ž má zobrazenı́ α blokově diagonálnı́ matici

Q−1 AQ =



1 0 0
0 2 −1
0 1 2


 .

4. Minimálnı́ polynom

Přı́klad. Matice

A =



−1 0 2
−2 1 2

0 0 1




má anulujı́cı́ polynom q = x2 − 1 = (x + 1)(x − 1) (ověřte). Charakteristický polynom matice A je
χA = x3 − x2 − x + 1 = (x + 1)(x − 1)2.

Poslednı́ přı́klad ukazuje, že charakteristický polynom může mı́t netriviálnı́ho dělitele, který
je rovněž anulujı́cı́m polynomem. Ukažme, že mezi anulujı́cı́mi polynomy existuje jeden, který
dělı́ všechny ostatnı́.

Definice. Anulujı́cı́ polynom se nazývá minimálnı́ polynom, je-li normovaný a nejmenšı́ho
stupně ze všech anulujı́cı́ch polynomů.

Tvrzenı́. Každý anulujı́cı́ polynom je dělitelný minimálnı́m polynomem.

Důkaz. Bud’ f anulujı́cı́ polynom matice A, bud’ g minimálnı́ polynom matice A. Dělme se
zbytkem: f = qg + r , kde r = 0 nebo deg r < deg g. V přı́padě r = 0 jsme hotovi. Připust’me
opak, tj. r �= 0. Potom

0 = f (A) = q(A)g(A) + r(A) = r(A),

protože g(A) = 0. Tudı́ž, r je anulujı́cı́ polynom nižšı́ho stupně než polynom g, a to je spor.

Důsledek. Ke každé lineárnı́ transformaci konečněrozměrného vektorového prostoru V resp.
ke každé čtvercové matici A existuje minimálnı́ polynom a je jediný.

Cvičenı́. Dokažte jednoznačnost minimálnı́ho polynomu.
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