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15. Polynomy

Polynom jedné neurcité x nad polem P je vyraz tvaru

amX™ + am_1 X"t 4 -+ anX + Ao, (%)

kdem € N aay, ..., an jsou prvky pole P. Prvek a; € P se nazyvai -ty koeficient. Koeficient
ap Se nazyva absolutni Clen.

Nulové koeficienty v zapisu (x) obvykle neuvadime; neuvedené koeficienty & prosté po-
vazujeme je zanulové. Tak napriklad ze zapisu (x) usuzujeme, ze amy1 = 0, any2 = 0, atd.
Polynom, jehoz v&echny koeficienty a jsou nulové, se nazyva nulovy polynom aznaci se 0.

Dvapolynomy f = amx™ + .- + a1X + @, g = bpx" + - - - + b1x + bg povazujeme za
sobé rovng, jestlize se rovnagji jejich koeficienty. Tedy, f =g & ag=bg, a1 = by, ...

Stupen polynomu f = amx™ + -+ - + ayX + ag je ngjvétsi Cislo r takové ze a; # 0. Znati
sedeg f. Tudiz,

dgf=r ¢ a4 +#0 a,1=0 a,2=0,....

Koeficient a; se pak nazyva vedouci koeficient. Zapisujemea, = Ic f.

Podle definice nulovy polynom nema ani stupef ani vedouci koeficient.

Nulovy polynom a polynomy stupné 0 se nazyvaji konstantni; konstantni polynom ag
mUZeme ztotoznit s odpovidajicim prvkem ag € P. Polynomy stupné 1 se nazyvaji linearni.
Polynomy stupné 2 se nazyvaji kvadratické. Polynomy stupné 3 se nazyvaji kubické. Polynomy
stupné 4 se nazyvaji bikvadraticke.

MnoZzinavsech polynoml neurcité x nad polem P seznati P[x]. Algebraické operace s po-
lynomy se zavedou nasledujicim zplisobem:

Definice. Budte f = anx™ +--- +a;x +agag = b,x" + - - - + by1x + by polynomy.
Soutet polynomil f agjepolynom f + g = cpxP + -+ - + ¢c1x + co, kde p = max{m, n}
ack =ak+ bk, k=0,..., p. Polynom opacny k polynomu f je polynom —f = —anx™ —
<o — X — ag.
Sougin polynomil f agjepolynom fg =cpxP+---+ci1x+co,kdep=m+na

Ck = aobk + agbk_1 + -+~ +ak_1b1 +akbo = > aby,
i+ =k

prok = 0,..., p. V sumé se stita pres viechny dvojice indextii, j = 0, ..., k takove, Ze
I+ )=k

Tvr zeni. Soucin nenulovych polynomii f, g je nenulovy polynom a plati
deg(fg) =deg f +degg,
Ilc(fg) =Icf -lcqg.
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Dillkaz. Necht Ic f = am # 0,lcg = b, # 0, takzedeg f = m,degg =n. Prok > m+n
mame ¢, = 0 (zdlvodnéte). Odtud nerovnost deg( fg) < m + n. Dae cmin = ambn # 0, a
tudiz fg #0,lc(fg) =cmyin=Icf -lcgadeg(fg) =m+n=deg f +degg.

Neni té&zké uhodnout, prot jsou algebraické operace s polynomy zavedeny zplisobem pravé
uvedenym. Jde o souvislost s dosazovanim konkrétnich hodnot za neurCitou x. Jeli f =
amX™ + -+ a;x + ag € P[x] n§aky polynom a& € P libovolny prvek, poloZime

f&) =amt™+---+a1f +age P.

Tvrzeni. Pro libovolné polynomy f, g € P[x] alibovolny prvek &inP plati

(F+9@&) =1E +9@), HE=-1¢), (FPE =& g@®).
Diikaz. Cviteni.
Definice. Prvek & € P se nazyvakoren polynomu f € P[x], jestlize f (&) = 0.

O koreny nam plijde predevsim, predtim vak prozkoumame algebraickeé vlastnosti polyno-
mu.

Mnozina P[x] se zavedenymi operacemi splfiuje vSechny axiomy pole kromé existence inverznich
prvkd (nemusi existovat prvek a—* takovy, ze aa—! = 1 kdykoliv a # 0). Odpovidajici algebraicka
struktura se nazyva okruh (plnym jménem komutativni asociativni okruh s jednickou, ale o jinych
okruzich pojednéavat nebudeme).

Definice. Okruh je mnozina, feknéme R, spolu s

a) binarni operaci R x R — R, (a, b) — a + b; nazyva se stitani;

b) binarni operaci R x R — R, (a, b) — a - b; nazyva se nasobeni;

¢) dvémavybranymi prvky O al € R; nazyvaji se nula ajednicka;

d) zobrazenim R — R, a —~ —a; prvek —a se nazyva opacny k prvku a;
Pfitom je pozadovano, aby pro libovolné prvky a, b, c € P platilo

(1) a+b=b+a, B) a-b=b-a,

2 a+(b+c)=(@+b)+c, ®6) a-(b-cy=(a-b)-c,
3 a+0=a, (7) a-1=a,

4 a+(—a) =0, 8 a-(b+c)=a-b+a-c

Tvrzeni. Mnozina P[x] spolu se zavedenymi al gebraickymi operacemi je okruh.
Diikaz. Cviteni.
Priklady. Okruh Z celych €isel, rlizné okruhy spojitych a diferencovatel nych funkci.

Prvek okruhu majici inverzi se nazyva invertibilni. MnoZina vsech invertibilnich prvki
okruhu R se znati R*. Okruh je pole pravé tehdy, kdyz R* = R\ {0}.
Okruh P[x] v&ak nikdy neni polem, protoze nekonstantni polynomy nikdy nemaji inverzi:
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Tvrzeni. Invertibilni prvky okruhu P[x] jsou pravé nenulové konstantni polynomy.

Dlkaz. M&li f inverzi 1, pak ff~1 = 1. a proto jsou oba polynomy f, f ~ nenulové,
natez deg f < deg f +deg f 1 =deg(ff~1) =degl = 0. Zbytek je zZfgimy.

Po ztotoznéni konstantnich polynomi s odpovidajicimi prvky pole P mame P[x]* = P\ {0} = P*.
Ackoliv P[x] neni pole a nemlizeme po libosti délit, 1ze alespon kratit nenulovymi prvky.

Tvrzeni. Necht f, g, h € P[x].
(1) Necht fg=0.Pak f =0nebog =0.
(2) Necht fg= fha f #£0.Pakg = h.

Dilkaz. (1) Je-li f = 0 nebo g = 0, neni co dokazovat. Pfipustme opak, tj. f # 0 a zaroven
g # 0. Oba polynomy f, g pak maji vedouci koeficienty, jegjichz soucin je nenulovy a je
vedoucim koeficientem soucinu fg, nacez fg # 0.

(2) Mame f(g —h) = 0. Ffi f # 0 pak podle (1) nutnég — h = 0.

Absence inverznich prvkl znamena, ze ma smysl uvazovat o délitelnosti polynomd. Teorie
délitelnosti polynomti je do znatné miry podobnateorii délitelnosti celych Cisel.

Definice. Rikame, 7e polynom g € P[x] d&li polynom f € P[Xx], jestlize existuje polynom
h € P[x] takovy, ze f = gh. Zapisujeme g | f. Rikametéz, Zze g je délitel polynomu f.

Priklad. Plati x — 1| x? — 1, protozex? — 1 = (x — 1)(x + 1).

CvicCeni. 1. Ukazte, zex — 1| X" — 1 pro kazdé celén > 1.
2. Ukazte, Zerelace | je reflexivni atranzitivni.
3. Necht f # 0. Ukazte, zez fg| fhplyneg| h.

Definice. Polynom f € P[x] se nazyvanormovany, je-li f #0alcf = 1.

Je-li f =amx™+ am_1x™ 14 ... a;x + ag libovolny nenulovy polynom, Ic f = am, # 0O,
pak jepodil f = f/lc f = x™+ (am-1/am)X™ 1 + - - - (a1/am)X + a/am vZdy normovany
polynom. Polynomy f, f jsou z hlediska d&litelnosti rovnocenné (ové&fte napfiklad vztahy
f| faf| f). Mgjitakéetytéz kofeny.

Lemma. Budte f, g € P[x] normované polynomy. Nasledujici podminky jsou ekvival entni:
(1) f |gazaroveng| f;
2 f=g.

Dilkaz. Necht plati (1), takze g = fp pro ngjaké p € P[x] asoutasné f = gq pro n§akée
g € P[x].Kdyz f =0, pak g=0a(2) plati. Kdyz f £ 0, pak f = gq = fpq apo zkréceni
1 = pq, takze pjeinvertibilni, atedy vlastnéprvek z P*. Potom1 = Icg = Ic fp = p. Tudiz,
g = pf = f. Opatnaimplikace je zZfgjma.

Z lemmatu plyne, Ze relace délitelnosti mezi normovanymi polynomy je navic antisymet-
ricka. Mame proto uspofadanou mnoZinu vdech normovanych polynomd. Infimum v této
usporadané mnoziné se nazyva nejvetsi spolecny délitel.
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15. Polynomy
Nej vetsi spolecny délitel
Definice. Budte f, g € P[x] polynomy. Normovany polynom d € P[X] se nazyva nejvétsi
spoletny délitel polynomt f, g, jestlize plati:
(@d|fadlg;

(b) kdykolivh € P[x],h | f ah| g, pakh|d.
Zapisujemed = D(f, g).

Podminka (@) fika, Ze d je spoletny délitel, podminka (b) fika, Ze kazdy jiny spoletny
délitel h d&li d. Pfedpoklad normovanosti polynomu d zgjistuje, Zze nejveétsi spolecny délitel je
podminkami (a), (b) urcen jednoznatné:

Tvrzeni. Budte f, g € P[x] dva polynomy. Pokud existuje jejich nejvetSi spolecny délitel, pak
jejediny.

Diikaz. Bud d’ jiny nejvétsi spolecny délitel. Z definice snadno dostavame, zed | d’ ad’ | d
(cviteni). Potom d = d’, protoze jsou oba normovany.

Definice. Polynomy f, g € P[x] takové, Zze D( f, g) = 1 se nazyvaji nesoudélné.

Priklad. Plati D(x, x + 1) = 1. Skutetné, polynom x je linearni a proto méajen linearni a konstantni
délitele. Linearni délitelé jsou cx, kde ¢ € P, ae zadny z nich nedéli x + 1. Konstantni délitelé jsou
c € P\ {0}, jgich normovénim dostaneme 1.

V okruhu P[x] nejvétsi spolecny délitel skutetné existuje. Dlkaz se vede podobné jako v
okruhu Z, mametotiz k dospozici neliplné déleni, zvané téz déleni se zbytkem. Viz nasledujici
tvrzeni, kde g se nazyva neliplny podil ar se nazyva zbytek.

Tvrzeni. Budte f, g € P[x] dva polynomy, necht g # 0. Pak existuji polynomy g, r € P[X]
takové, ze

(i) f =9q+r;

(ii)r = 0nebodegr < degg.

Lemma. Necht f, g € P[x] anecht deg f > degg. Pak existuje g € P[x] takové, ze
f —gg =0 nebo deg(f —gq) < deg f.

Dlikaz lemmatu. Stati poloZit q = (Ic f/lcg) x99 -9 pak deggq = deg f atézlc f = Icgq.
V rozdilu f — gq se pak vedouci ¢leny vzgemné zrusi.

DUlkaz tvrzeni. PoloZmeqy = 0arg = f. Pakr :=rg, q := o vyhovuiji podmince (i). Jestlizero = 0
nebo degry < degg, je vyhovéno i podmince (ii) adiikaz je hotov.

V opatném pripadé degro > degg. Podle lemmatu existuje g, € P takové, Zepror; = ro — gqp
mamer; = 0 nebo degr; < degro. Pfitomr :=r1, q ;= qo + 1 vyhovuji podmince (i): gg +r1 =
O+gh+ri=ro=f.

Analogicky, pokud jsou jiz nalezeny n&aké polynomy ri, g splfujici (i), pak je bud splnéna i
podminka (ii) a diikaz je hotov, anebo degr; > degg a podle lemmatu existuje g1 takove, Ze pro
li41 =l —Qg0i+1 mameriy; = 0 nebo degri1 < degri. Plitom opétr :=riy1 aq = G + 41
vyhovuji podmince (i): gg +r =9g + 99i+1+ric1 =99 +ri = f.
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Podminka (ii) pak bude v nékterém kroku jisté splnéna. Pokud nenastane dfive pfipad r; = 0, bude
to tehdy, az klesgjici posloupnost - - - < degr, < degr; < degro = deg f dosdhne hodnoty nizsi nez
degg.

Nasledujici tvrzeni dokazuije existenci nejvétsiho spolecného délitele v pfipadé nenulovych
polynomdl.

Tvrzeni. Budte f, g € P[x] dva nenulové polynomy. Pak existuje jejich nejvétSi spoleny
délitel d a polynomy u, v € P[x] takovg, ze

d= fu+ gv.

Dikaz. Oznatme | = {fu+gv | u,v € P[x]}. V mnoziné | jisté existuje nenulovy prvek
minimalniho stupné. Vybermejeden takovy, normujmejej aoznatmed. Pak jistéd = fu+gv
pro ngakau, v € P[x].

Ukazme ngjprve, zed | f. Dé8ime-li se zbytkem, obdrzimerovnost f = dq +r, kder =0
nebo degr < degd. V prvnim pripadé d | f ajsme hotovi. Druha moZnost viak nemiize
nastat, protozer = f —dq = f — (fu+gv)g = f(1—uq) — (guv)q € |, takZzer by byl
nenulovy prvek v | stupné nizsiho nez degd. Analogicky d | g.

Bud ddeh e P[x] spoletny délitel polynoml f ag. Pak h zigimédélii vyraz fu+gv = d.
Tim je diikaz je hotov.

Ackoliv diikaz tvrzeni podaval jisty navod k nalezeni d, u, v, byl to navod prakticky nepo-
uzitelny. Prakticky pouzitelnym postupem je Eukleidlv algoritmus.

Eukleidlv algoritmus. Vstup: nenulové polynomy f, g € P[x].
Sestavme posl oupnost polynomd

fo, 1, Iz, I, ...

kdero = f,r; = g ajsou-li znamy Cleny ri, ri1, pak Clen ri» Ziskame neliplnym délenim
polynomu r; polynomemr;,1:

i =TrigaGi + iy, riy2 =0 nebo degri,, < degri_;.

provsechnai =0,..., N — 2.
Vystup: polynomry_1 # O takowy, Zery = 0.

Tvrzeni. Rovnosti ry = 0 je dosazeno po koneéném poctu krokli a plati ry_1 = D(f, ).

Dikaz. Kdyby ri # 0 provsechnai € N, pak bychom méli nekonetnou klesgjici posloupnost
nezépornych Cisel degg > degr; > degry > degrs > ..., c0Z neni mozné. Tudiz, N vzdy
existuje.

Polozmed = ry_1 (normovany zbytek) aukazme, zed | f,d | g. ZFggmémamed | ry_1,
d | rn. ProtoZzeri = ri;1G + rii2, plyne odtud indukci, zed | rj provdechnai = N — 2 az
i = O (cviCeni). Nakonecd |ry =gad |ro=f.

Bud ddle h € P[x] takové zeh | f =rgah | g =r1. Protozerj o =rj —rj,10;, Opét se
indukci ukéze, zed | ri proi =0, ..., N — 1 (cviCeni). Tudiz,d = D(f, g).
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Poznamengjme, Ze existuje rozsifeni Eukleidova algoritmu, kterym Ize ziskat i polynomy u, v:

Roz&ifeny Eukleidliv algoritmus. Vstup: nenulové polynomy f, g € P[x].
Sestavme posloupnost polynomil

ro="f,ri=9g,r ..., In-1

jako v obytejném Eukleidové algoritmu. Sestavme dale posl oupnosti

Up=1 u1 =0, Uz, ..., Un_1,
v=0 vi=1 vy, ..., UN-1,
kdeuj = Uj 10 + Uji2 avi = vj110Gi + viy2 provéechnai =0, ..., N — 3.

Viistup: polynomy ry_1, Un—1, UN—1.
Tvrzeni.ry_1 = fun_1+ Qun_1.

Dikaz. Cviteni. Indukci se dokazuji rovnosti r; = fu; + gv;. Indukéni krok pouZiva platnost doka-
zovaného tvrzeni proi — l1ai — 2.

Podobné jako pfirozena cidalze jednoznatneé rozkl adat na soucin prvocisel, [ze normované
polynomy jednoznaéné rozkladat na soucin normovanych polynomi dale nerozloZitelnych.

Definice. Reducibilni polynom je nekonstantni polynom, ktery je soucinem dvou (Ci vice) ne-
konstantnich polynom. Ireducibilni polynom je nekonstantni polynom, ktery neni reducibilni.

Cviceni. Ukazte, ze normovany reducibilni polynom Ize rozloZit tak, Ze oba Cinitelé jsou normovani.
Navod: je-li f = gh, pak f = gh.

Tvrzeni. Bud f € P[x] normovany polynom. Pak existuji normované ireducibilni polynomy
g1,...,0ntakove, ze f =g1--- Q.

Jelli f = hy---hy jiny rozklad na normované ireducibilni Cinitele, pak m = n a po
vhodném pFeCislovani plati hj = g provdechnai = 1,...,n. (Pfesngji, existuje bijekce
¢ {1, ....,n} = {1,..., m}takova, Ze h; = gy, pro viechnai.)

Pfiklad. Polynomx2—1 = (x —1)(x+ 1) jereducibilni. Polynomy x — 1 ax + 1jsoujiz ireducibilni,
méame tedy rozklad na normované ireducibilni polynomy.

Tvrzeni dok&zeme, pfitom pouzijeme nékolik pomocnych tvrzeni.

Cviteni. Necht jsou f, g € P[x] normované polynomy, necht je g ireducibilni. Jestlize f | g, pak
f =1nebo f = g.Jeli f téireducibilni, pak nutné f = g.

Lemma. Budte g, hy, ..., h, ireducibilni normované polynomy a necht g | hy---hy. Pak
existuje index j takovy, zZe g = h;j.

Dikaz lemmatu. Polozme d = D(g, hy). Jelikoz d | g ag jeireducibilni, mamebud d = g
anebo d = 1 (zdlivodnéte). V prvnim pfipadé g = d | hy, natez g = h; (cviceni). Ve druhém
pfipadé

1=gu+ hyv
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pro vhodné polynomy u, v € P[x]. Nasobime-li na obou stranéch soucinem h; - - - hy,, obdr-
Zime
ho---hy = ghz---hmu + hihy - hp.

Podle pfedpokladu g | hih;---hpy, prava strana je tedy délitelna g, a proto i leva strana
je délitelng, to jest g | hy---hy. Steinym postupem pak ukazeme, ze bud g = hy nebo
g | hz---hm, coz opakujeme tak dlouho, dokud nenarazime naindex j takovy, ze g = h;.

Diikaz tvr zeni. Existence rozkladu: Je-li polynom f ireducibilni, pak n = 1, g; = f ajsme
hotovi; je-li reducibilni, pak se darozlozit nasoutin f = f; f, nekonstantnich polynomi. Na
kazdy z polynomil fi, f, mlizeme uplatnit stejny postup — opét jsou bud ireducibilni nebo
se daji samy rozlozit. Tak dojdeme k jistému seznamu soucinitell, ktery musi byt konetny,
protoze pocet nekonstantnich soucinitel i je shora omezen stupném polynomu f.

Dikaz jednoznatnosti: Necht g; - - - gn = hy - - - hy, @av8ichni souinitelé jsou ireducibilni a
normovani. Zrggmeé gz | hy - - - hy. Podle lemmatu existuje index ¢ (1) takovy, ze g1 = hy ).
V rovnosti g1---gn = hy---hy pak mlizeme zkrétit g; proti hg1). Dostaneme podobnou
rovnost jako na pocatku a stejnym zplisobem vyhledame index ¢ (2) takovy, Ze g2 = hy(2),
nasledovneé index ¢ (3) takovy, ze g3 = hy(3), ad. aZ gn = hyn. Takto vznikne zobrazeni
¢:{1,...,n} = {1,..., m}, podle zplisobu své konstrukce injektivni (ovéite).

Nakonec nutné n < m, protoze jinak bychom dostali g,_m | 1, coz nemiize byt je-li gn_m
nekonstantni. Opatnou nerovnost m < n ziskame podobnym postupem zrovnosti hy - - - hy =
01---On- Tudiz m = n ainjektivni zobrazeni ¢ je bijektivni.

Vamnéme s, Ze reducibilita polynomt miize zaviset na volbé pole P.

Priklad. Polynom x?+ 1 jereducibilni nad polem C, protoze x? 4+ 1 = (x+i)(x —i). TentyZ polynom
je ireducibilni nad polem R, protoze jakykoliv jeho hypoteticky rozklad x? + 1 = (X + £)(X + 1),
£, € R je soutasné rozkladem nad C rliznym od x? + 1 = (X + i)(X — i), ve sporu s jednoznatnosti
rozkladu.

Jako dlisledek obdrZime jisté zobecnéni shora uvedeného lemmatu.

DuUsledek. Bud f € P[x], budtegs, ..., gm € P[x] ireducibilni, normovanéa po dvou rlizng,
tj. g £ gj proi # j. Jestlizeg | f,..., gk | f,pakg®---gkn | f.

Ukazme si nyni souvislosti s kofeny polynom.

Tvrzeni. Necht f € P[x] a¢ € P. Nadedujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) & je kofen polynomu f;
(i) x—&)1f.

Diikaz. Necht plati (i). Déme se zbytkem:
f=x—-8)q+r, r =0 nebo degr < deg(x — &).

Je-lir = 0, pak mame (ii). Je-lir #£ 0, potomdegr < deg(x — &) = 1, takzer jekonstantaa
vypoCet 0 = f (&) = (§ — &) q(§) +r =r ukazuje, zepripad r # 0 nenastane.
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Naopak, predpokladejme (ii). Potom f = (x — &) q pro ngaky polynom g, natez f (§) =
(¢-86€0a@ =0

Definice. Prvek & € P se nazyva alespon k-nasobny kofen polynomu f e P[x], jestlize plati
(X =&)X f.

Prvek & € P se nazyva k-nasobny kofen polynomu f e P[x], jestlize plati (x — £)% | f,
deneplati (x — &)1 | f.

Tvrzeni. Budteé&y,..., & € P rlzné kofeny polynomu f € P[x] s nasobnostmi po Ffadé
Ki, ..., ky. Potom

(D (x— g (x =& | f;

@ ki+---+ky<degf.

Dukaz. Cviteni.

Lineérni polynomy x — & jsou zfejmé vzdy ireducibilni. RozloZeni polynomu f nalinearni
ireducibilni Cinitele je rovnocenné nalezeni vech jeho korend.

Nad polem C jsou vechny polynomy stupné > 1 reducibilni. To je dlisledkem nasledujici
VEety:

Z&kladni véta algebry. Kazdy nekonstantni polynom f e C[x] mé alespon jeden kofen.

Neni znam Zadny jednoduchy diikaz, vhodny pro tuto prednadku. Véta bude dokazana po-
zdgji v jiné prednasce.

Disledek. Kazdy nekonstantni polynom f € C[x] marozklad nalineérni ireducibilni Cinitele.
Korenll ma se zapoctenim nasobnosti prave tolik, kolik &ini jeho stupen.

Vidime, Ze Gloha nalézt rozklad polynomu f e C[x] naireducibilni Cinitele je rovnocenna
Uloze nalézt véechny jeho korfeny. Kofeny polynomi stupné dva pritom miizeme spocitat
pomoci znamého vzorce pro feSeni kvadratické rovnice. Existuji postupy pro nalezeni korenil
libovolného polynomu f stupné < 4. Uloha se redukuje na posloupnost Feeni pomocnych
rovnic tvaru X" = c, tedy odmociovani; hovofime o feSeni v kvadraturach. Ukazuje se v3ak,
Ze pro obecny polynom stupné > 5 feSeni v kvadraturach neexistuje (H. Abel).

Nasobnost korent

Hledani kofenli se miize drasticky zjednodusit, ma-li polynom nasobné koreny. Zavedme
zobrazeni C[x] —— C[x], kterépolynomu f = amx™+am_1x™ 1+ .. +a;x+ag € C[X]
pfifazuje polynom f’ = mamx™ 1 + (m — 1)an_1x"2 + ... + a1 € C[x]. Polynom f’ se
nazyva derivace polynomu f.

Cviteni. Ukazte, ze plati
@ (f+9'=f+g,
(b) (fg)' = f'g+ fd,
(© (fky =kfk1f,



15. Polynomy

Tvrzeni. Bud f € C[x] polynom. Necht & € C jejeho k-nasobny kofen, k > 2. Potom
(i) & je (k — 1)-nasobny koren derivace f/;
(ii) & je (k — 1)-nasobny koren nejvétSiho spoletného délitele D(f, f');

Dlkaz. Je-li £ koFen polynomu f nasobnosti k, pak f = (x — £)Xq.
(i) Derivujme:
' =kx =g+ x - ©*d' = x = 5 H(ka + (x - §)0).

Vidime, Ze £ je kofen polynomu f’ s nasobnosti alespon k — 1. Kdyby & byl kofen nasobnosti
k, pak bychom méli (x — &) | (kq + (x —&)q’), natez (x — &) | kq, atedy (x — &) | g akofen
& polynomu f by musel mit nasobnost k + 1.

(i) Z definice ngjvétsiho spoleéného dditele plyne, Ze (x — &)=L | D(f, ). Negjde o kofen
nasobnosti k, protoze z (x — €)X | D(f, f) by plynulo (x — &)X | f” ve sporu s (i).

Cviteni. Pfedchozi tvrzeni plati i prok = 1, interpretujeme-li réeni ,,& je 0-nasobny kofen” jako ,,& neni
koren.”

Protoze D(f, ') déli f, existujepodil f/D(f, f') € C[x].
Tvrzeni. Bud f e C[x] polynom, bud ¢ jeho kofen. Pak & je 1-nasobny kofen podilu
f/D(f, ).

Duikaz. Je-li £ koFen nasobnosti k, pak f = (x —&)¥q apodle pfedchoziho tvrzeni D(f, f') =
(x — &) 1r, kder = kq + (x — £)q’. Potom

—(x—53d
D(f,f’)_(x S)r’

kde x — & nedéli g, aproto nedd&i ani q/r.

Dlsledek. Bud f € C[x] polynom.
(i) MnoZinaviech kofenti polynomu f /D ( f, f’) jerovnamnoZznévsech korent polynomu f ;
(i) V&echny koreny polynomu f/D(f, f’) jsou 1-nasobné.

Dukaz. Cviceni.

Je-li podezfeni, zepolynom f manéasobnékoreny, pak je nejsnaze urCimetak, Ze vypotteme
polynom f/D(f, f’), jehoz stupef je roven pottu (rliznych) kofenli polynomu f. Nelze sice
oCekavat, Ze ,,nahodné&" zvoleny polynom bude mit nasobné kofeny, ale polynomy vyskytujici
se v praktickych Ulohach Casto nasobné kofeny maji (v souvislosti se symetricnosti Glohy).

Polynomy srealnymi koeficienty

Na zavér se vénujme kofentim polynomii s realnymi koeficienty a ukazme, jak rozklad na
ireducibilni Cinitele polynomu f € R[x] nad polem R souvisi s jeho rozkladem nad polem C.
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15. Polynomy

Zavedme zobrazeni C[x] —— CJ[x], které polynomu f e C[x] pfifazuje polynom f*,
jehoz koeficienty jsou &isla komplexné sdruzena ke koeficientlim polynomu f. To jest, je-li
f =amx™+ .- - +ax+ag, pak f*=a;x"+---+ajx + a;.

Cviceni. Ukazte, ze plati
@ (f+9*=f"+g,
(b (fg* = f*g"

Tvrzeni. Bud f € R[x] polynom s redlnymi koeficienty. Necht ¢ € C je jeho kofen. Pak
komplexné sdruzené Cidlo £* je téz kofen, pfiCemz stejné nasobnosti.
Dllkaz. Jestlize & je kofen nasobnosti k, pak f = (x — £)q. Aplikujme komplexni sdruzeni
na obou stranach. ProtoZe f mareané koeficienty, je

f=f"=x-&9kg*

(cviceni). Vidime, Ze £* je aespon k-nasobny kofen polynomu f. Kdyby &* byl vétsi
nasobnosti, tj. alespoit k + 1, pak by bylo f = (x — &%)kl natez f = f* = (x — £)kt1r*,
a& by téz musel mit nasobnost k + 1.

Rozklad polynomu f e R[x] naireducibilni Cinitelenad C pak obsahujelinearni ireducibilni
Cinitele x — «j odpovidajici rednym kofenlim «; a dvojice linearnich ireducibilnich Cinitell
X — &, X — &*, odpovidgjici dvojicim komplexné sdruzenych kofenli &, &*:

f=x—ap (X —a) " (x =DM — DM (x = — gD ()
Vidime, zedeg f =114+ -+ + 1 +2(ks + - - - + ko).
Cviceni. UkaZte, Ze kazdy polynom f e R[X] lichého stupné méa alespon jeden realny kofen.

Cviteni. Necht £ € C, £ ¢ R. Ukate, Ze (X — £)(X — £*) = x% — 2re£ + |£|? je kvadraticky polynom
sredlnymi koeficienty a zapornym diskriminantem.
Navod: pisteé = a + Bi, kdea, 8 € R.

Na zakladé posledniho cviteni mtizeme formuli (x) prepsat jako

f=—ap)t - (x =) (x% = 2regy + £/ - (x2 — 2re&s + |&D).

Tento soucin predstavuje rozklad polynomu f naireducibilni Cinitele nad polem R. Jak totiz
vime, kazdy kvadraticky polynom q € R[X] se zapornym diskriminantem je ireducibilni.

Cviceni. UkaZzte, Ze realné polynomy fadu > 2 jsou vzdy reducibilni nad R.

Cviteni. Rozlozte polynom x* 4 1 naireducibilni Ginitele nad polem C anad polem R.
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