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15. Polynomy
Polynom jedné neurčité x nad polem P je výraz tvaru

am xm + am−1xm−1 + · · · + a1x + a0, (∗)

kde m ∈ N a a0, . . . , am jsou prvky pole P . Prvek ai ∈ P se nazývá i -tý koeficient. Koeficient
a0 se nazývá absolutnı́ člen.

Nulové koeficienty v zápisu (∗) obvykle neuvádı́me; neuvedené koeficienty ai prostě po-
važujeme je za nulové. Tak napřı́klad ze zápisu (∗) usuzujeme, že am+1 = 0, am+2 = 0, atd.
Polynom, jehož všechny koeficienty ai jsou nulové, se nazývá nulový polynom a značı́ se 0.

Dva polynomy f = am xm + · · · + a1x + a0, g = bnxn + · · · + b1x + b0 považujeme za
sobě rovné, jestliže se rovnajı́ jejich koeficienty. Tedy, f = g ⇔ a0 = b0, a1 = b1, . . .

Stupeň polynomu f = am xm + · · · + a1x + a0 je největšı́ čı́slo r takové že ar 	= 0. Značı́
se deg f . Tudı́ž,

deg f = r ⇔ ar 	= 0, ar+1 = 0, ar+2 = 0, . . . .

Koeficient ar se pak nazývá vedoucı́ koeficient. Zapisujeme ar = lc f .
Podle definice nulový polynom nemá ani stupeň ani vedoucı́ koeficient.
Nulový polynom a polynomy stupně 0 se nazývajı́ konstantnı́; konstantnı́ polynom a0

můžeme ztotožnit s odpovı́dajı́cı́m prvkem a0 ∈ P . Polynomy stupně 1 se nazývajı́ lineárnı́.
Polynomy stupně 2 se nazývajı́ kvadratické. Polynomy stupně 3 se nazývajı́ kubické. Polynomy
stupně 4 se nazývajı́ bikvadratické.

Množina všech polynomů neurčité x nad polem P se značı́ P[x]. Algebraické operace s po-
lynomy se zavedou následujı́cı́m způsobem:

Definice. Bud’te f = am xm + · · · + a1x + a0 a g = bnxn + · · · + b1x + b0 polynomy.
Součet polynomů f a g je polynom f + g = cpx p + · · · + c1x + c0, kde p = max{m, n}

a ck = ak + bk , k = 0, . . . , p. Polynom opačný k polynomu f je polynom − f = −am xm −
· · · − a1x − a0.

Součin polynomů f a g je polynom f g = cpx p + · · · + c1x + c0, kde p = m + n a

ck = a0bk + a1bk−1 + · · · + ak−1b1 + akb0 =
∑

i+ j=k

ai b j ,

pro k = 0, . . . , p. V sumě se sčı́tá přes všechny dvojice indexů i, j = 0, . . . , k takové, že
i + j = k.

Tvrzenı́. Součin nenulových polynomů f, g je nenulový polynom a platı́

deg( f g) = deg f + deg g,

lc( f g) = lc f · lc g.
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Důkaz. Necht’ lc f = am 	= 0, lc g = bn 	= 0, takže deg f = m, deg g = n. Pro k > m + n
máme ck = 0 (zdůvodněte). Odtud nerovnost deg( f g) ≤ m + n. Dále cm+n = ambn 	= 0, a
tudı́ž f g 	= 0, lc( f g) = cm+n = lc f · lc g a deg( f g) = m + n = deg f + deg g.

Nenı́ těžké uhodnout, proč jsou algebraické operace s polynomy zavedeny způsobem právě
uvedeným. Jde o souvislost s dosazovánı́m konkrétnı́ch hodnot za neurčitou x . Je-li f =
am xm + · · · + a1x + a0 ∈ P[x] nějaký polynom a ξ ∈ P libovolný prvek, položı́me

f (ξ) = amξm + · · · + a1ξ + a0 ∈ P.

Tvrzenı́. Pro libovolné polynomy f, g ∈ P[x] a libovolný prvek ξ in P platı́

( f + g)(ξ) = f (ξ) + g(ξ), (− f )(ξ) = − f (ξ), ( f g)(ξ) = f (ξ) g(ξ).

Důkaz. Cvičenı́.

Definice. Prvek ξ ∈ P se nazývá kořen polynomu f ∈ P[x], jestliže f (ξ) = 0.

O kořeny nám půjde předevšı́m, předtı́m však prozkoumáme algebraické vlastnosti polyno-
mů.

Množina P[x] se zavedenými operacemi splňuje všechny axiomy pole kromě existence inverznı́ch
prvků (nemusı́ existovat prvek a−1 takový, že aa−1 = 1 kdykoliv a 	= 0). Odpovı́dajı́cı́ algebraická
struktura se nazývá okruh (plným jménem komutativnı́ asociativnı́ okruh s jedničkou, ale o jiných
okruzı́ch pojednávat nebudeme).

Definice. Okruh je množina, řekněme R, spolu s
a) binárnı́ operacı́ R × R → R, (a, b) �→ a + b; nazývá se sčı́tánı́;
b) binárnı́ operacı́ R × R → R, (a, b) �→ a · b; nazývá se násobenı́;
c) dvěma vybranými prvky 0 a 1 ∈ R; nazývajı́ se nula a jednička;
d) zobrazenı́m R → R, a �→ −a; prvek −a se nazývá opačný k prvku a;

Přitom je požadováno, aby pro libovolné prvky a, b, c ∈ P platilo

(1) a + b = b + a,

(2) a + (b + c) = (a + b) + c,

(3) a + 0 = a,

(4) a + (−a) = 0,

(5) a · b = b · a,

(6) a · (b · c) = (a · b) · c,

(7) a · 1 = a,

(8) a · (b + c) = a · b + a · c.

Tvrzenı́. Množina P[x] spolu se zavedenými algebraickými operacemi je okruh.

Důkaz. Cvičenı́.

Přı́klady. Okruh Z celých čı́sel, různé okruhy spojitých a diferencovatelných funkcı́.

Prvek okruhu majı́cı́ inverzi se nazývá invertibilnı́. Množina všech invertibilnı́ch prvků
okruhu R se značı́ R∗. Okruh je pole právě tehdy, když R∗ = R \ {0}.

Okruh P[x] však nikdy nenı́ polem, protože nekonstantnı́ polynomy nikdy nemajı́ inverzi:
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Tvrzenı́. Invertibilnı́ prvky okruhu P[x] jsou právě nenulové konstantnı́ polynomy.

Důkaz. Má-li f inverzi f −1, pak f f −1 = 1. a proto jsou oba polynomy f, f −1 nenulové,
načež deg f ≤ deg f + deg f −1 = deg( f f −1) = deg 1 = 0. Zbytek je zřejmý.

Po ztotožněnı́ konstantnı́ch polynomů s odpovı́dajı́cı́mi prvky pole P máme P[x]∗ = P \ {0} = P∗.

Ačkoliv P[x] nenı́ pole a nemůžeme po libosti dělit, lze alespoň krátit nenulovými prvky.

Tvrzenı́. Necht’ f, g, h ∈ P[x].
(1) Necht’ f g = 0. Pak f = 0 nebo g = 0.
(2) Necht’ f g = f h a f 	= 0. Pak g = h.

Důkaz. (1) Je-li f = 0 nebo g = 0, nenı́ co dokazovat. Připust’me opak, tj. f 	= 0 a zároveň
g 	= 0. Oba polynomy f, g pak majı́ vedoucı́ koeficienty, jejichž součin je nenulový a je
vedoucı́m koeficientem součinu f g, načež f g 	= 0.

(2) Máme f (g − h) = 0. Při f 	= 0 pak podle (1) nutně g − h = 0.

Absence inverznı́ch prvků znamená, že má smysl uvažovat o dělitelnosti polynomů. Teorie
dělitelnosti polynomů je do značné mı́ry podobná teorii dělitelnosti celých čı́sel.

Definice. Řı́káme, že polynom g ∈ P[x] dělı́ polynom f ∈ P[x], jestliže existuje polynom
h ∈ P[x] takový, že f = gh. Zapisujeme g | f . Řı́káme též, že g je dělitel polynomu f .

Přı́klad. Platı́ x − 1 | x2 − 1, protože x2 − 1 = (x − 1)(x + 1).

Cvičenı́. 1. Ukažte, že x − 1 | xn − 1 pro každé celé n > 1.
2. Ukažte, že relace | je reflexivnı́ a tranzitivnı́.
3. Necht’ f 	= 0. Ukažte, že z f g | f h plyne g | h.

Definice. Polynom f ∈ P[x] se nazývá normovaný, je-li f 	= 0 a lc f = 1.

Je-li f = am xm + am−1xm−1 + · · · a1x + a0 libovolný nenulový polynom, lc f = am 	= 0,
pak je podı́l f̄ = f/ lc f = xm + (am−1/am)xm−1 + · · · (a1/am)x + a0/am vždy normovaný
polynom. Polynomy f, f̄ jsou z hlediska dělitelnosti rovnocenné (ověřte napřı́klad vztahy
f | f̄ a f̄ | f ). Majı́ také tytéž kořeny.

Lemma. Bud’te f, g ∈ P[x] normované polynomy. Následujı́cı́ podmı́nky jsou ekvivalentnı́:
(1) f | g a zároveň g | f ;
(2) f = g.

Důkaz. Necht’ platı́ (1), takže g = f p pro nějaké p ∈ P[x] a současně f = gq pro nějaké
q ∈ P[x]. Když f = 0, pak g = 0 a (2) platı́. Když f 	= 0, pak f = gq = f pq a po zkrácenı́
1 = pq, takže p je invertibilnı́, a tedy vlastně prvek z P∗. Potom 1 = lc g = lc f p = p. Tudı́ž,
g = p f = f . Opačná implikace je zřejmá.

Z lemmatu plyne, že relace dělitelnosti mezi normovanými polynomy je navı́c antisymet-
rická. Máme proto uspořádanou množinu všech normovaných polynomů. Infimum v této
uspořádané množině se nazývá největšı́ společný dělitel.
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Největšı́ společný dělitel

Definice. Bud’te f, g ∈ P[x] polynomy. Normovaný polynom d ∈ P[x] se nazývá největšı́
společný dělitel polynomů f, g, jestliže platı́:

(a) d | f a d | g;
(b) kdykoliv h ∈ P[x], h | f a h | g, pak h | d.

Zapisujeme d = D( f, g).

Podmı́nka (a) řı́ká, že d je společný dělitel, podmı́nka (b) řı́ká, že každý jiný společný
dělitel h dělı́ d. Předpoklad normovanosti polynomu d zajišt’uje, že největšı́ společný dělitel je
podmı́nkami (a), (b) určen jednoznačně:

Tvrzenı́. Bud’te f, g ∈ P[x] dva polynomy. Pokud existuje jejich největšı́ společný dělitel, pak
je jediný.

Důkaz. Bud’ d ′ jiný největšı́ společný dělitel. Z definice snadno dostáváme, že d | d ′ a d ′ | d
(cvičenı́). Potom d = d ′, protože jsou oba normovány.

Definice. Polynomy f, g ∈ P[x] takové, že D( f, g) = 1 se nazývajı́ nesoudělné.

Přı́klad. Platı́ D(x, x + 1) = 1. Skutečně, polynom x je lineárnı́ a proto má jen lineárnı́ a konstantnı́
dělitele. Lineárnı́ dělitelé jsou cx , kde c ∈ P , ale žádný z nich nedělı́ x + 1. Konstantnı́ dělitelé jsou
c ∈ P \ {0}, jejich normovánı́m dostaneme 1.

V okruhu P[x] největšı́ společný dělitel skutečně existuje. Důkaz se vede podobně jako v
okruhu Z, máme totiž k dospozici neúplné dělenı́, zvané též dělenı́ se zbytkem. Viz následujı́cı́
tvrzenı́, kde q se nazývá neúplný podı́l a r se nazývá zbytek.

Tvrzenı́. Bud’te f, g ∈ P[x] dva polynomy, necht’ g 	= 0. Pak existujı́ polynomy q, r ∈ P[x]
takové, že

(i) f = gq + r;
(ii) r = 0 nebo deg r < deg g.

Lemma. Necht’ f, g ∈ P[x] a necht’deg f ≥ deg g. Pak existuje q ∈ P[x] takové, že

f − gq = 0 nebo deg( f − gq) < deg f.

Důkaz lemmatu. Stačı́ položit q = (lc f /lc g) xdeg f −deg g. Pak deg gq = deg f a též lc f = lc gq .
V rozdı́lu f − gq se pak vedoucı́ členy vzájemně zrušı́.

Důkaz tvrzenı́. Položme q0 = 0 a r0 = f . Pak r := r0, q := q0 vyhovujı́ podmı́nce (i). Jestliže r0 = 0
nebo deg r0 < deg g, je vyhověno i podmı́nce (ii) a důkaz je hotov.

V opačném přı́padě deg r0 ≥ deg g. Podle lemmatu existuje q1 ∈ P takové, že pro r1 = r0 − gq1

máme r1 = 0 nebo deg r1 < deg r0. Přitom r := r1, q := q0 + q1 vyhovujı́ podmı́nce (i): gq + r =
0 + gq1 + r1 = r0 = f .

Analogicky, pokud jsou již nalezeny nějaké polynomy ri , qi splňujı́cı́ (i), pak je bud’ splněna i
podmı́nka (ii) a důkaz je hotov, anebo deg ri ≥ deg g a podle lemmatu existuje qi+1 takové, že pro
ri+1 = ri − gqi+1 máme ri+1 = 0 nebo deg ri+1 < deg ri . Přitom opět r := ri+1 a q := qi + qi+1

vyhovujı́ podmı́nce (i): gq + r = gqi + gqi+1 + ri+1 = gqi + ri = f .
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Podmı́nka (ii) pak bude v některém kroku jistě splněna. Pokud nenastane dřı́ve přı́pad ri = 0, bude
to tehdy, až klesajı́cı́ posloupnost · · · < deg r2 < deg r1 < deg r0 = deg f dosáhne hodnoty nižšı́ než
deg g.

Následujı́cı́ tvrzenı́ dokazuje existenci největšı́ho společného dělitele v přı́padě nenulových
polynomů.

Tvrzenı́. Bud’te f, g ∈ P[x] dva nenulové polynomy. Pak existuje jejich největšı́ společný
dělitel d a polynomy u, v ∈ P[x] takové, že

d = f u + gv.

Důkaz. Označme I = { f u + gv | u, v ∈ P[x]}. V množině I jistě existuje nenulový prvek
minimálnı́ho stupně. Vyberme jeden takový, normujme jej a označme d. Pak jistě d = f u+gv

pro nějaká u, v ∈ P[x].
Ukažme nejprve, že d | f . Dělı́me-li se zbytkem, obdržı́me rovnost f = dq + r , kde r = 0

nebo deg r < deg d. V prvnı́m přı́padě d | f a jsme hotovi. Druhá možnost však nemůže
nastat, protože r = f − dq = f − ( f u + gv)q = f (1 − uq) − (gv)q ∈ I , takže r by byl
nenulový prvek v I stupně nižšı́ho než deg d. Analogicky d | g.

Bud’dále h ∈ P[x] společný dělitel polynomů f a g. Pak h zřejmě dělı́ i výraz f u+gv = d.
Tı́m je důkaz je hotov.

Ačkoliv důkaz tvrzenı́ podával jistý návod k nalezenı́ d, u, v, byl to návod prakticky nepo-
užitelný. Prakticky použitelným postupem je Eukleidův algoritmus.

Eukleidův algoritmus. Vstup: nenulové polynomy f, g ∈ P[x].
Sestavme posloupnost polynomů

r0, r1, r2, r3, . . .

kde r0 = f , r1 = g a jsou-li známy členy ri , ri+1, pak člen ri+2 zı́skáme neúplným dělenı́m
polynomu ri polynomem ri+1:

ri = ri+1qi + ri+2, ri+2 = 0 nebo deg ri+2 < deg ri−1.

pro všechna i = 0, . . . , N − 2.
Výstup: polynom rN−1 	= 0 takový, že rN = 0.

Tvrzenı́. Rovnosti rN = 0 je dosaženo po konečném počtu kroků a platı́ rN−1 = D( f, g).

Důkaz. Kdyby ri 	= 0 pro všechna i ∈ N, pak bychom měli nekonečnou klesajı́cı́ posloupnost
nezáporných čı́sel deg g > deg r1 > deg r2 > deg r3 > . . ., což nenı́ možné. Tudı́ž, N vždy
existuje.

Položme d = r̄N−1 (normovaný zbytek) a ukažme, že d | f , d | g. Zřejmě máme d | rN−1,
d | rN . Protože ri = ri+1qi + ri+2, plyne odtud indukcı́, že d | ri pro všechna i = N − 2 až
i = 0 (cvičenı́). Nakonec d | r1 = g a d | r0 = f .

Bud’ dále h ∈ P[x] takové, že h | f = r0 a h | g = r1. Protože ri+2 = ri − ri+1qi , opět se
indukcı́ ukáže, že d | ri pro i = 0, . . . , N − 1 (cvičenı́). Tudı́ž, d = D( f, g).
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Poznamenejme, že existuje rozšı́řenı́ Eukleidova algoritmu, kterým lze zı́skat i polynomy u, v:

Rozšı́řený Eukleidův algoritmus. Vstup: nenulové polynomy f, g ∈ P[x].
Sestavme posloupnost polynomů

r0 = f, r1 = g, r2, . . . , rN−1

jako v obyčejném Eukleidově algoritmu. Sestavme dále posloupnosti

u0 = 1, u1 = 0, u2, . . . , uN−1,

v0 = 0, v1 = 1, v2, . . . , vN−1,

kde ui = ui+1qi + ui+2 a vi = vi+1qi + vi+2 pro všechna i = 0, . . . , N − 3.
Výstup: polynomy rN−1, uN−1, vN−1.

Tvrzenı́. rN−1 = f uN−1 + gvN−1.

Důkaz. Cvičenı́. Indukcı́ se dokazujı́ rovnosti ri = f ui + gvi . Indukčnı́ krok použı́vá platnost doka-
zovaného tvrzenı́ pro i − 1 a i − 2.

Podobně jako přirozená čı́sla lze jednoznačně rozkládat na součin prvočı́sel, lze normované
polynomy jednoznačně rozkládat na součin normovaných polynomů dále nerozložitelných.

Definice. Reducibilnı́ polynom je nekonstantnı́ polynom, který je součinem dvou (či vı́ce) ne-
konstantnı́ch polynomů. Ireducibilnı́ polynom je nekonstantnı́ polynom, který nenı́ reducibilnı́.

Cvičenı́. Ukažte, že normovaný reducibilnı́ polynom lze rozložit tak, že oba činitelé jsou normováni.
Návod: je-li f = gh, pak f̄ = ḡh̄.

Tvrzenı́. Bud’ f ∈ P[x] normovaný polynom. Pak existujı́ normované ireducibilnı́ polynomy
g1, . . . , gn takové, že f = g1 · · · gn.

Je-li f = h1 · · · hm jiný rozklad na normované ireducibilnı́ činitele, pak m = n a po
vhodném přečı́slovánı́ platı́ hi = gi pro všechna i = 1, . . . , n. (Přesněji, existuje bijekce
φ : {1, . . . , n} → {1, . . . , m} taková, že hi = gφ(i) pro všechna i .)

Přı́klad. Polynom x2 −1 = (x −1)(x +1) je reducibilnı́. Polynomy x −1 a x +1 jsou již ireducibilnı́,
máme tedy rozklad na normované ireducibilnı́ polynomy.

Tvrzenı́ dokážeme, přitom použijeme několik pomocných tvrzenı́.

Cvičenı́. Necht’ jsou f, g ∈ P[x] normované polynomy, necht’ je g ireducibilnı́. Jestliže f | g, pak
f = 1 nebo f = g. Je-li f též ireducibilnı́, pak nutně f = g.

Lemma. Bud’te g, h1, . . . , hn ireducibilnı́ normované polynomy a necht’ g | h1 · · · hn. Pak
existuje index j takový, že g = h j .

Důkaz lemmatu. Položme d = D(g, h1). Jelikož d | g a g je ireducibilnı́, máme bud’ d = g
anebo d = 1 (zdůvodněte). V prvnı́m přı́padě g = d | h1, načež g = h1 (cvičenı́). Ve druhém
přı́padě

1 = gu + h1v
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pro vhodné polynomy u, v ∈ P[x]. Násobı́me-li na obou stranách součinem h2 · · · hm , obdr-
žı́me

h2 · · · hm = gh2 · · · hmu + h1h2 · · · hmv.

Podle předpokladu g | h1h2 · · · hm , pravá strana je tedy dělitelná g, a proto i levá strana
je dělitelná, to jest g | h2 · · · hm . Stejným postupem pak ukážeme, že bud’ g = h2 nebo
g | h3 · · · hm , což opakujeme tak dlouho, dokud nenarazı́me na index j takový, že g = h j .

Důkaz tvrzenı́. Existence rozkladu: Je-li polynom f ireducibilnı́, pak n = 1, g1 = f a jsme
hotovi; je-li reducibilnı́, pak se dá rozložit na součin f = f1 f2 nekonstantnı́ch polynomů. Na
každý z polynomů f1, f2 můžeme uplatnit stejný postup – opět jsou bud’ ireducibilnı́ nebo
se dajı́ samy rozložit. Tak dojdeme k jistému seznamu součinitelů, který musı́ být konečný,
protože počet nekonstantnı́ch součinitelů je shora omezen stupněm polynomu f .

Důkaz jednoznačnosti: Necht’g1 · · · gn = h1 · · · hm a všichni součinitelé jsou ireducibilnı́ a
normováni. Zřejmě g1 | h1 · · · hm . Podle lemmatu existuje index φ(1) takový, že g1 = hφ(1).
V rovnosti g1 · · · gn = h1 · · · hm pak můžeme zkrátit g1 proti hφ(1). Dostaneme podobnou
rovnost jako na počátku a stejným způsobem vyhledáme index φ(2) takový, že g2 = hφ(2),
následovně index φ(3) takový, že g3 = hφ(3), atd. až gn = hφ(n). Takto vznikne zobrazenı́
φ : {1, . . . , n} → {1, . . . , m}, podle způsobu své konstrukce injektivnı́ (ověřte).

Nakonec nutně n ≤ m, protože jinak bychom dostali gn−m | 1, což nemůže být je-li gn−m

nekonstantnı́. Opačnou nerovnost m ≤ n zı́skáme podobným postupem z rovnosti h1 · · · hm =
g1 · · · gn . Tudı́ž m = n a injektivnı́ zobrazenı́ φ je bijektivnı́.

Všimněme si, že reducibilita polynomů může záviset na volbě pole P .

Přı́klad. Polynom x2 +1 je reducibilnı́ nad polem C, protože x2 +1 = (x + i)(x − i). Tentýž polynom
je ireducibilnı́ nad polem R, protože jakýkoliv jeho hypotetický rozklad x2 + 1 = (x + ξ)(x + η),
ξ, η ∈ R je současně rozkladem nad C různým od x2 + 1 = (x + i)(x − i), ve sporu s jednoznačnostı́
rozkladu.

Jako důsledek obdržı́me jisté zobecněnı́ shora uvedeného lemmatu.

Důsledek. Bud’ f ∈ P[x], bud’te g1, . . . , gm ∈ P[x] ireducibilnı́, normované a po dvou různé,
tj. gi 	= g j pro i 	= j . Jestliže gk1

1 | f , . . . , gkm
m | f , pak gk1

1 · · · gkm
m | f .

Ukažme si nynı́ souvislosti s kořeny polynomů.

Tvrzenı́. Necht’ f ∈ P[x] a ξ ∈ P. Následujı́cı́ podmı́nky jsou ekvivalentnı́:
(i) ξ je kořen polynomu f ;

(ii) (x − ξ) | f .

Důkaz. Necht’platı́ (i). Dělme se zbytkem:

f = (x − ξ) q + r, r = 0 nebo deg r < deg(x − ξ).

Je-li r = 0, pak máme (ii). Je-li r 	= 0, potom deg r < deg(x − ξ) = 1, takže r je konstanta a
výpočet 0 = f (ξ) = (ξ − ξ) q(ξ) + r = r ukazuje, že přı́pad r 	= 0 nenastane.
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Naopak, předpokládejme (ii). Potom f = (x − ξ) q pro nějaký polynom q, načež f (ξ) =
(ξ − ξ) q(ξ) = 0.

Definice. Prvek ξ ∈ P se nazývá alespoň k-násobný kořen polynomu f ∈ P[x], jestliže platı́
(x − ξ)k | f .

Prvek ξ ∈ P se nazývá k-násobný kořen polynomu f ∈ P[x], jestliže platı́ (x − ξ)k | f ,
ale neplatı́ (x − ξ)k+1 | f .

Tvrzenı́. Bud’te ξ1, . . . , ξn ∈ P různé kořeny polynomu f ∈ P[x] s násobnostmi po řadě
k1, . . . , kn. Potom

(1) (x − ξ1)
k1 · · · (x − ξn)

kn | f ;
(2) k1 + · · · + kn ≤ deg f .

Důkaz. Cvičenı́.

Lineárnı́ polynomy x − ξ jsou zřejmě vždy ireducibilnı́. Rozloženı́ polynomu f na lineárnı́
ireducibilnı́ činitele je rovnocenné nalezenı́ všech jeho kořenů.

Nad polem C jsou všechny polynomy stupně > 1 reducibilnı́. To je důsledkem následujı́cı́
věty:

Základnı́ věta algebry. Každý nekonstantnı́ polynom f ∈ C[x] má alespoň jeden kořen.

Nenı́ znám žádný jednoduchý důkaz, vhodný pro tuto přednášku. Věta bude dokázána po-
zději v jiné přednášce.

Důsledek. Každý nekonstantnı́ polynom f ∈ C[x] má rozklad na lineárnı́ ireducibilnı́ činitele.
Kořenů má se započtenı́m násobnosti právě tolik, kolik činı́ jeho stupeň.

Vidı́me, že úloha nalézt rozklad polynomu f ∈ C[x] na ireducibilnı́ činitele je rovnocenná
úloze nalézt všechny jeho kořeny. Kořeny polynomů stupně dva přitom můžeme spočı́tat
pomocı́ známého vzorce pro řešenı́ kvadratické rovnice. Existujı́ postupy pro nalezenı́ kořenů
libovolného polynomu f stupně ≤ 4. Úloha se redukuje na posloupnost řešenı́ pomocných
rovnic tvaru xn = c, tedy odmocňovánı́; hovořı́me o řešenı́ v kvadraturách. Ukazuje se však,
že pro obecný polynom stupně ≥ 5 řešenı́ v kvadraturách neexistuje (H. Abel).

Násobnost kořenů

Hledánı́ kořenů se může drasticky zjednodušit, má-li polynom násobné kořeny. Zaved’me
zobrazenı́ C[x] −−−−→ C[x], které polynomu f = am xm +am−1xm−1+· · ·+a1x +a0 ∈ C[x]
přiřazuje polynom f ′ = mam xm−1 + (m − 1)am−1xm−2 + · · · + a1 ∈ C[x]. Polynom f ′ se
nazývá derivace polynomu f .

Cvičenı́. Ukažte, že platı́
(a) ( f + g)′ = f ′ + g′,
(b) ( f g)′ = f ′g + f g′,
(c) ( f k)′ = k f k−1 f ′.
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Tvrzenı́. Bud’ f ∈ C[x] polynom. Necht’ξ ∈ C je jeho k-násobný kořen, k ≥ 2. Potom
(i) ξ je (k − 1)-násobný kořen derivace f ′;

(ii) ξ je (k − 1)-násobný kořen největšı́ho společného dělitele D( f, f ′);

Důkaz. Je-li ξ kořen polynomu f násobnosti k, pak f = (x − ξ)kq.
(i) Derivujme:

f ′ = k(x − ξ)k−1q + (x − ξ)kq ′ = (x − ξ)k−1(kq + (x − ξ)q ′).

Vidı́me, že ξ je kořen polynomu f ′ s násobnostı́ alespoň k − 1. Kdyby ξ byl kořen násobnosti
k, pak bychom měli (x − ξ)

∣∣ (
kq + (x − ξ)q ′), načež (x − ξ) | kq, a tedy (x − ξ) | q a kořen

ξ polynomu f by musel mı́t násobnost k + 1.
(ii) Z definice největšı́ho společného dělitele plyne, že (x − ξ)k−1 | D( f, f ′). Nejde o kořen

násobnosti k, protože z (x − ξ)k | D( f, f ′) by plynulo (x − ξ)k | f ′ ve sporu s (i).

Cvičenı́. Předchozı́ tvrzenı́ platı́ i pro k = 1, interpretujeme-li rčenı́ ,,ξ je 0-násobný kořen“ jako ,,ξ nenı́
kořen.“

Protože D( f, f ′) dělı́ f , existuje podı́l f/D( f, f ′) ∈ C[x].

Tvrzenı́. Bud’ f ∈ C[x] polynom, bud’ ξ jeho kořen. Pak ξ je 1-násobný kořen podı́lu

f/D( f, f ′).

Důkaz. Je-li ξ kořen násobnosti k, pak f = (x −ξ)kq a podle předchozı́ho tvrzenı́ D( f, f ′) =
(x − ξ)k−1r , kde r = kq + (x − ξ)q ′. Potom

f

D( f, f ′)
= (x − ξ)

q

r
,

kde x − ξ nedělı́ q, a proto nedělı́ ani q/r .

Důsledek. Bud’ f ∈ C[x] polynom.
(i) Množina všech kořenů polynomu f/D( f, f ′) je rovna množině všech kořenů polynomu f ;

(ii) Všechny kořeny polynomu f/D( f, f ′) jsou 1-násobné.

Důkaz. Cvičenı́.

Je-li podezřenı́, že polynom f má násobné kořeny, pak je nejsnáze určı́me tak, že vypočteme
polynom f/D( f, f ′), jehož stupeň je roven počtu (různých) kořenů polynomu f . Nelze sice
očekávat, že ,,náhodně“ zvolený polynom bude mı́t násobné kořeny, ale polynomy vyskytujı́cı́
se v praktických úlohách často násobné kořeny majı́ (v souvislosti se symetričnostı́ úlohy).

Polynomy s reálnými koeficienty

Na závěr se věnujme kořenům polynomů s reálnými koeficienty a ukažme, jak rozklad na
ireducibilnı́ činitele polynomu f ∈ R[x] nad polem R souvisı́ s jeho rozkladem nad polem C.
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Zaved’me zobrazenı́ C[x] −−−−→ C[x], které polynomu f ∈ C[x] přiřazuje polynom f ∗,
jehož koeficienty jsou čı́sla komplexně sdružená ke koeficientům polynomu f . To jest, je-li
f = am xm + · · · + a1x + a0, pak f ∗ = a∗

m xm + · · · + a∗
1 x + a∗

0 .

Cvičenı́. Ukažte, že platı́
(a) ( f + g)∗ = f ∗ + g∗,
(b) ( f g)∗ = f ∗g∗.

Tvrzenı́. Bud’ f ∈ R[x] polynom s reálnými koeficienty. Necht’ ξ ∈ C je jeho kořen. Pak
komplexně sdružené čı́slo ξ∗ je též kořen, přičemž stejné násobnosti.

Důkaz. Jestliže ξ je kořen násobnosti k, pak f = (x − ξ)kq . Aplikujme komplexnı́ sdruženı́
na obou stranách. Protože f má reálné koeficienty, je

f = f ∗ = (x − ξ∗)kq∗

(cvičenı́). Vidı́me, že ξ∗ je alespoň k-násobný kořen polynomu f . Kdyby ξ∗ byl většı́
násobnosti, tj. alespoň k + 1, pak by bylo f = (x − ξ∗)k+1r , načež f = f ∗ = (x − ξ)k+1r∗,
a ξ by též musel mı́t násobnost k + 1.

Rozklad polynomu f ∈ R[x] na ireducibilnı́ činitele nad C pak obsahuje lineárnı́ ireducibilnı́
činitele x − αi odpovı́dajı́cı́ reálným kořenům αi a dvojice lineárnı́ch ireducibilnı́ch činitelů
x − ξi , x − ξ∗

i , odpovı́dajı́cı́ dvojicı́m komplexně sdružených kořenů ξi , ξ
∗
i :

f = (x − α1)
l1 · · · (x − αr )

lr (x − ξ1)
k1(x − ξ∗

1 )k1 · · · (x − ξs)
ks (x − ξ∗

s )ks . (∗)

Vidı́me, že deg f = l1 + · · · + lr + 2(k1 + · · · + ks).

Cvičenı́. Ukažte, že každý polynom f ∈ R[x] lichého stupně má alespoň jeden reálný kořen.

Cvičenı́. Necht’ξ ∈ C, ξ 	∈ R. Ukažte, že (x − ξ)(x − ξ ∗) = x2 − 2 re ξ + |ξ |2 je kvadratický polynom
s reálnými koeficienty a záporným diskriminantem.

Návod: pište ξ = α + βi, kde α, β ∈ R.

Na základě poslednı́ho cvičenı́ můžeme formuli (∗) přepsat jako

f = (x − α1)
l1 · · · (x − αr )

lr (x2 − 2 re ξ1 + |ξ1|2)k1 · · · (x2 − 2 re ξs + |ξs |2)ks .

Tento součin představuje rozklad polynomu f na ireducibilnı́ činitele nad polem R. Jak totiž
vı́me, každý kvadratický polynom q ∈ R[x] se záporným diskriminantem je ireducibilnı́.

Cvičenı́. Ukažte, že reálné polynomy řádu > 2 jsou vždy reducibilnı́ nad R.

Cvičenı́. Rozložte polynom x4 + 1 na ireducibilnı́ činitele nad polem C a nad polem R.
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