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12. Frobeniova véta

K formulaci Frobeniovy véty budeme potfebovat pojem hodnost matice, ktery je vseobecné
dbilezity. Hodnost maticeje definovanajako dimenze podporostoru generovaného jejimi fadky:

Definice. Bud X matice typu m/n nad polem P. Oznatme u; = (Xi1,..., X1n) € P",
.oy Un = (X1, ..., Xmn) € P" jgi fadky. Uvazujme o podprostoru [ug, ..., upn] € P"
generovaném fadky matice X. Oznaémerk X = dim[us, . . ., un] jeho dimenzi. Cislork X se
nazyvaradkova hodnost matice X.

Tvrzeni. Elementéarni fadkové Gpravy nemeéni fadkovou hodnost matice.

Dilkaz. Elementarni Fadkove Upravy neméni prostor [Jug, . .., Um].

Disledek. Radkové ekvivalentni matice maji stejnou Fadkovou hodnost.
Hodnost matice Ize velmi snadno zjitit pfevedenim na schodovity tvar.

Tvrzeni. Bud X maticetypu m/n sfadky us, ..., um, bud X’ fadkove ekvivalentni matice ve
schodovitém tvaru. Necht méa X’ pravé h nenulovych fadkliuy, . .., up,. Pak platirk X = h a
radky uj, ..., ug tvori bazi podprostoru [uy, ..., Um].

Dikaz. Hodnost rk X = rk X’ nemlize byt vétsi nez h, protoze podprostor [[us, ..., Uyn] =
[ui, ..., u ] majen h generdtorl. Ukazme, Ze tyto generdtory jsou nezavislé. Provedme
fadkové Upravy prevadgici X’ za schodovitého tvaru na Gauss-Jordanliv tvar X” s Fadky
uy,...,ug,0,...,0. Tyto Gpravy neovlivni nezavislost a potet nenulovych fadkidl. V matici
X" mame h hlavnich prvki X’l’,jl = ... = X;{’jh = 1, ostatni prvky ve sloupcich s indexy
j1, - -, jn jsou nulové. Uvazujme o nulove linearni kombinaci nenulovych Fadku

O=cuj+cuy+...+cuf = (... C ... C ...... Ch ...

skoeficienty ¢, ..., ch. V ji-té pozici takto ziskaného stoji primo koeficient ¢;. Odtud ¢; =
C2 = -+ = ¢y = 0, coz dokazuje linearni nezavislost vektorliuy, . . ., uy, apotazmo i vektorl
uj, ..., Uy snimi ekvivalentnich.

Obdobné se definuje sloupcova hodnost matice X jako dimenze podprostoru generovaného
sloupci matice X. Sloupcovou hodnost matice X miizeme rovnocenné zavést jako fadkovou
hodnost rk X T matice transponované (pfipomenme, Ze transponovani matice je tkon, pfi némz
sefadky prevadgi na doupce a naopak).

Ve skute¢nosti jsou si obé hodnosti rovny. K dilkazu budeme potfebovat néktera pomocna
tvrzeni. PfedevSim si pfipomefime, Ze elementéarni fadkova Uprava je rovnocenna s vynaso-
benim dané matice zleva nékterou elementarni matici R, tj. matice X pfejdev RX. Sloupcova
Uprava je zase rovnocenna fadkové (pravé transponované matice, pficemz matice X prejde
v (RXT)T = XTTRT = XS, kde S := R je rovn&z elementarni matice. Elementarni
sloupcova Uprava je proto rovnocenna s vynasobenim elementarni matici zprava.
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Lemma. Elementarni sloupcové Upravy nemeéni fadkovou hodnost matice.

Délkaz. Bud X matice o hodnosti rk X, bud X’ = Rg--- Ry X schodovity tvar matice X,
Ziskany fadou elementarnich fadkovych Uprav s elementarnimi maticemi Ry, ..., Rx.

Bud Y matice vzniklaz matice X elementarni sloupcovou Upravou smatici S, tj. Y = XS.
Ozname Y’ := X'S = R¢---RiXS = R ---RyY. Odtud rkY = rkY’, protoze fadkové
Upravy neméni fadkovou hodnost.

Pfitom matice X’ ma pravé rk X’ = rk X nenulovych fadk{, natez matice Y’ ma nejvyse
rk X nenulovych Fadkii — sloupcové Upravy totiz neméni nulové fadky. Odtud nerovnost
rkY <rk X,atedy rkY < rk X.

Dokazme rovnost rk X = rk'Y. Aplikujme na matici Y elementarni sloupcovou Upravu
smatici S71, &imz vznikamatice Z = YS! = XSS = X, tj. plivodni matice X. Pfitom
derk X =rkZ <rkY <rk X, ¢ilirkY =rk X.

Z dikazu vyplyva nasledujici princip: Mame-li s danou matici X provést fadu elementarnich
fadkovych Gprav odpovidgjicich elementarnim maticim Ry, .. ., R« afadu elementarnich sloupcovych
Uprav odpovidgjicich elementarnim maticim S, ..., S, pak je jedno, jestli ngjdfive provedeme Fadu
fadkovych Uprav apotom fadu sloupcovych Gprav nebo naopak. (Nemlizeme v3ak mezi sebou libovolné
vymenit dvé fadkoveé Upravy nebo dvé sloupcove Upravy!)

Tvrzeni. Pro libovolnou matici X plati

rk X =rk X",
tj. Fadkova a sloupcova hodnost jsou si rovny.

Dilkaz. Pfevedme matici X na Gauss-Jordaniiv tvar X’. Matice X a X’ maji stejnou fadkovou
i sloupcovou hodnost. Provedme nyni elementarni sloupcové Upravy, které prevedou matici
X’ na Gauss-Jordanliv tvar X" vzhledem ke sloupcovym Upravam, coz je tvar

1 00 0
v |0 10 0
[ P 0
[ P 0

pricemz opét maji matice X a X” stejnou Fadkovou i sloupcovou hodnost. Tvrzeni nyni plyne
z toho, Ze fadkova a sloupcova hodnost matice X” jsou si rovny.

Frobeniova véta

Shriime negjdfive poznatky o soustavach linearnich rovnic, které jsme uvedli v pfedchozich
prednaskéach.
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Definice. Bud dana soustava m linearnich rovnic

11Xy + &oX2 + - - - + agnXn = by,
A1X1 + axpXp + - - - + AynXn = by,

ar1X1 + 8m2X2 + - - - + 8mnXn = bm
0 N heznamych x, X, ..., Xn. Matice
a1 a2 -+ aQn
A— Q1 axp -+ anx ’
Ami @m2 -+ Amn

Se nazyva matice soustavy, matice

a1 ap - a;m bp
A_ | 82 - an by ’
8mi @m2 - am bm

se nazyvarozsifena matice soustavy.

Jiz dfive jsme se seznamili s tzv. eliminacni metodou, kterou lze velmi efektivné Fesit li-
bovolné soustavy s Ciselnymi koeficienty (resp. skoeficienty z ngjakého pole P). Pfipomefime,
Ze postup spotivav prevedeni rozsifené matice A naGauss-Jordan(iv tvar Fadkovymi Upravami
(€imz se neméni mnozinafeSeni soustavy; podrobnosti v pfednasce 2).

Ohledné fesitelnosti a pottu FeSeni pak plati:

Véta Frobeniova. Soustava (x) ma alespori jedno FeSeni pravé tehdy, kdyz plati
rk A=rk A

Dillkaz. Ngakan-ticeskalarli£y, . . . , &, jefeSenim soustavy (x) pravétehdy, kdyz plati rovnost
Arg1+ -+ Angn =D,

kde A; oznatuijei -ty sloupec matice A ab oznatuje posl edni sloupec matice A (sloupec pravych
stran). Takovan-tice &1, . . ., &, existuje prave tehdy, kdyZ je sloupec b zavidy na sloupcich
A, ..., Anti.be[AL ..., Al]l, coz nastava prave tehdy, kdyz

I]:Al,...,An,b]]=I]:A]_,...,An]].

Potomaerk A=rk AT =dim[Ag, ..., Ay, b] = dim[Aq, ..., A)] = rk AT = rk A.

Naopak, jestlize jsou si sloupcové hodnosti matic A a A rovny, pak dim[ Ay, ..., Ay] =
dm[Aq, ..., Ay, b]. Protozeje[[A4, ..., Al € [A4, ..., An, b] podprostor, plyne z rov-
nosti dimenzi potfebnarovnost [Ag, ..., Al = [A1, ..., An, D].
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Je-li tk A = rk A, pak méa soustava Ax = b obecné FeSeni, které zavisi na p nezavisych
parametrech, kde p = n — rk A. Dok&zeme | toto tvrzeni, ae v mnohem presn&si podobé.
Lehce se ovéfi, Ze soustava () je rovnocenna maticové rovnici

AX = Db,
kde
b1 X1
b=1":1]. X =
bm Xm

Homogenni soustavy linearnich rovnic

Soustava s nulovou pravou stranou, b = 0, se nazyva homogenni. Mnozina S vSech FeSeni
homogenni soustavy jevektorovy podprostor v prostoru P". Skutetng, 0jevzdy feSenim; jsou-li
X, y € SdvéreSeni takové soustavy, pak X+ Y je opét feSeni, protoze A(x+Yy) = Ax+ Ay = 0;
nakonec, je-li x FeSeni, pak cx je feSeni pro libovolny skalér ¢ € P, protoZze Acx = cAx = 0.

Baze prostoru S se nazyva fundamentalni FeSeni.

Tvrzeni. Viektorovy prostor S vSech FeSeni homogenni soustavy Ax = 0madimenzi n — rk A,
kde n je pocet neznamiych.

Dilkaz. Jelikoz fadkové Upravy neméni mnozinu S vdech FeSeni soustavy, miizeme pred-
pokladat, ze matice A je v Gauss-Jordanové tvaru. Necht jsou ji, ..., jn indexy hlavnich
sloupcll. Vektor neznamych x = (x1, ..., X,) rozlozime na €ast hlavni X' = (Xj,, ..., Xj,) €
P", odpovidajici hlavnim sloupclim, a zbytek X" = (x;, ..., x;; ) € P"". Symbolicky
budeme zapisovat x = (X', Xx”). Proménné x;,, ..., Xj, Se nazyvaji hlavni, zatimco ostatni
promeénné Xjgsooos Xy S8 nazyvaji parametricke.

Podobné matici A rozloZime na hlavni sloupce A’ azbytek A” tak, aby naSe soustava byla
ekvivalentni rovnici

Ax + A'x" = 0.

Vynechame-li pfitom nulové fadky (je jich m — h), bude A’ = E a soustava Ax = 0 pfejde
v EX + A’X" =0, tj.

X/ — _A//X//
K libovolnému vektoru parametrll X’ = z € P"" potom méame pravé jedno FeSeni
X = (=Az, z), sestavgjici z parametrll z a z vypottenych hlavnich neznamych x’ = — A"z

Zobrazeni z — (—A"z, z) je bijekce P"" — Saje linearni (ovéfte), tedy izomorfismus.
TudiZ, vektorovy prostor S je izomorfni s prostorem P"", a proto ma dimenzi dimS =
dmP"™h=n—h,
Fundamentalni ¥eSeni najdeme tak, Ze za z volime po fadé bazové vektory
zy=10,....0",...,znn=(0,...,0,)"T e PN
avypoéteme n — h vektort X@ = (—A//Z(l), Z(]_)), -y X(n—h) = (—A//Z(n,h), Z(n,h)).
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Priklad. Soustava s matici
0

[cNoNeoNe]
[cNoNeN
QOQONPEF
Or oo

1
0
0

jev Gauss-Jordanovétvaruamahlavni sloupcovéindexy 2, 4, 5. Hlavni proménné proto jsou Xz, X3, Xs,
parametrické proménné jsou X, X4. Soustava je ekvivalentni rovnici

1 0 0\ (% 0 1)
010 x3+02<1)=0,
0 0 1/ \xs 0 o) \*

(posledni, nulovy Fadek, jsme jiz vynechali), to jest,

() (2 3 -]

MnoZina v3ech feSeni je {(X1, —Xa, —2X4, Xa, 0) | (X1, Xa) € P?}, Eili
{Xl : (17 07 Oa 07 O) + Xq - (0’ _17 _27 1’ O) | (X]_, X4) € P2}

Vektory (1,0,0,0,0) resp. (0, —1, —2,1,0) tvofi bazi v 2-rozmérném prostoru vSech FeSeni, tj.
fundamenténi feSeni; ziskame je volbou (X1, X4) = (1, 0) resp. (X1, X4) = (0, 1).

Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Tvrzeni. Bud &, libovol né pevné zvol eneéfeSeni nehomogenni soustavy Ax = b. PakjemnoZina
vSech FeSeni nehomogenni soustavy Ax = b rovna mnoziné

{& + & | & jeFeSeni homogenni soustavy Ax = 0}.

Dikaz. Jeli x = £ libovolné fedeni homogenni soustavy Ax = 0, pak je & + &, TeSeni
nehomogenni soustavy Ax = b. Podlepredpokladiitotiz At = 0a A%, = b, natez A(§ +£,) =
0+b=h.

Ukazme jedte, Ze kazdé feSeni x = n nehomogenni soustavy Ax = b jetvarun = & + &,
provhodné &. Polozme & = n — &,, natez A§ = A(n — &) = b —b =0, atudiz ¢ jeFeSeni
homogenni soustavy, coz se mélo ukazat.

Shora uvedené libovolné FeSeni £, nehomogenni soustavy se nazyva partikularni feSeni.
Vidime, Ze obecné FeSeni soustavy je souttem partikularniho feSeni soustavy a nékterého
FeSeni prisdusné homogenni soustavy. Obecné FfeSeni nehomogenni soustavy obecné netvori
vektorovy prostor (jde o tzv. afinni prostor, studovany v geometrii).

PYipomenme, Ze partikul arni feSeni viibec nemusi existovat aobecnéfeSeni miize byt prazdna
mnozina (srovnejte s Frobeniovou vétou).
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Dlsledek. Bud &, libovolné partikularni feSeni nehomogenni soustavy Ax = b. Bud
n1, ..., nr fundamentalni FeSeni homogenni soustavy Ax = 0. Pak je mnozina vaech FeSeni
nehomogenni soustavy Ax = b rovna mnoziné

{&«+pim+--+pnr | Pr,....Pr €P}L
Priklad. Homogenni soustava
X1
102 0\|x]_ 0
0 1 1 1)|xs]
X4
ma pfi volbé hlavnich neznamych x;, x, feSeni
X1 = —2X3, Xo = —X3 — X4.

Fundamentélni feSeni je dvojice (-2, —1,1,0) a (0, —1, 0, —1).
Nehomogenni soustava

X1
1 02 0\[x] (1
(0111) X3 _(1>
Xa

mé partikularni feSeni napiiklad £, = (3, 3, £, 2). Jeji obecné feZeni je potom
(3.3, 3. D+ pu(—=2,-1,1,0 + p2(0,—1,0, - 1).

Jina partikularni feSeni ziskame volbou parametrli py, p,, napiiklad (-3, —%, 2, 1) pii volbe p; = 3,
p2 =0.

Regime-i neprilis rozsahlou soustavu lineérnich rovnic s numerickymi koeficienty, neni
tfebauvaZzovat 0 jiné metodé, nez je Gaussovaeliminace. Pri fedeni napoCitaci urcité problémy
vznikaji jenv souvidosti s konetnym poctem platnych cifer. Pro dosazeni maximalni presnosti
nesmi byt hlavni prvky blizké k nule. Obvykle sta€i vybrat jako hlavni ten prvek, ktery ma
ze vSech pripustnych maximalni absolutni hodnotu. Pro rozsahlé soustavy existuji numerické
metody iteracni, které dovoluji pomérné rychle ziskat priblizné feSeni po konetném poctu
krokll. Zvla&tni metody existuji i pro Fidké soustavy, coZ jsou soustavy s malym pottem
nenulovych koeficient.

Jakmile sev&ak stane, Ze koeficienty soustavy zavisi nanéjakém parametru, pak se Gaussova
eliminace komplikuje. Castym krokem je totiz déleni Fadku vyrazem s parametry, coz je
elementarni Gpravajentehdy, kdyz jde o vyraz nenulovy. Podletohoto kriteriase Glohavétvi na
fadu dil&ich pfipadll. Takova podminkavak nemusi mit nic spoletneho sfesitelnosti samotné
soustavy (ta zavisi jen na hodnosti matice) a mnozstvi dil&ich pripadil byvav praxi zbytetné
velké.

Tomu Ize zabranit volbou jiného postupu, ktery s vyloZimev pripadé, Zze matice A soustavy
je Ctvercova.
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Tvrzeni. Nehomogenni soustava Ax = b sinvertibilni ¢tvercovou matici A ma pro kazdou
pravou stranu b jediné FeSeni

x = A™1h.

Dlikaz. Je-li Ainvertibilni, pak x = A~1b jeFeSeni (ov&fte). Je-li & FeBeni, pak As = b, atedy
£=A"1A: = A 1b.
Cviteni. Nehomogenni soustava Ax = b se Ctvercovou matici A jeFeSitelna pro kazdou pravou stranu
b jen tehdy, kdyZ je matice A invertibilni. Dokazte.

Navod: Je-li soustava Ax = b FeSitelna pro kazdou pravou stranu, pak je feSitelna pro pravé strany
b, =(,0,..., 0)azb,=(0,..., 0, 1). Pridusnareseni &4, .. ., &n necht tvori sloupce matice X. Pak
je AX =EaXjeinverzni k A.

Pro feSeni x = A~1b Ize ngjit elegantni vyjadreni:

Cramerovo pravidlo. Bud Ax = b nehomogenni soustava s invertibilni ¢tvercovou matici A
afesenimé = (&1, ..., &n). Pak

_ det A
Izdet—A’
kde A; je matice vznikla z matice A zaménou i -tého sloupce sloupcem pravych stran b:
ann - ai-1 b @iy ... awn
detAi = | : 3 : : :
81 -0 a@ni-1 bn @iy1 ... ann

Diikaz. Pri rozvoji podlei-tého sloupce dostavame det A = > A,-ib,-. Dae

ajA _ AT ATb

:A_l = =
d b det A det A det A’

atedy
XA Y Ajby det A
'T detA ~  detA  detA’

Pouzitim Cramerova pravidla | ze dosahnout toho, Ze jedinym délenim bude déleni determi-
nantem soustavy, ¢imz se vylou€i nadbytetna vétveni, ktera by se jinak vyskytla u Gaussovy
eliminace. Pfipomeiime, Ze vypotet determinantll se v principu obejde bez déleni.

Cviteni. Redte soustavu
X1+ 2X2 + 3X3 = 4,

aXy + Xg+ 2x3 =3,
—X1 +aXo + Xz=2.

Navod: Determinant matice soustavy jest o (3 — 4). Prohodnoty o # Oaa # % je matice soustavy
nesingularni a soustava ma jediné feSeni, které Ize vypotist pomoci Cramerova pravidla. Pro hodnoty
a=0aa = ‘5" se pouZije Gaussova eliminace (pro « = 0 vyjde nekoneéné mnoho FeSeni, proa = 4
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nevyjde zadné feSeni).



