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12. Frobeniova věta
K formulaci Frobeniovy věty budeme potřebovat pojem hodnost matice, který je všeobecně

důležitý. Hodnost matice je definována jako dimenze podporostoru generovaného jejı́mi řádky:

Definice. Bud’ X matice typu m/n nad polem P . Označme u1 = (X11, . . . , X1n) ∈ Pn ,
. . . , um = (Xm1, . . . , Xmn) ∈ Pn jejı́ řádky. Uvažujme o podprostoru [[u1, . . . , um]] ⊆ Pn

generovaném řádky matice X . Označme rk X = dim[[u1, . . . , um]] jeho dimenzi. Čı́slo rk X se
nazývá řádková hodnost matice X .

Tvrzenı́. Elementárnı́ řádkové úpravy neměnı́ řádkovou hodnost matice.

Důkaz. Elementárnı́ řádkové úpravy neměnı́ prostor [[u1, . . . , um]].

Důsledek. Řádkově ekvivalentnı́ matice majı́ stejnou řádkovou hodnost.

Hodnost matice lze velmi snadno zjistit převedenı́m na schodovitý tvar.

Tvrzenı́. Bud’ X matice typu m/n s řádky u1, . . . , um, bud’ X ′ řádkově ekvivalentnı́ matice ve
schodovitém tvaru. Necht’má X ′ právě h nenulových řádků u′

1, . . . , u′
h. Pak platı́ rk X = h a

řádky u′
1, . . . , u′

h tvořı́ bázi podprostoru [[u1, . . . , um]].

Důkaz. Hodnost rk X = rk X ′ nemůže být většı́ než h, protože podprostor [[u1, . . . , um]] =
[[u′

1, . . . , u′
h]] má jen h generátorů. Ukažme, že tyto generátory jsou nezávislé. Proved’me

řádkové úpravy převádějı́cı́ X ′ za schodovitého tvaru na Gauss–Jordanův tvar X ′′ s řádky
u′′

1, . . . , u′′
h, 0, . . . , 0. Tyto úpravy neovlivnı́ nezávislost a počet nenulových řádků. V matici

X ′′ máme h hlavnı́ch prvků X ′′
1, j1 = · · · = X ′′

h, jh = 1, ostatnı́ prvky ve sloupcı́ch s indexy
j1, . . . , jh jsou nulové. Uvažujme o nulové lineárnı́ kombinaci nenulových řádků

0 = c1u′′
1 + c2u′′

2 + . . . + chu′′
h = (. . . c1 . . . c2 . . . . . . ch . . .)

s koeficienty c1, . . . , ch . V ji -té pozici takto zı́skaného stojı́ přı́mo koeficient ci . Odtud c1 =
c2 = · · · = ch = 0, což dokazuje lineárnı́ nezávislost vektorů u′′

1, . . . , u′′
h , a potažmo i vektorů

u′
1, . . . , u′

h s nimi ekvivalentnı́ch.

Obdobně se definuje sloupcová hodnost matice X jako dimenze podprostoru generovaného
sloupci matice X . Sloupcovou hodnost matice X můžeme rovnocenně zavést jako řádkovou
hodnost rk X� matice transponované (připomeňme, že transponovánı́ matice je úkon, při němž
se řádky převádějı́ na sloupce a naopak).

Ve skutečnosti jsou si obě hodnosti rovny. K důkazu budeme potřebovat některá pomocná
tvrzenı́. Předevšı́m si připomeňme, že elementárnı́ řádková úprava je rovnocenná s vynáso-
benı́m dané matice zleva některou elementárnı́ maticı́ R, tj. matice X přejde v R X . Sloupcová
úprava je zase rovnocenná řádkové úpravě transponované matice, přičemž matice X přejde
v (R X�)� = X�� R� = X S, kde S := R� je rovněž elementárnı́ matice. Elementárnı́
sloupcová úprava je proto rovnocenná s vynásobenı́m elementárnı́ maticı́ zprava.
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Lemma. Elementárnı́ sloupcové úpravy neměnı́ řádkovou hodnost matice.

Důkaz. Bud’ X matice o hodnosti rk X , bud’ X ′ = Rk · · · R1 X schodovitý tvar matice X ,
zı́skaný řadou elementárnı́ch řádkových úprav s elementárnı́mi maticemi R1, . . . , Rk .

Bud’ Y matice vzniklá z matice X elementárnı́ sloupcovou úpravou s maticı́ S, tj. Y = X S.
Označme Y ′ := X ′S = Rk · · · R1 X S = Rk · · · R1Y . Odtud rk Y = rk Y ′, protože řádkové
úpravy neměnı́ řádkovou hodnost.

Přitom matice X ′ má právě rk X ′ = rk X nenulových řádků, načež matice Y ′ má nejvýše
rk X nenulových řádků — sloupcové úpravy totiž neměnı́ nulové řádky. Odtud nerovnost
rk Y ′ ≤ rk X , a tedy rk Y ≤ rk X .

Dokažme rovnost rk X = rk Y . Aplikujme na matici Y elementárnı́ sloupcovou úpravu
s maticı́ S−1, čı́mž vzniká matice Z = Y S−1 = X SS−1 = X, tj. původnı́ matice X . Přitom
ale rk X = rk Z ≤ rk Y ≤ rk X , čili rk Y = rk X .

Z důkazu vyplývá následujı́cı́ princip: Máme-li s danou maticı́ X provést řadu elementárnı́ch
řádkových úprav odpovı́dajı́cı́ch elementárnı́m maticı́m R1, . . . , Rk a řadu elementárnı́ch sloupcových
úprav odpovı́dajı́cı́ch elementárnı́m maticı́m S1, . . . , Sl , pak je jedno, jestli nejdřı́ve provedeme řadu
řádkových úprav a potom řadu sloupcových úprav nebo naopak. (Nemůžeme však mezi sebou libovolně
vyměnit dvě řádkové úpravy nebo dvě sloupcové úpravy!)

Tvrzenı́. Pro libovolnou matici X platı́

rk X = rk X�.

tj. řádková a sloupcová hodnost jsou si rovny.

Důkaz. Převed’me matici X na Gauss–Jordanův tvar X ′. Matice X a X ′ majı́ stejnou řádkovou
i sloupcovou hodnost. Proved’me nynı́ elementárnı́ sloupcové úpravy, které převedou matici
X ′ na Gauss–Jordanův tvar X ′′ vzhledem ke sloupcovým úpravám, což je tvar

X ′′ =




1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 · · · 1 0 · · · 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0
...

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0




.

přičemž opět majı́ matice X a X ′′ stejnou řádkovou i sloupcovou hodnost. Tvrzenı́ nynı́ plyne
z toho, že řádková a sloupcová hodnost matice X ′′ jsou si rovny.

Frobeniova věta

Shrňme nejdřı́ve poznatky o soustavách lineárnı́ch rovnic, které jsme uvedli v předchozı́ch
přednáškách.
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Definice. Bud’ dána soustava m lineárnı́ch rovnic

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

· · ·
ar1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

(∗)

o n neznámých x1, x2, . . . , xn . Matice

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · ·
am1 am2 · · · amn


 ,

se nazývá matice soustavy, matice

Ā =




a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2

· · ·
am1 am2 · · · amn bm


 ,

se nazývá rozšı́řená matice soustavy.

Již dřı́ve jsme se seznámili s tzv. eliminačnı́ metodou, kterou lze velmi efektivně řešit li-
bovolné soustavy s čı́selnými koeficienty (resp. s koeficienty z nějakého pole P). Připomeňme,
že postup spočı́vá v převedenı́ rozšı́řené matice Ā na Gauss–Jordanův tvar řádkovými úpravami
(čı́mž se neměnı́ množina řešenı́ soustavy; podrobnosti v přednášce 2).

Ohledně řešitelnosti a počtu řešenı́ pak platı́:

Věta Frobeniova. Soustava (∗) má alespoň jedno řešenı́ právě tehdy, když platı́

rk A = rk Ā.

Důkaz. Nějaká n-tice skalárů ξ1, . . . , ξn je řešenı́m soustavy (∗) právě tehdy, když platı́ rovnost

A1ξ1 + · · · + Anξn = b,

kde Ai označuje i-tý sloupec matice A a b označuje poslednı́ sloupec matice Ā (sloupec pravých
stran). Taková n-tice ξ1, . . . , ξn existuje právě tehdy, když je sloupec b závislý na sloupcı́ch
A1, . . . , An , tj. b ∈ [[A1, . . . , An]], což nastává právě tehdy, když

[[A1, . . . , An, b]] = [[A1, . . . , An]].

Potom ale rk A = rk A� = dim[[A1, . . . , An, b]] = dim[[A1, . . . , An]] = rk Ā� = rk Ā.
Naopak, jestliže jsou si sloupcové hodnosti matic A a Ā rovny, pak dim[[A1, . . . , An]] =

dim[[A1, . . . , An, b]]. Protože je [[A1, . . . , An]] ⊆ [[A1, . . . , An, b]] podprostor, plyne z rov-
nosti dimenzı́ potřebná rovnost [[A1, . . . , An]] = [[A1, . . . , An, b]].
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Je-li rk A = rk Ā, pak má soustava Ax = b obecné řešenı́, které závisı́ na p nezávislých
parametrech, kde p = n − rk A. Dokážeme i toto tvrzenı́, ale v mnohem přesnějšı́ podobě.

Lehce se ověřı́, že soustava (∗) je rovnocenná maticové rovnici

Ax = b,

kde

b =




b1
...

bm


 , x =




x1
...

xm


 .

Homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic

Soustava s nulovou pravou stranou, b = 0, se nazývá homogennı́. Množina S všech řešenı́
homogennı́ soustavy je vektorový podprostor v prostoru Pn . Skutečně, 0 je vždy řešenı́m; jsou-li
x, y ∈ S dvě řešenı́ takové soustavy, pak x+y je opět řešenı́, protože A(x+y) = Ax+ Ay = 0;
nakonec, je-li x řešenı́, pak cx je řešenı́ pro libovolný skalár c ∈ P , protože Acx = cAx = 0.

Báze prostoru S se nazývá fundamentálnı́ řešenı́.

Tvrzenı́. Vektorový prostor S všech řešenı́ homogennı́ soustavy Ax = 0 má dimenzi n − rk A,
kde n je počet neznámých.

Důkaz. Jelikož řádkové úpravy neměnı́ množinu S všech řešenı́ soustavy, můžeme před-
pokládat, že matice A je v Gauss–Jordanově tvaru. Necht’ jsou j1, . . . , jh indexy hlavnı́ch
sloupců. Vektor neznámých x = (x1, . . . , xn) rozložı́me na část hlavnı́ x ′ = (x j1, . . . , x jh ) ∈
Ph , odpovı́dajı́cı́ hlavnı́m sloupcům, a zbytek x ′′ = (x j ′

1
, . . . , x j ′

n−h
) ∈ Pn−h . Symbolicky

budeme zapisovat x = (x ′, x ′′). Proměnné x j1, . . . , x jh se nazývajı́ hlavnı́, zatı́mco ostatnı́
proměnné x j ′

1
, . . . , x j ′

n−h
se nazývajı́ parametrické.

Podobně matici A rozložı́me na hlavnı́ sloupce A′ a zbytek A′′ tak, aby naše soustava byla
ekvivalentnı́ rovnici

A′x ′ + A′′x ′′ = 0.

Vynecháme-li přitom nulové řádky (je jich m − h), bude A′ = E a soustava Ax = 0 přejde
v Ex ′ + A′′x ′′ = 0, tj.

x ′ = −A′′x ′′.

K libovolnému vektoru parametrů x ′′ = z ∈ Pn−h potom máme právě jedno řešenı́
x = (−A′′z, z), sestávajı́cı́ z parametrů z a z vypočtených hlavnı́ch neznámých x ′ = −A′′z.
Zobrazenı́ z 
→ (−A′′z, z) je bijekce Pn−h → S a je lineárnı́ (ověřte), tedy izomorfismus.
Tudı́ž, vektorový prostor S je izomorfnı́ s prostorem Pn−h , a proto má dimenzi dim S =
dim Pn−h = n − h.

Fundamentálnı́ řešenı́ najdeme tak, že za z volı́me po řadě bázové vektory

z(1) = (1, 0, . . . , 0)�, . . . , z(n−h) = (0, . . . , 0, 1)� ∈ Pn−h

a vypočteme n − h vektorů x(1) = (−A′′z(1), z(1)), . . . , x(n−h) = (−A′′z(n−h), z(n−h)).
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Přı́klad. Soustava s maticı́

A =




0 1 0 1 0
0 0 1 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0




je v Gauss–Jordanově tvaru a má hlavnı́ sloupcové indexy 2, 4, 5. Hlavnı́ proměnné proto jsou x2, x3, x5,
parametrické proměnné jsou x1, x4. Soustava je ekvivalentnı́ rovnici


1 0 0

0 1 0
0 0 1





x2

x3

x5


 +


0 1

0 2
0 0




(
x1

x4

)
= 0,

(poslednı́, nulový řádek, jsme již vynechali), to jest,


x2

x3

x5


 = −


0 1

0 2
0 0




(
x1

x4

)
=


 −x4

−2x4

0




Množina všech řešenı́ je {(x1, −x4, −2x4, x4, 0) | (x1, x4) ∈ P2}, čili

{x1 · (1, 0, 0, 0, 0) + x4 · (0, −1, −2, 1, 0) | (x1, x4) ∈ P2}.

Vektory (1, 0, 0, 0, 0) resp. (0, −1, −2, 1, 0) tvořı́ bázi v 2-rozměrném prostoru všech řešenı́, tj.
fundamentálnı́ řešenı́; zı́skáme je volbou (x1, x4) = (1, 0) resp. (x1, x4) = (0, 1).

Nehomogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic

Tvrzenı́. Bud’ξ∗ libovolné pevně zvolené řešenı́ nehomogennı́ soustavy Ax = b. Pak je množina
všech řešenı́ nehomogennı́ soustavy Ax = b rovna množině

{ ξ + ξ∗ | ξ je řešenı́ homogennı́ soustavy Ax = 0 }.

Důkaz. Je-li x = ξ libovolné řešenı́ homogennı́ soustavy Ax = 0, pak je ξ + ξ∗ řešenı́
nehomogennı́ soustavy Ax = b. Podle předpokladů totiž Aξ = 0 a Aξ∗ = b, načež A(ξ+ξ∗) =
0 + b = b.

Ukažme ještě, že každé řešenı́ x = η nehomogennı́ soustavy Ax = b je tvaru η = ξ + ξ∗
pro vhodné ξ . Položme ξ = η − ξ∗, načež Aξ = A(η − ξ∗) = b − b = 0, a tudı́ž ξ je řešenı́
homogennı́ soustavy, což se mělo ukázat.

Shora uvedené libovolné řešenı́ ξ∗ nehomogennı́ soustavy se nazývá partikulárnı́ řešenı́.
Vidı́me, že obecné řešenı́ soustavy je součtem partikulárnı́ho řešenı́ soustavy a některého
řešenı́ přı́slušné homogennı́ soustavy. Obecné řešenı́ nehomogennı́ soustavy obecně netvořı́
vektorový prostor (jde o tzv. afinnı́ prostor, studovaný v geometrii).

Připomeňme, že partikulárnı́ řešenı́ vůbec nemusı́ existovat a obecné řešenı́ může být prázdná
množina (srovnejte s Frobeniovou větou).
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Důsledek. Bud’ ξ∗ libovolné partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ soustavy Ax = b. Bud’
η1, . . . , ηr fundamentálnı́ řešenı́ homogennı́ soustavy Ax = 0. Pak je množina všech řešenı́
nehomogennı́ soustavy Ax = b rovna množině

{ ξ∗ + p1η1 + · · · + prηr | p1, . . . , pr ∈ P }.
Přı́klad. Homogennı́ soustava

(
1 0 2 0
0 1 1 1

)



x1

x2

x3

x4


 = 0

má při volbě hlavnı́ch neznámých x1, x2 řešenı́

x1 = −2x3, x2 = −x3 − x4.

Fundamentálnı́ řešenı́ je dvojice (−2, −1, 1, 0) a (0, −1, 0, −1).
Nehomogennı́ soustava

(
1 0 2 0
0 1 1 1

) 


x1

x2

x3

x4


 =

(
1
1

)

má partikulárnı́ řešenı́ napřı́klad ξ∗ = ( 1
3 , 1

3 , 1
3 , 1

3 ). Jejı́ obecné řešenı́ je potom

( 1
3 , 1

3 , 1
3 , 1

3 ) + p1(−2, −1, 1, 0) + p2(0, −1, 0, −1).

Jiná partikulárnı́ řešenı́ zı́skáme volbou parametrů p1, p2, napřı́klad (− 2
3 , − 1

6 , 5
6 , 1

3 ) při volbě p1 = 1
2 ,

p2 = 0.

Řešı́me-li nepřı́liš rozsáhlou soustavu lineárnı́ch rovnic s numerickými koeficienty, nenı́
třeba uvažovat o jiné metodě, než je Gaussova eliminace. Při řešenı́ na počı́tači určité problémy
vznikajı́ jen v souvislosti s konečným počtem platných cifer. Pro dosaženı́ maximálnı́ přesnosti
nesmı́ být hlavnı́ prvky blı́zké k nule. Obvykle stačı́ vybrat jako hlavnı́ ten prvek, který má
ze všech přı́pustných maximálnı́ absolutnı́ hodnotu. Pro rozsáhlé soustavy existujı́ numerické
metody iteračnı́, které dovolujı́ poměrně rychle zı́skat přibližné řešenı́ po konečném počtu
kroků. Zvláštnı́ metody existujı́ i pro řı́dké soustavy, což jsou soustavy s malým počtem
nenulových koeficientů.

Jakmile se však stane, že koeficienty soustavy závisı́ na nějakém parametru, pak se Gaussova
eliminace komplikuje. Častým krokem je totiž dělenı́ řádku výrazem s parametry, což je
elementárni úprava jen tehdy, když jde o výraz nenulový. Podle tohoto kriteria se úloha větvı́ na
řadu dı́lčı́ch přı́padů. Taková podmı́nka však nemusı́ mı́t nic společneho s řešitelnostı́ samotné
soustavy (ta závisı́ jen na hodnosti matice) a množstvı́ dı́lčı́ch přı́padů bývá v praxi zbytečně
velké.

Tomu lze zabránit volbou jiného postupu, který si vyložı́me v přı́padě, že matice A soustavy
je čtvercová.
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Tvrzenı́. Nehomogennı́ soustava Ax = b s invertibilnı́ čtvercovou maticı́ A má pro každou
pravou stranu b jediné řešenı́

x = A−1b.

Důkaz. Je-li A invertibilnı́, pak x = A−1b je řešenı́ (ověřte). Je-li ξ řešenı́, pak Aξ = b, a tedy
ξ = A−1 Aξ = A−1b.

Cvičenı́. Nehomogennı́ soustava Ax = b se čtvercovou maticı́ A je řešitelná pro každou pravou stranu
b jen tehdy, když je matice A invertibilnı́. Dokažte.

Návod: Je-li soustava Ax = b řešitelná pro každou pravou stranu, pak je řešitelná pro pravé strany
b1 = (1, 0, . . . , 0) až bn = (0, . . . , 0, 1). Přı́slušná řešenı́ ξ1, . . . , ξn necht’tvořı́ sloupce matice X . Pak
je AX = E a X je inverznı́ k A.

Pro řešenı́ x = A−1b lze najı́t elegantnı́ vyjádřenı́:

Cramerovo pravidlo. Bud’ Ax = b nehomogennı́ soustava s invertibilnı́ čtvercovou maticı́ A
a řešenı́m ξ = (ξ1, . . . , ξn). Pak

ξi = det Ai

det A
,

kde Ai je matice vzniklá z matice A záměnou i-tého sloupce sloupcem pravých stran b:

det Ai =
∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,i−1 b1 a1,i+1 . . . a1,n
...

...
...

...
...

an1 · · · an,i−1 bn an,i+1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣
Důkaz. Při rozvoji podle i-tého sloupce dostáváme det Ai = ∑

j Â j i b j . Dále

ξ = A−1b = adj A

det A
b = Â�

det A
b = Â�b

det A
,

a tedy

ξi =
∑

i Â�
i j b j

det A
=

∑
i Â j i b j

det A
= det Ai

det A
.

Použitı́m Cramerova pravidla lze dosáhnout toho, že jediným dělenı́m bude dělenı́ determi-
nantem soustavy, čı́mž se vyloučı́ nadbytečná větvenı́, která by se jinak vyskytla u Gaussovy
eliminace. Připomeňme, že výpočet determinantů se v principu obejde bez dělenı́.

Cvičenı́. Řešte soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 = 4,

αx1 + x2 + 2x3 = 3,

−x1 + αx2 + x3 = 2.

Návod: Determinant matice soustavy jest α(3α − 4). Pro hodnoty α �= 0 a α �= 4
3 je matice soustavy

nesingulárnı́ a soustava má jediné řešenı́, které lze vypočı́st pomocı́ Cramerova pravidla. Pro hodnoty
α = 0 a α = 4

3 se použije Gaussova eliminace (pro α = 0 vyjde nekonečně mnoho řešenı́, pro α = 4
3

nevyjde žádné řešenı́).
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