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8. Uspořádánı́ a svazy

Uspořádánı́ je dalšı́ užitečná abstraktnı́ struktura na množině. Modeluje takové vztahy mezi prvky
jako většı́ (menšı́), obsažený (obsahujı́cı́) apod. Přidávánı́m podmı́nek postupně dojdeme ke speciálnı́m
uspořádaným množinám – svazům a Booleovým algebrám –, které jsou zároveň algebrami se dvěma
binárnı́mi operacemi a majı́ důležité aplikace, zejména v informatice.

1. Uspořádané množiny

Připomeňme, že relace na množině M je libovolná podmnožina kartézského součinu M2 =
M × M . Je-li ρ ⊆ M2 relace, pak vztah (x, y) ∈ ρ zapisujeme x ρ y.

Definice. Bud’ dána množina M . Relace ρ na M se nazývá
1◦ reflexivnı́, platı́-li aρa pro všechna a ∈ M ,
2◦ antisymetrická, platı́-li implikace aρb, bρa ⇒ a = b,
3◦ tranzitivnı́, platı́-li implikace aρb, bρc ⇒ aρc.

Relace, která je reflexivnı́, antisymetrická a tranzitivnı́ zároveň, se nazývá uspořádánı́. Dvojice
(M, ρ) se pak nazývá uspořádaná množina.

Přı́klady. 0) Na každé množině M je identická relace idM uspořádánı́m (připomeňme, že a idM b ⇔
a = b).

1) (R, ≤), (Z, ≤), (N, ≤) atd. jsou uspořádané množiny, je-li ≤ obvyklé uspořádánı́ čı́sel podle
velikosti.

2) Bud’ M množina, bud’ P(M) množina všech podmnožin množiny M . Inkluze ⊆ je uspořádánı́ na
P(M) a (P(M), ⊆) je uspořádaná množina.

3) (N, |), kde a|b (čteme a dělı́ b) právě tehdy, když existuje m ∈ N takové, že am = b. Relace ,, | “
se nazývá relace dělitelnosti a je uspořádánı́m.

Podejme důkaz antisymetrie. Jestliže a|b a b|a, pak existujı́ m, n ∈ N taková, že am = b a bn = a.
Odtud a = amn, ale a �= 0, načež 1 = mn. Rovnice 1 = mn však má v přirozených čı́slech jediné řešenı́:
m = 1 a n = 1. Potom b = a · 1 = a.

Upozorněme, že analogicky definovaná relace dělitelnosti na množině Z celých čı́sel nenı́ anti-
symmetrická, protože 1|−1 a −1|1, a přesto 1 �= −1 (to souvisı́ s tı́m, že rovnice 1 = mn má v celých
čı́slech ještě dalšı́ řešenı́ m = −1 a n = −1).

Bud’ρ uspořádánı́ na množině M . Opačná relace ρ−1 (tj. relace definovaná předpisem ,,aρ−1b
právě když bρa“) je zase uspořádánı́. Nazývá se duálnı́ uspořádánı́. Často se obecné uspořádánı́
označuje symbolem ,,≤“. Duálnı́ uspořádánı́ ≤−1 se pak označuje symbolem ,,≥“: a ≥ b právě
tehdy, když b ≤ a. Podobně nakládáme se symboly ,,⊆“ atp.

Každá podmnožina N ⊆ M uspořádané množiny (M, ≤) je opět uspořádaná množina. Relace
≤N , zadaná pro libovolná x, y ∈ N předpisem x ≤N y ⇔ x ≤ y, je totiž uspořádánı́ na N .
Nazývá se indukované uspořádánı́ a značı́ se rovněž ≤.
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Přı́klady. 1) Přirozené uspořádánı́ ≤ na množině N je totožné s uspořádánı́m indukovaným z přirozeného
uspořádánı́ množiny Z. Totéž platı́ pro dalšı́ dvojice z množin N, Z, Q, R.

2) Bud’ A množina, uvažujme o množině A2 = A × A. Množina všech podmnožin množiny A2, čili
P(A2), je vlastně množina všech binárnı́ch relacı́ na množině A. Inkluze ⊆ pak představuje uspořádánı́
na P(A2). Přitom

ρ ⊆ σ

právě tehdy, když platı́ implikace (x, y) ∈ ρ ⇒ (x, y) ∈ σ , to jest, implikace

xρy ⇒ xσ y.

Definice. Řekneme, že prvky a, b uspořádané množiny M jsou srovnatelné, platı́-li a ≤ b nebo
a ≥ b. Uspořádaná množina M se nazývá řetězec, jsou-li každé dva prvky a, b ∈ M srovnatelné.

Přı́klad. (R, ≤), (Z, ≤), (N, ≤) atd. jsou řetězce.

Cvičenı́. Dokažte, že každá podmnožina řetězce je opět řetězec, vzhledem k indukovanému uspořádánı́.

Bud’ ≤ uspořádánı́ na M . Zaved’me označenı́ a < b, jestliže a ≤ b a zároveň a �= b. Dále
zaved’me označenı́ a <◦ b, jestliže a < b a neexistuje c ∈ M takové, že a < c, c < b. Je-li
a <◦ b, pak řı́káme, že prvek b pokrývá prvek a.

Přı́klady. 1) V množině N s přirozeným upořádánı́m podle velikosti platı́ 1 < 2 a 1 <◦ 2. Dále platı́
1 < 3 ale nikoliv 1 <◦ 3.

2) V množině Q všech racionálnı́ch čı́sel s přirozeným uspořádánı́m neplatı́ a <◦ b pro žádnou dvojici
a < b. Skutečně, prvek c = 1

2 (a + b) pak splňuje a < c, c < b.

Konečnou uspořádanou množinu (M, ≤) můžeme znázornit diagramem. Prvky množiny M
znázornı́me jako body v rovině, v nı́ž je zadán horizontálnı́ směr. Prvky a, b, splňujı́cı́ a <◦ b
vyznačı́me tak, že a ležı́ nı́že než b a spojı́me je úsečkou.

Z diagramu pak můžeme určit uspořádánı́ množiny M : a ≤ b právě tehdy, když a ležı́ nı́že než
b a existuje zdola nahoru směřujı́cı́ posloupnost na sebe navazujı́cı́ch úseček z bodu a do bodu b.

Přı́klad. V uspořádné množině Y s diagramem vpravo a b

c

d

platı́:
– c <◦ a, c <◦ b, d <◦ c;
– d < a, ale nikoliv d <◦ a;
– prvky a, b jsou nesrovnatelné.

Cvičenı́. Nakreslete diagram
1) čtyřprvkového řetězce;
2) uspořádané množiny duálnı́ k uspořádané množině Y z předchozı́ho přı́kladu;
3) Uspořádáné množiny (P(M), ⊆), je-li M jedno-, dvou-, třı́- a čtyřprvková množina.

Definice. Bud’ (M, ≤) uspořádaná množina. Prvek x ∈ M se nazývá
– nejmenšı́, je-li x ≤ a pro všechna a ∈ M ;
– největšı́, je-li x ≥ a pro všechna a ∈ M ;
– maximálnı́, neexistuje-li a ∈ M takový, že a > x ;
– minimálnı́, neexistuje-li a ∈ M takový, že a < x .
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Přı́klad. V uspořádné množině Y z předchozı́ho přı́kladu platı́:
– d je nejmenšı́ prvek a zároveň jediný prvek minimálnı́;
– největšı́ prvek neexistuje, zatı́mco a, b jsou dva prvky maximálnı́;

Cvičenı́. Dokažte:
(1) V každé uspořádané množině existuje nejvýše jeden největšı́ a nejvýše jeden nejmenšı́ prvek.
(2) Existuje-li nejmenšı́ prvek, pak je jediným minimálnı́m prvkem. Existuje-li největšı́ prvek, pak je

jediným maximálnı́m prvkem.

Definice. Bud’ A ⊆ M podmnožina uspořádané množiny (M, ≤). Prvek x ∈ M se nazývá
– dolnı́ závora množiny A, je-li x ≤ a pro všechna a ∈ A;
– hornı́ závora množiny A, je-li x ≥ a pro všechna a ∈ A;
– supremum množiny A, je-li x nejmenšı́ prvek množiny všech hornı́ch závor množiny A;

pı́šeme x = sup A;
– infimum množiny A, je-li x největšı́ prvek množiny všech dolnı́ch závor množiny A; pı́šeme

x = inf A.

Přı́klad. V našı́ uspořádné množině Y platı́:
– podmnožina { a, b } má dolnı́ závory c, d, z nich největšı́ je c, a proto inf{ a, b } = c.
– podmnožina { a, b } nemá žádnou hornı́ závoru, a proto sup{ a, b } neexistuje (množina hornı́ch závor

je prázdná, a proto nemá největšı́ prvek).

Cvičenı́. Dokažte:
(1) Každá podmnožina má nejvýše jedno supremum a nejvýše jedno infimum.
(2) Jestliže x ≤ y, pak inf{ x, y } = x a sup{ x, y } = y.
(3) Jestliže inf{ x, y } = x , pak x ≤ y.
(4) Jestliže sup{ x, y } = y, pak x ≤ y.

Uvažujme o matematickém pojmu, v jehož definici vystupuje nějaké uspořádánı́ ≤. Nahradı́me-
li toto uspořádánı́ duálnı́m uspořádánı́m ≥, obdržı́me definici duálnı́ho pojmu. Tak napřı́klad,
duálnı́m pojmem k pojmu nejmenšı́ho prvku je pojem největšı́ho prvku.

Bud’ A libovolné tvrzenı́ o uspořádáných množinách. Náhradou pojmů duálnı́mi pojmy vznikne
duálnı́ tvrzenı́ B. Jestliže obecně platı́ tvrzenı́ A, pak obecně platı́ i duálnı́ tvrzenı́ B. Důkaz tvrzenı́
B obdržı́me, nahradı́me-li ve všech krocı́ch důkazu tvrzenı́ A všechny pojmy pojmy duálnı́mi.

2. Izotonnı́ zobrazenı́

Definice. Bud’te (M, ≤), (N , ≤) dvě uspořádané množiny. Zobrazenı́ f : M → N se nazývá
izotonnı́, jestliže platı́ implikace a ≤ b ⇒ f (a) ≤ f (b).

Je-li zobrazenı́ f bijektivnı́ a f i f −1 jsou izotonnı́, pak řı́káme, že f je izomorfismus uspořá-
daných množin, a že uspořádané množiny (M, ≤), (N , ≤) jsou izomorfnı́.

Přı́klad. Identické zobrazenı́ id : (N, |) → (N, ≤) je izotonnı́ zobrazenı́. Skutečně, jestliže a|b, pak
b = na pro nějaké n ∈ N, ale n ≥ 1, a proto b = na ≥ a.

Inverznı́ zobrazenı́ id : (N, ≤) → (N, |) nenı́ izotonnı́ zobrazenı́, protože neplatı́ implikace a ≤ b ⇒
a|b (napřı́klad 2 ≤ 3, ale neplatı́ 2|3).
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Přı́klad. Bud’te A = B = { 0, 1 } dvouprvkové množiny, opatřené uspořádánı́m podle následujı́cı́ch
diagramů:

A Bf

Bud’ f : A → B identické zobrazenı́. Pak f je izotonnı́ bijekce, jejı́ž inverze f −1 nenı́ izotonnı́.

Cvičenı́. Dokažte, že kompozice izotonnı́ch zobrazenı́ je izotonnı́ zobrazenı́.

Svazy

Definice. Bud’ (M, ≤) uspořádaná množina. Necht’ pro každé dva prvky x, y ∈ M existuje
infimum inf{ x, y } a supremum sup{ x, y }. Pak řı́káme, že M je svazově uspořádaná množina.

Přı́klady. 1) Bud’M množina, pak je (P(M), ⊆) svazově uspořádaná množina, přičemž platı́ inf{ X, Y } =
X ∩ Y a sup{X, Y } = X ∪ Y pro libovolné prvky X, Y ∈ P(M).

2) (N, |) je svazově uspořádaná množina, přičemž inf{ a, b } = největšı́ společný dělitel, sup{ a, b } =
nejmenšı́ společný násobek čı́sel a, b ∈ N.

3) Každý řetězec (M, ≤) je svazově uspořádaná množina, přičemž inf{ a, b } = min{ a, b } je menšı́,
resp. sup{ a, b } = max{ a, b } je většı́ z prvků a, b ∈ M .

Tvrzenı́. Bud’ (M, ≤) svazově uspořádaná množina. Označme

x ∨ y := sup{ x, y }, x ∧ y := inf{ x, y }.

Pak
x ∨ x = x, x ∧ x = x,

x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x,

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z,

x ∨ (y ∧ x) = x, x ∧ (y ∨ x) = x

(∗)

pro libovolná x, y, z ∈ M.

Důkaz. Asociativita: Cvičenı́. Návod: Ukažte, že x ∨ (y ∨ z) = sup{ x, y, z } = (x ∨ y) ∨ z.
Zbytek: Cvičenı́.

Cvičenı́. Dokažte, že x1 ∨ x2 ∨· · ·∨ xn = sup{ x1, x2, . . . , xn }. (Vlevo nezáležı́ na uzávorkovánı́, protože
operace je asociativnı́.)

Definice. Algebraická struktura (M, ∧, ∨) se dvěma binárnı́mi operacemi ∧ a ∨ se nazývá svaz,
jestliže jsou splněny podmı́nky (∗). Binárnı́ operace ∧ se nazývá průsek, binárnı́ operace ∨ se
nazývá spojenı́.

Ukázali jsme, že každá svazově uspořádaná množina je svaz. Platı́ však i obráceně, že každý
svaz je svazově uspořádaná množina.

4
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Cvičenı́. A) Bud’ (M, ∧, ∨) svaz. Pak platı́:
(1) Položme x ≤∧ y právě když x ∧ y = x . Pak je ≤∧ uspořádánı́ na množině M .
(2) Položme x ≤∨ y právě když x ∨ y = y. Pak je ≤∨ uspořádánı́ na množině M .
(3) Uspořádánı́ ≤∧ je shodné s uspořádánı́m ≤∨ a je svazové, přičemž

sup{x, y} = x ∨ y, inf{x, y} = x ∧ y.

B) Bud’ (M, ∧, ∨) svaz. Ukažte, že (M, ∨, ∧) je také svaz; nazývá se duálnı́ svaz. Ověřte, že duálnı́
svaz má duálnı́ uspořádánı́.

Nadále budeme použı́vat termı́n svaz i pro svazově uspořádané množiny. Svazy budeme chápat
i jako algebraické struktury i jako uspořádané množiny současně. Vı́me totiž, že uspořádánı́
jednoznačně určuje algebraickou strukturu a algebraická struktura zase jednoznačně určuje
uspořádánı́.

Cvičenı́. S každým svazem jsou spojeny dvě pologrupy (M, ∧) a (M, ∨).
A) Dokažte, že následujı́cı́ výroky o svazu (M, ∧, ∨) jsou ekvivalentnı́:

(1) M má největšı́ prvek e;
(2) (M, ∧, e) je monoid.

B) Zformulujte a dokažte ,,duálnı́“ výsledek o monoidu (M, ∨, e).

Cvičenı́. Ukažte, že pologrupa A = { ♥, ♠, ♦, ♣ } s operacı́ ,, � “ zadanou tabulkou

� ♥ ♠ ♦ ♣
♥ ♥ ♥ ♥ ♥
♠ ♥ ♠ ♥ ♠
♦ ♥ ♥ ♦ ♦
♣ ♥ ♠ ♦ ♣

je pologrupou (A, �) některého svazu (A, �, �). Nakreslete diagram tohoto svazu a vysvětlete, jak jej lze
použı́t k důkazu asociativity operace ,, � “.

Při počı́tánı́ ve svazech můžeme použı́t následujı́cı́ užitečné implikace:

Tvrzenı́. Pro každé tři prvky x, a, b svazu L platı́
(i) jestliže a ≤ b, pak a ∧ x ≤ b ∧ x ;

(ii) jestliže a ≤ b, pak a ∨ x ≤ b ∨ x ;
(iii) jestliže x ≤ a, x ≤ b, pak x ≤ a ∧ b;
(iv) jestliže x ≥ a, x ≥ b, pak x ≥ a ∨ b.

Důkaz. (i) Necht’a ≤ b, pak a ∧ b = a, načež (a ∧ x) ∧ (b ∧ x) = a ∧ b ∧ x = a ∧ x ; odtud
tvrzenı́. (ii) cvičenı́; (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cvičenı́).

Je-li (L , ∧, ∨) svaz, pak je (L , ∨, ∧) také svaz. Identity (∗)definujı́cı́ svaz jsou totiž symetrické
vzhledem k vzájemné záměně ∧ a ∨. Nazývá se duálnı́ svaz ke svazu L a budeme jej značit L∗.

Stává se, že podmnožina A svazu M obsahuje i všechna suprema a infima všech dvojic svých
prvků, a je potom sama svaz.

Definice. Podsvaz svazu (M, ∧, ∨) je podmnožina A ⊂ M taková, že pro každé x, y ∈ A platı́
x ∧ y ∈ A a x ∨ y ∈ A.
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Přı́klad. Svaz M a dva jeho podsvazy A a B:

M

A =⊇⊇ a B =

Cvičenı́. (1) Každá podmnožina řetězce je podsvaz.
(2) Každá podmnožina svazu, která je řetězcem, je podsvaz.

Nicméně, podmnožina A může být svazem vzhledem k indukovanému uspořádánı́, aniž by
byla podsvazem:

Přı́klad. Svaz M a jeho podmnožina A, která je svazem, ale nenı́ podsvazem.

M

x y

x ∨M y A

x y

x ∨A y

⊇

Supremum x ∨A y v A je různé od suprema x ∨M y v M!

Definice. Bud’te (X, ∧, ∨), (Y, ∧, ∨) svazy. Zobrazenı́ f : L → R se nazývá homomorfismus
svazů, jestliže f (a ∧ b) = f (a) ∧ f (b) a f (a ∨ b) = f (a) ∨ f (b) pro každé a, b ∈ X .

Tvrzenı́. Každý homomorfismus svazů je izotonnı́ zobrazenı́.

Důkaz. Bud’te (X, ∧, ∨), (Y, ∧, ∨) svazy, bud’ f : X → Y homomorfismus. Necht’a, b ∈ X a
necht’a ≤ b, takže a ∧ b = a, načež f (a) ∧ f (b) = f (a ∧ b) = f (a), a proto f (a) ≤ f (b),
což se mělo dokázat.

Izotonnı́ zobrazenı́ svazů však nemusı́ být homomorfismus:

Přı́klad. Zobrazenı́ f je izotonnı́ zobrazenı́ svazů, je-li

A

x y

x ∨ y

x ∧ y

B

Toto zobrazenı́ nenı́ homomorfismus svazů, protože f (x) ∨ f (y) = f (y) �= f (x ∨ y)
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Cvičenı́. Bud’ f : A → B zobrazenı́ svazu (A, ∧, ∨) do svazu (B, ∧, ∨). Dokažte, že následujı́cı́ výroky
jsou ekvivalentnı́:

1◦ f je izomorfismus uspořádaných množin;
2◦ f je izomorfismus svazů.

Úplné svazy

Definice. Bud’ L svaz, řekneme, že L je úplný, má-li každá podmnožina v L supremum i infimum.

Přı́klad. (1) Každý konečný svaz je úplný a platı́ sup{ x1, . . . , xn } = x1 ∨ . . . ∨ xn , inf{ x1, . . . , xn } =
x1 ∧ . . . ∧ xn .

(2) Svaz (P(M), ⊆) je úplný. Infima jsou průniky, suprema jsou sjednocenı́.
(3) Svaz (N, ≤) nenı́ úplný. Scházı́ napřı́klad supremum celé množiny N.

Každý úplný svaz L má největšı́ prvek sup L i nejmenšı́ prvek inf L .

Věta. Bud’ L uspořádaná množina, jejı́ž každá podmnožina má infimum. Pak L je úplný svaz.

Důkaz. Bud’ X ⊆ L . Označme Y množinu všech hornı́ch závor množiny X . Položme s = inf Y
a dokažme, že s = sup X .

Nejprve dokažme, že s je hornı́ závora množiny X . Bud’ tedy x ∈ X libovolné. Pro každý
prvek y ∈ Y pak máme y ≥ x , protože y je hornı́ závora množiny X . To ale znamená, že x je
dolnı́ závora množiny Y . Odtud x ≤ s, protože s je největšı́ dolnı́ závora množiny Y .

Předchozı́ výsledek znamená, že s ∈ Y . Protože navı́c s = inf Y , je s nejmenšı́ prvek množiny
Y , a tedy nejmenšı́ hornı́ závora množiny X , což se mělo dokázat.

Cvičenı́. Dokažte, že inf ∅ je největšı́ prvek v X . Mezi předpoklady věty proto je i předpoklad, že X má
největšı́ prvek. Napřı́klad (N, ≤) nenı́ úplný svaz, přestože každá neprázdná podmnožina má infimum.

Posledně uvedená věta poskytuje cenný způsob důkazu, že některá uspořádaná množina je
svaz.

Přı́klad. Bud’ A grupa, označme P(A) množinu všech podgrup grupy A. Pak je (P(A), ⊆) úplný svaz.
Snadno se totiž ukáže, že pro libovolné podgrupy Ai , i ∈ I , je

⋂
i∈I Ai zase podgrupa (cvičenı́), která

je současně infimem inf{ Ai }i∈I (cvičenı́). Podle předchozı́ věty je potom (P(A), ⊆) úplný svaz. Proto
existuje i supremum sup{ Ai }i∈I a je průnikem všech podgrup, které obsahujı́ všechny podgrupy Ai .
Přı́klad je zformulován pro grupy, ale jeho analogie platı́ i pro pologrupy, monoidy a v podstatě jakékoliv
algebraické struktury.

Problém k řešenı́. Označme E(A) množinu všech relacı́ ekvivalence na A. Protože E(A) ⊆ P(A2),
vzniká na E(A) indukované uspořádánı́. Dokažte, že E(A) je úplný svaz.

3. Distributivnı́ svazy

Definice. Řekneme, že svaz (M, ∧, ∨) je distributivnı́, platı́-li pro každé tři prvky x, y, z ∈ M
distributivnı́ zákony

(i) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);
(ii) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).
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