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0. Mnoziny, relace a zobrazeni

Petitem (malym pismem) vyznatujeme Casti textu, které obsahuji dopliujici a rozSifujici
vyklad. Je mozné (anékdy nutné) je pfi prvnim cteni vynechat. Toto pravidlo neplati pro priklady,
cviceni a nasledujici odstavec.

Matematika je deduktivni véda a algebra je jgji soucast. V3echny pojmy jsou vymezeny definici.
Kriteriem pravdivosti matematického tvrzeni je dilkaz. To je potieba brat smrtelné vazné.

Predpokl adame, ze pojem mnoZzna je dostatetné znam ze stfedni Skoly. Tamtéz byly vylozeny
z&klady vyrokového pottu (negace 7, konjunkce A, digunkce v, implikace =, ekvivalence <
vyrokU; obecny kvantifikator V, existentni kvantifikator 3; dilkaz primy a diikaz sporem).

Ne vZechny pojmy Ize definovat a ne vsechna tvrzeni |ze dokézat. Nejvice takovych mezer zeje prave
v z&kladech matematiky — evidentné nelze definovat definici, evidentné nelze dokézat spravnost vech
pravidel, podle kterych dokazujeme.

Ukézalo se, Zenel zejednodusedefinovat ani pojem ,,mnoZina —naivni pokusy vedou ke sporfim. Pfesto
v dnedni dobé pfevladasnahazakotvit zaklady matematiky pravév teorii mnoZzin. Korektni zavedeni pojmu
mnozina predstavuje problém feSeny v tzv. axiomatické teorii mnozin. Podrobny vyklad je pfedmétem
samostatné prednasky.

Dale budeme pFedpokléadat, Ze jsou znamy i pojmy prirozené, celé, racionalni, redlné a komp-
lexni €ido, zakladni aritmetické operace s nimi (vCetné déleni pfirozenych Cisel se zbytkem) a
usporadani realnych Cisel podle velikosti.

1. Mnoziny

Bud M mnoZina Zapisa € M oznatuje, e a je prvek mnoziny M. Rikametéz, 7e a patfi do
mnoziny M. Zapisa ¢ M oznaCuje, Ze a neni prvek mnoziny M (nepatfi do mnoziny M). Pro
libovolné a nastava préavé jednaz moznostia € M neboa ¢ M.

Mnoziny A, Bjsousi rovny, A = B, maji-li tyté€Z prvky, tj. plati-li ekvivalencex € A < x € B.

Intuitivni pfedstava spojena s pojmem mnozinaje stejnajako u slov ,,souhrn“ &i ,,soubor.“ Mimo tento
ramec jsou souhrny, které urcuji samy sebe (pfiklad: ,,mnozina vSech mnozin“) — odkazy na sebe sama
(logické kruhy), jak znamo, mohou vést k logickym sporlim (viz Russelliv paradox nize).

Existuje pravé jedna mnoZina, ktera neobsahuje zadny prvek. Nazyva se prazdna mnozina a
oznatuje se . Konetnou mnozinu (mnozinu s konetnym poctem prvkd) | ze zadat vy&tem prvkd,
napfiklad A = {Q, ®, <, & }. Nékterénekonetnémnoziny | ze zadat ne(iplnym vyctem, napriklad
N ={12,3,45,...} jemnozinavsech pfirozenych Cisel.

Cviteni. Rozhodnéte, zdaplati (&%} = {&, & }.

Rekneme, e mnoZina B je podmnozinou mnoziny A, jestlize kazdy prvek z mnoziny B naleZi
i mnozine A, tj. kdyZ plati implikacex € B = x € A. Zapisujeme B C A.
Z&pis B ¢ Aznamena, Ze B C A azéroven B # A. Napfiklad, {Q, &} C {QO, ®, >, & ).
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Cviteni. Rozhodnéte, zdaplati a) {#} € {{&}};b) (&} C {{Md}};0)0 e {d});d)d C {d).

Priklad. Dokézeme, ZzeprolibovolnédvémnoZziny A, B jsou nésledujici viroky ekvivaentni: (1) A = B;
() ACBABCA.

Vime, Ze virok o < B je ekvivalentni s vyrokem (¢ = B) A (B = «). Dosadime-li za o vyrok
X € A" azap vyrok ,,x € B", dostavame, Ze vyrok x € A <& X € B je ekvivaentni s vyrokem
(xe A= xe€ B)A (x e B= x e A), coz bylo tfeba dokazat.

Bud A libovolnd mnoZina. Bud ¢ néjakéa viastnost takova, ze o kazdem prvku a € A lze
rozhodnout, zda viastnost ¥+ ma, coz zapisujeme v (a), €i nema, coz zapisujeme ¥ (a). Pod-
mnozinamnoziny A tvofenavsemi prvky a € A svlastnosti v se oznatuje

lacAlyv@}.
Napiiklad, je-li A= {Q, ®, <, &}, pak {ac A|ajeternébarvy} = {®, & ).

Zapis{a | ¥(a)} (chybi ,,e A, kde A je mnozina) je v principu také mozny, ale nemusi oznatovat
MNOoZinu.

Priklad (Russelliv paradox): Necht N = {x | X jemnoZinaax ¢ X} (souhrn véech mnoZin, které
nejsou samy svym prvkem). Pfipustime-li, Ze N je mnozina, pak mohou nastat dvé moznosti: Bud
N ¢ N, alepak N € N podle definice souboru N, spor, anebo N € N, alepak N ¢ N podle definice
souboru N, opét spor. Tudiz, N neni mnoZina.

Bud n prirozené Cidlo, budte Aq, ..., Ay ngaké mnoziny. Siednoceni mnozin A, ..., A,
oznalime A1 U - -- U Ay; je to mnoZina tvofena prave témi prvky a, které leZi v alespon jedné
zmnozin Ay, ..., Ay Napfiklad, {(Q1 U{Q, 8} U (@, &} = {O, &, &}. Plati ekvivalence
ac AUB&waeAvaeB.

Priinik mnozin Ay, ..., A, oznatime A; N - - -N A,; jeto mnozinatvorena pravé témi prvky a,
kterélezi v kazdéz mnozin Aq, . .., As. Napfiklad, {O, @, & 1N {0, O, &) = {Q, & }. Zigmé
ANB={xeA|xeB}={xeB|xeA}l.Paiae AnNB&ac AAnacB.

Nakonec, rozdil mnozin A, BjeA\B ={a e A|a ¢ B}.Napfiklad: { O, ®, $ I\ {0, O} =

{*5*}'
Sjednoceni, prinik i rozdil mnoZzin jsou vzdy opét mnoZziny. Plati rovnosti
AUB=BUA, ANB=BnNA,
AUuBUC)=(AuB)UC ANBNC)=(ANnB)NC

— AUBUC, =ANBNC,
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C), A\(BUC)=(A\B)N(A\C).

Cviceni. Dokazte predchozi rovnosti dosazenim do vhodnych logickych ekvivalenci.

2. Kartézsky soucin

Rekneme, Ze je dana usporadana dvojice (a, b) prvké mnozin A, B, jsou-li dany prvky a € A
ab e B. Usporadané dvojice (a, b) a (&, b') jsou s rovny, (a,b) = (@, ), pravé kdyz plati
a = a azaoven b = b'. Prvek a resp. b se nazyva prvni resp. druhy prvek dvgjice (a, b).
Usporadanadvajice (a, b) je urtena svymi dvéma prvky ajejich pofadim (narozdil od mnoziny
{a,b}).
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Shora uvedené vymezeni pojmu usporadana dvojice |ze povazovat za jeho definici — umoznuje roz-
poznat usporadanou dvojici a rozhodnout, kdy jsou si dvé uspofadané dvojice rovny. Chceme-li viak
veskerou matematiku vybudovat z mnoZin, miizeme uspofadanou dvojici (a, b) definovat predpisem
(a,b) = {{a}, {a,b}}. Skutetng, {{a},{a, b}} = {{a'},{a,b'}} pravetehdy, kdyza =bAra =
(dokazte).

MnoZinu v3ech usporadanych dvojic (a, b) prvkll mnozin A, B nazyvame kartézsky soutin
mnozin A, B aoznatujeme A x B.

Piiklad. {Q, Ol x {8, &) ={(O, @), (O, &), (O, W), (&, 8}

Priklad. Budte A, B libovolné mnoziny, budte A' € A, B’ C B jgich podmnoziny. Pak plati

A xB =(Ax B)Nn (A x B).

Provedme dlikaz tohoto tvrzeni. Jde o rovnost mnoZin; dokazme inkluze ,,C* a,, 2" zvIa&t.

»C"“:Bud (a, b) € A’ x B’ libovolny prvek. To znameng, zea € A’ ab € B’ jsou dvalibovolné prvky.
Protoze A' C A, jetakéa € A, natez (a, b) € A x B’. Protoze B’ € B, mame podobnéb € B, natez
(a,b) € A’ x B. Tudiz, (a, b) € (A x B) N (A" x B). Prislusnainkluze je dokazana.

,2“: Bud (a, b) libovolny prvek priiniku (A x B") N (A’ x B). Pak specidlng (a, b) € A x B’, nateZ
ac Abe B.Podobnég(a,b) € AxB,natezac A,be B.Zae A,be B vyplyva(a,b) € A x B'.
Tim je dokazanai opatnainkluze.

Cviceni. Budte A, B libovolné mnoZziny, budte A’, A” C A podmnoZziny. DokaZte, Ze plati

1. (ANA) x B=(A x B)N (A" x B);
2. (N UA") x B= (A x B)U (A" x B).

3. Relace

Definice. Budte A, B libovolné mnoziny. Relace mezi mnozZinami A, B jelibovolnapodmnozina
kartézského soutinu A x B. Jelli p € A x Brelaceajsou-li a € A, b € B prvky takové, ze
(a, b) € p, pak fikéme, Ze prvek a jev relaci p s prvkem b a strutné zapisujeme apb.

Relace na mnoziné A je zvlastni pripad, kdy A = B.

Zadat relaci (neboli korespondenci) mezi mnozinami A, B je tedy totéz, co vybrat urCitou
mnozinu dvajic (a, b), kdea € Aab € B.

Relace mezi mnoZinami, zejména konetnymi, miizeme znazoriovat grafem. Prvky mnozin
A, B znazornime body v roving, body a a b znazorfujici prvky jednotlivych mnoZzin spojime
Sipkou tehdy ajen tehdy, jsou-li v relaci.

Priklady. 1.Necht A={Q,<$}, B ={®, &}. Podmnozinap = {(O, &), (O, &)} jerelace mezi mno-
Zinami A, B. Plati Qp# aQpd. Neplati napriklad <>pd. Graf:

< &
A o/ . B

2. Prazdna podmnozina® € A x B je relace mezi mnozinami A, B. Zadnédvaprvky a € A, b € B
nejsou Vv této relaci.

3. PodmnozZina A x B C A x B jerelace mezi mnozinami A, B. Kazdédvaprvky a € A,b € B jsou
v této relaci.

4. ldenticka relace namnoziné A je podmnozinaida = {(a,a) | a € A}. Prvky a,b € Ajsou v této
relaci prave tehdy, kdyza = b.
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5. Relace ostrého usporadani podle velikosti ,,<* namnoZzing R redlnych Cisal.

6. Relace neostrého usporadani podle velikosti ,,<“ namnoziné R realnych Cisal.

7. Relace,,<" sousedstvi zlevamezi celymi Cisly —fekneme, Ze €islo a sousedi zlevascislemb, jestlize
b=a+1

Cviceni. Nakredete grafy relaci 2. az 7.

Definice. Bud p relace mezi mnozinami A, B. Relace p~! mezi mnozinami B, A definovana
predpisem

p~t={(b a) | apb}
se nazyvaopacna relacek relaci p.

Zfgmeé v grafu relace p—* vede Sipkab — a pravé tehdy, kdyz v grafu relace p vede Sipka
a — b. (Graf opatné relace vznikne obracenim vSech Sipek grafu plivodni relace.)

Priklady. 1. Relace p~! mezi mnoZinami B = {#,. &} a A = {Q, <}, opanak relaci zavedené
v predchozim prikladu €. 1, je podmnoZina p— = {(®, Q), (&, O)}. Graf:
< &
A o / - B

2. Relace opatna k relaci ,,<“ usporadani readlnych Cisel podlie velikosti je relace ,,>" opatného
usporadani podle velikosti.

3.Bud H = { hy, h, } n§jakamnoZzinahochil, D = { dy, d, } ngaka mnoZinadivek. Néktefi hod chodi
s divkou; fakt, ze hoch h € H chodi s divkou d € D zapiSeme hxd. Vznikatak relace y € H x D.
Relace x ! popistje, ktera divka chodi se kterym hochem.

Definice. Bud p relace mezi mnozinami A, B, bud o relace mezi mnozinami B, C. Relaceo o p
(Cti ,,o po p") mezi mnozinami A, C definovana predpisem

oop=1{(a,cC)|Ihea(@bAboc)}
se nazyva slozeni relaci p ao.

V grafu relace o o p vede Sipkamezi prvky a € Aac € C pravétehdy, kdyz v grafu relace p
vede ngakaSipkaa — b nanizv grafu relace o navazuje Sipkab — c.

Priklady. 1. Pokratujmev predchozim prikladu €. 3. Nékteré divky navic chodi se svym psem; mnozinu
v&ech takovych psli oznatme P. Fakt, Ze divkad € D chodi se psem p € P zapiSeme drxp. Vznikatak
rlacer C D x P.Pak 7 o x jerelace, kteravyjadruje, ktery hoch chodi se kterym psem. V skutku, hoch
h chodi se psem p praveé tehdy, kdyz existuje divka d, se kterou chodi jak hoch h, tak pes p.

Napriklad, necht H = {hy, h,}, D = {dy, d» }, P = { p1, p2 }. Necht hoch h, chodi sdivkou d;, hoch
h; nechodi s nikym adivkad; chodi se psem p; proi = 1, 2. Mame

H hl\D> —pu
h2 X
atedy 7 o x = {(hs, p2)}.
2. Uvazujmeorelaci ,,<" sousedstvi zlevamezi celymi Cisly z pfikladu €. 7. Pak a(< o <) ¢ pravé tehdy,
kdyzc=a+ 2.

P

el
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Tvr zeni. Bud p relace mezi mnozinami A, B. Pak plati

1°. poida = p;
1. IdB op=p.
Bud navic o relace mezi mnozinami B, C. Pak plati

2. cop)t=ptooct
Dikaz. 1° a1’ jsou snadng; dokazemetvrzeni 2. Jde o rovnost mnozin, dokazujme kazdou inkluzi
2vI&H.

,C“: Necht (c,a) € (0 o p)~L. Pak (@, C) € o o p, nateZ existuje prvek b € B takovy, ze
apb aboc. Potomaleco b abp~a, takze (c,a) € ptoo 1.

2" CviCeni (staCi postupovat obraceng).

Cviceni. 1. Ukazte, Ze (o)™t = p.
2. Necht p C p’,0 C o’. Dokate, zepak poo C p' oc’.

4. Relace ekvivalence

Definice. Bud p relace namnoziné A. Relace p se nazyva
—reflexivni, jestliZze pro kazdé a € A plati apa;

— symetrickd, jestlize plati implikace apb = bpa;
—tranztivni, jestlize plati implikace (apb A bpc) = apc.

Priklady. 1. ldentickarelaceid, jereflexivni, symetrickai tranzitivni.
2. Relace ,, <" neostrého usporadani redlnych Cisel je tranzitivni a reflexivni.
3. Relace,, <" ostrého usporéadani realnych Cisel je pouze tranzitivni.

Cviceni. Ngjdéte chybu v nasledujicim ,,dlikazu“ nepravdivého tvrzeni, Ze kazda symetrickaatranzitivni
relace p jereflexivni: ,,Je-li apb, pak ze symetrie plyne bpa, natez z tranzitivity plyne apa.”

Cviceni. Graf relace namnozing miizeme kreslit tak, Ze misto dvou kopii mnoziny A zobrazimejen jednu
aSipky vedeme mezi jejimi prvky. Jak se poznagraf reflexivni resp. symetrické resp. tranzitivni relace?

Cviteni. Bud p relace namnozingé A.
1. UkaZte, Ze p jereflexivni pravé tehdy, kdyz plati ida € p.
2. Ukaizte, Ze p je symetricka pravé tehdy, kdyz plati p = p~t.
3. UkaZte, Ze p jetranzitivni pravé tehdy, kdyZ plati p o p C p.

Definice. Reflexivni, symetricka a tranzitivni relace se nazyva relace ekvivalence (nebo prosté
ekvivalence, pokud nemiize dojit k zaméné s logickou ekvivalenci).

Priklady. 1. ldentickarelaceidy je ekvivalence namnoziné A.
2. Bud V ngaka mnoZinavajec. Zavedme relaci ¢ predpisem: vigv, pravé tehdy, kdyZ vejce v; a v,
pochazeji od stejné slepice. Pak ¢ je ekvivalence.

Problém k Fe3eni. Budte p, o relace ekvivalence namnoziné A. Dokazte, ze o o p jerelace ekvivalence
pravétehdy, kdyzo op =poo.
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Relace ekvival ence se hojné vyskytuji v matematicei v realité. Jsou vzdy spojeny stak zvanymi

rozklady.

Definice. Rozklad na mnoZing A je systém neprazdnych podmnozin mnoziny A, zvanych tfidy
rozkladu, splfiujici podminku, Ze kazdy prvek x € A leZi v pravé jedné z tfid. TFida rozkladu
obsahujici prvek x se obvykle oznatuje[x].

Priklady. 1. Necht A= {0, #,<$, &}, U ={Q, &LV ={®, &}.Pak{U, V } jerozklad namnoziné
A, protoze kazdy z prvkll ©, @, <>, & mnoziny A leZi v pravéjedné z mnozin U, V:

U \Y
————
v ®
& &

Plitom[Q] = U, [#] = V,[¢] = U, [#] = V.

2. Mnozinu vech obci Ceske republiky |ze rozlozit na tfidy, tvofené obcemi jednotlivych okresll
(za predpokladu, ze kazda obec v Ceské republice leZi v pravé jednom okrese). Pak [Opava] oznatuje
mnozinu v3ech obci leZicich v témze okrese jako Opava. Pfitom [Opava] = [Vavrovice], ale [Opava] #
[Krnov].

3. Populace kura doméciho mlize byt rozloZzena na dvé tfidy: kohouty a slepice.

Cviteni. 1. Naleznéte vSechny rozklady namnoziné A = {1, 2, 3} (jejich pé&t).
2.Dvémnoziny A, B senazyvaji disunktni, je-li ANB = @. Ukazte, ze kazdé dvérliznétiidy rozkladu
jsou disjunktni.

Tvrzeni. Bud danrozklad na mnoziné A natfidy[a], a € A. Bud p relace na mnoziné A zadana
prfedpisem
Xpy < [X] =[yl,
tj. Xpy prave kdyz x, y 1€z v jedné a téze tfide rozkladu. Pak p je ekvivalence na A.
Dlkaz. Relace p je reflexivni, protoze [x] = [x] pro kazdé x € A. Relace p je symetricka,

protoZe rovnost [X] = [y] ma za nasledek rovnost [y] = [X]. Relace p je tranzitivni, protoze
rovnosti [X] = [y], [Y] = [Z] maji zanasledek rovnost [X] = [Z].

Priklady. Ve stegjné Cislovanych predchozich prikladech plati:

1 Opd, dph.

2. Obec a je ekvivalentni obci b pravé tehdy, kdyz obé leZi v témze okrese.

3. Dvaexempléare kuradoméciho jsou ekvivalentni praveé tehdy, kdyz oba jsou kohouti nebo obé jsou
slepice.

Kazda ekvivaence pochazi z rozkladu. Prislusny rozklad neni t€zké sestrgjit.

Tvrzeni. Bud p ekvivalence namnoziné A. Pakjesystém{[a] | a € A} podmnoZzin, definovanych
pFedpisem

[a]l ={xe Alapx}, aeA,
rozklad na A.
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Dlkaz. UkaZme, Ze kazdy prvek x € A leZi v pravé jedné tfidé. PredevSim kazdy prvek x lezi
v tfidé [x]. SkuteCng, x € [x], protoze xpx (reflexivita ekvivalence).

Jesté vSak musime ukazat, ze kazdatfida, v niz leZi X, je rovnatfidé [x]. Pfedpokladejme, ze
X € [y] adokaZzme, Zze pak [y] = [X].

Nejprve inkluzi [x] C [y]. Bud u € [x] libovolng, pak upx. Mame de x € [y], takze xpy.
Potom z tranzitivity relace p plyne, Ze upy, natez u € [y]. Tudiz, [x] < [Yy].

Inkluzi [x] D [y] dokaZte jako cviceni.

Vidime, Ze prvky X, y l€Zi v jedné atéZe tfidé rozkladu prave tehdy, kdyz xpy.

Systém mnozin obecné je mnoZina, j&jiz prvky jsou zase mnoziny. Bud | n&aka mnoZina (nazyvase
indexova mnozna), pro kazdéi € | bud A; zase n§akad mnozina. Pak {A; | i € |} je systém mnozin.
Znati setéz {A, }iel .

Symbolem | J;., Ai oznatujeme mnozinu véech prvkd, které [eZi v alespoi jedné z mnozin A;. Jeto
Opé& mnoZina a nazyva se sednoceni systému mnozin { A }ic -

Symbolem ();_, Ai oznatujeme mnozinu vSech prvk, které lezi ve vdech mnozinach A. Je to opét
mnoZina a nazyva se prinik systému mnozin { A }ic .

Cviteni. Systém { A; | i € | } podmnozin mnoziny A je rozklad praveé tehdy, kdyz plati podminky
(i) Kazda podmnoZzina A; je neprazdng;
(i) A= Ui A
(iii) maji-li dvé tfidy neprazdny priinik, Ai N A;j # @, pak serovngji, Ay = A;.

Problém k feSeni. Bud p ekvivalence namnozingé A, bud o ekvivalence namnoziné B. Zavedme rel aci
7 namnoziné C = A x B predpisem

(a1, b))y (az, bp) & aipax A biob,.

UkaZte, ze y jerelace ekvivalence. Ukazte, Ze tfidy ekvivalence y jsou pravé mnoziny U x V, kde U je
tfida ekvivalence p aV jetfidaekvivalenceo.

5. Zobrazeni

Jiny dulezity priklad relace mezi mnoZinami predstavuiji zobrazeni. Zde pojedname jen o téch
vlastnostech zobrazeni, které dale pouzijeme. DalSi spfiznéné definice a tvrzeni jsou uvedeny
v prednasce z matematicke analyzy.

Budte A, B mnoZiny. Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B jerelace f C A x B, ktera
splfuje podminku:

(x) Prokazdy prvek a € A existuje pravé jeden prvek b € B takovy, Zze (a, b) € f.

Prvek b se obvykle oznatuje f (a), nékdy také f,. Nazyva se hodnota zobrazeni f v prvku a
nebo také obraz prvku a pfi zobrazeni f.

Zfé\pisem f . A— B vyjadfujeme, ze f je zobrazeni z mrf1oii ny A do mnoziny B. Jiny zapis:
a — b. Mistob = f (a) ¢astopiseme f : a+— bneboa+ b.

Zobrazeni f : A — B jejednoznatné urteno zadanim mnozin A, B ahodnot f (a) pro kazdé
a € A Zobrazeni f : A— B,g:C — D jsousi rovhapravétehdy, kdyz A=C,B=Da
prokazdéa € Aplati f(a) = g(a).
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Priklady. 1. Necht A ={QO,®, <, &}, B = {1, B }. Pak nasledujici zapisy definuji jedno ato samé
zobrazeni f : A— B:
D f ={,0), (&, D, (.1, (& D}
@O =0 fw=0 =0, f(®& =1L
CORVASIEN Y= BRa=S R Y= B

2. Relace, ktera vejci pfifazuje depici, ktera je snedla, je zobrazeni z mnoziny vSech slepicich vajec
do mnoZziny vsech dlepic.

Identicka relace na mnoziné A je zobrazeni (identické zobrazeni) z mnoziny A do ni samé a
znai seida : A — A Platiida(a) = aprokazdéa € A.

Tvrzeni.Budte f : A— B, g: B — C dvézobrazeni. Pakjerelaceg o f zobrazeni A — C.
Plati
(go f)(@ =g(f(a)) prokazdea e A. (k)

Dilkaz. Prvek a € A mazaobraz g(f(a)) € C. Dokazme jednoznatnost obrazu. Je-li c € C a
(a,c) e go f, pak podle definice existujeb € B takové, ze (a, b) € f a(b, c) € g. Pak ovem
b = f(a) ac = g(b), protoze f, g jsou zobrazeni. Tudiz, c = g( f (a)).

Zobrazeni g o f se nazyva kompozce zobrazeni f, g.
Tvrzeni. (1) Budiz f : A — B zobrazeni. Pak
foidy=idgof = f.
(2)Budte f : A— B,g: B — C,h:C — D zobrazeni. Pak
ho(go f)=(hog)o f.

Dilkaz. (1) Jde o zobrazeni A — B. Ukazme, Ze pro kazdé a € A nabyvaji stejnych hodnot.
Pro libovolnéa € A demame (f oida)(@) = f(ida(a)) = f(a) apodobné (idgof)(@) =
idg(f(@) = f(@.

(2) Obézabrazeni ho(f og) a(hog)o f jsouzobrazeni A — D.Ukazme, Zenabyvaji stejnych
hodnot pro kazdéa € A. Prolibovolny prveka € Amame (ho (go f))(@) = h((go f)(@) =
h(g(f @) = (hog)(f(@) = ((hog) o f)(@).

Cviceni. Prot plati kazda z rovnosti uvedenych v diikazu?

Napriklad rovnost (ho(go ))(@) = h((go f)(a)) jevysiedkem dosazeni h zag, go f za f aazaado
formule (xx) definujici skladani ,,0.* Nasledujici rovnost je dlisledkem rovnosti (g o f)(a) = (g(f (a));
stejné prvky mnoziny B pak maji stejné obrazy pri zobrazeni h : B — C. Vysvétlete zbyvajici rovnosti.

Bud dano zobrazeni f : A — B. Jeli prvek b € B obrazem prvku a € A, pak se prvek a
nazyvavzor prvku b pri zobrazeni f. MnoZzinavsech vzorli prvkub € B pfi zobrazeni f seznati
f ~1{b}.

Zatimco obraz obecného prvku a € A vzdy existuje aje jediny, vzor prvku b € B obecné
existovat nemusi a nemusi byt ani jediny. V souvislosti stim uvedme dalSi definice.

Zobrazeni f : A — B senazyvasurjektivni (Cili surjekce), jestlize plati

VY 3 b= f(a).

beB acA
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Tudiz, zobrazeni f je surjektivni pravé tehdy, kdyz ma kazdy prvek b € B alespon jeden vzor
v A (je-li pro kazde b € B mnozina f ~1{b} neprazdn4). Hovofime téz o zobrazeni mnoziny A
na mnozinu B.

Zobrazeni f : A — B senazyvainjektivni (Cili injekce) neboli prostg, jestlize plati

V (f@a) = f(a) =a=2a).
a;,aeA

Jinak feCeno, zobrazeni f je injektivni, mé&li kazdy prvek b € B ngjvySe jeden vzor v A (jeli
pro kazde b € B mnozina f ~1{b} nejvyse jednoprvkova).

Nakonec, zobrazeni f : A — B se nazyva bijektivni, je-li injektivni a surjektivni soucasné
Tudiz, zobrazeni f je bijektivni tehdy a jen tehdy, ma-li kazdy prvek b € B pravé jeden vzor
(je-li pro kazdeb € B mnozina f ~1{b} jednoprvkov4).

Priklady. 1. {Q, @, ., &) — {[1,A}, f(O) =[], f(®#) =N, (&) =[], f(&) =M. Zobrazeni f
je surjektivni (oba prvky B, [] € B maji vzor), ale neni injektivni (napf. Bl madvavzory: & a&). Neni
proto ani bijektivni.

2. Uvazujmeorelaci ,,chodi“ mezi mnozinou H hochli amnoZinou D divek. Tato relaceje zobrazenim,
pokud kazdy hoch chodi s pravé jednou divkou. Toto zobrazeni je bijektivni, pokud pfitom kazda divka
chodi s praveé jednim hochem.

Tvrzeni. Bud f : A — B zobrazeni. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) f jebijektivni;
(2) existuje zobrazeni g : B — A takove, ze

gof=idA, fog=idB.
V poztivnim pFipadé zobrazeni g s viastnostmi (2) existuje jediné a je opét bijektivni.
Zobrazeni g z predchoziho tvrzeni se nazyvainverzni k f aznati se f L.

Dlkaz. Dokazme implikaci ,,(1) = (2).“ Bud f bijektivni. Definujme zobrazeni g : B — A
predpisem: pro libovolnéb € B necht g(b) = a < b = f(a). Tento prfedpis definuje zobrazeni,
protoze pro kazdy prvek b € B existuje pravé jeden prvek a takovy, zeb = f(a), totiz vzor
prvku b pfi zobrazeni f, aten jejediny podle definice bijekce.

Ovéfmerovnost g o f = ida. Zfejmeéjde o dvé zobrazeni A — A. Pro kazdeéa € A pak pri
oznalenib = f(a) mame (go f)(@) = g(f(@)) = g(b) = a = ida(a), coZ se mélo dokazat.
Podobné f o g = idg, protoze obé jsou zobrazeni B — B apro kazdé b € B existuje jediné a
takové, zeb = f(a), natez g(b) = aamame (f o g)(b) = f(g(b)) = f(a) = b =idg(b).

Dokazme implikaci ,,(2) = (1).“ Necht existuje zobrazeni g : B — Atakové zego f = ida
af og=idg. UkaZme, Ze f je surjektivni. Bud b € B libovolné. Polozme a = g(b), potom
f(a) = f(gb)) = (f o g)(b) = idg(b) = b, takze a je vzor prvku b pfi zobrazeni f a
f je surjektivni. Ukazme, Ze f jeinjektivni. Budte a;, a; € A libovolné dva prvky takové, ze
f(a) = f(az). Potom g(f(a1)) = g(f(ap)), deg(f(a) = (go f)(a) =ida(a) = a1 a
podobné g( f (ap)) = ap, nateZz ay = ay a f jeinjektivni.

Daéle je tfeba dokéazat jednoznatnost zobrazeni g : B — A svlastnostmi go f = ida a
fog=idg.Bud g : B — A iné zobrazeni, proné&z plati g’ o f = idaa f o g = idg.

9



0. MnoZiny, relace a zobrazeni

Bud b € B libovolny prvek; ukazme, ze g(b) = g'(b). Mame ovsem f (g(b)) = (f o g)(b) =
idg(b) = (f o@')(b) = f(g'(b)). Ale f jeinjektivni podle iz dokazané implikace ,,(2) = (1),
natez g(b) = g'(b). Vzhledem k libovolné volbé prvku b dostavame rovnost g = ¢'.

Nakonecjetfebadokazat, Zei zobrazeni g jebijektivni. To ovsem plynez iz dokézanéimplikace
»(2) = (1), zaménime-li mezi sebou f <+ ga A < B.

Zapamatujte si formuli f(a) =b < a= f~1(b),ac A b e B.

Cviteni. Ukazte, zeje-li f bijekce, pak jeinverzni zobrazeni f —* totozné s opatnou relaci f 2.

Priklad. Zobrazeni f : {Q, <} — {®, &}, 0 — &, & — &, jebijekce. Inverzni je zobrazeni
g=T1"1: (@&} = (O, O}, 81— O, & — <. (Invertovani bijekce spotiva v obraceni
Sipek.)

Tvrzeni. Bud f : A — B bijektivni zobrazeni. Pak (f ~1)~1 = f.

Diikaz. Je potieba dokazat, Ze f jeinverzni zobrazeni k f —1. K tomu pouzijeme bod (2) pied-
choziho tvrzeni, kam dosadime f zag a f~* za f (arovn&z A za B a B za A). Obdrzime
podminku f 1o f =idaa f o f~1 = idg, kteraoviem plati, protoze f ~* jeinverznik f.

Tvrzeni. Budte f : A— B, g: B — C hijekce. Potom
()go f : A— Cjehijekce;
(2 (go H)t=flog™

Dukaz. Cviteni.

Cviteni. Budte f : A— B, g: B — C dvézobrazeni.
(2) Je-li zobrazeni g o f injektivni, pak jei zobrazeni f injektivni.
(2) Je-li zobrazeni g o f surjektivni, pak jei zobrazeni g surjektivni.
Dokazte.

Cviceni. Budte f : A— B, g: A — B dvézobrazeni. Dokazte, Ze plati:

(1) Bud h: B — Cinjektivni zobrazeni takove, zeho f = hog. Pak f = g. Jinymi slovy, injektivnim
zobrazenim |ze krétit zleva

(2) Bud h : D — A surjektivni zobrazeni takové, ze f oh = go h. Pak f = g. Jinymi slovy,
surjektivnim zobrazenim |ze krétit zprava.

Cviceni. Budte A, B libovolné konetné mnoziny majici shodné po n prvcich. Bud f : A — B injektivni
zobrazeni. Ukazte, Ze f je bijektivni.

Navod: Dokazujteindukci vzhledem k €islu n. Indukeni krok: vybertelibovolnéprvek a € Aauvazujte
omnozinach A = A\ {a}aB’ = B\ {f(a)}.
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