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0. Množiny, relace a zobrazenı́
Petitem (malým pı́smem) vyznačujeme části textu, které obsahujı́ doplňujı́cı́ a rozšiřujı́cı́

výklad. Je možné (a někdy nutné) je při prvnı́m čtenı́ vynechat. Toto pravidlo neplatı́ pro přı́klady,
cvičenı́ a následujı́cı́ odstavec.

Matematika je deduktivnı́ věda a algebra je jejı́ součást. Všechny pojmy jsou vymezeny definicı́.
Kriteriem pravdivosti matematického tvrzenı́ je důkaz. To je potřeba brát smrtelně vážně.

Předpokládáme, že pojem množina je dostatečně znám ze střednı́ školy. Tamtéž byly vyloženy
základy výrokového počtu (negace , konjunkce ∧, disjunkce ∨, implikace ⇒, ekvivalence ⇔
výroků; obecný kvantifikátor ∀, existenčnı́ kvantifikátor ∃; důkaz přı́mý a důkaz sporem).

Ne všechny pojmy lze definovat a ne všechna tvrzenı́ lze dokázat. Nejvı́ce takových mezer zeje právě
v základech matematiky – evidentně nelze definovat definici, evidentně nelze dokázat správnost všech
pravidel, podle kterých dokazujeme.

Ukázalo se, že nelze jednoduše definovat ani pojem ,,množina“ – naivnı́ pokusy vedou ke sporům. Přesto
v dnešnı́ době převládá snaha zakotvit základy matematiky právě v teorii množin. Korektnı́ zavedenı́ pojmu
množina představuje problém řešený v tzv. axiomatické teorii množin. Podrobný výklad je předmětem
samostatné přednášky.

Dále budeme předpokládat, že jsou známy i pojmy přirozené, celé, racionálnı́, reálné a komp-
lexnı́ čı́slo, základnı́ aritmetické operace s nimi (včetně dělenı́ přirozených čı́sel se zbytkem) a
uspořádánı́ reálných čı́sel podle velikosti.

1. Množiny

Bud’ M množina. Zápis a ∈ M označuje, že a je prvek množiny M . Řı́káme též, že a patřı́ do
množiny M . Zápis a 	∈ M označuje, že a nenı́ prvek množiny M (nepatřı́ do množiny M). Pro
libovolné a nastává právě jedna z možnostı́ a ∈ M nebo a /∈ M .

Množiny A, B jsou si rovny, A = B, majı́-li tytéž prvky, tj. platı́-li ekvivalence x ∈ A ⇔ x ∈ B.

Intuitivnı́ představa spojená s pojmem množina je stejná jako u slov ,,souhrn“ či ,,soubor.“ Mimo tento
rámec jsou souhrny, které určujı́ samy sebe (přı́klad: ,,množina všech množin“) – odkazy na sebe sama
(logické kruhy), jak známo, mohou vést k logickým sporům (viz Russelův paradox nı́že).

Existuje právě jedna množina, která neobsahuje žádný prvek. Nazývá se prázdná množina a
označuje se ∅. Konečnou množinu (množinu s konečným počtem prvků) lze zadat výčtem prvků,
napřı́klad A = { ♥, ♠, ♦, ♣ }. Některé nekonečné množiny lze zadat neúplným výčtem, napřı́klad
N = {1, 2, 3, 4, 5, . . .} je množina všech přirozených čı́sel.

Cvičenı́. Rozhodněte, zda platı́ { ♣ } = { ♣, ♣ }.

Řekneme, že množina B je podmnožinou množiny A, jestliže každý prvek z množiny B náležı́
i množině A, tj. když platı́ implikace x ∈ B ⇒ x ∈ A. Zapisujeme B ⊆ A.

Zápis B ⊂ A znamená, že B ⊆ A a zároveň B 	= A. Napřı́klad, { ♥, ♣ } ⊂ { ♥, ♠, ♦, ♣ }.
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Cvičenı́. Rozhodněte, zda platı́ a) { ♣ } ∈ {{ ♣ }}; b) { ♣ } ⊂ {{ ♣ }}; c) ∅ ∈ { ∅ }; d) ∅ ⊂ { ∅ }.
Přı́klad. Dokážeme, že pro libovolné dvě množiny A, B jsou následujı́cı́ výroky ekvivalentnı́: (1) A = B;
(2) A ⊆ B ∧ B ⊆ A.

Vı́me, že výrok α ⇔ β je ekvivalentnı́ s výrokem (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ α). Dosadı́me-li za α výrok
,,x ∈ A“ a za β výrok ,,x ∈ B“, dostáváme, že výrok x ∈ A ⇔ x ∈ B je ekvivalentnı́ s výrokem
(x ∈ A ⇒ x ∈ B) ∧ (x ∈ B ⇒ x ∈ A), což bylo třeba dokázat.

Bud’ A libovolná množina. Bud’ ψ nějaká vlastnost taková, že o každém prvku a ∈ A lze
rozhodnout, zda vlastnost ψ má, což zapisujeme ψ(a), či nemá, což zapisujeme ψ(a). Pod-
množina množiny A tvořená všemi prvky a ∈ A s vlastnostı́ ψ se označuje

{ a ∈ A | ψ(a) }.
Napřı́klad, je-li A = { ♥, ♠, ♦, ♣ }, pak { a ∈ A | a je černé barvy } = { ♠, ♣ }.

Zápis { a | ψ(a) } (chybı́ ,,∈ A“, kde A je množina) je v principu také možný, ale nemusı́ označovat
množinu.

Přı́klad (Russelův paradox): Necht’ N = { x | x je množina a x /∈ x } (souhrn všech množin, které
nejsou samy svým prvkem). Připustı́me-li, že N je množina, pak mohou nastat dvě možnosti: Bud’
N /∈ N , ale pak N ∈ N podle definice souboru N , spor, anebo N ∈ N , ale pak N /∈ N podle definice
souboru N , opět spor. Tudı́ž, N nenı́ množina.

Bud’ n přirozené čı́slo, bud’te A1, . . . , An nějaké množiny. Sjednocenı́ množin A1, . . . , An

označı́me A1 ∪ · · · ∪ An; je to množina tvořená právě těmi prvky a, které ležı́ v alespoň jedné
z množin A1, . . . , An . Napřı́klad, { ♥ } ∪ { ♥, ♠ } ∪ { ♠, ♣ } = { ♥, ♠, ♣ }. Platı́ ekvivalence
a ∈ A ∪ B ⇔ a ∈ A ∨ a ∈ B.

Průnik množin A1, . . . , An označı́me A1 ∩· · ·∩ An; je to množina tvořená právě těmi prvky a,
které ležı́ v každé z množin A1, . . . , An . Napřı́klad, { ♥, ♠, ♣ }∩{ ♥, ♦, ♣ } = { ♥, ♣ }. Zřejmě
A ∩ B = { x ∈ A | x ∈ B } = { x ∈ B | x ∈ A }. Platı́ a ∈ A ∩ B ⇔ a ∈ A ∧ a ∈ B.

Nakonec, rozdı́l množin A, B je A\B = { a ∈ A | a 	∈ B }. Napřı́klad: { ♥, ♠, ♣ }\{ ♥, ♦ } =
{ ♠, ♣ }.

Sjednocenı́, průnik i rozdı́l množin jsou vždy opět množiny. Platı́ rovnosti
A ∪ B = B ∪ A, A ∩ B = B ∩ A,

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C
= A ∪ B ∪ C,

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C
= A ∩ B ∩ C,

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C),

A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C), A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ (A \ C).

Cvičenı́. Dokažte předchozı́ rovnosti dosazenı́m do vhodných logických ekvivalencı́.

2. Kartézský součin

Řekneme, že je dána uspořádaná dvojice (a, b) prvků množin A, B, jsou-li dány prvky a ∈ A
a b ∈ B. Uspořádané dvojice (a, b) a (a′, b′) jsou si rovny, (a, b) = (a′, b′), právě když platı́
a = a′ a zároveň b = b′. Prvek a resp. b se nazývá prvnı́ resp. druhý prvek dvojice (a, b).
Uspořádaná dvojice (a, b) je určena svými dvěma prvky a jejich pořadı́m (na rozdı́l od množiny
{ a, b }).
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Shora uvedené vymezenı́ pojmu uspořádaná dvojice lze považovat za jeho definici – umožnuje roz-
poznat uspořádanou dvojici a rozhodnout, kdy jsou si dvě uspořádané dvojice rovny. Chceme-li však
veškerou matematiku vybudovat z množin, můžeme uspořádanou dvojici (a, b) definovat předpisem
(a, b) = {{ a }, { a, b }}. Skutečně, {{ a }, { a, b }} = {{ a′ }, { a′, b′ }} právě tehdy, když a = b ∧ a′ = b′

(dokažte).

Množinu všech uspořádaných dvojic (a, b) prvků množin A, B nazýváme kartézský součin
množin A, B a označujeme A × B.

Přı́klad. { ♥, ♦ } × { ♠, ♣ } = {(♥, ♠), (♥, ♣), (♦, ♠), (♦, ♣)}.
Přı́klad. Bud’te A, B libovolné množiny, bud’te A′ ⊆ A, B ′ ⊆ B jejich podmnožiny. Pak platı́

A′ × B ′ = (A × B ′) ∩ (A′ × B).
Proved’me důkaz tohoto tvrzenı́. Jde o rovnost množin; dokažme inkluze ,,⊆“ a ,,⊇“ zvlášt’.

,,⊆“: Bud’(a, b) ∈ A′ × B ′ libovolný prvek. To znamená, že a ∈ A′ a b ∈ B ′ jsou dva libovolné prvky.
Protože A′ ⊆ A, je také a ∈ A, načež (a, b) ∈ A × B ′. Protože B ′ ⊆ B, máme podobně b ∈ B, načež
(a, b) ∈ A′ × B. Tudı́ž, (a, b) ∈ (A × B ′) ∩ (A′ × B). Přı́slušná inkluze je dokázána.

,,⊇“: Bud’ (a, b) libovolný prvek průniku (A × B ′) ∩ (A′ × B). Pak speciálně (a, b) ∈ A × B ′, načež
a ∈ A, b ∈ B ′. Podobně (a, b) ∈ A′ × B, načež a ∈ A′, b ∈ B. Z a ∈ A′, b ∈ B ′ vyplývá (a, b) ∈ A′ × B ′.
Tı́m je dokázána i opačná inkluze.

Cvičenı́. Bud’te A, B libovolné množiny, bud’te A′, A′′ ⊆ A podmnožiny. Dokažte, že platı́
1. (A′ ∩ A′′) × B = (A′ × B) ∩ (A′′ × B);
2. (A′ ∪ A′′) × B = (A′ × B) ∪ (A′′ × B).

3. Relace

Definice. Bud’te A, B libovolné množiny. Relace mezi množinami A, B je libovolná podmnožina
kartézského součinu A × B. Je-li ρ ⊆ A × B relace a jsou-li a ∈ A, b ∈ B prvky takové, že
(a, b) ∈ ρ, pak řı́káme, že prvek a je v relaci ρ s prvkem b a stručně zapisujeme aρb.

Relace na množině A je zvláštnı́ přı́pad, kdy A = B.

Zadat relaci (neboli korespondenci) mezi množinami A, B je tedy totéž, co vybrat určitou
množinu dvojic (a, b), kde a ∈ A a b ∈ B.

Relace mezi množinami, zejména konečnými, můžeme znázorňovat grafem. Prvky množin
A, B znázornı́me body v rovině, body a a b znázorňujı́cı́ prvky jednotlivých množin spojı́me
šipkou tehdy a jen tehdy, jsou-li v relaci.

Přı́klady. 1. Necht’ A = { ♥, ♦ }, B = { ♠, ♣ }. Podmnožina ρ = {(♥, ♠), (♥, ♣)} je relace mezi mno-
žinami A, B. Platı́ ♥ρ♠ a ♥ρ♣. Neplatı́ napřı́klad ♦ρ♣. Graf:

A ♥
♦

♠
♣

✘✘✘✘✿
✲ B

2. Prázdná podmnožina ∅ ⊆ A × B je relace mezi množinami A, B. Žádné dva prvky a ∈ A, b ∈ B
nejsou v této relaci.

3. Podmnožina A × B ⊆ A × B je relace mezi množinami A, B. Každé dva prvky a ∈ A, b ∈ B jsou
v této relaci.

4. Identická relace na množině A je podmnožina idA = { (a, a) | a ∈ A }. Prvky a, b ∈ A jsou v této
relaci právě tehdy, když a = b.
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0. Množiny, relace a zobrazenı́

5. Relace ostrého uspořádánı́ podle velikosti ,,<“ na množině R reálných čı́sel.
6. Relace neostrého uspořádánı́ podle velikosti ,,≤“ na množině R reálných čı́sel.
7. Relace ,,�“ sousedstvı́ zleva mezi celými čı́sly – řekneme, že čı́slo a sousedı́ zleva s čı́slem b, jestliže

b = a + 1.

Cvičenı́. Nakreslete grafy relacı́ 2. až 7.

Definice. Bud’ ρ relace mezi množinami A, B. Relace ρ−1 mezi množinami B, A definovaná
předpisem

ρ−1 = { (b, a) | aρb }
se nazývá opačná relace k relaci ρ.

Zřejmě v grafu relace ρ−1 vede šipka b → a právě tehdy, když v grafu relace ρ vede šipka
a → b. (Graf opačné relace vznikne obrácenı́m všech šipek grafu původnı́ relace.)

Přı́klady. 1. Relace ρ−1 mezi množinami B = { ♠, ♣ } a A = { ♥, ♦ }, opačná k relaci zavedené
v předchozı́m přı́kladu č. 1, je podmnožina ρ−1 = {(♠, ♥), (♣, ♥)}. Graf:

A ♥
♦

♠
♣✘✘✘✘✾✛ B

2. Relace opačná k relaci ,,<“ uspořádánı́ reálných čı́sel podle velikosti je relace ,,>“ opačného
uspořádánı́ podle velikosti.

3. Bud’ H = { h1, h2 } nějaká množina hochů, D = { d1, d2 } nějaká množina dı́vek. Někteřı́ hoši chodı́
s dı́vkou; fakt, že hoch h ∈ H chodı́ s dı́vkou d ∈ D zapı́šeme hχd. Vzniká tak relace χ ⊆ H × D.
Relace χ−1 popisuje, která dı́vka chodı́ se kterým hochem.

Definice. Bud’ρ relace mezi množinami A, B, bud’σ relace mezi množinami B, C . Relace σ ◦ρ

(čti ,,σ po ρ“) mezi množinami A, C definovaná předpisem

σ ◦ ρ = { (a, c) | ∃b∈B(aρb ∧ bσc) }
se nazývá složenı́ relacı́ ρ a σ .

V grafu relace σ ◦ ρ vede šipka mezi prvky a ∈ A a c ∈ C právě tehdy, když v grafu relace ρ

vede nějaká šipka a → b na niž v grafu relace σ navazuje šipka b → c.

Přı́klady. 1. Pokračujme v předchozı́m přı́kladu č. 3. Některé dı́vky navı́c chodı́ se svým psem; množinu
všech takových psů označme P . Fakt, že dı́vka d ∈ D chodı́ se psem p ∈ P zapı́šeme dπp. Vzniká tak
relace π ⊆ D × P . Pak π ◦χ je relace, která vyjadřuje, který hoch chodı́ se kterým psem. Vskutku, hoch
h chodı́ se psem p právě tehdy, když existuje dı́vka d, se kterou chodı́ jak hoch h, tak pes p.

Napřı́klad, necht’ H = { h1, h2 }, D = { d1, d2 }, P = { p1, p2 }. Necht’hoch h2 chodı́ s dı́vkou d1, hoch
h1 nechodı́ s nikým a dı́vka di chodı́ se psem pi pro i = 1, 2. Máme

H
h1

h2

d1

d2

�
χ

D p1

p2

✲
✲

π

P

a tedy π ◦ χ = {(h1, p2)}.
2. Uvažujme o relaci ,,�“ sousedstvı́ zleva mezi celými čı́sly z přı́kladu č. 7. Pak a(�◦�)c právě tehdy,

když c = a + 2.
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Tvrzenı́. Bud’ρ relace mezi množinami A, B. Pak platı́
1◦. ρ ◦ idA = ρ;
1′. idB ◦ ρ = ρ.

Bud’ navı́c σ relace mezi množinami B, C. Pak platı́
2. (σ ◦ ρ)−1 = ρ−1 ◦ σ−1.

Důkaz. 1◦ a 1′ jsou snadná; dokážeme tvrzenı́ 2. Jde o rovnost množin, dokazujme každou inkluzi
zvlášt’.

,,⊆“: Necht’ (c, a) ∈ (σ ◦ ρ)−1. Pak (a, c) ∈ σ ◦ ρ, načež existuje prvek b ∈ B takový, že
aρb a bσc. Potom ale cσ−1b a bρ−1a, takže (c, a) ∈ ρ−1 ◦ σ−1.

,,⊇“: Cvičenı́ (stačı́ postupovat obráceně).

Cvičenı́. 1. Ukažte, že (ρ−1)−1 = ρ.
2. Necht’ρ ⊆ ρ ′, σ ⊆ σ ′. Dokažte, že pak ρ ◦ σ ⊆ ρ ′ ◦ σ ′.

4. Relace ekvivalence

Definice. Bud’ρ relace na množině A. Relace ρ se nazývá
– reflexivnı́, jestliže pro každé a ∈ A platı́ aρa;
– symetrická, jestliže platı́ implikace aρb ⇒ bρa;
– tranzitivnı́, jestliže platı́ implikace (aρb ∧ bρc) ⇒ aρc.

Přı́klady. 1. Identická relace idA je reflexivnı́, symetrická i tranzitivnı́.
2. Relace ,,≤“ neostrého uspořádánı́ reálných čı́sel je tranzitivnı́ a reflexivnı́.
3. Relace ,,<“ ostrého uspořádánı́ reálných čı́sel je pouze tranzitivnı́.

Cvičenı́. Najděte chybu v následujı́cı́m ,,důkazu“ nepravdivého tvrzenı́, že každá symetrická a tranzitivnı́
relace ρ je reflexivnı́: ,,Je-li aρb, pak ze symetrie plyne bρa, načež z tranzitivity plyne aρa.“

Cvičenı́. Graf relace na množině můžeme kreslit tak, že mı́sto dvou kopiı́ množiny A zobrazı́me jen jednu
a šipky vedeme mezi jejı́mi prvky. Jak se pozná graf reflexivnı́ resp. symetrické resp. tranzitivnı́ relace?

Cvičenı́. Bud’ρ relace na množině A.
1. Ukažte, že ρ je reflexivnı́ právě tehdy, když platı́ idA ⊆ ρ.
2. Ukažte, že ρ je symetrická právě tehdy, když platı́ ρ = ρ−1.
3. Ukažte, že ρ je tranzitivnı́ právě tehdy, když platı́ ρ ◦ ρ ⊆ ρ.

Definice. Reflexivnı́, symetrická a tranzitivnı́ relace se nazývá relace ekvivalence (nebo prostě
ekvivalence, pokud nemůže dojı́t k záměně s logickou ekvivalencı́).

Přı́klady. 1. Identická relace idA je ekvivalence na množině A.
2. Bud’ V nějaká množina vajec. Zaved’me relaci ς předpisem: v1ςv2 právě tehdy, když vejce v1 a v2

pocházejı́ od stejné slepice. Pak ς je ekvivalence.

Problém k řešenı́. Bud’te ρ, σ relace ekvivalence na množině A. Dokažte, že σ ◦ρ je relace ekvivalence
právě tehdy, když σ ◦ ρ = ρ ◦ σ .
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Relace ekvivalence se hojně vyskytujı́ v matematice i v realitě. Jsou vždy spojeny s tak zvanými
rozklady.

Definice. Rozklad na množině A je systém neprázdných podmnožin množiny A, zvaných třı́dy
rozkladu, splňujı́cı́ podmı́nku, že každý prvek x ∈ A ležı́ v právě jedné z třı́d. Třı́da rozkladu
obsahujı́cı́ prvek x se obvykle označuje [x].

Přı́klady. 1. Necht’ A = { ♥, ♠, ♦, ♣ }, U = { ♥, ♦ }, V = { ♠, ♣ }. Pak { U, V } je rozklad na množině
A, protože každý z prvků ♥, ♠, ♦, ♣ množiny A ležı́ v právě jedné z množin U, V :

U︷ ︸︸ ︷ V︷ ︸︸ ︷

♥ ♠

♦ ♣
Přitom [♥] = U , [♠] = V , [♦] = U , [♣] = V .

2. Množinu všech obcı́ České republiky lze rozložit na třı́dy, tvořené obcemi jednotlivých okresů
(za předpokladu, že každá obec v České republice ležı́ v právě jednom okrese). Pak [Opava] označuje
množinu všech obcı́ ležı́cı́ch v témže okrese jako Opava. Přitom [Opava] = [Vávrovice], ale [Opava] 	=
[Krnov].

3. Populace kura domácı́ho může být rozložena na dvě třı́dy: kohouty a slepice.

Cvičenı́. 1. Nalezněte všechny rozklady na množině A = { 1, 2, 3 } (je jich pět).
2. Dvě množiny A, B se nazývajı́ disjunktnı́, je-li A∩ B = ∅. Ukažte, že každé dvě různé třı́dy rozkladu

jsou disjunktnı́.

Tvrzenı́. Bud’dán rozklad na množině A na třı́dy [a], a ∈ A. Bud’ρ relace na množině A zadaná
předpisem

xρy ⇔ [x] = [y],

tj. xρy právě když x, y ležı́ v jedné a téže třı́dě rozkladu. Pak ρ je ekvivalence na A.

Důkaz. Relace ρ je reflexivnı́, protože [x] = [x] pro každé x ∈ A. Relace ρ je symetrická,
protože rovnost [x] = [y] má za následek rovnost [y] = [x]. Relace ρ je tranzitivnı́, protože
rovnosti [x] = [y], [y] = [z] majı́ za následek rovnost [x] = [z].

Přı́klady. Ve stejně čı́slovaných předchozı́ch přı́kladech platı́:
1. ♥ρ♦, ♠ρ♣.
2. Obec a je ekvivalentnı́ obci b právě tehdy, když obě ležı́ v témže okrese.
3. Dva exempláře kura domácı́ho jsou ekvivalentnı́ právě tehdy, když oba jsou kohouti nebo obě jsou

slepice.

Každá ekvivalence pocházı́ z rozkladu. Přı́slušný rozklad nenı́ těžké sestrojit.

Tvrzenı́. Bud’ρ ekvivalence na množině A. Pak je systém {[a] | a ∈ A} podmnožin, definovaných
předpisem

[a] = { x ∈ A | aρx }, a ∈ A,

rozklad na A.
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Důkaz. Ukažme, že každý prvek x ∈ A ležı́ v právě jedné třı́dě. Předevšı́m každý prvek x ležı́
v třı́dě [x]. Skutečně, x ∈ [x], protože xρx (reflexivita ekvivalence).

Ještě však musı́me ukázat, že každá třı́da, v nı́ž ležı́ x , je rovna třı́dě [x]. Předpokládejme, že
x ∈ [y] a dokažme, že pak [y] = [x].

Nejprve inkluzi [x] ⊆ [y]. Bud’ u ∈ [x] libovolné, pak uρx . Máme ale x ∈ [y], takže xρy.
Potom z tranzitivity relace ρ plyne, že uρy, načež u ∈ [y]. Tudı́ž, [x] ⊆ [y].

Inkluzi [x] ⊇ [y] dokažte jako cvičenı́.

Vidı́me, že prvky x, y ležı́ v jedné a téže třı́dě rozkladu právě tehdy, když xρy.

Systém množin obecně je množina, jejı́ž prvky jsou zase množiny. Bud’ I nějaká množina (nazývá se
indexová množina), pro každé i ∈ I bud’ Ai zase nějaká množina. Pak {Ai | i ∈ I } je systém množin.
Značı́ se též {Ai }i∈I .

Symbolem
⋃

i∈I Ai označujeme množinu všech prvků, které ležı́ v alespoň jedné z množin Ai . Je to
opět množina a nazývá se sjednocenı́ systému množin {Ai }i∈I .

Symbolem
⋂

i∈I Ai označujeme množinu všech prvků, které ležı́ ve všech množinách Ai . Je to opět
množina a nazývá se průnik systému množin {Ai }i∈I .

Cvičenı́. Systém { Ai | i ∈ I } podmnožin množiny A je rozklad právě tehdy, když platı́ podmı́nky
(i) Každá podmnožina Ai je neprázdná;

(ii) A = ⋃
i∈I Ai ;

(iii) majı́-li dvě třı́dy neprázdný průnik, Ai ∩ A j 	= ∅, pak se rovnajı́, Ai = A j .

Problém k řešenı́. Bud’ρ ekvivalence na množině A, bud’σ ekvivalence na množině B. Zaved’me relaci
τ na množině C = A × B předpisem

(a1, b1)γ (a2, b2) ⇔ a1ρa2 ∧ b1σb2.

Ukažte, že γ je relace ekvivalence. Ukažte, že třı́dy ekvivalence γ jsou právě množiny U × V , kde U je
třı́da ekvivalence ρ a V je třı́da ekvivalence σ .

5. Zobrazenı́

Jiný důležitý přı́klad relace mezi množinami představujı́ zobrazenı́. Zde pojednáme jen o těch
vlastnostech zobrazenı́, které dále použijeme. Dalšı́ spřı́zněné definice a tvrzenı́ jsou uvedeny
v přednášce z matematické analýzy.

Bud’te A, B množiny. Zobrazenı́ f z množiny A do množiny B je relace f ⊆ A × B, která
splňuje podmı́nku:

(∗) Pro každý prvek a ∈ A existuje právě jeden prvek b ∈ B takový, že (a, b) ∈ f .
Prvek b se obvykle označuje f (a), někdy také fa . Nazývá se hodnota zobrazenı́ f v prvku a

nebo také obraz prvku a při zobrazenı́ f .
Zápisem f : A → B vyjadřujeme, že f je zobrazenı́ z množiny A do množiny B. Jiný zápis:

a
f−→ b. Mı́sto b = f (a) často pı́šeme f : a #→ b nebo a

f#→ b.
Zobrazenı́ f : A → B je jednoznačně určeno zadánı́m množin A, B a hodnot f (a) pro každé

a ∈ A. Zobrazenı́ f : A → B, g : C → D jsou si rovna právě tehdy, když A = C , B = D a
pro každé a ∈ A platı́ f (a) = g(a).
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0. Množiny, relace a zobrazenı́

Přı́klady. 1. Necht’ A = { ♥, ♠, ♦, ♣ }, B = { , }. Pak následujı́cı́ zápisy definujı́ jedno a to samé
zobrazenı́ f : A → B:
(1) f = {(♥, ), (♠, ), (♦, ), (♣, )}.
(2) f (♥) = , f (♠) = , f (♦) = , f (♣) = .
(3) f : ♥ #→ , ♠ #→ , ♦ #→ , ♣ #→ .

2. Relace, která vejci přiřazuje slepici, která je snesla, je zobrazenı́ z množiny všech slepičı́ch vajec
do množiny všech slepic.

Identická relace na množině A je zobrazenı́ (identické zobrazenı́) z množiny A do nı́ samé a
značı́ se idA : A → A. Platı́ idA(a) = a pro každé a ∈ A.

Tvrzenı́. Bud’te f : A → B, g : B → C dvě zobrazenı́. Pak je relace g ◦ f zobrazenı́ A → C.
Platı́

(g ◦ f )(a) = g( f (a)) pro každé a ∈ A. (∗∗)

Důkaz. Prvek a ∈ A má za obraz g( f (a)) ∈ C . Dokažme jednoznačnost obrazu. Je-li c ∈ C a
(a, c) ∈ g ◦ f , pak podle definice existuje b ∈ B takové, že (a, b) ∈ f a (b, c) ∈ g. Pak ovšem
b = f (a) a c = g(b), protože f, g jsou zobrazenı́. Tudı́ž, c = g( f (a)).

Zobrazenı́ g ◦ f se nazývá kompozice zobrazenı́ f, g.

Tvrzenı́. (1) Budiž f : A → B zobrazenı́. Pak

f ◦ idA = idB ◦ f = f.

(2) Bud’te f : A → B, g : B → C , h : C → D zobrazenı́. Pak

h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f.

Důkaz. (1) Jde o zobrazenı́ A → B. Ukažme, že pro každé a ∈ A nabývajı́ stejných hodnot.
Pro libovolné a ∈ A ale máme ( f ◦ idA)(a) = f (idA(a)) = f (a) a podobně (idB ◦ f )(a) =
idB( f (a)) = f (a).

(2) Obě zobrazenı́ h◦( f ◦g) a (h◦g)◦ f jsou zobrazenı́ A → D. Ukažme, že nabývajı́ stejných
hodnot pro každé a ∈ A. Pro libovolný prvek a ∈ A máme

(
h ◦ (g ◦ f )

)
(a) = h

(
(g ◦ f )(a)

) =
h(g( f (a))) = (h ◦ g)

(
f (a)

) = (
(h ◦ g) ◦ f

)
(a).

Cvičenı́. Proč platı́ každá z rovnostı́ uvedených v důkazu?
Napřı́klad rovnost

(
h◦(g◦ f )

)
(a) = h

(
(g◦ f )(a)

)
je výsledkem dosazenı́ h za g, g◦ f za f a a za a do

formule (∗∗) definujı́cı́ skládánı́ ,,◦.“ Následujı́cı́ rovnost je důsledkem rovnosti (g ◦ f )(a) = (g( f (a));
stejné prvky množiny B pak majı́ stejné obrazy při zobrazenı́ h : B → C . Vysvětlete zbývajı́cı́ rovnosti.

Bud’ dáno zobrazenı́ f : A → B. Je-li prvek b ∈ B obrazem prvku a ∈ A, pak se prvek a
nazývá vzor prvku b při zobrazenı́ f . Množina všech vzorů prvku b ∈ B při zobrazenı́ f se značı́
f −1{b}.

Zatı́mco obraz obecného prvku a ∈ A vždy existuje a je jediný, vzor prvku b ∈ B obecně
existovat nemusı́ a nemusı́ být ani jediný. V souvislosti s tı́m uved’me dalšı́ definice.

Zobrazenı́ f : A → B se nazývá surjektivnı́ (čili surjekce), jestliže platı́

∀
b∈B

∃
a∈A

b = f (a).

8



                    

0. Množiny, relace a zobrazenı́

Tudı́ž, zobrazenı́ f je surjektivnı́ právě tehdy, když má každý prvek b ∈ B alespoň jeden vzor
v A (je-li pro každé b ∈ B množina f −1{b} neprázdná). Hovořı́me též o zobrazenı́ množiny A
na množinu B.

Zobrazenı́ f : A → B se nazývá injektivnı́ (čili injekce) neboli prosté, jestliže platı́

∀
a1,a2∈A

(
f (a1) = f (a2) ⇒ a1 = a2

)
.

Jinak řečeno, zobrazenı́ f je injektivnı́, má-li každý prvek b ∈ B nejvýše jeden vzor v A (je-li
pro každé b ∈ B množina f −1{b} nejvýše jednoprvková).

Nakonec, zobrazenı́ f : A → B se nazývá bijektivnı́, je-li injektivnı́ a surjektivnı́ současně
Tudı́ž, zobrazenı́ f je bijektivnı́ tehdy a jen tehdy, má-li každý prvek b ∈ B právě jeden vzor
(je-li pro každé b ∈ B množina f −1{b} jednoprvková).

Přı́klady. 1. { ♥, ♠, ♦, ♣ } → { , }, f (♥) = , f (♠) = , f (♦) = , f (♣) = . Zobrazenı́ f
je surjektivnı́ (oba prvky , ∈ B majı́ vzor), ale nenı́ injektivnı́ (např. má dva vzory: ♠ a ♣). Nenı́
proto ani bijektivnı́.

2. Uvažujme o relaci ,,chodı́“ mezi množinou H hochů a množinou D dı́vek. Tato relace je zobrazenı́m,
pokud každý hoch chodı́ s právě jednou dı́vkou. Toto zobrazenı́ je bijektivnı́, pokud přitom každá dı́vka
chodı́ s právě jednı́m hochem.

Tvrzenı́. Bud’ f : A → B zobrazenı́. Následujı́cı́ podmı́nky jsou ekvivalentnı́:
(1) f je bijektivnı́;
(2) existuje zobrazenı́ g : B → A takové, že

g ◦ f = idA, f ◦ g = idB .

V pozitivnı́m přı́padě zobrazenı́ g s vlastnostmi (2) existuje jediné a je opět bijektivnı́.

Zobrazenı́ g z předchozı́ho tvrzenı́ se nazývá inverznı́ k f a značı́ se f −1.

Důkaz. Dokažme implikaci ,,(1) ⇒ (2).“ Bud’ f bijektivnı́. Definujme zobrazenı́ g : B → A
předpisem: pro libovolné b ∈ B necht’g(b) = a ⇔ b = f (a). Tento předpis definuje zobrazenı́,
protože pro každý prvek b ∈ B existuje právě jeden prvek a takový, že b = f (a), totiž vzor
prvku b při zobrazenı́ f , a ten je jediný podle definice bijekce.

Ověřme rovnost g ◦ f = idA. Zřejmě jde o dvě zobrazenı́ A → A. Pro každé a ∈ A pak při
označenı́ b = f (a) máme (g ◦ f )(a) = g( f (a)) = g(b) = a = idA(a), což se mělo dokázat.
Podobně f ◦ g = idB , protože obě jsou zobrazenı́ B → B a pro každé b ∈ B existuje jediné a
takové, že b = f (a), načež g(b) = a a máme ( f ◦ g)(b) = f (g(b)) = f (a) = b = idB(b).

Dokažme implikaci ,,(2) ⇒ (1).“ Necht’existuje zobrazenı́ g : B → A takové, že g ◦ f = idA

a f ◦ g = idB . Ukažme, že f je surjektivnı́. Bud’ b ∈ B libovolné. Položme a = g(b), potom
f (a) = f (g(b)) = ( f ◦ g)(b) = idB(b) = b, takže a je vzor prvku b při zobrazenı́ f a
f je surjektivnı́. Ukažme, že f je injektivnı́. Bud’te a1, a2 ∈ A libovolné dva prvky takové, že
f (a1) = f (a2). Potom g( f (a1)) = g( f (a2)), ale g( f (a1)) = (g ◦ f )(a1) = idA(a1) = a1 a
podobně g( f (a2)) = a2, načež a1 = a2 a f je injektivnı́.

Dále je třeba dokázat jednoznačnost zobrazenı́ g : B → A s vlastnostmi g ◦ f = idA a
f ◦ g = idB . Bud’ g′ : B → A jiné zobrazenı́, pro něž platı́ g′ ◦ f = idA a f ◦ g′ = idB .
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Bud’ b ∈ B libovolný prvek; ukažme, že g(b) = g′(b). Máme ovšem f (g(b)) = ( f ◦ g)(b) =
idB(b) = ( f ◦ g′)(b) = f (g′(b)). Ale f je injektivnı́ podle již dokázané implikace ,,(2) ⇒ (1),“
načež g(b) = g′(b). Vzhledem k libovolné volbě prvku b dostáváme rovnost g = g′.

Nakonec je třeba dokázat, že i zobrazenı́ g je bijektivnı́. To ovšem plyne z již dokázané implikace
,,(2) ⇒ (1),“ zaměnı́me-li mezi sebou f ↔ g a A ↔ B.

Zapamatujte si formuli f (a) = b ⇔ a = f −1(b), a ∈ A, b ∈ B.

Cvičenı́. Ukažte, že je-li f bijekce, pak je inverznı́ zobrazenı́ f −1 totožné s opačnou relacı́ f −1.

Přı́klad. Zobrazenı́ f : { ♥, ♦ } → { ♠, ♣ }, ♥ #→ ♠, ♦ #→ ♣, je bijekce. Inverznı́ je zobrazenı́
g = f −1 : { ♠, ♣ } → { ♥, ♦ }, ♠ #→ ♥, ♣ #→ ♦. (Invertovánı́ bijekce spočı́vá v obracenı́
šipek.)

Tvrzenı́. Bud’ f : A → B bijektivnı́ zobrazenı́. Pak ( f −1)−1 = f .

Důkaz. Je potřeba dokázat, že f je inverznı́ zobrazenı́ k f −1. K tomu použijeme bod (2) před-
chozı́ho tvrzenı́, kam dosadı́me f za g a f −1 za f (a rovněž A za B a B za A). Obdržı́me
podmı́nku f −1 ◦ f = idA a f ◦ f −1 = idB , která ovšem platı́, protože f −1 je inverznı́ k f .

Tvrzenı́. Bud’te f : A → B, g : B → C bijekce. Potom
(1) g ◦ f : A → C je bijekce;
(2) (g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g−1.

Důkaz. Cvičenı́.

Cvičenı́. Bud’te f : A → B, g : B → C dvě zobrazenı́.
(1) Je-li zobrazenı́ g ◦ f injektivnı́, pak je i zobrazenı́ f injektivnı́.
(2) Je-li zobrazenı́ g ◦ f surjektivnı́, pak je i zobrazenı́ g surjektivnı́.

Dokažte.

Cvičenı́. Bud’te f : A → B, g : A → B dvě zobrazenı́. Dokažte, že platı́:
(1) Bud’h : B → C injektivnı́ zobrazenı́ takové, že h◦ f = h◦g. Pak f = g. Jinými slovy, injektivnı́m

zobrazenı́m lze krátit zleva.
(2) Bud’ h : D → A surjektivnı́ zobrazenı́ takové, že f ◦ h = g ◦ h. Pak f = g. Jinými slovy,

surjektivnı́m zobrazenı́m lze krátit zprava.

Cvičenı́. Bud’te A, B libovolné konečné množiny majı́cı́ shodně po n prvcı́ch. Bud’ f : A → B injektivnı́
zobrazenı́. Ukažte, že f je bijektivnı́.

Návod: Dokazujte indukcı́ vzhledem k čı́slu n. Indukčnı́ krok: vyberte libovolně prvek a ∈ A a uvažujte
o množinách A′ = A \ {a} a B ′ = B \ { f (a)}.
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