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P�edmluva

Tento text slou�� pro z�kladn� orientaci v kursu teorie vy��slitelnosti v r�mci bakal��sk�ho
a magistersk�ho studia informatiky na Filozo�cko	p��rodov�deck� fakult� Slezsk� univer	
zity v Opav�� Pro pochopen� p�edpokl�d� element�rn� znalost teorie form�ln�ch jazyk� a
logiky v rozsahu b��n�ho vysoko
kolsk�ho kursu teoretick� informatiky� Text je opat�en
�adou p��klad� ilustruj�c�ch typick� postupy �e
en� probl�m� v prob�ran� teorii� N�kter�
z p��klad� umo��uj� ilustrovat v�sledek po��ta�ovou simulac�� nap�� formou program� s
cykly nebo pomoc� simul�toru Turingova stroje �kter� je ke sta�en� na WWW str�nk�ch
autora�� Odd�ly a p��klady� kter� jdou nad r�mec z�kladn�ho kursu� jsou ozna�eny ��
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Kapitola �

�vod

��� Abstraktn� po	�ta	 a Entscheigungsproblem

Rozvoj po��ta�ov�ch technologi� umo��uje zdvojn�sobovat rychlost po��ta�� zhruba ka�d�
dva a� t�i roky� soub��n� roste jejich pam� ov� a komunika�n� kapacita� Existuje ov
em
principi�ln� rozd�l v jejich v�po�etn�ch mo�nostech� kdy� neuva�ujeme omezen� dan� ve	
likost� dostupn� pam�ti! Jak charakterizovat abstraktn� po��ta� s neomezenou kapacitou
pam�ti� a t��du "loh� kterou m��e tento po��ta� vy�e
it! Existuj� matematick� "lohy� kter�
ani s neomezenou pam�t� na po��ta�i v�bec nelze �e
it!

Tyto ot�zky za�aly b�t aktu�ln� ve ��� letech ��� stolet�� kr�tce p�ed vznikem prvn�ch
elektronick�ch po��ta��� Jejich p�vodn� podobu p�edstavuje tzv� Entscheidungsproblem�
formulovan� Davidem Hilbertem v roce ���# je mo�no mechanicky �pomoc� samo�inn�ho
stroje� dok�zat nebo vyvr�tit ka�d� tvrzen� v dob�e axiomatizovan� matematick� teorii!�

Tento ryze matematick� probl�m je v
ak ekvivalentn� �ad� praktick�ch "loh z�sadn�
d�le�itosti# uv�domme si� �e soudob� ��slicov� po��ta�e k$duj� sv� vstupy a v�stupy po	
moc� ��sel a ve
ker� jejich operace jsou element�rn� matematick� v�po�ty� Proto lze ka�d�
program p�esn� popsat celo��selnou funkc�� p�i�azuj�c� vstup�m po�adovan� v�stupy �ve
form� nap�� bin�rn�ch ��sel�� Ka�d� tvrzen� o po��ta�ov�m programu lze tedy p�ev�st na
tvrzen� o jednoduch�ch celo��seln�ch funkc�ch �viz t�� kapitola �����

Pokud by byl Entscheidungsproblem mechanicky �e
iteln�� bylo by nap��klad strojov�
mo�no#

% pro ka�d� po��ta�ov� program rozhodnout� zda se m��e �zacyklit��
% rozhodnout� zda prom�nn� programu mohou n�kdy nab�t jist�ch kritick�ch hodnot �viz

programy pro ��zen� l�ka�sk�ch p��stroj�� dopravn�ch prost�edk�� atomov�ch elektr�ren
apod���

% je	li k dispozici p�esn� matematick� popis zad�n�� ov��it zda dan� program toto zad�n�
bezchybn� pln� �tj� odladit jej��

% bez pot�eby pr�b��n� aktualizace� ji� vy�aduj� soudob� antiviry� rozhodnout� zda se
dan� program �nebo jeho ��st� chov� jako virus�

Ot�zku �e
itelnosti Entscheidungsproblem de�nitivn� zodpov�d�l v roce ��� Kurt G&	
del� kdy� uk�zal� �e v ka�d�m axiomatizovan�m syst�mu obsahuj�c�m alespo� celo��selnou
aritmetiku existuj� nutn� tvrzen�� kter� jeho vlastn�mi prost�edky nelze dok�zat ani vy	
vr�tit� Odtud bezprost�edn� vypl�v�� �e pro sebed�mysln�j
� ��slicov� po��ta� lze naj�t
"lohu� kterou tento po��ta� nedok��e vy�e
it�

�Hilbert m�l zjednodu�en� �e�eno na mysli teorii s kone�nou bezespornou mno�inou axiom� a form�ln�

logikou prvn�ho ��du	
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��
 Modely abstraktn�ho po	�ta	e

Abychom mohli n�co usuzovat o mechanick�m v�po�tu� mus�me nejd��v vytvo�it jeho co
nejjednodu

� univerz�ln� matematick� model �aby bylo mo�no snadno zji
 ovat a dokazo	
vat jeho vlastnosti�� B�hem ��� stolet� vznikla �ada takov�ch model�� od nich� se o�ek�valo
osv�tlen� ot�zek z prvn�ho odstavce#

% �	kalkul� matematicko	logick� apar�t� z n�ho� mj� vych�z� programovac� jazyk Lisp�
���� A� Church '�(�

% Turing�v stroj� matematick� model primitivn�ho po��ta�e s p�skovou pam�t�� ����
A�M� Turing '��(�

% teorie primitivn�ch rekurz�vn�ch funkce� popisuj�c� t��du vy��sliteln�ch funkc� pomoc�
rekurze nez�visle na pou�it�m po��ta�i� ���� S� Kleene '�(�

% RASP �Random Access Stored Program�� RAM �Random Access Machine�� jednodu	
ch� modely po��ta�e s libovoln� adresovanou pam�t�� ���� J� Shepherdson� H� Sturgis
'��(�

% um�l� neuronov� s�t�� matematick� modely soustav nervov�ch bun�k� dnes s �etn�mi
praktick�mi aplikacemi� ���� W�S� McCulloch� W� Pitts '��(�

% dal
� matematick� modely p��rodn�ch v�po�etn�ch proces�� jako DNA v�po�ty� mem	
br�nov� v�po�ty a podobn�� �� l�ta ��� stolet�� Adleman '�(�

a mnoh� dal
�� Jak tyto modely vznikaly� bylo postupn� dok�z�no� �e p�es ve
kerou jejich
odli
nost je jejich v�po�etn� s�la je toto�n�� Tj� ka�d� z t�chto mechanism� je schopen vy	
�e
it p�esn� stejnou t��du "loh jako ostatn�� by se mohou li
it efektivitou �e
en�� Postupn�
za�alo b�t zjevn�� �e nejde o n�hodnou shodu� �e zde existuje n�jak� obecn� hranice me	
chanick� vypo��tatelnosti� nez�visl� na pou�it�m v�po�etn�m syst�mu� Toto p�esv�d�en��
zn�m� jako Turingova	Churchova teze� poprv� zformuloval A� Church '�( v roce ���#

Ka�d� v�po�etn� proces� kter� p�irozen� ch�peme jako efektivn� vypo�itateln��
m	�e b�t realizov�n Turingov�m strojem


Pojem efektivn� vypo�itateln� se zde nevztahuje k rychlosti v�po�tu apod�� ale ozna�uje
proces� kter� v�dy po kone�n�m po�tu operac� najde po�adovan� v�sledek �pokud exis	
tuje�� Teorie vy��slitelnosti tedy zkoum�� vych�zej�c dodnes z Turingovy	Churchovy teze�
mechanickou �e
itelnost "loh r�zn�ch typ�� a sou�asn� se hled� zp�soby� jak p�ekro�it �i
obej�t v�po�etn� limit dan� T�	Ch� tez��

Turingova	Churchova teze nen� matematick�m tvrzen�m� kter� by mohlo b�t form�ln�
dok�z�no nebo vyvr�ceno� Vyjad�uje vlastn� n�zor na to� kter� "lohy je z hlediska in	
formatiky vhodn� pova�ovat za efektivn� vypo�itateln� �vy��sliteln��� a kter� ne� Je st�le
pova�ov�na za velmi u�ite�nou a Turing�v stroj je v
eobecn� u��v�n jako m���tko vy��sli	
telnosti� nebo #

% takto vymezen� t��da efektivn� �e
iteln�ch "loh je velmi p�irozen� a nez�visl� na typu
pou�it�ho v�po�etn�ho mechanismu�

% tato t��da ch�pan� jako t��da vypo�itateln�ch funkc� m� siln� uz�v�rov� vlastnosti
vzhledem k �ad� operac� �skl�d�n�� rekurze� inverze atd���

% nen� zn�m ��dn� uzav�en� v�po�etn� syst�m vymykaj�c� se Turingov�	Churchov� tezi�
tzn� kter� by dok�zal efektivn� �e
it "lohy nevypo�itateln� Turingov�m strojem�
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% v�po�etn� schopnost v�
e uveden�ch model� po��ta�e se nem�n� zvy
ov�n�m jejich
v�konnosti �i parametr� �v�ce pam�ti� rychlej
� v�po�et� d�mysln�j
� operace� parale	
lismus� pravd�podobnostn� v�po�ty apod���

P�esto�e nen� Turingova	Churchova teze exaktn�m matematick�m v�rokem� m��e se
�ten�� v �asto i v exaktn�ch d�kazech setkat s formulacemi typu �strojov� �e
itelnost "lohy
plyne z Turingovy	Churchovy teze�� Takovou formulac� je m�n�no p�esv�d�en� dokazuj�	
c�ho� �e ona "loha je zcela zjevn� algoritmizovateln�� �e on �i �ten��� by v p��pad� pot�eby
snadno napsal p��slu
n� program� �e v
ak pova�uje za zbyte�n� rozv�d�t v�c do takov�ch
detail��

Tento zkratkovit� postup si m��eme dovolit proto� �e je �adu let dok�z�na v�po�etn�
ekvivalence v
ech mo�n�ch programovac�ch prost�edk� s Turingov�m strojem� a �e jsme
u v�t
iny "loh d�k sv�m zku
enostem schopni jejich programovou �e
itelnost rozpoznat�
V�dy v
ak mus�me b�t v p��pad� pochybnost� p�ipraveni sestavit p��slu
n� algoritmus�

��� Churchova�Turingova teze v �ir��m kontextu

Jedn�m z kl��ov�ch probl�m� teorie vy��slitelnosti je vztah v�
e zm�n�n�ch matematick�ch
model� po��ta�e �pracuj�c�ch vesm�s s kone�nou mno�inou symbol�� k fyzik�ln� realit��
Budeme	li pova�ovat za efektivn� vy��sliteln� ka�d� �deterministick�� fyzik�ln� proces�
je ot�zkou� zdali existuje fyzik�ln� obdoba Turingova stroje� Ze z�kon� kvantov� fyziky
skute�n� plyne teoretick� mo�nost existence univerz�ln�ho kvantov�ho Turingova stroje�
kter� je v�po�etn� mocn�j
� ne� b��n� Turing�v stroj a m��e efektivn� simulovat libo	
voln� fyzik�ln� proces� Pokud by byl realizov�n� mohl by nap�� prov�st libovoln� fyzik�ln�
experiment�

Pokud by se i lidsk� mysl chovala mechanicky� platil by zd�nliv� limit strojov� vy��s	
litelnosti dan� Turingov�m strojem i pro v
echno lidsk� pozn�n�� Existuj� d�vody pro i
proti tomuto tvrzen� �viz univerz�ln� kvantov� Turing�v stroj % m��e b�t mysl vysv�tlena
a pops�na fyzik�ln�mi z�kony!�� o nich� se intenz�vn� diskutuje zejm�na mezi experty na
um�lou inteligenci�

P�i srovn�n� Turingova stroje a lidsk�ho mozku �a nebo dokonce b��n�ho soudob�ho
po��ta�e p�ipojen�ho k Internetu� v
ak vyniknou p�inejmen
�m n�sleduj�c� rozd�ly#

Kontinuita % Turing�v stroj nem� mo�nost p�enosu informace mezi jednotliv�mi b�hy
p�i �e
en� "loh� Ve
ker� informace z�skan� p�i �e
en� jedn� "lohy je po jej�m ukon	
�en� zcela zapomenuta� Naproti tomu nap�� osobn� po��ta� m��e na sv�ch m�di�ch
akumulovat poznatky z�skan� p�i �e
en� "loh a v budoucnu je vyu��t�

Interaktivita % Turing�v stroj nem��e nijak interagovat se sv�m prost�ed�m� obdr�� jed	
nor�zov� zad�n� "lohy na za��tku �innosti� Nem� mo�nost kl�st dopl�uj�c� dotazy�
�radit se� s jin�mi stroji a podobn�� P�itom pr�v� faktor nep�edv�datelnosti v pro	
st�ed� bohat�m na interakce� jako je Internet� se ukazuje jako mo�n� v�znamn� posila
v�po�etn� s�ly�

Adaptabilita % Turing�v stroj se nem��e nijak p�estav�t� zjist�	li� �e nen� schopen vy�e
it
zadanou "lohu� Naproti tomu po��ta� m��e b�t u�ivatelem upgradov�n� mozek si
vytv��� nov� synapse atp�

Tyto rozd�ly povedeme v patrnosti� i kdy� v dal
�m textu budeme uv�d�t� �e libo	
voln� po��ta� m��e b�t modelov�n Turingov�m strojem� Mohou interaktivn� syst�my s
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uveden�mi vlastnostmi p�ekonat v�po�etn� limit Turingova stroje! Jak p�irozen� vyme	
zit vlastnosti takov�ho �siln�j
�ho� v�po�etn�ho modelu! Je pro n� v�bec pojem v�po�et
nebo mechanick� postup adekv�tn�! Odpov�di na tyto ot�zky jsou dosud otev�en�� Zaj�	
mav� "vahy a odkazy na toto t�ma lze nal�zt nap�� v '�( nebo '��(�
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Kapitola �

Reprezentace strojov� vy��sliteln�ch funkc�


�� Turingv stroj

Ze v�
e uveden�ch model� mechanick�ho v�po�tu je pro teoretick� studie nej�ast�ji u��v�n
Turing�v stroj� nebo 

% jde o intuitivn� pochopiteln� model skute�n�ho� by primitivn�ho po��ta�e s p�skovou
pam�t��

% je snadno programovateln� pro vykon�n� zadan� "lohy �na rozd�l od nap�� ryze mate	
matick�ch model���

% svou jednoduchost� dovoluje pod�vat d�kazy v relativn� kompaktn� form� �nap�� model
RAM je podstatn� slo�it�j
���

)ada d�le�it�ch tvrzen� o algoritmech a po��ta��ch byla zji
t�na a dok�z�na pr�v� po	
moc� tohoto modelu� Ka�d� dnes existuj�c� po��ta� toti� lze Turingov�m strojem simulovat
�s v�hradami uveden�mi v kapitole ����� i kdy� �asto velmi neefektivn�m zp�sobem�

De�nice ����� Turing	v stroj �TS je �estice M * �Q�+�,� �� q�� F �� kde�

Q je kone�n� mno�ina stav	�
, je kone�n� p�skov� abeceda obsahuj�c� mj
 symbol mezera t�
+ � ,� ftg je vstupn� abeceda�
� #Q� , �� Q� ,� f�� ���g� je p�echodov� zobrazen�� kde DOM��� � Q� ,�
q� � Q je po��te�n� stav�
F � Q je mno�ina koncov�ch stav	


Symbol t se t�� ozna�uje jako pr�zdn� symbol� P�i popisech v dal
�m textu budeme
pou��vat symboly Q� +� ,� �� q�� F ve v�
e popsan�m v�znamu� nebude	li �e�eno jinak�
Z�pis DOM��� ozna�uje de�ni�n� obor zobrazen� ��

Turing�v stroj disponuje obousm�rn� nekone�nou p�skou� rozd�lenou na pol��ka� ob	
sahuj�c� po jednom symbolu z ,� V ka�d�m kroku stroj pomoc� sv� tzv� �tec�-zapisovac�
hlavy �model vznikal v dob�� kdy byly roz
��eny d�rn� p�sky� p�e�te jeden symbol z p�sky�
podle jeho obsahu a podle sv�ho vnit�n�ho stavu �z mno�iny Q� jej p�ep�
e n�jak�m sym	
bolem z , �ne nutn� jin�m�� zm�n� sv�j vnit�n� stav a p�esune hlavu na p�sce o jedno
pol��ko vlevo� vpravo nebo z�stane st�t� Existuj� varianty de�nice ������ nap�� stroj s jed	
nosm�rn� nekone�nou p�skou� z�kaz z�pisu mezery t na p�sku� jen jeden koncov� stav�
speci�ln� vstupn� a v�stupn� p�ska apod� Lze v
ak uk�zat� �e t�mito zm�nami se nijak
nezm�n� v�po�etn� s�la stroje�





Abychom mohli �innost stroje p�esn� de�novat� je t�eba nejd��v popsat� v jak� situaci
se stroj nach�z� p�ed proveden�m kroku� a jak� zm�ny tento krok zp�sob�� .pln� informace
o situaci stroje v jist�m moment� se naz�v� kon�gurace�

De�nice ����� Kon�gurace Turingova stroje je trojice �q� w�w��� kde q � Q� w�w� � ,��

Dohoda� ve slovech w� resp� w� nebudeme zapisovat mezery zleva� resp� zprava� jich� je
nekone�n� mnoho�

Slovo ww� p�edstavuje obsah p�sky� pozice hlavy stroje je na prvn�m symbolu slova
w�� Jeliko� v�dy pouze kone�n� mno�stv� symbol� na p�sce bude nemezerov�ch� tedy
z�pis slova ww� bude kone�n�� Popis konkr�tn�ho Turingova stroje �podle de�nice� a jeho
aktu�ln� kon�gurace p�esn� ur�uje� jak bude jeho �innost d�le prob�hat a jak�mi dal
�mi
kon�guracemi stroj projde�

De�nice ����
 Bu� �p� xa� by� kon�gurace strojeM pro n�jak� a� b � ,� x� y � ,�� p � Q�
Krok �M stroje M je p�echod do jin� kon�gurace podle n�kter�ho z t�chto p�edpis	�

� �p� xa� by� �M �q� xa� cy�� pokud ��p� b� * �q� c� ���
� �p� xa� by� �M �q� x� acy�� pokud ��p� b� * �q� c����
� �p� xa� by� �M �q� xac� y�� pokud ��p� b� * �q� c����

Krok je tedy ch�p�n jako bin�rn� relace� obsahuj�c� dvojice takov�ch kon�gurac�� mezi
nimi� stroj p�ejde jednou svou element�rn� operac��

Tranzitivn�� resp� re/exivn� a tranzitivn� uz�v�r relace �M ozna�ujeme ��M � resp� ��M �
Z�pis x ��M y neznamen� nic jin�ho� ne� �e stroj M p�ep�
e slovo x na p�sce na slovo y
pomoc� libovoln�ho nenulov�ho po�tu krok�� Z�pis x ��M y pak nav�c zahrnuje i mo�nost�
�e nebyl vykon�n ��dn� krok a x * y�

Na za��tku �innosti stroje je na p�sce kone�n� dlouh� tzv� vstupn� slovo x � +��
p�edstavuj�c� zad�n� n�jak�ho probl�mu dodan� zvn�j
ku� V
echna ostatn� pol��ka p�sky
obsahuj� mezery� Stroj b�hem �innosti toto slovo p�etv��� na n�jak� jin� slovo w � ,��
kter� m��e p�edstavovat �e
en� probl�mu� 0innost TS m��e vy"stit jedn�m z n�sleduj�c�ch
zp�sob�#

�� Stroj p�ejde do koncov�ho stavu� V tom p��pad� se zastav� a tzv� akceptuje �p�ijme
vstupn� slovo� kter� bylo na p�vodn� na p�sce�

�� Stroj se dostane do kon�gurace �q� w� aw��� kde a � , a plat� �q� a� 	� DOM���� Tedy
stroj pro kombinaci stavu� v n�m� se nach�z�� a symbolu� kter� �te� nem� de�nov�nu
��dnou �innost� Pak se rovn�� zastav�� ale neakceptuje vstup�

�� Nenastane ��dn� z p�edchoz�ch variant a stroj se v�bec nezastav�� tj� donekone�na
kon� kroky� V tom p��pad� op�t neakceptuje vstup�

De�nice ����� �i Jazyk p�ij�man� Turing	v�m strojem M je mno�ina

L�M� * fx � +�j�q�� �� x� ��M �qF � w� w
��g�

kde qF � F a w�w� jsou libovoln� slova z ,��

��



�ii Mno�ina A � N
n je p�ij�m�na Turingov�m strojem M se vstupn� abecedou f�� �g�

pokud plat�

�x�� � � � � xn� � A 
� �x���� � � � ��xn�� � L�M��

P��klad ����� Uva�ujme stroj M * �fq�� q�� qF g� fa� bg� fa� b�tg� �� q� � fqF g�� kde
��q�� a� * �q�� a���� ��q��t� * �q��t���� ��q�� a� * �q�� a���� ��q�� b� * �qF � b� ��� Tento
stroj se

� zastav� a akceptuje pro slova za��naj�c� a a obsahuj�c� b�
� zastav� a neakceptuje pro slova neza��naj�c� a�
� nezastav� pro ostatn� slova �za��naj�c� a a neobsahuj�c� b


Jazyk p�ij�man� t�mto strojem je mno�ina L�M� * fag�fbgfa� bg��

Pokud se stroj M se vstupem x zastav� �jedn�m ze dvou v�
e uveden�ch zp�sob�� a 
u� v koncov�m �i jin�m stavu�� p�
eme M�x� *� � V opa�n�m p��pad� p�
eme M�x� * �
Vzhledem k tomu� �e stroj v koncov�m stavu nekon� ��dn� kroky� budeme d�le u v
ech
stroj� p�edpokl�dat� �e DOM��� � �Q� F �� ,�

Pozn�mka ����� Alternativn� de�nice� kterou pou�ijeme v n�kter�ch p��kladech� po��t�
s jedin�m koncov�m stavem nazvan�m ACCEPT� a se speci�ln�m stavem REJECT � Q�
p�i�em� DOM��� * �Q�fACCEPT �REJECTg��,� Stroj se tedy v�dy zastav� v jednom
ze stav� ACCEPT� REJECT� p�i�em� ve stavu REJECT neakceptuje vstupn� slovo�

Libovoln� TS z de�nice ����� lze takto upravit� ani� by se zm�nila jeho funkce� Jedno	
du
e p�id�me do Q nov� stavy ACCEPT� REJECT a uprav�me � tak� �e

% pro v
echny dvojice �q� a�� q � F� a � , de�nujeme ��q� a� * �ACCEPT � a� ���
% pro v
echny dvojice �q� a� 	� DOM���� q � �Q � F �� a � , de�nujeme ��q� a� *

�REJECT � a� ���
% polo��me F * fACCEPTg�

Cvi�en� ����� Sestrojte TS rozpozn�vaj�c� jazyk v�ech dob�e utvo�en�ch v�raz	 z lo�
men�ch z�vorek� tedy spr�vn� hi� hhiihi� nespr�vn� ih� hii atd


����� Vy��slov�n� funkc� Turingov�m strojem

V�stupem Turingova stroje budeme rozum�t obsah p�sky v okam�iku zastaven��

De�nice ����� Plat��li pro stroj M # �q�� �� x� ��M �q� y� y�� pro q � Q� x � +�� y� y� � ,�

a stroj M se zastav� v kon�guraci �q� y� y��� p��eme M�x� * yy��

Pou�it� znak � p�edstavuje pr�zdn� slovo� tedy slovo d�lky �� neobsahuj�c� ��dn� symbol�
To je nutno odli
ovat od z�pisu t� kter� p�edstavuje mezeru� anebo slovo d�lky � sest�vaj�c�
z jedn� mezery�

Nehroz�	li nebezpe�� nedorozum�n�� budeme soub��n� pou��vat z�pisy M�x� * yy� a
M�x� *� � P�itom prvn� znamen�� �e stroj se vstupem x vyprodukoval v�stup yy�� a
druh� pouze fakt� �e se stroj se vstupem x zastavil�

��



Stroj tedy podle de�nice ����� p�etvo�� vstupn� slovo na p�sce na odpov�daj�c� v�stup
yy�� Proto jeho �innost lze ch�pat i tak� �e vypo��t�v� funkci f nad �et�zci� kter� p�i�azuje
vstupn�mu slovu x odpov�daj�c� v�stupn� slovo ww�� Jestli�e vstupn� slova p�edstavuj�
zak$dovan� ��sla� m��e stroj po��tat i n�jakou ��selnou funkci� Pokud se stroj pro n�jak�
vstupn� slovo x nezastav�� hodnota f�x� nen� de�nov�na�

De�nice ����	 V�po�et funkc� Turingov�m strojem


�
 ���ste�n� funkce nad �et�zci f # +� �� ,� je vy��slov�na strojem M� plat��li pro
v�echna x � +� #

M�x� *

�
f�x� je�li f�x� de�nov�na�
 jinak


�
 ���ste�n� funkce f # N t �� N
s je vy��slov�na strojem M� plat��li pro v�echna

�x�� � � � � xt� � N
t #

M��x�����x���� � � � ��xt��� *

����
���

�y�����y���� � � � ��ys��� pokud f�x�� � � � � xt� *
�y�� � � � � ys��

 je�li f�x�� � � � � xt�
nede�nov�na


Pokud nehroz� nedorozum�n�� budeme m�sto M��x���� � � � ��xt��� * �y���� � � � ��ys�� za	
pisovat zkr�cen� M�x�� � � � � xt� * �y�� � � � � ys��

Je	li funkce f vy��slov�na n�jak�m Turingov�m strojem M� naz�v� se f ���ste�n�
vy��sliteln� funkce� Slovo ���ste�n�� vynech�v�me� pokud f je tot�ln� funkce� tedy kdy�
DOM�f� * +�� resp� DOM�f� * N

t�

P��klad ������ N�sleduj�c� TS vy��sluje funkci f�x� * x1 � #

M * �fq�� qFg� f�g� f��tg� �� q� � fqF g��

kde ��q�� �� * �q�� ����� ��q��t� * �qF � �����

Pozn�mka ������ V�po�etn� proces realizovateln� na Turingov� stroji� kter� se zastav�
pro ka�d� vstup� budeme ozna�ovat pojmem algoritmus� Pojmem procedura ozna��me
proces realizovateln� na Turingov� stroji� kter� se pro n�kter� vstupy nemus� zastavit�
Tedy ka�d� algoritmus je i procedura� ne ka�d� procedura je v
ak algoritmus�

V dal
�ch kapitol�ch budeme �asto pracovat s tvrzen�m� �e jeden Turing�v stroj �nebo
obecn� procedura� simuluje druh�� Simulac� stroje M strojem M � rozum�me stav� kdy
pomoc� jednoduch�ho algoritmu dok��eme z kon�gurac� k��� k

�
�� k

�
�� � � � � jimi� projde M � se

vstupem x� odvodit kon�gurace k�� k�� k�� � � � � jimi� by pro
el M s t�mt�� vstupem� pro
libovoln� x � +��

Cvi�en� ������ Sestrojte TS s��taj�c� dv� ��sla� tedy vy��sluj�c� funkci f�x� y� * x1 y�

��



����� Metody �programov�n�	 Turingova stroje

V t�to kapitole uk��eme n�kolik jednoduch�ch trik� a konvenc�� jak zjednodu
it z�pis
pravidel a usnadnit konstrukci Turingov�ch stroj�� N��e uveden� postupy nep�edstavuj�
odchylku od de�nice ������ pouze ukazuj� na mo�nosti v n� obsa�en��

Nejprve zavedeme n�sleduj�c� konvenci# nech pro jist� stavy p� q � Q� posun D �
f�� ���g a mno�inu symbol� fa�� a�� � � � � ang � , obsahuje p�echodov� zobrazen� stroje
pravidla

��p� a�� * �q� a��D�� ��p� a�� * �q� a��D�� � � � � ��p� an� * �q� an�D��

Takovou mno�inu pravidel zap�
eme zkr�cen� jedin�m z�pisem ��p� 'a�� � � � � an(� *
�q� ��D��

Rozd�len� p�sky na stopy

V n�kter�ch p��padech je u�ite�n� si p�edstavit p�sku stroje jako v�cestopou� p�i�em� vstup
�a v�stup� stroje je v�dy na prvn� stop�� ostatn� stopy slou�� jako pomocn� pam� pro
z�pis symbol� z , �i jin�ch informac�� Pro n	stopou p�sku� n � �� sta�� nam�sto mno�iny
, pou��t ,� * ,n� Prvky ,� jsou n	tice symbol� z ,� Pro � � i � n odpov�d� i	t� slo�ka
n	tice symbolu na i	t� stop��

P�i popisu p�skov� abecedy takov�ho stroje budeme pro zjednodu
en� uv�d�t rad�ji
v��et symbol� , ne� v��et v
ech mo�n�ch n	tic v ,�� kter�ch m��e b�t mnoho� Pravidla
�p�echodov� zobrazen�� budeme zapisovat ve tvaru

��p� b�� � � � � bn� * �q� c�� � � � � cn�D��

kde p� q � Q� b�� � � � � bn� c�� � � � � cn � ,� D � f�� ���g�

Cvi�en� �����
 Sestrojte dvoustop� TS s p�skovou abecedou f��tg po��taj�c� funkci
f�n� * �n�

Podprogramy

Podobn� jako v praktick�m programov�n� je vhodn� p�i konstrukci Turinova stroje rozd�lit
"kol na jednodu

� moduly� To lze snadno prov�st konstrukc� samostatn�ch stroj� pro jed	
notliv� moduly a jejich propojen�m pomoc� po��te�n�ch a koncov�ch stav� do v�sledn�ho
stroje�

Bu2 M� * �Q��+�,� ��� q��� fq�F g�� M� * �Q��,�ftg�,� ��� q��� fq�F g� stroje takov��
�e Q� �Q� * fq��� q�F g� p�i�em� q�� nen� na lev� stran� ��dn�ho pravidla z �� �a q�F nen�
na lev� stran� ��dn�ho pravidla z ��� co� jsme dohodli ji� d��ve�� Spojme tyto stroje do
jedin�ho M * �Q� �Q��+�,� �� � ��� q��� fq�F g��

M po spu
t�n� nejprve simuluje �innost M�� Ten m��e vyvolat M� jako podprogram
t�m� �e p�ejde do jeho po��te�n�ho stavu q��� Nyn� m��e konat kroky pouze stroj M��
dokud nep�ejde do sv�ho koncov�ho stavu� z n�ho� m��e op�t nav�zat stroj M��

Cvi�en� ������ Sestrojte TS s p�skovou abecedou f��tg po��taj�c� funkci f�n� * �n�
kter� vyu��v� stroj z p��kladu �
�
�� jako podprogram


��



����
 Nedeterministick� Turing�v stroj

U n�kter�ch typ� form�ln�ch automat�� nap�� u z�sobn�kov�ho automatu� je nedetermi	
nistick� varianta v�po�etn� siln�j
� ne� deterministick�� )e
me tuto ot�zku pro p��pad
Turingovy stroje� Kladn� odpov�2 by mj� znamenala� �e nedeterministick�� n�hodn� se
rozhoduj�c� programy by m�ly v�t
� v�po�etn� s�lu ne� determinidstick��

Nedeterministick� Turing�v stroj m��e m�t v ka�d� kon�guraci v�ce ne� jednu mo�nost�
jak� vykonat krok� P�echodov� relace �ji� to nen� zobrazen�3� tedy m��e svazovat ka�dou
dvojici h stav� symbol i s n�kolika mo�n�mi reakcemi stroje�

De�nice ������ Nedeterministick� Turing	v stroj je �estice M * �Q�+�,� �� q�� F �� kde
Q� ,� +� q� a F je jako v de�nici �
�
� a

� � Q� ,�Q� ,� f�� ���g

je p�echodov� relace ur�uj�c� chov�n� stroje


Krok nedeterministick�ho TS je pak de�nov�n n�sledovn�#

�p� x� by� �M �q� x� cy�� pokud �p� b� q� c� �� � ��

a obdobn� pro zb�vaj�c� dva sm�ry posunu� viz de�nice ������ Jazyk p�ij�man� nedeter	
ministick�m TS je de�nov�n stejn� jako u deterministick�ho stroje� Tzn� slovo je p�ijato
tehdy� jestli�e existuje posloupnost krok� vedouc�ch do koncov� kon�gurace� �ili alespo�
jedna z mo�n�ch sekvenc� nedeterministick�ch rozhodnut� stroje vede do koncov�ho stavu�

V�ta ������ Bu� M * �Q�+�,� �� q�� F � nedeterministick� Turing	v stroj
 Pak existuje
deterministick� Turing	v stroj M � tak� �e L�M� * L�M �� pro v�echna x � +��

D	kaz
 Nech k je velikost nejv�t
� podmno�iny � takov�� v n�� maj� v
echny p�tice
�p� a� q� b�D� shodn� stav p a symbol a� tedy k je maxim�ln� po�et rozhodnut� stroje v
libovoln� situaci� Uva�ujme t��stop� TS M �� kter� za��n� s origin�ln�m vstupem stroje M
na �� stop�� Na �� stop� generuje postupn� pro m * �� �� �� � � � v
echny posloupnosti ��slic
i�� i�� � � � � im� kde ij � h�� ki pro v
echna j� � � j � m�

Pro ka�dou takovou posloupnost d�lky m na �� p�sce stroj p�ep�
e vstup z �� na ��
stopu a simuluje na �� stop� m krok� stroje M� P�itom pracuje s posloupnost� rozhodnut�
z �� stopy� tedy v k	t�m kroku vybere ik	tou variantu kroku stroje M� �Pokud m� stroj
M v tomto kroku m�n� ne� ik mo�nost� rozhodnut�� stroj M � vybere prvn� z nich�� Takto
projde postupn� v
echny mo�nosti chov�n� stroje M� Pokud alespo� jedna z nich vede
do koncov�ho stavu� M � se zastav� a akceptuje� Tedy pro ka�d� vstupn� slovo x plat�
x � L�M� 
� x � L�M ��� co� d�v� L�M� * L�M ��� �


�
 While programy

V t�to kapitole uk��eme� �e k dosa�en� univerz�ln� v�po�etn� s�ly �tj� s�ly Turingova stroje�
v libovoln�m programovac�m jazyce sta�� jednoduch� p�i�azovac� a aritmetick� p��kazy�
podm�n�n� p��kaz a p��kaz cyklu� Tento v�sledek n�s nav�c ubezpe�uje� �e ka�d� program
obsahuj�c� skoky typu goto lze nahradit funk�n� ekvivalentn�m strukturovan�m progra	
mem bez skok��

��



Pou�ijeme primitivn� programovac� jazyk pracuj�c� pouze s ��seln�mi prom�nn�mi� m�	
�eme j�m ov
em reprezentovat i programy� jejich� vstupem nebo v�stupem jsou �et�zce�
obr�zky apod� Sta�� si uv�domit� �e v ��slicov�ch po��ta��ch jsou ve
ker� data reprezen	
tov�na ��sly� vstupn� rozhran� po��ta�e konvertuje ve
ker� vstupy na ��sla� a obr�cen�
konverze prob�h� na v�stupu�

De�nice ����� While programem nazveme program s mno�inou prom�nn�ch Var *
fx� y� � � �g� je� nab�vaj� hodnot z N � vytvo�en� induktivn� z n�sleduj�c�ch konstrukc��

�i p�i�azovac� p��kazy x #* � x #* y 1 � x #* y
�ii slo�en� p��kaz begin P � Q 
 
 
end
�iii podm�n�n� p��kaz if x � y then P else Q
�iv cyklus for for y do P
�v cyklus while while x � y do P

V�po�etn� s�la while program� se nezm�n�� nahrad�me	li relaci � kteroukoli z relac�
�� �� �� *� 	* � Programy vytvo�en� jen pomoc� konstrukc� �i� a� �iv� se naz�vaj� for
programy�

P�i vykon�v�n� cyklu for y do P je nejprve ur�ena aktu�ln� hodnota prom�nn� y a
pak je program P vykon�n y	kr�t� Prov�d�n� cyklu nem�n� obsah prom�nn� y� leda�e je
zm�n�na p�i�azovac�m p��kazem uvnit� P� Zm�na hodnoty y uvnit� P v
ak nem� vliv na
po�et opakov�n� cyklu� Cyklus for se tedy v�dy po kone�n�m po�tu opakov�n� ukon���

P�i vykon�v�n� cyklu while x � y do P je nejprve vyhodnocena podm�nka x � y�
Nen�	li spln�na� t�lo cyklu P nen� vykon�no a program pokra�uje p��kazem n�sleduj�c�m
za cyklem� Je	li podm�nky spln�na� je vykon�n program P a v
e se opakuje s nov�mi
hodnotami x� y �kter� mohly b�t eventueln� zm�n�ny uvnit� P ��

Pozn�mka ����� Ve while programech nen� nutno u��vat cyklus for y do P� nebo jej
lze nahradit cyklem while n�sledovn�#

z #* �� w #* y� while z � w do begin P � z #* z 1 � end

kde z a w jsou pomocn� prom�nn� nepou�it� v P� D�vody zaveden� cyklu for objas�uje
v�ta ������� V
imn�me si� �e program obsahuj�c� pouze cykly for se v�dy zastav�� nebo 
po�et opakov�n� ka�d�ho cyklu je pevn� ur�en je
t� p�ed jeho proveden�m� To v
ak nemus�
platit pro cykly while � viz p��klad �����

P��klad ����
 N�sleduj�c� for program po��t� funkci y #*

�
x� � pro x � ��
� pro x * ��

z #* �� y #* �� for x do begin y #* z� z #* z 1 � end

P��klad ����� N�sleduj�c� for program po��t� funkci z #* x � y #

z #* �� for x do for y do z #* z 1 �

��



Cvi�en� ����� Uka�te� �e podm�n�n� p��kaz if x � y then P else Q se d� nahradit
pomoc� cyklu while 


Cvi�en� ����� Vytvo�te for program po��taj�c� funkci n3

Cvi�en� ����� Vytvo�te while program po��taj�c� funkce �n a dlog� ne�

Cvi�en� ����� Vytvo�te while programy po��taj�c� funkce div �celo��seln� d�len� a
mod �zbytek po d�len�


����� V�po�etn� s�la while program�

Uk��eme� �e while programy dok��� po��tat v
echny ��ste�n� vy��sliteln� funkce� Odtud
plyne� �e v ka�d�m programovac�m jazyce obsahuj�c�m nejm�n� konstrukce �i�� �ii�� �iii� a
�v� lze podle Turingovy	Churchovy teze naprogramovat libovoln� efektivn� vypo��tateln�
postup�

K d�kazu je zapot�eb� nejprve form�ln� popsat v�po�ty prov�d�n� while programy�
Stavem prost�ed� budeme naz�vat zobrazen� � # Var �� N � p�i�azuj�c� ka�d� prom�nn�
z Var n�jak� nez�porn� cel� ��slo� ��x� tedy ozna�uje hodnotu prom�nn� x ve stavu
prost�ed� �� Mno�inu v
ech stav� prost�ed� ozna��me Env�

While program za�ne pracovat s n�jak�m stavem prost�ed� � a b�hem v�po�tu m��e
p�i�adit prom�nn�m jin� hodnoty� ��m� zm�n� stav prost�ed�� Program P lze tedy ch�pat
jako funkci 'P ( # Env �� Env� V�sledn� stav prost�ed� ozna��me 'P (���� Pokud se P
pro n�kter� po��te�n� stav prost�ed� � nezastav� �obsahuje nekone�n� while cyklus�� je
funkce 'P ( ��ste�n� a hodnota 'P (��� nen� pro toto � de�nov�na�

P��klad ����	 Uva�ujme program while x � � do x #* x1 �� Tento program se zastav�
pro ��x� * �� ale nezastav� se nap�
 pro ��x� * ��

V�ta ������ Pro ka�dou ��ste�n� vy��slitelnou funkci f # N n �� N existuje while pro�
gram P s mno�inou prom�nn�ch Var � fx�� x�� � � � � xng tak� �e pro libovoln� stav prost�ed�
� plat��

f���x��� � � � � ��xn�� je de�nov�na 
� 'P (��� je de�nov�na� a jsou�li ob� de�nov�ny�
pak

'P (����x�� * f���x��� � � � � ��xn��� �����

D	kaz
 Uva�ujme Turing�v stroj M * �Q�+�,� �� q�� fACCEPTg� �viz pozn�mka ������
po��taj�c� funkci f� Uva�ujme bez "jmy na obecnosti REJECT�ACCEPT� tedy zastav�	li
se n�
 stroj� pak v�dy v tomto jedin�m stavu� Ozna�me

Q * fq�� q�� � � � � qkg� k � �� kde qk * ACCEPT * REJECT �

, * fa�� � � � � am��g� m � �� kde a� * t�
� * f��� � � � � �k�mg�

V posledn�m ��dku symboly �h� � � h � k �m ozna�uj� prvky zobrazen� �� tedy p�tice
�qi� aj � qi� � aj� �D�� kde qi� qi� � Q� aj � aj� � ,� D � f�� ���g�

Nech ve Var existuj� prom�nn� xq� xL a xR� kter� budou reprezentovat ka�dou kon	
�guraci �q� w�w�� stroje M takto#

��



� je	li q * qi� � � i � n� pak xq * i�

� je	li w * ai�ai� � � � aik � k � �� pak xL * ikm
� 1 ik��m

� 1 � � � 1 i�m
k���

� je	li w� * aj�aj� � � � ajk� � k
� � �� pak xR * j�m

� 1 j�m
� 1 � � �1 jk�m

k����

Prom�nn� xq obsahuje ��slo aktu�ln�ho stavu a prom�nn� xL a xR k$duj� levou� resp�
pravou ��st p�sky stroje M vzhledem k poloze hlavy� 0ten�� se snadno p�esv�d��� �e tato
reprezentace je jednozna�n�� a �e pro indexy p�skov�ch symbol� pod hlavou stroje� resp�
na pol��ku vlevo od hlavy plat�

ik * xL mod m�

j� * xR mod m�

Mo�nost aplikace pravidla �h� � � h � k � m� a p��slu
nou zm�nu kon�gurace M pak
vypo�teme n�sleduj�c�m programem Ph #

� Je	li �h * �qi� aj � qi� � aj� ���� pak Ph m� tvar

if xq * i then if �xR mod m� * j then begin
xq #* i�� xL #* xL �m1 j�� xR #* xR div m

end

� Je	li �h * �qi� aj � qi� � aj� ���� pak Ph m� tvar

if xq * i then if �xR mod m� * j then begin
xq #* i�� xR #* ��xR div m� �m1 j�� �m1 �xL mod m�� xL #* xL div m

end

� Je	li �h * �qi� aj � qi� � aj� � ��� pak Ph m� tvar

if xq * i then if �xR mod m� * j then begin
xq #* i�� xR #* �xR div m� �m1 j�

end

D�ky cvi�en�m a p��klad�m z t�to kapitoly v�me� �e v
echny funkce v tomto popisu
jsou vy��sliteln� while programy� P�edpokl�dejme d�le� �e hlava stroje M po ukon�en�
v�po�tu ukazuje v�dy na nejlev�j
� ze symbol� � reprezentuj�c�ch v�sledek� �Nen� obt��n�
upravit stroj M tak� aby tuto podm�nku spl�oval�� Pak jeho koncov� kon�gurace bude
v�dy �q� �� �y��� pro n�jak� q � Q a y � ��

Nyn� ji� snadno sestav�me while program po��taj�c� funkci f� Uva�ujme pro jednodu	
chost n * �� tedy vstupem stroje M m� b�t �et�zec �x���� �Obecn� p��pad ponech�v�me
jako cvi�en���

f Nejprve napln�me prom�nn� xq� xL� xR po��te�n� kon�gurac� stroje M g
xq #* ��
xL #* ��
xR #* �mx��� � �� div �m� ���

f Nyn� simulujeme kroky M� pokud nenastal koncov� stav� g
while xq � k do begin

��



P�� P�� � � � Pk�m
end�

f Ulo��me do prom�nn� x� v�slednou hodnotu z p�sky stroje M� g
x� #* logm�xR � �m� �� 1 ��� �

Jeden pr�chod cyklu while m��e simulovat jeden nebo v�ce krok� stroje M� Laskav�
�ten�� snadno ov���� �e tato simulace je korektn� ve smyslu rovnice ���� V
imn�me si� �e
jsme k n� pot�ebovali jedin� cyklus while � �

Dok�zali jsme� �e v�po�etn� s�la while programu �resp� po��tac�ho stroje schopn�ho
vykonat while program� je nejm�n� tak velk�� jako v�po�etn� s�la Turingova stroje� D�kaz
opa�n�ho tvrzen� �tj� �e Turing�v stroj dok��e simulovat ka�d� while program� vyplyne
z v�sledk� n�sleduj�c� kapitoly�

Cvi�en� ������ Zobecn�te while program z d	kazu v�ty �
�
�� pro libovoln� n � ��


�� Primitivn� rekurz�vn� funkce

Primitivn� rekurz�vn� funkce� naz�van� t�� 		rekurz�vn�� p�edstavuj� jeden ze zp�sob�� jak
popsat t��du v
ech ��ste�n� vy��sliteln�ch funkc� nez�visle na v�po�etn�m mechanismu�
Byly zavedeny v t��e dob�� kdy vznikal i Turing�v stroj� Jak u� n�zev napov�d�� kl��ovou
operac� p�i konstrukci t�chto funkc� je rekurze�

V t�to kapitole mimo jin� uk��eme� �e v�po�etn� s�la funkcion�ln�ch a procedur�ln�ch
programovac�ch jazyk� je stejn�� a �e pou�it� rekurze v programech lze v�dy nahradit
cykly a obr�cen��

De�nice ��
�� T��da primitivn�ch rekurz�vn�ch funkc� je nejmen�� t��da Nm � N funkc�
s n�sleduj�c�mi vlastnostmi�

�
 Obsahuje tyto b�zov� funkce#
� �nulov� funkce
S�x� * x1 � �n�sledn�k
Un
i �x�� � � � � xn� * xi �funkce projekce pro � � i � n�

�
 Je uzav�en� vzhledem na n�sleduj�c� operace�

� skl�d�n�� jestli�e h # Nm �� N � g� # N n �� N � 
 
 
 � gm # N n �� N jsou primitivn�
rekurz�vn� funkce� pak i n�sleduj�c� funkce f # N n � N je primitivn� rekurz�vn��

f�x�� � � � � xn� * h�g��x�� � � � � xn�� � � � � gm�x�� � � � � xn�� �����

� primitivn� rekurze� jestli�e h # N n �� N � g # N n�� �� N jsou primitivn� rekur�
z�vn� funkce� pak i n�sleduj�c� funkce f # N n�� �� N je primitivn� rekurz�vn��

f��� x�� � � � � xn� * h�x�� � � � � xn��
f�z 1 �� x�� � � � � xn� * g�z� f�z� x�� � � � � xn�� x�� � � � � xn�� z � �

�����

N�sleduj�c� p��klady ukazuj� zp�sob konstrukce primitivn�ch rekurz�vn�ch funkc�� P�itom
se m��e nulov� funkce ch�pat jako funkce libovoln�ho mno�stv� argument�� vracej�c� v�dy
hodnotu ��

��



P��klad ��
�� Libovoln� konstanta� tedy funkce bez argument	 constn�� * n vracej�c�
v�dy tut�� hodnotu� je primitivn� rekurz�vn� funkce�

constn * S�S�� � � S� �z �
n

���� � � ��

P��klad ��
�
 S��t�n� a�x� y� * x1 y #

a��� y� * y�

a�x1 �� y� * S�a�x� y���

Tento z�pis je zjednodu�en�m pravidla primitivn� rekurze� abychom p�esn� dodr�eli
podm�nky de�nice �
�
�� je t�eba polo�it n * �� h�x�� * U�

� �x��� g�x�� x�� x�� *
S�U�

� �x�� x�� x���� T�m dostaneme

a��� y� * U�
� �y��

a�x1 �� y� * S�U�
� �x� a�x� y�� y���

P��klad ��
�� N�soben� m�x� y� * x � y #

m��� y� * ��

m�x1 �� y� * a�m�x� y�� y��

P��klad ��
�� Nez�porn� p�edch	dce P �x� * max�x� �� �� #

P ��� * ��

P �x1 �� * x�

P��klad ��
�� Nez�porn� od��t�n� sub�x� y� * max�y � x� �� ozna�ujeme t�� y 4�x #

sub��� y� * y�

sub�x1 �� y� * P �sub�x� y���

Cvi�en� ��
�� Uve�te zjednodu�en� z�pis p��klad	 �
�
�� �
�
� a �
�
� do p�esn� shody
s de�nic� primitivn� rekurze


Cvi�en� ��
�� Uka�te� �e n�sleduj�c� funkce jsou primitivn� rekurz�vn�� �a umoc�o�
v�n�� �b faktori�l


��
�� V�po�etn� s�la primitivn� rekurze

Intuitivn� se zd� z�ejm�� �e bychom libovolnou b�zovou funkci i v�sledek libovoln� z
uveden�ch operac� dok�zali vy��slit Turingov�m strojem� V
imn�me si� �e ka�d� primitivn�
rekurz�vn� funkce je tot�ln�� tedy je de�nov�na pro v�chny m	tice z N

m� Naproti tomu
n�kter� funkce vy��sliteln� Turingov�m strojem tot�ln� nejsou� Turing�v stroj se nemus�
pro n�kter� hodnoty vstupu zastavit�

Toto pozorov�n� napov�d�� �e Turing�v stroj je v�po�etn� siln�j
� ne� apar�t primitiv	
n�ch rekurz�vn�ch funkc�� Zd� se� �e je t�eba primitivn� rekurz�vn� funkce pos�lit n���m� co
umo�n� popsat nekone�n� dlouh� v�po�et� aby dos�hly s�ly Turingova stroje� Pot�ebnou
ingredienc� je operace minimalizace�

�



De�nice ��
�	 Bu� h # N
n�� � N primitivn� rekurz�vn�� resp
 ��ste�n� vy��sliteln�

funkce
 Minimalizac� funkce h naz�v�me funkci f # N n � N � de�novanou jako

f�x�� � � � � xn� * minfy � N jh�x�� � � � � xn� y� * �g� �����

pokud h�x�� � � � � xn� z� je de�nov�na pro � � z � y� V opa�n�m p��pad� je hodnota
f�x�� � � � � xn� nede�nov�na
 Fakt� �e funkce f vznikla minimalizac� funkce h� zapisujeme
zkr�cen� formou

f�x�� � � � � xn� * 	y'h�x�� � � � � xn� y� * �(�

P��klad ��
��� Funkci celo��seln�ho d�len� f�x� y� * dx
ye de�novanou pro y � � je
mo�no zapsat jako

f�x� y� * 	z'm�y� z� 4�x * �(

�z�pis dxe ozna�uje zaokrouhlen� ��sla x nahoru


Vztah while program� a t��dy a primitivn�ch rekurz�vn�ch funkc� spolu s minimalizac�
objas�uje n�sleduj�c� v�ta�

V�ta ��
��� Bu� P while program s mno�inou prom�nn�ch Var * fx�� � � � � xng� Pak
existuj� funkce f�� � � � � fn # Nn �� N � vytvo�en� z b�zov�ch funkc� operacemi skl�d�n��
primitivn� rekurze a minimalizace tak� �e pro libovoln� stav prost�ed� + plat��

Funkce fi���x��� � � � � ��xn��� � � i � n� jsou de�nov�ny 
� 'P (��� je de�nov�na� a
jsou�li v�echny de�nov�ny� pak

fi���x��� � � � � ��xn�� * 'P (����xi�� �����

D	kaz
 P�edpokl�dejme� �e program P je slo�en z konstrukc� �i�� �ii� a �v� z def� ������
Konstrukce �iii� a �iv� se daj� nahradit pomoc� �i�� �ii� a �v�� viz pozn�mka ����� a v�sledek
cvi�en� ������ Uk��eme� �e ka�dou z konstrukc� �i�� �ii� a �v� lze po��tat jen primitivn�
rekurz�vn� funkce dopln�n� minimalizac��

�i� Bu2 P program slo�en� z jedin� instrukce typu �a� xi #* �� �b� xi #* xj 1 �� nebo
�c� xi #* xj � Pak funkce fk� � � k � n� sestroj�me n�sledn�#

�a� fi�x�� � � � � xn� * ��
fk�x�� � � � � xn� * Un

k �x�� � � � � xn�� � � k 	* i � n�

�b� fi�x�� � � � � xn� * S�Un
j �x�� � � � � xn���

fk�x�� � � � � xn� * Un
k �x�� � � � � xn�� � � k 	* i � n�

�c� fi�x�� � � � � xn� * Un
j �x�� � � � � xn��

fk�x�� � � � � xn� * Un
k �x�� � � � � xn�� � � k 	* i � n�

�ii� Uva�ujme program P a funkce fi # N n �� N � � � i � n� ekvivalentn� s P ve smyslu
rovnice ������ Podobn� nech funkce gi # Nn �� N � � � i � n� jsou ekvivalentn�
programu Q� Pak programu P �Q jsou ekvivalentn� funkce

hi�x�� � � � � xn� * gi�f��x�� � � � � xn�� � � � � fn�x�� � � � � xn��� � � i � n�

��



�v� Uva�ujme program P a funkce fi # N n �� N � � � i � n� ekvivalentn� s P ve smyslu
rovnice ������

Uk��eme� �e existuj� funkce gi # N n �� N � � � i � n� ekvivalentn� programu while
xj � xk do P ve smyslu rovnice ������

Sestroj�me nejprve funkce hi # N
n�� �� N � � � i � n� takov�� �e hodnota

hi�x�� � � � � xn� z� odpov�d� obsahu prom�nn� xi po z proveden�ch programu P� Funkce
hi lze obdr�et pomoc� primitivn� rekurze takto#

hi�x�� � � � � xn� �� * Un
i �x�� � � � � xn��

hi�x�� � � � � xn� z 1 �� * fi�h��x�� � � � � xn� z�� � � � � hn�x�� � � � � xn� z��� z � ��
�����

pro v
echna i� � � i � n� Pak pro hledan� funkce gi ekvivalentn� na
emu while
programu plat�

gi�x�� � � � � xn� * hi�x�� � � � � xn� w�� � � i � n� �����

kde w je po�et opakov�n� cyklu while x � y do P� Hodnota w �a tud�� ani hodnota
gi� nen� de�nov�na� pokud se cyklus nezastav�� Tato hodnota je rovna minim�ln�mu
po�tu proveden� programu P� po kter�m p�estane platit podm�nka xj � xk� a tedy
plat� xk � xj � �� Pou�it�m minimalizace dost�v�me

w�x�� � � � � xn� * 	y'hk�x�� � � � � xn� y� 4�hj�x�� � � � � xn� y� * �(� �����

kde 4� je nez�porn� od��t�n� z p��kladu ������ Dosazen�m �pomoc� operace skl�d�n��
do ����� dost�v�me v�sledn� tvar funkc� gi� � � i � n�

�

Z�pis ����� je pro p�ehlednost zjednodu
en oproti de�nici ������ lze jej v
ak pomoc� skl�d�n�
a projekce snadno p�ev�st na form�ln� p�esn� z�pis primitivn� rekurze� Tak� s�mantiku
while program�� tedy funkce po��tan� konstrukcemi �i� a� �v� z def� ������ jsme pova�o	
vali za intuitivn� z�ejmou� Pokud bychom cht�li d�kaz prov�st precizn�� museli bychom
s�mantiku p�esn� de�novat� 0ten��e odkazujeme nap�� na '� ��(�

Z p�edchoz� v�ty vypl�v�� �e ka�d� algoritmus je mo�no naprogramovat jen pomoc�
slo�en�ch p��kaz� ���m� implementujeme operaci skl�d�n�� a rekurz�vn�ho vol�n� procedur
nebo funkc� �pomoc� kter�ho naprogramujeme primitivn� rekurzi i minimalizaci�� Rekur	
z�vn� vol�n� funkc� je p�itom podstatou funkcion�ln�ho programov�n�� nap��klad v Lispu�
Z�skali jsme exaktn� d�kaz� �e funkcion�ln� programovac� jazyky jsou v�po�etn� nejm�n�
tak siln� jako procedur�ln��

Cvi�en� ��
��� Sestrojte pomoc� b�zov�ch funkc�� skl�d�n�� primitivn� rekurze a mi�
nimalizace n�sleduj�c� funkce�

�a f�n� * dlog� ne� n � ��
�b f�n� * bpnc�

N�sleduj�c� v�ta zavr
uje s�rii v�sledk�� zapo�atou v�tami ������ a ������� kter� d�vaj�
do souvislosti t��du ��ste�n� vy��sliteln�ch funkc�� while programy a primitivn� rekurz�vn�
funkce�

��



V�ta ��
��
 Ka�d� funkce f # Nn �� N � n � �� vytvo�en� z b�zov�ch funkc� operacemi
skl�d�n�� primitivn� rekurze a minimalizace� je vy��sliteln� Turingov�m strojem s p�skovou
abecedou ft� �� �g�

D	kaz
 Uk��eme� �e ka�dou primitivn� rekurz�vn� funkci f # Nn �� N i ka�dou funkci
vzniklou operac� minimalizace je mo�no vy��slit Turingov�m strojem M � kter� za��n� pra	
covat se vstupem �x�����x���� � � � ��xn��� N�
 stroj nikdy nep�ekro�� lev� okraj vstupn�ho
slova na p�sce o v�ce ne� jedno pol��ko vlevo� Pracuje tedy vlastn� s jednosm�rn� neko	
ne�nou p�skou�

�i� Nech f�x�� � � � � xn� * �� pak stroj M p�esko�� prvn� znak � na p�sce a sma�e zbytek
obsahu p�sky�

�ii� Nech f�x� * x1 �� pak pou�ijeme stroj M z p��kladu �������

�iii� Nech f�x�� � � � � xn� * Un
i �x�� � � � � xn�� pak M sma�e z p�sky v
e krom� i	t�ho bloku

jedni�ek�

�iv� Nech h # Nm �� N � g� # Nn �� N � � � � � gm # N n �� N jsou primitivn� rekurz�vn�
funkce vy��slovan� stroji Mh�Mg�� � � � �Mgm� Bu2 f # Nn � N funkce vznikl� jejich
slo�en�m podle ������ Funkci f vypo�te stroj M sestrojen� takto#

�a� Stroj M vytvo�� na p�sce dv� kopie vstupu ve tvaru �x���� � � � ��xn�� t
�x���� � � � ��xn�� a nastav� hlavu na za��tek druh� kopie� Zavol� stroj Mg� jako
podprogram�

�b� Nyn� p�ska obsahuje slovo �x���� � � � ��xn�� t �g��x������xn���� Stroj M za konec
tohoto slova op�t zkop�ruje p�vodn� vstup a zavol� jako podprogram stroj Mg��

�c� Po proveden� kroku �b� pro stroje Mg�� � � � �Mgm bude p�ska obsahovat slovo

�x���� � � � ��xn�� t �g��x������xn��� t �g��x������xn��� t � � � t �gm�x������xn����

Stroj M sma�e p�vodn� vstup� p�ep�
e znak t mezi bloky jedni�ek znakem � a
zavol� jako podprogram stroj Mh�

�v� Nech h # N n �� N � g # Nn�� �� N jsou primitivn� rekurz�vn� funkce po��tan� stroji
Mg a Mh� Bu2 f # Nn�� �� N funkce sestrojen� primitivn� rekurz� podle ������
Funkci f�y� x�� � � � � xn� vypo�te n�sleduj�c� stroj M #

�a� M zap�
e na p�sku slovo �y����x���� � � � ��xn�� t �x���� � � � ��xn�� a nastav�
hlavu na prvn� � za mezerou� Zavol� Mh jako podprogram�

�b� P�ska nyn� obsahuje slovo

�y���x���� � � � ��xn�� t �f���x������xn����

Pro v
echna z od � do y stroj p�id� k posledn�mu bloku jedni�ek pre�x �z�� su�x
��x���� � � � ��xn�� a spust� stroj Mg jako podprogram�

�c� Nakonec stroj sma�e z p�sky p�vodn� vstup a ponech� jen v�sledek�

�vi� Turing�v stroj po��taj�c� funkci vzniklou minimalizac� ponech�v�me jako cvi�en�
�ten��i�

��



�

Dsledek ��
��� N�sleduj�c� t��dy funkc� jsou toto�n��

� t��da funkc� ��ste�n� vy��sliteln�ch Turingov�m strojem�
� t��da funkc� po��tan�ch while programy�
� t��da primitivn�ch rekurz�vn�ch funkc� s operac� minimalizace


Jeliko� jsme v d�kazu v�ty ������ nekladli ��dn� omezen� na p�skovou abecedu Tu	
ringova stroje� a v d�kaze v�ty ������ jsme se omezili na p�skovou abecedu ft� �� �g a
jednosm�rn� nekone�nou p�sku� m��eme nyn� vyslovit i n�sleduj�c� tvrzen�#

Dsledek ��
��� Libovoln� Turing	v stroj je mo�no simulovat strojem s jednosm�rn�
nekone�nou p�skou a s p�skovou abecedou ft� �� �g�

Cvi�en� ��
��� Sestrojte Turingovy stroje z d	kazu v�ty �
�
��� �i � �vi


��
�� Primitivn� rekurze a for programy�

B�hem t�to a p�edchoz� kapitoly jsme m�li mo�nost si v
imnout� �e jak t��da primitiv	
n�ch rekurz�vn�ch funkc�� tak t��da funkc� vy��sliteln�ch for programy obsahuj� jen tot�ln�
funkce� Zd� se nav�c� �e k popisu cyklu for bychom vysta�ili s primitivn� rekurz� �bez mi	
nimalizace�� a naopak primitivn� rekurz�vn� funkce lze vypo��st cykly for � Tuto intuitivn�
p��buznost primitivn�ch rekurz�vn�ch funkc� a for program� potvrzuje n�sleduj�c� v�ta�

V�ta ��
��� T��da primitivn�ch rekurz�vn�ch funkc� a t��da funkc� vy��slovan�ch for pro�
gramy jsou toto�n�


D	kaz


�i� Uk��eme� �e pro ka�dou primitivn� rekurz�vn� funkci f # N n �� N existuje for
program P s prom�nn�miVar � fx�� x�� � � � � xng tak� �e pro libovoln� stav prost�ed�
� plat�#

'P (����x�� * f���x��� � � � � ��xn��� ����

K tomu mus�me b�t schopni vypo��st ka�dou b�zovou funkci a ka�dou funkci vytvo	
�enou operacemi skl�d�n� a primitivn� rekurze z de�nice ����� pomoc� for program��
D�kaz pro b�zov� funkce a operaci skl�d�n� je snadn� a p�enech�v�me jej �ten��i�
Uv�d�me konstrukci pro primitivn� rekurzi�

Bu2te g # Nn�� �� N � h # Nn�� �� N � n � �� primitivn� rekurz�vn� funkce a Q� R
for programy takov�� �e

'Q(����x�� * g���x��� ��xn���� ��x��� � � � � ��xn��� ������

'R( ����x�� * h���x��� � � � � ��xn��� ������

��



Tedy programy P� resp� Q po��taj� funkce g� resp� h ve smyslu rovnice ������ Odli
n�
po�ad� prom�nn�ch netvo�� rozpor� nebo prom�nn� lze p�ejmenovat� Bu2 f # N n ��
N funkce de�novan� n�sledovn�#

f��� x�� � � � � xn� * h�x�� � � � � xn�� ������

f�x� 1 �� x�� � � � � xn� * g�x�� f�x�� x�� � � � � xn�� x�� � � � � xn� �� x� � �� ������

Uk��eme� �e pak existuje program P po��taj�c� f a spl�uj�c� rovnici ����� Uva�ujme
nov� prom�nn� y�� � � � � yn nepou�it� v programech Q a R� Pak P m��e m�t n�sleduj�c�
tvar#

y� #* x�� � � � yn #* xn� -� uschov�me obsah prom�nn�ch x�� � � � � xn
pro p��pad� �e by jej programy Q� R zm�nily �-

R� -� program R ulo�� do x� hodnotu h�x�� � � � � xn� �-
x� #* � � -� nastav�me po��tadlo cyklu na � �-
for y� do begin -� zde p�i ka�d�m pr�chodu cyklu

m� x� hodnotu f�x�� x�� � � � � xn� �-
y� #* x� � -� uschov�me hodnotu po��tadla cyklu �-
x� #* y� � � � �xn #* yn � -� obnov�me hodnoty uschovan�ch prom�nn�ch �-
xn�� #* x� � -� napln�me xn�� hodnotou

f�x�� x�� � � � � xn�� viz ������� ������ �-
Q � -� program Q ulo�� do x� hodnotu

g�x�� xn��� x�� � � � � xn� �-
x� #* y� 1 � -� zv�
�me o � po��tadlo cyklu �-

end

�ii� Je nutno pro ka�d� for program P s prom�nn�mi Var * fx�� � � � � xng sestrojit
primitivn� rekurz�vn� funkce fi # N n �� N � � � i � n� takov���e

fi���x��� � � � � ��xn�� * 'P (����xi�� � � i � n� ������

Tento d�kaz je obdobn� jako d�kaz v�ty ������ s t�m rozd�lem� �e konstruujeme v
bod� �v� funkce gi # Nn �� N � � � i � n� ekvivalentn� programu for xj do P�
� � j � n� Jeliko� nyn� zn�me p�edem po�et opakov�n� cyklu for � je hodnota
w z rovnice ����� rovna xj � a nepot�ebujeme ji vypo��t�vat pomoc� ������ Operace
minimalizace tud�� nen� pou�ita�

�

��
�
 Ackermannova funkce�

V "vodu kapitoly ��� jsme je vid�li� �e ka�d� primitivn� rekurz�vn� funkce je tot�ln��
Otev�en z�stal obr�cen� probl�m� tedy zda ka�d� tot�ln� vy��sliteln� funkce je primitivn�
rekurz�vn�� ergo je mo�no ji vypo��st for programem� Odpov�2 je negativn�� nap��klad
Ackermannova funkce je tot�ln� a vy��sliteln�� ale nen� primitivn� rekurz�vn�� Vyu��v� se
mj� v teorii algoritm� p�i odhadech slo�itosti �nap�� pro algoritmus sjednocen� ve faktorov�
mno�in��� Je de�nov�na n�sledovn�#

A��� j� * �j pro j � ��

A�i� �� * A�i� �� �� pro i � ��

A�i� j� * A�i� �� A�i� j � ��� pro i � �� j � ��

��



j * � j * � j * � j * �
i * � �� �� �� ��

i * � �� ��
�

��
�
�

��
�
�
�

i * � ��
�

��
�
�
� g�	 ��

�
�
� g����

� g��
��

�
�
�g����

�g����
�g��

Tabulka ���# N�kter� hodnoty Ackermannovy funkce�

P�i de�nici je tedy vyu�ito dvojit� rekurze� Tento zp�sob de�nice rekurz�vn� funkce je
korektn�� nebo argumenty s prom�nn�mi funkce A na prav� stran� jsou v�dy stejn� nebo
ni�
� ne� odpov�daj�c� argumenty na stran� lev�� V�po�et bude tedy v�dy sest�vat z kone�	
n�ho po�tu rekurz�vn�ch krok� a je mo�no sestrojit Turing�v stroj� kter� se v�dy zastav� a
po��t� A�i� j�� Ackermannova funkce se vyu��v� p�i slo�itostn� anal�ze algoritm�� N�kter�
jej� hodnoty jsou v tabulce ���� Bez d�kazu uv�d�me n�sleduj�c� v�tu#

V�ta ��
��� Pro ka�dou primitivn� rekurz�vn� funkci f�n� existuje ��slo n� tak� �e f�n� �
A�n� n� pro v�echna n � n��

��
� Piln� bobr�

V t�to kapitole uk��eme p��klad jednodu
e de�novan� funkce� kter� nen� ani ��ste�n�
vy��sliteln��

Uva�ujme jednostop� deterministick� TS s p�skovou abecedou ft� �g a s n1 � stavy�
z toho jeden koncov� �tedy se sou�inovou slo�itost� �n�� Stroj za�ne pracovat s pr�zdnou
p�skou� zap�
e na ni jist� po�et jedni�ek �ne nutn� v souvisl�m bloku� a po kone�n�m po�tu
krok� se zastav�� P�itom je konstruov�n tak� aby tento po�et jedni�ek byl co nejv�t
�� Pro
takov� TS se v�ilo ozna�en� piln� bobr �busy beaver� Ozna�me d�le BB�n� maxim�ln�
��slo takov�� �e existuje piln� bobr s n 1 � stavy� kter� zap�
e na p�sku pr�v� BB�n�
jedni�ek� Jeliko� pro dan� n existuje jen kone�n� po�et r�zn�ch TS v�
e popsan�ho typu
�cca� �n� v�etn� p�skov� symetrick�ch TS�� jde p�i v�po�tu BB�n� o stanoven� maxima z
kone�n�ho po�tu hodnot�

V tabulce ��� uv�d�me n�kolik zn�m�ch hodnot a spodn�ch limit� pro funkci BB�n��
Spodn� ��dek ud�v�� kolik krok� vykon� p��slu
n� piln� bobr� ne� se zastav��

V�ta ��
��	 Pro ka�dou ��ste�n� vy��slitelnou funkci f existuje ��slo x � N tak� �e f�x� �
BB�x��

D	kaz
 Pov
imn�me si nejprve� �e plat� BB�n� � BB�n1 �� pro ka�d� n � � �nov� stav
v�dy umo�n� zapsat nejm�n� jednu jedni�ku nav�c�� Bu2 f�x� funkce vy��slovan� n�jak�m
strojem Mf s p�skovou abecedou ft� �g� Pak rovn�� funkce

g�x� * maxff��x1 ��� f��x1 ��g ������

je zjevn� ��ste�n� vy��sliteln� a tedy je vy��slov�na n�jak�m TS Mg s p�skovou abecedou
ft� �g� �Bez "jmy na obecnosti lze p�edpokl�dat� �e Mf pracuje s jednosm�rn� nekone�nou
p�skou� Pak Mg m��e nap�� pro vstup x zapsat na p�sku �x1�� zavolat stroj Mf � po jeho
skon�en� p�ej�t vpravo za konec jeho v�stupu� zapsat �x 1 � a op�t zavolat Mf � Kone�n�
porovn� f��x1 �� a f��x1 �� a men
� z nich sma�e��

��



n � � � � � � �
BB�n� � � � �� � ��� � �� ���� �� � � � ����
Kroky � � �� � ��������� ������������������ !

Tabulka ���# N�kter� zn�m� hodnoty BB�n��

A B C D E
t �B� �C� �A� �A� �H�
� �A� �B� �D� �E� tC�

Tabulka ���# BB� jen� zap�
e ��� jedni�ek v ��������� kroc�ch �Marxen� Buntrock ����

Nech Mg m� m stav�� nepo��taje v to koncov� �t�to konvence se p�idr��me a� do
konce d�kazu�� Pak pro libovoln� ��slo x m��eme sestrojit TS Mx s p�skovou abecedou
ft� �g� kter� za�ne pracovat s pr�zdnou p�skou� zap�
e na ni x1� jedni�ek� p�esune se na
nejlev�j
� z nich �k tomu je t�eba x1� stav�� a za�ne simulovat stroj Mg� Tedy Mx m��e
b�t zkonstruov�n pomoc� x1�1m stav�� Jeliko� Mx spl�uje ve
ker� n�le�itosti �piln�ho
bobra� s x1 � 1m stavy a zap�
e na p�sku pr�v� g�x� jedni�ek� plat�

g�x� � BB�x1 � 1m� ������

�nebo BB�x� je de�nov�na jako maxim�ln� po�et jedni�ek� kter� m��e piln� bobr na
p�sku zapsat�� Polo��me	li nyn� x * m� obdr��me g�m� � BB��m1 ��� Podle ������ pak

maxff��m1 ��� f��m 1 ��g � BB��m1 �� � BB��m1 �� ������

a tedy
f��m1 �� � BB��m1 ���

�

Dsledek ��
��� Funkce BB�x� nen� ��ste�n� vy��sliteln�� probl�m jej�ho v�po�tu nen�
�e�iteln�


V tabulk�ch ��� a ��� jsou uvedeny p��klady piln�ch bobr� po��taj�c�ch nejv�t
� zn�m�
odhady funkc� BB��� a BB��� �nen� tedy zn�mo� zda neexistuj� je
t� �piln�j
�� bob�i s
p�ti� resp� 
esti stavy�� Stavy stroj� jsou ozna�eny A� � � H� kde H je koncov� stav� V�po�et
BB��� lze realizovat i na na
em simul�toru Turingova stroje� Dal
� informace o piln�ch
bobrech lze z�skat na WWW adres�ch#
www�math�ucla�edu��hbe�beaver�html

www�drb�insel�de��heiner�BB�bb�list

Cvi�en� ��
��� � Uka�te� �e pro funkci f z d	kazu v�ty �
�
�� plat� f�k� � BB�k� pro
ka�d� k � �m1 ��

Cvi�en� ��
��� Sestrojte piln�ho bobra s dv�ma stavy � koncov�m� kter� zap��e na
p�sku � jedni�ky


��



A B C D E F
t �B� �C� tF� �A� �H� tA�
� �A� �B� �D� tE� �F� tC�

Tabulka ���# BB� jen� zap�
e �������� jedni�ek v ������������������ kroc�ch �Marxen�
Buntrock ����

��



Kapitola 	

Vy��slitelnost funkc�
 rozhodnutelnost probl�m�

��� Univerz�ln� Turingv stroj

Z Turingovy	Churchovy teze� uveden� v "vodn� kapitole� plyne� �e ke ka�d�mu konven�	
n�mu po��ta�i lze sestrojit Turing�v stroj� kter� jej simuluje� Porovn�me	li jednoduchost
Turingova stroje se slo�itost� b��n�ch osobn�ch po��ta��� zd� se� �e Turing�v stroj simu	
luj�c� osobn� po��ta� musel m�t ohromn� mno�stv� stav� a pravidel� Plat� skute�n�� �e ��m
slo�it�j
� procedura� t�m komplikovan�j
� Turing�v stroj pot�ebujeme k jej� realizaci!

V t�to kapitole uk��eme� �e odpov�2 je negativn�� Lze zkonstruovat tzv� univerz�ln�
Turing	v stroj �UTS�� kter� um� simulovat v�echny Turingovy stroje libovoln� slo�itosti
�v�etn� sebe sama�� Simulace jednoho v�po�etn�ho stroje druh�m nen� nic neobvykl�ho�
nap�� pro po��ta�e Apple existuje software simuluj�c� PC s procesorem Intel a s Windows�
tak�e je na Apple mo�no spou
t�t programy pro PC�

Nav�c tento UTS vysta�� s velmi n�zk�m po�tem p�skov�ch symbol� a stav�� Podle
Turingovy	Churchovy teze pak tento konkr�tn� primitivn� stroj m��e simulovat libovoln�
existuj�c� po��ta�3 Z existence UTS plyne d�le�it� praktick� z�v�r# uv���me	li� �e v
echny
v praxi u��van� ��slicov� po��ta�e dok��� simulovat Turing�v stroj� pak libovoln� ��slicov�
po��ta� m��e t�� simulovat libovoln� jin�� je	li vybaven dostate�n� velkou pam�t��

UTS mus� um�t simulovat ka�d� TS� jeho vstup tedy mus� obsahovat popis Turingova
stroje M� kter� m� b�t simulov�n� K tomu je nutno popis M jednozna�n� zak$dovat
�et�zcem symbol� ze vstupn� abecedy +U univerz�ln�ho Turingova stroje� P��klad takov�ho
zak$dov�n� je v n�sleduj�c� kapitole�

Zvolme n�jak� jednozna�n� �injektivn�� zak$dov�n� Turingov�ch stroj� do +�
U a uva	

�ujme posloupnost fwig�i
� k$d� v
ech Turingov�ch stroj� v tomto zak$dov�n�� Jestli�e
tuto posloupnost slov nad +U se�ad�me nap�� lexikogra�cky� lze jednozna�n� p�i�adit ka�	
d�mu TS ��slo �index� z N odpov�daj�c� jeho po�ad� v posloupnosti� Pak stroj zak$dovan�
slovem wi budeme ozna�ovat Mi�

Uva�ujme k$dovan�� kter� umo��uje pro dan� index i zkonstruovat strojMi� a obr�cen�
je	li d�n stroj M� lze nal�zt index i tak� �e Mi * M� Takov� k$dov�n� se naz�v� efektivn�
nebo G&delovo� V dal
�m textu budeme pracovat pouze s efektivn�mi k$dov�n�mi�

Efektivn� k$dov�n� Turingov�ch stroj� lze prov�st i do jednoprvkov� abecedou +U �
pr�ce s t�mto k$dov�n�m je v
ak nepohodln�� My v n�sleduj�c�m p��klad� pou�ijeme +U *
fc� �� �� B�R�Lg� ��m� se konstrukce UTS v�razn� zjednodu
�� Na z�klad� d�sledku ������
se omez�me na Turingovy stroje s p�skovou abecedou f�� ��tg a s jednosm�rn� nekone�nou
p�skou� kter� v ka�d�m kroku posunou hlavu doleva �i doprava�

P�echodov� zobrazen� k$dovan�ho stroje M zap�
eme do tabulky� v n�� ka�d� ��	

��



dek odpov�d� jednomu stavu a ka�d� sloupec jednomu p�skov�mu symbolu� Je	li nap��
��p� a� * �q� b��� pro p� q � Q� a� b � f�� ��tg� pak v pol��ku o sou�adnic�ch �p� a� je
trojice �q� b���� Tuto trojici zak$dujeme n�sledovn�#

% stavy v Q o��slujeme �po��naje nulou pro po��te�n� stav� koncov� stav bude posledn��
a i	t� stav bude zak$dov�n i1 � jedni�kami�

% d�le bude n�sledovat symbol L nebo R pro posuny � nebo � �lze snadno uk�zat� �e
posun � k �innosti Turingova stroje nen� nezbytn���

% na posledn�m m�st� je symbol b� tj� �� � nebo t� kter� m� b�t p�i pou�it� pravidla
zaps�n na p�sku�

Pr�zdn� symbol t nahrad�me symbolem B� abychom neporu
ili de�nici ������ podle
n�� vstup pro UTS nesm� obsahovat t� Pokud je pole tabulky pr�zdn� �* pro danou
kombinaci stavu a symbolu nen� de�nov�n p�echod�� zak$dujeme jej jedinou nulou�

Jednotliv� pole tabulky od sebe v k$du odd�l�me symbolem c a jednotliv� ��dky dvojic�
cc� Posledn� ��dek je v�dy pr�zdn� % neobsahuje ��dn� p�echody� Cel� k$d za��n� a kon��
trojic� ccc�

P��klad 
���� Stroj z p��kladu �
�
��� po��taj�c� funkci f�x� y� * x 1 y� bude pops�n
tabulkou

t � �
q� �� �� q�� B�R
q� �� q�� B�R q�� B�R
q� qF � B�R q�� �� R q�� �� R
qF �� �� ��

K!d tohoto stroje je ccc�c�c��RBcc�c���RBc��RBcc����RBc���R�c���R�cc�c�c�ccc�

V�ta 
���� Existuje univerz�ln� Turing	v stroj MU se vstupn� abecedou +U � a efektivn�
k!dov�n� v�ech Turingov�ch stroj	 s p�skovou abecedou f�� ��tg do +U tak� �e pro ka�d�
takov� stroj M� zak!dovan� slovem w plat��

MU �wx� * M�x� pro libovoln� x � f�� �g��

D	kaz
 Pop�
eme neform�ln� �innost MU p�i simulaci libovoln�ho stroje M� zak$dovan�ho
v�
e popsan�m zp�sobem do abecedy +U * fc� �� �� R� L�tg� Bez "jmy na obecnosti �viz
kapitola ������ m��eme uva�ovat� �e MU je dvoustop� se vstupem na �� stop� a �e M
pracuje s jednosm�rn� nekone�nou p�skou�

� MU nejprve ozna�� zna�kami m na druh� stop� prvn� symbol slova w a za��tek a
konec slova x� Prvn� zna�ka na za��tku bloku cc � � � cc ozna�uje aktu�ln� stav stroje
M� druh� na za��tku slova x pozici jeho hlavy�

� Jeden krok stroje M simuluje MU takto#

% p�e�te symbol slova x nad druhou zna�kou m�
% posune prvn� zna�ku nad p��slu
n� podblok c � � � c ozna�en�ho bloku cc � � � cc ve
w�

% vr�t� se na za��tek slova w a um�st� tam na druhou stopu novou zna�ku m�
% pro ka�dou jedni�ku v nov�m stavu stroje M posune novou zna�ku o jeden blok
cc � � � cc vpravo� t�m ji nastav� na blok odpov�daj�c� nov�mu stavu M �

�



% zapamatuje si informaci o po�adovan�m sm�ru posunu a symbolu� kter� stroj M
m� zapsat na p�sku�

% sma�e starou zna�ku ozna�uj�c� p�edchoz� stav stroje M �
% p�ejede vpravo nad druhou zna�ku m� zap�
e tam zapamatovan� symbol a posune

zna�ku vlevo nebo vpravo�

� Jestli�e se M zastav�� pak MU nejprve sma�e z p�sky slovo w a ponech� na n� pouze
slovo vznikl� simulac� stroje M�

� Pokud se M zastavil v koncov�m stavu �reprezentovan�m "sekem k$du cc�c�c�cc��
pak i MU p�ejde do koncov�ho stavu� v opa�n�m p��pad� se MU zastav� v jin�m
stavu ne� koncov�m�

Z uveden�ho popisu MU plyne� �e skute�n� MU �wx� * M�x�� �

Postup z v�
e uveden�ho d�kazu lze demonstrovat na po��ta�ov�m simul�toru TS� jen�
je vystaven na WWW str�nk�ch autora� pomoc� naprogramovan�ho stroje MU � jen� se
nach�z� tamt�� v souboru UNIVERSA�TXT�

Z existence univerz�ln�ho Turingova stroje lze d�ky v�t� ������ usoudit na existenci
univerz�ln� while programu� schopn�ho simulovat v
echny while programy �v�etn� sebe
sama�� P��mou konstrukci univerz�ln�ho while programu lze naj�t nap�� v '�(�

Z v�ty ������ plyne d�le existence univerz�ln� ��ste�n� vy��sliteln� funkce
 P��slu
n�
tvrzen� formuloval poprv� S� Kleene�

V�ta 
���
 �Kleene� Existuj� primitivn� rekurz�vn� funkce g a h takov�� �e pro ka�dou
��ste�n� vy��slitelnou funkci f # N �� N lze efektivn� naj�t ��slo if � N s n�sleduj�c�
vlastnost��

f�x� * g�	y'h�x� if � y� * �(��

Cvi�en� 
���� Uva�ujte k!dov�n� Turingov�ch stroj	 do abecedy f�� �g� a stroj U � kter�
jako vstup obdr�� k!d w libovoln�ho stroje M� Stroj U vytvo�� na p�sce dv� kopie w a
zavol� jako proceduru UTS
 Ten prvn� kopii w ch�pe jako popis stroje M a druhou kopii
jako vstup pro stroj M� tedy za�ne simulovat �innost M se vstupem w
 Co se stane� kdy�
stroj U dostane jako vstup k!d sebe sama"

Cvi�en� 
���� � Doka�te v�tu �
�
�
 V�imn�te si� �e p�i v�po�tu univerz�ln� funkce se
jen jedinkr�t pou�ije minimalizace



���� Sou�inov� slo�itost a minim�ln� UTS�

Vzhledem k univerz�ln� v�po�etn� s�le UTS se nab�z� ot�zka� jak� nejjednodu

� UTS lze
v�bec sestrojit� Tento probl�m m��e m�t aplikace nap� v oblasti molekul�rn�ch v�po�t�
nebo mikromechanism�� nebo vlastn� ud�v� mo�nost co nejjednodu

� konstrukce uni	
verz�ln�ho po��ta�e�

Prvn�m probl�mem je m��en� slo�itosti� Po�et stav� ani po�et p�skov�ch symbol�
nem��e s�m o sob� slou�it za uspokojiv� m���tko� nebo je zn�mo� �e existuje UTS s
dv�ma stavy �a �� symboly� a jin� UTS s dv�ma p�skov�mi symboly �a �� stavy�� Proto
byla jako m���tko zavedena tzv�

��



sou�inov� slo�itost � j,j � jQ� F j�

V�ta 
���� �Rogo�in� Existuje UTS se sou�inovou slo�itost� �� ��� �
 Neexistuje UTS
se sou�inovou slo�itost� men�� ne� #


Probl�m minim�ln�ho UTS je tedy dosud otev�en��
Cenou za n�zkou slo�itost t�� v�
e zmi�ovan�ch stroj� je pou�it� mnohem komplikova	

n�j
�ho k$dov�n�� ne� jsme probrali my� D�mysln�m k$dov�n�m vstupu lze toti� konstrukci
stroje v�razn� zjednodu
it� Ch�peme	li si UTS jako hardware a jeho vstup jako software�
pak tento v�sledek potvrzuje zn�m� fakt� �e ��m d�mysln�j
� po��ta� s bohat
� paletou
operac�� t�m krat
� program pot�ebujeme k popisu dan� "lohy� Naopak ��m jednodu

�
po��ta�� t�m slo�it�j
� program jsme nuceni vytvo�it� �

��
 Rekurz�vn� a rekurz�vn� spo	etn� mno�iny

V p�edchoz�ch kapitol�ch jsme se zab�vali procedurami �i algoritmy vy��sluj�c�mi funkce
f # Nn �� N � Obecn� m��eme nam�sto N

n m��eme uva�ovat libovolnou spo�etnou mno	
�inu U mo�n�ch zad�n� a nam�sto N mno�inu V p��pustn�ch �e�en�� Nap��klad p�eklada�
po��t� funkci� jej�m� de�ni�n�m oborem je mno�ina v
ech syntakticky spr�vn�ch zdrojo	
v�ch program� a oborem hodnot mno�ina v
ech p�elo�en�ch c�lov�ch k$d��

Nejjednodu

�m prakticky u��van�m oborem hodnot je dvouprvkov� mno�ina f�� �g
nebo fano�neg� Takov� funkce slou�� k rozhodov�n�� zda prvek x � U m� jistou vlastnost�
nap��klad zda dan� program v Pascalu je syntakticky spr�vn�� nebo zda dan� n	tice ��sel
vsazen�ch ve Sportce vyhr�v�� Uva�ujme tot�ln� funkci f # U �� f�� �g a ozna�me S *
f������ Pak v�po�et funkce f lze redukovat na rozhodnut�� zda pro dan� x � U plat�
x � S�

Budeme nyn� zkoumat� pro kter� podmno�iny S � U existuje algoritmus schopn�
rozhodnout pro libovoln� x � U� zda x � S� K rozhodov�n� budeme pou��vat Turing�v
stroj pro jeho jednoduchost� a z t�ho� d�vodu se op�t omez�me na mno�inu mo�n�ch
zad�n� U * N

n� n � �� Samoz�ejm� U m��e obsahovat i jak�koli jin� zad�n�� podm�nkou
pouze je� aby se dala efektivn� o��slovat�

De�nice 
���� �i Mno�ina A � N
n se naz�v� rekurz�vn� spo�etn�� pokud existuje TS

M p�ij�maj�c� A�

�ii Mno�ina B � N
n se naz�v� rekurz�vn�� pokud existuje TS M p�ij�maj�c� B� a nav�c

M�x�� � � � � xn� *� pro v
echna �x�� � � � � xn� � N
n�

O stroji spl�uj�c�m podm�nky de�nice ����� �ii� ��k�me� �e rozpozn�v� mno�inu A�
Ka�d� stroj rozpozn�vaj�c� mno�inu A ji sou�asn� i p�ij�m�� Takov� stroj se pro libovoln�
vstup �x�� � � � � xn� � A zastav� v koncov�m stavu� a pro �x�� � � � � xn� 	� A se rovn�� zastav��
ale ve stavu� kter� nen� koncov��

Pokud M mno�inu A pouze p�ij�m�� ale nerozpozn�v�� pak se rovn�� pro v
echny
�x�� � � � � xn� � A zastav� v koncov�m stavu� ale pro n�kter� �x�� � � � � xn� 	� A se nemus�
v�bec zastavit�

Ka�d� rekurz�vn� mno�ina je tedy nutn� i rekurz�vn� spo�etn�� Obr�cen� tvrzen� ov
em
neplat�� jak z�hy zjist�me� Prozat�m studujme vlastnosti rekurz�vn�ch mno�in� N�sleduj�c� i

�Viz maxima Stanislawa Lema
 �e nekone�n� velk� program nepot�ebuje ke sv� funkci ��dn� po��ta�	

��



n�kter� dal
� v�sledky dok��eme jen pro t��du mno�in A � N � ale nen� probl�m je zobecnit
pro Nn� n � �� Jak v�me� pro libovoln� n � � existuje bijekce N � N

n� �ili mno�inu N
n

lze efektivn� o��slovat�

V�ta 
���� Mno�ina A � N je rekurz�vn� tehdy a jen tehdy� kdy� A a A jsou rekurz�vn�
spo�etn�


D	kaz


���# Bu2 A rekurz�vn� mno�ina� pak existuje TS M� kter� ji rozpozn�v�� Tento stroj lze
upravit na stroj M � s koncov�m stavem ACCEPT a se stavem REJECT v mno�in�
Q� viz pozn�mka ������ Pak DOM��� * �Q� fACCEPT �REJECTg�� ,� a p�itom
L�M �� * L�M�� Pak stroj M �� z�skan� z M � z�m�nou stav� ACCEPT a REJECT�
tedy F �� * fREJECTg� rozpozn�v� mno�inu A� Tud�� jak A� tak A jsou rekurz�vn�
a tedy i rekurz�vn� spo�etn� mno�iny�

�
�# Nech A a A jsou rekurz�vn� spo�etn� mno�iny� pak existuje TS M� p�ij�maj�c� A a
M� p�ij�maj�c� A� Sestrojme dvoustop� TS M takto# M nejprve zkop�ruje vstup x
na ob� stopy� Pak simuluje st��dav� � krok stroje M� na �� stop� a � krok stroje M�

na �� stop�� Pokud M� akceptuje� akceptuje i M� Pokud M� akceptuje� M se zastav�
a neakceptuje� Vzhledem k tomu� �e jeden ze stroj� M� nebo M� jist� akceptuje x
�proto�e x � A �A�� M rozpozn�v� A�

�

Jak se d� o�ek�vat� existuj� mno�iny� kter� nejsou rekurz�vn�� ale jsou rekurz�vn� spo	
�etn�� a mno�iny� kter� nejsou ani rekurz�vn� spo�etn�� Toto tvrzen� plyne u� z faktu� �e
existuje nespo�etn� mnoho podmno�in N � ale jen spo�etn� mnoho Turingov�ch stroj��

Mno�iny� kter� nejsou rekurz�vn� spo�etn�� se nedaj� de�novat ��dn�m mechanick�m
postupem �procedurou�� a b�vaj� tud�� nesnadno p�edstaviteln�� Uvedeme p��klad takov�
mno�in� Uva�ujme efektivn� o��slov�n� M��M�� � � � v
ech Turingov�ch stroj� z kapitoly
����

V�ta 
���
 �Post� �i Mno�ina K * fi � N j Mi p�ij�m� ig je rekurz�vn� spo�etn��
ale ne rekurz�vn�


�ii Mno�ina K * fi � N j Mi nep�ij�m� ig nen� rekurz�vn� spo�etn�


D	kaz


�ii� Nech existuje Turing�v stroj MK p�ij�maj�c� K� Tento stroj se mus� nach�zet v
na
em o��slov�n� v
ech TS� a plat� tedy MK * Mj pro jist� j � N � Zkoumejme
chov�n� Mj se vstupem j�

�a� Nech j � K� potom dle de�nice mno�inyK Mj nep��j�m� j a tedy MK nep�ij�m�
j �proto�e MK * Mj�� Pak ov
em j 	� K� proto�e K je mno�ina p�ij�man�
strojem MK �

�b� Nech naopak j 	� K� potom dle de�nice K Mj p�ij�m� j� tedy i MK p�ij�m� j
a j � K�

V obou p��padech obdr��me spor� stroj MK tud�� nem��e existovat a mno�ina K
nen� rekurz�vn� spo�etn��

��



�i� Uk��eme nejprve� �e K je rekurz�vn� spo�etn�� Uva�ujme TS M p�ij�maj�c� K� jen�
pro libovoln� vstup i � N zkonstruuje k$d stroje Mi �viz kapitola ���� a simuluje
�innost Mi se vstupem i� Pokud Mi p�ijme i� p�ijme jej i M�

D�le z v�ty ����� plyne� �e pokud K nen� rekurz�vn� spo�etn�� pak K nem��e b�t
rekurz�vn��

�

Cvi�en� 
���� Uka�te� �e t��da rekurz�vn�ch mno�in je uzav�en� na sjednocen�� pr	nik
a dopln�k


Cvi�en� 
���� Nalezn�te mno�inu� kter� nen� rekurz�vn� spo�etn� a jej�� dopln�k nen�
rekurz�vn� spo�etn�


��� Riceova v�ta

Formalizujme nyn� pojem vlastnost� zm�n�n� stru�n� v kapitole ���� Ozna�me U � �N

t��du v
ech rekurz�vn� spo�etn�ch podmno�in N �

De�nice 
�
�� Ka�d� podt��da S � U se naz�v� vlastnost rekurz�vn� spo�etn�ch mno�in

Vlastnost S se naz�v� netrivi�ln�� pokud S 	* � a S 	* U �

M��eme si p�edstavit� �e vlastnost S je vymezena jist�m krit�riem rozd�luj�c�m t��du
rekurz�vn� spo�etn�ch mno�in U na dv� ��sti# mno�iny pat��c� do S � tj� spl�uj�c� dan�
krit�rium� a mno�iny nepat��c� do S� V
imn�me si� �e S je netrivi�ln� tehdy a jen tehdy�
kdy� U � S je netrivi�ln��

P��klad 
�
�� Vlastnost S� * f�g je kone�n� a netrivi�ln�
 Vlastnost S� * fA � N # � �
Ag je nekone�n� a netrivi�ln�
 Vlastnost S� * fA � N j A obsahuje v�echna sud� ��sla a
neobsahuje �g je trivi�ln� �nebo$ S� * �


Bude n�s nyn� zaj�mat� zda k dan� vlastnosti S lze sestrojit algoritmus� kter� pro libo	
volnou rekurz�vn� spo�etnou mno�inu Aj � N rozhodne� zda Aj � S� Uva�me� �e ka�dou
takovou mno�inu Aj lze charakterizovat n�jak�m Turingov�m strojem Mj p�ij�maj�c�m
Aj � a dostaneme p�irozen� n�sleduj�c� de�nici�

De�nice 
�
�
 Uva�ujme o��slov�n� v�ech Turingov�ch stroj	 M��M�� � � � a ozna�me
Aj � N mno�inu p�ij�manou strojem Mj � j � ��

Vlastnost S � U se naz�v� rozhodnuteln�� jestli�e existuje Turing	v stroj MS rozpo�
zn�vaj�c� mno�inu fi � N j Ai � Sg�

D�le�it� a vcelku p�ekvapiv� Riceova v�ta uv�d� na prvn� pohled pesimistick� tvrzen�
o vlastnostech rekurz�vn� vy��sliteln�ch mno�in�

V�ta 
�
�� �Rice� Ka�d� netrivi�ln� vlastnost S rekurz�vn� spo�etn�ch mno�in je neroz�
hodnuteln�


��



Simulace Mi

Simulace Mj
�

� �
�
�
��

�
�
�
��R

�

�

�
�x

i

MMi

neakceptuje

akceptuje

akceptuje

neakceptuje

neakceptuje

x

Obr�zek ���# Sch�ma �innosti stroje MM�i z d�kazu v�ty ������

D	kaz
 Uk��eme sporem� �e neexistuje algoritmus rozhoduj�c� S� P�edpokl�dejme bez
"jmy na obecnosti� �e � 	� S �pokud n�hodou � � S� vezmeme U � S� p�i�em� S i U � S
lze rozhodovat t�mt�� algoritmem�� Jeliko� S je netrivi�ln�� existuje jist� alespo� jedna
nepr�zdn� mno�ina Aj � S� j � ��

V
imn�me si nejprve� �e pro libovoln� i � � lze sestrojit stroj MMi
�viz obr� ����� kter�

pro vstup x � N pracuje takto#

�� V prvn� f�zi ignoruje sv�j vstup x a �na jin� stop�� simuluje �innost stroje Mi se
vstupem i�

�� Pokud Mi akceptuje i� pak MMi
za�ne simulovat Mj se vstupem x�

�� Pokud Mi neakceptuje i� pak MMi
neakceptuje sv�j vstup x�

Ozna�me K * fi � N j Mi akceptuje ig� pak lze ps�t#

MMi
p�ij�m�

�
mno�inu Aj � S� pokud i � K�
�� pokud i 	� K�

�����

P�edpokl�dejme nyn�� �e existuje Turing�v stroj MS z de�nice ����� rozhoduj�c� S�
Uk��eme� �e pak lze sestrojit stroj MK rozpozn�vaj�c� mno�inu K� Stroj MK pro vstup i
nejprve vypo�te index � stroje MMi

v na
em efektivn�m o��slov�n� Turingov�ch stroj�� a
pak simuluje stroj MS se vstupem �� Nakonec MK akceptuje vstup i� pokud MS akceptuje
��

Jestli�e MS akceptoval �� znamen� to� �e mno�ina p�ij�man� strojem MMi
pat�� do

S� Proto�e podle ����� stroj MMi
p�ij�m� bu2to � nebo Aj � a � nepat�� do S� mus� MMi

p�ij�mat Aj � Pak op�t podle ����� i � K� Pokud naopak MS neakceptoval �� pak MMi

p�ij�m� �� a tedy i 	� K�
Stroj MK tedy skute�n� rozpozn�v� mno�inu K� co� je spor s v�tou ������ �

V
echny netrivi�ln� vlastnosti rekurz�vn� spo�etn�ch mno�in jsou tedy nerozhodnuteln��
To je d�no slo�itost� jejich kone�n� reprezentace� kterou m��e b�t Turing�v stroj� while
program a podobn�� Pro sebejednodu

� vlastnost �nap�� �b�t pr�zdnou mno�inou�� lze
v�dy nal�zt natolik slo�itou reprezentaci rekurz�vn� spo�etn� mno�iny� �e nelze rozhod	
nout� zda spl�uje krit�rium dan� vlastnosti�

Na druh� stran� si uv�domme� �e Riceova v�ta pouze ��k�� �e k dan� vlastnosti S
nelze naj�t algoritmus rozhoduj�c� pro ka�dou rek� vy��slitelnou mno�inu A � U � zda A �
S� To n�m v
ak nebr�n� sestrojit podobn� algoritmus funguj�c� pro velmi mnoho rek�

��



vy��sliteln�ch mno�in� V praktick�ch probl�mech zpravidla nepot�ebujeme vz�t v "vahu
celou t��du U � ale �asto jen jej� nepatrnou ��st�

��� Rozhodnuteln� a nerozhodnuteln� probl�my

Pro dal
� "vahy pot�ebujeme nejprve up�esnit pojem probl�m� Vyu�ijeme ozna�en� z kapi	
toly ���� Bu2 U libovoln� spo�etn�� efektivn� o��slovateln� mno�ina mo�n�ch zad�n� jist�
"lohy� jejich� �e
en�m je odpov�2 ANO nebo NE� Nazveme ji mno�inou p��pad	� Ozna�me
S � U mno�inu v
ech zad�n� s �e
en�m ANO�

Rozhodovac� probl�m �U� S� je probl�m zjistit pro libovoln� x � U� zda x � S� P��kladem
rozhodovac�ho probl�mu pro U * N je probl�m rozhodnout� zda je dan� ��slo prvo��slem
�tedy S je mno�ina v
ech prvo��sel��

Rozhodovac� probl�m se naz�v� rozhodnuteln�� pokud mno�ina S je rekurz�vn�� V
opa�n�m p��pad� se naz�v� nerozhodnuteln�



��� Probl�m zastaven�

N�sleduj�c� v�ta p�edstavuje jeden z nejzn�m�j
�ch nerozhodnuteln�ch probl�m�� od n�ho�
se odv�j� cel� �ada dal
�ch�

V�ta 
���� �Probl�m zastaven�� Uva�ujme efektivn� o��slov�n� M��M�� � � � v�ech Tu�
ringov�ch stroj	 se vstupn� abecedou f�� �g� Pro dan� i � N je nerozhodnuteln�� zda
Mi�i� *� �

D	kaz
 Probl�m zastaven� je charakterizov�n dvojic� �U� S�� kde U * N a S * fi �
N j Mi�i� *�g� P�edpokl�dejme� �e mno�ina S je rekurz�vn� a tedy rozpozn�van� Turin	
gov�m strojem MS � Pak je mo�n� sestrojit stroj MK rozpozn�vaj�c� mno�inu K * fi �
N j Mi akceptuje ig takto#

Stroj MK pro vstup i nejprve simuluje �innost MS se vstupem i� Stroj MS rozhodne�
zda Mi�i� *� � Pokud MS akceptuje i� pak MK simuluje �innost Mi se vstupem i� a
akceptuje	li Mi vstup i� pak MK akceptuje t��� Pokud MS nekaceptuje i� znamen� to� �e
Mi�i� *� pak MK se zastav� a neakceptuje i�

T�m dost�v�me spor s v�tou ������ �

Dsledek 
���� Neexistuje algoritmus rozhoduj�c�� zda se dan� while program P pro
dan� vstup x zastav� nebo %zacykl�&


Pozn�mka 
���
 )ada otev�en�ch probl�m� v matematice nebo informatice by byla �e
i	
teln�� pokud by probl�m zastaven� byl rozhodnuteln�� Uva�me nap�� jednu z Fermatov�ch
v�t� kter� tvrd�� �e neexistuj� p�irozen� ��sla �v�t
� ne� nula� x� y� z� w tak� �e

xw�� 1 yw�� * zw��� �����

Nen� probl�m sestrojit Turing�v stroj za��naj�c� �innost s pr�zdnou p�skou a generuj�c� po	
stupn� v
echny �tve�ice �x� y� z� w� � N

�� kter� by se zastavil tehdy� plat�	li pro �x� y� z� w�
rovnice ������ Pokud bychom um�li rozhodnout� zda se tento stroj zastav�� byla by t�m
uveden� Fermatova v�ta dok�z�na nebo vyvr�cena�

��
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�
M� M� � � � Mi * MK � � �

x�

x�

���

xi

���

A

N

� � �

A-N!

� � �

��
��

N

A

Obr�zek ���# Sch�ma d�kazu diagonalizac� % p��pady probl�mu p��slu
nosti�

��� Metody dokazov�n� nerozhodnutelnosti

Rozebereme si podrobn�ji d�kazov� techniky� je� jsme pou�ili p�i d�kazech v p�edchoz� ka	
pitole� Uva�me� �e probl�m je rozhodnuteln�� kdy� existuje rozhodovac� algoritmus funk�n�
pro v�echny jeho p��pady� Pokud chceme dok�zat rozhodnutelnost n�jak�ho probl�mu� sta��
zkonstruovat p��slu
n� algoritmus�

Pro d�kaz nerozhodnutelnosti je nutno vylou�it existenci takov�ho algoritmu� Sta��
uk�zat� �e k libovoln�mu algoritmu lze nal�zt v�dy alespo� jeden p��pad� pro kter� dan�
algoritmus sel�e� Nej�ast�ji k tomu vyu��v�me d�kazu sporem# z p�edpokladu rozhodnu	
telnosti dan�ho probl�mu dojdeme logicky platn�m odvozen�m bu2to ke sporu s ji� d��ve
dok�zan�m tvrzen�m� anebo k paradoxu �tj� k tvrzen�� jeho� platnost implikuje jeho ne	
platnost a obr�cen���


���� Metoda diagonalizace

Tato technika redukuje tvrzen� o rozhodnutelnosti zkouman�ho probl�mu na paradox�
V �� stolet� ji proslavil G� Cantor sv�m d�kazem� �e mno�iny N a �N nemaj� stejnou
mohutnost� P��kladem jej�cho pou�it� je d�kaz v�ty ������ kterou je mo�no p�eformulovat
n�sledovn�#

V�ta 
���� Pro dan� i � N je nerozhodnuteln�� zda Mi akceptuje i�

D	kaz
 Zapi
me ve dvourozm�rn�m diagramu na vodorovnou osu v
echny stroje Mi� i � ��
a na svislou osu v
echna ��sla j � �� v pr�se��ku �i� j� pak bude uvedeno� zda Mi p�ij�m�
j� P��pady na
eho probl�mu jsou tvo�eny prvky na diagon�le� viz obr� ����

P�edpokl�dejme �e by existoval stroj MK rozhoduj�c� n�
 probl�m� Nech tento stroj
m� stavy ACCEPT a REJECT z pozn�mky ������ pak jejich z�m�nou obdr��me stroj MK

z d�kazu v�ty ������
Uva�ujme libovoln� i � N na svisl� ose� pak stroj MK p�ij�m� i pr�v� kdy� stroj Mi

nep�ij�m� i� Tedy chov�n� stroje MK se li
� od chov�n� v�ech stroj� Mi na vodorovn� ose�
a to pr�v� p�i zpracov�n� slova i� tedy v situaci zachycen� na diagon�le� Jeliko� v
ak na

��



vodorovn� ose jsou v�echny Turingovy stroje� stroj MK mezi nimi nen� a tud�� nem��e
v�bec existovat3 Pak ov
em neexistuje ani stroj MK � �

Cvi�en� 
���� � Doka�te diagonalizac�� �e neexistuje univerz�ln� primitivn� rekurz�vn�
funkce FU # N � �� N takov�� �e pro ka�dou primitivn� rekurz�vn� funkci f # N �� N by
existovalo ��slo if tak� �e

FU �if � n� * f�n��


���� Metoda redukce

Uva�ujme probl�m �U�� S��� v n�m� jde o to stanovit pro libovoln� x � U�� zda x � S��
Pro d�kaz jeho nerozhodnutelnosti sta�� uk�zat� �e s vyu�it�m algoritmu rozpozn�vaj�c�ho
S� bychom dok�zali sestrojit algoritmus rozpozn�vaj�c� n�jakou nerekurz�vn� mno�inu S��
��m� obdr��me spor� Takto jsme postupovali v d�kazu v�ty ������ kde U� * N � S� * fi �
N j Mi�i� *�g� a S� * fi � N j Mi akceptuje ig�

Tento postup lze zobecnit# sta�� nal�zt vhodn� probl�m �U�� S��� o n�m� je dok�z�no�
�e je nerozhodnuteln�� a rekurz�vn� zobrazen� �tj� vy��sliteln� strojem M�� kter� se zastav�
pro ka�d� vstup� � # U� �� U� takov�� �e

�x � S�� 
� ���x� � S��� �����

Bu2 M� stroj rozhoduj�c� probl�m �U�� S��� Sestrojme stroj M� takto#

�� M� se vstupem x � U� nejprve simuluje M� se vstupem x�

�� pot� M� simuluje M� se vstupem ��x��

�� nakonec M� akceptuje x tehdy a jen tehdy� kdy� M� akceptuje ��x��

M� se v�dy zastav�� proto�e i M� a M� se v�dy zastav�� a vzhledem k ����� M� rozpozn�v�
S�� co� je spor� nebo mno�ina S� nen� rekurz�vn��

V�ta 
���
 �Probl�m tisku Pro dan� i � N je nerozhodnuteln�� zda Mi��� * � �tj
 zda
v�stupem stroje Mi pro vstup � bude pr�v� hodnota �


D	kaz
 Pro libovoln� i � � lze �d�ky efektivit� na
eho o��slov�n� Turingov�ch stroj��
sestrojit stroj Mj pracuj�c� takto#

% Mj ignoruje sv�j vstup a zap�
e na p�sku hodnotu i�
% Mj simuluje �innost stroje Mi se vstupem i�
% pokud Mi�i� *�� pak Mj zap�
e na p�sku hodnotu � a zastav� se�

Stroj Mj tedy vyp�
e na p�sku � tehdy a jen tehdy� kdy� se stroj Mi zastav� se vstupem
i� Ozna�me S� * fi � N j Mi��� * �g a S� * fi � N j Mi�i� *�g� Bu2 � # N �� N

zobrazen� de�novan� takto#

��i� * j� kde j je index stroje Mj popsan�ho v�
e�

V
imn�me si� �e zobrazen� � je rekurz�vn� a plat�

�i � S�� 
� ���i� � S���

��



Obr�zek ���# Redukce probl�mu �U�� S�� na u�
� nerozhodnuteln� probl�m �U�� S���

P�edpokl�dejme� �e probl�m tisku je rozhodnuteln� a mno�ina S� je rekurz�vn�� Pak podle
v�
e uveden�ho rozboru je rekurz�vn� i mno�ina S�� co� je spor s v�tou ������ �

Z metody redukce vypl�v�� �e je	li probl�m �U�� S�� nerozhodnuteln�� pak i v
echny
�t��
�� probl�my obsahuj�c� �U�� S�� jako sv�j podprobl�m jsou nerozhodnuteln� �co� je
p�irozen��� Form�ln�� uva�ujme probl�m �U�� S��� kde U� � U� a plat� S� * S� � U�� pak
zobrazen� � je identita a probl�m �U�� S�� je nerozhodnuteln�� Situaci ilustruje obr� ����
Jako p��klad poslou�� n�sleduj�c� probl�m#

V�ta 
���� �Probl�m p��slu�nosti Pro dan� Turing	v stroj Mi a j � N je nerozhodnu�
teln�� zda Mi akceptuje j�

D	kaz
 M�me U� * N
� a S� * f�i� j� � N

� jMi akceptuje jg� Polo�me U� * f�i� i� j i � Ng
a S� * f�i� i� � U� jMi akceptuje ig� Pak S� * S��U�� p�itom �U�� S�� je nerozhodnuteln�
probl�m z v�ty ������ �

Cvi�en� 
���� Doka�te� �e pro TS M je nerozhodnuteln�� zda M��� *� �

Cvi�en� 
���� Doka�te� �e pro TS M je nerozhodnuteln�� zda L�M� * ��

Cvi�en� 
���� Uka�te� �e pro dan� TSM a stav q � Q je nerozhodnuteln�� zda existuje
vstup x� p�i jeho� zpracov�n� stroj T m	�e dosp�t do stavu q


Cvi�en� 
���� Uka�te� �e rozhodnutelnost probl�mu z cvi�en� �
�
� by vedla k vy�e�en�
probl�mu Goldbachova tvrzen� ��#��� �e ka�d� cel� ��slo v�t�� ne� � je sou�tem dvou
prvo��sel �popi�te konstrukci p��slu�n�ho TS


��



Obr�zek ���# P��klad dl��d�n� % obraz �Je
t�rky� C� M� Eschera�

��� N�kter� zn�m� nerozhodnuteln� probl�my


���� Probl�m dl��d�n�

Tento probl�m se vyskytuje v �ad� variant a je zkoum�n po n�kolik tis�c let� jde o vypln�n�
roviny �ev� prostoru� �dla�dicemi� z n�jak� kone�n� mno�iny mo�n�ch typ� �speci�ln� po	
zornost je v�nov�na mnoho"heln�k�m a mnohost�n�m� bez mezer �i p�ekr�v�n�� Variantn��
jsou	li dla�dice obarveny� lze po�adovat shodu barev na soused�c�ch vrcholech� hran�ch�
st�n�ch apod� Ji� Pythagorejsk� geometrick� 
kole ��� stol� p�� n� l�� bylo zn�mo� �e exis	
tuje pouze jeden pravideln� mnohost�n� jen� zcela vypln� prostor� Existuje v
ak nekone�n�
mnoho mno�in s dv�ma a v�ce tvary� je� mohou vyplnit rovinu �prostor��

Dl��d�n� se naz�v� periodick�� pokud existuje kone�n� oblast �slo�en� z kone�n�ho
po�tu dla�dic� tak� �e cel� dl��d�n� lze z�skat jej�m posouv�n�m bez nat��en� �viz obr�zek
����� V opa�n�m p��pad� se naz�v� aperiodick�
 Probl�m nalezen� mno�in dla�dic tvo	
��c�ch pouze aperiodick� dl��d�n� m� velmi zaj�mav� �e
en� a d�sledky �fyzika� chemie�
krystalogra�e��

Cvi�en� 
���� Kter� pravideln� mnoho'heln�ky mohou opakov�n�m a nat��en�m vypl�
nit celou rovinu"

Probl�m dl��d�n� lze tedy formulovat takto# je	li d�na kone�n� mno�ina dla�dic s
obarven�mi hranami� lze z nich vytvo�it dl��d�n� roviny! P�itom nen� nutno pou��t v
echny
dla�dice z t�to mno�iny� n�kter� mohou z�stat nevyu�ity�

V dal
�m se budeme zab�vat speci�ln�m p��padem� tzv� Wangov�mi dla�dicemi �do	
miny�� kter� tvo�� �tverce s obarven�mi hranami� p�i�em� rotace ani �zrcadlov�� p�evracen�
dla�dic nen� dovoleno� Bylo nalezeno aperiodick� dl��d�n� roviny s t�in�cti dla�dicemi '�(�
Je dok�z�no� �e probl�m dl��d�n� dominy je nerozhodnuteln�� Principy p��slu
n�ho d�kazu
si p�edvedeme na jednodu

�m tvrzen�#

�
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Obr�zek ���# Penrosovy dla�dice s vrcholy obarven�mi barvami C� a C� ������ tvo��c�
pouze aperiodick� dl��d�n� roviny� � * ����  * ����� a * �� 1

p
��
�� b * ��

V�ta 
���� Uva�ujme kone�n� mno�iny Wangov�ch dla�dic obsahuj�c� jednu dla�dici se
stejnou barvou na v�ech �ty�ech hran�ch �nap�
 b�lou
 Pro danou mno�inu dla�dic T je
nerozhodnuteln�� zda existuje takov� dl��d�n� roviny� kter� by obsahovalo kone�n� po�et�
av�ak nejm�n� jednu jinou ne� b�lou dla�dici


D	kaz
 Uva�ujme Turing�v stroj M � kter� v�dy p�ed akceptov�n�m vstupu sma�e obsah
p�sky �tedy koncov� kon�gurace je v�dy �qF � �� ��� Lze snadno uk�zat� �e ka�d� TS lze
modi�kovat� aby splnil tyto podm�nky� ani� se t�m zm�n� p�ij�man� �rozpozn�van�� jazyk�

Uk��eme� �e lze �innost tohoto TS reprezentovat dl��d�n�m� jeho� ka�d� �ada repre	
zentuje jednu kon�guraci stroje a soused�c� �ady reprezentuj� platn� p�echod mezi kon	
�guracemi� Barvy dla�dic jsou ozna�eny symboly nebo skupinami symbol�� b�l� barva
�neobsahuj�c� symbol� je nav�c�

Sestrojme mno�inu dla�dic obsahuj�c� n�sleduj�c� skupiny#

�a� Tyto dla�dice jedin� mohou tvo�it nejvrchn�j
� �adu �neb�l�ch� dla�dic v kter�mkoli

dl��d�n�� Speci�ln� symboly 5� 6�
�� a

�� nepat�� do ,� Tato �ada reprezentuje
po��te�n� kon�guraci� po�et dla�dic s mezerou t mus� b�t dostate�n� velk�� aby
�sta�il� stroji pro jeho p��p� p�echod do koncov� kon�gurace�

�b� Tyto dla�dice existuj� pro ka�d� x � ,� Slou�� k p�enesen� t�ch ��st� p�episovan�ho
�et�zce� v nich� se nenach�z� hlava TS� do dal
� kon�gurace�

�c� Ka�d�mu pravidlu stroje ��q� x� * �q�� x����� ��q� x� * �q�� x���� nebo
��q� x� * �q�� x�� �� odpov�d� prvn�� druh� nebo t�et� dla�dice t�to skupiny� kter� slou��
k popisu kroku stroje� V
imn�me si� �e v ka�d� �ad� lze pou��t maxim�ln� jednu z
t�chto dla�dic�

�d� Pro ka�d� stav q � Q a pro ka�d� x � , existuje dla�dice s p��slu
nou kombinac�
hq� xi� Dokon�uj� jeden krok stroje� Op�t v ka�d� �ad� lze pou��t max� jednu z t�chto
dla�dic�

�e� Tyto dla�dice jedin� mohou tvo�it koncovou kon�guraci stroje� Speci�ln� symbol
��

nepat�� do ,�

��



�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

6
��

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

t
��

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

qF �t
��

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

5
���� ���e�

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

x

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

x
q�q�

q� x q� x

�d�

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

q� x

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

q� x

q��
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

q� x

q��
x� x� q�� x�

�c�

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

x

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

6

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

5

x 6 5

�b�

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

6

��
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

q��t
��

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

t
��

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

5

���� ���a�

�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�

Obr�zek ���# Skupiny dla�dic �a� a� �e� pou�it� v d�kaze v�ty ������

Z p�edveden�ho popisu mno�iny dla�dic T plyne� �e v�
e popsan� dl��d�n� roviny �s
kone�n�m po�tem jin�ch ne� b�l�ch dla�dic� existuje tehdy a jen tehdy� kdy� se dan� TS
M zastav� s pr�zdnou p�skou� co� je nerozhodnuteln� podle cvi�en� ������ �

P��klad 
���
 Uva�ujm jednoduch� Turing	v stoj ��zen� pravidly ��q��t� * �q�� �����
��q��t� * �q��t���� ��q�� �� * �qF �t���� Reprezentace jeho �innosti pomoc� Wangov�ch
dla�dic je na obr
 �
#


Cvi�en� 
���� Uka�te� �e p�ipust�me�li ot��en� dla�dic o ���o� bude probl�m dl��d�n�
Wangov�mi dla�dicemi rozhodnuteln�


Cvi�en� 
���� � Uka�te� �e probl�m dl��d�n� �tvercov�mi dla�dicemi s obarven�mi
vrcholy bez mo�nosti nat��en� je nerozhodnuteln�
 �N�vod� uka�te� �e probl�m Wangova
dl��d�n� lze redukovat na probl�m dl��d�n� s obarven�mi vrcholy


��
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Obr�zek ���# Reprezentace �innosti jednoduch�ho TS pomoc� dl��d�n��


���� Post�v koresponden�n� probl�m

Post�v koresponden�n� probl�m �PKP� m� z�sadn� v�znam zejm�na pro studium neroz	
hodnutelnosti vlastnost� form�ln�ch jazyk�� Jeho libovoln� p��pad je de�nov�n n�sledovn�#
Jsou d�ny dva seznamy n slov nad n�jakou kone�nou nepr�zdnou abecedou +

u * �u�� u�� � � � � un�� v * �v�� v�� � � � � vn��

Rozhodn�te� zda existuje n�jak� m � � a takov� posloupnost ��sel i�� � � � � im� kde � � ik �
n pro � � k � m� �e plat�

ui� � � � uim * vi� � � � vim �

Pokud takov� sekvence �i�� � � � � im� existuje� naz�v� se �e�en� dan�ho p��padu PKP�

P��klad 
���� �
 seznam� ��� ������ ��� �
 seznam� ����� ��� �

Tento p��pad m� �e�en� ��������� u�u�u�u� * v�v�v�v� * ����������

P��klad 
���� �
 seznam� ���� ���� ���� �
 seznam� ����� ��� ���

Ka�d� �e�en� mus� za��nat �
 slovem
 Jeliko� v� kon�� symbolem �� mus� n�sledovat �

nebo �
 slovo
 �
 slovo to b�t nem	�e� nebo$ m�me u�u� * ����� v�v� * ������� Mus� tedy
n�sledovat �
 slovo
 M�me tedy u�u� * ������ v�v� * ������� tj
 dostaneme ekvivalentn�
situaci� kter� se st�le opakuje
 (e�en� neexistuje


��



Cvi�en� 
���� Rozhodn�te� zda n�sleduj�c� p��klady PKP maj� �e�en�� a pokud ano�
nalezn�te jej�

�a Seznamy �aab� aa�� �a� baa��
�b Seznamy �aab� a�� �a� baa��
�c Seznamy �a� ba� b� ab�� �aaa� b� bb� ba��

Z�ejm� m�	li dan� p��pad alespo� jedno �e
en�� m� jich nekone�n� mnoho� vznikl�ch
iterac� tohoto �e
en�� Post�v koresponden�n� probl�m spo��v� v tom� rozhodnout pro li	
bovoln� p��pad� zdali m� nebo nem� �e
en�� Trivi�ln� hled�n� �e
en� m��e spo��vat v po	
stupn�m generov�n� v
ech posloupnost� �i�� � � � � im��

Pro d�kaz nerozhodnutelnosti PKP de�nujeme nejprve modi�kovan� PKP� jeho� �e	

en�m je sekvence ��� i�� � � � � im� tak� �e plat�

u�ui� � � � uim * v�vi� � � � vim �

Li
� se tedy od p�vodn�ho PKP t�m� �e �e
en� v�dy za��n� �� slovem seznam��

Lemma 
���	 Kdyby byl PKP rozhodnuteln�� pak by byl rozhodnuteln� i modi�kovan�
PKP


D	kaz
 Pro technickou slo�itost d�kazu odkazujeme na '�(� �

V�ta 
����� Post	v koresponden�n� probl�m je nerozhodnuteln�


D	kaz
 Uk��eme� �e pro libovoln� dan� TS M �s jedin�m koncov�m stavem qF � lze
sestrojit modi�kovan� PKP� kter� m� �e
en� tehdy a jen tehdy� kdy� � � L�M�� Konkr�tn��
nech �q�� �� ��� �q�� w�� w

�
��� � � � �qF � wk� w

�
k�� je posloupnost kon�gurac� dan�ho TS� pak n�


mPKP bude m�t �e
en� 6q�6w�q�w
�
�6 � � �6wkqFw

�
k6� kde 6 je spec� symbol� kter� nen�

v ,�
Pop�
eme nyn� konstrukci zm�n�n�ho PKP� Slova v seznamech rozd�l�me do p�ti sku	

pin� slova se stejn�m po�ad�m uvedeme v�dy pod sebou�

I� Prvn� dvojice� j�� mus� za��nat �e
en�# �� seznam �� seznam
6 6q�6

II� skupina# �� seznam �� seznam
6 6
a a pro ka�d� a � ,�

III� skupina# �� seznam �� seznam
qa bp pro ka�d� �q� a� p� b��� � ��
cqa pcb pro ka�d� �q� a� p� b��� � � a c � ,�
q6 bp6 pro ka�d� �q�t� p� b��� � ��
cq6 pcb6 pro ka�d� �q�t� p� b��� � � a c � ,�

IV� skupina# �� seznam �� seznam
aqF b qF pro ka�d� a� b � ,
aqF6 qF6 pro ka�d� a � ,
6qF b 6qF pro ka�d� b � ,

��



V� skupina# �� seznam �� seznam
qF66 6

Uk��eme nyn� indukc�� �e pokud �q�� �� ��� �q�� w�� w
�
��� � � � �qk� wk� w

�
k�� kde qk 	* qF �

je posloupnost kon�gurac� dan�ho TS� pak lze ze seznam� mPKP sestavit �korektn�m
zp�sobem� slova#

�� seznam 6q�6w�q�w
�
�6 � � �6wk��qk��w

�
k��6

�� seznam 6q�6w�q�w
�
�6 � � �6wk��qk��w

�
k��6wkqkw

�
k6

Pro k * � tvrzen� plat� vzhledem k I� skupin� slov� P�edpokl�dejme� �e plat� pro
n�jak� k � �� Pak zbytek �� slova� kter� p�esahuje �� slovo� je wkqkw

�
k6� Abychom

mohli rozv�jet slova d�le� mus�me pou��t skupinu II� a pr�v� jednu dvojici slov ze
skupiny III�� kter� reprezentuje pou�it� pravidlo stroje M� Skupina III� je sestavena tak�
�e pokud wkqkw

�
k �M wk��qk��w

�
k��� tehdy �a jen tehdy� lze ob� slova prodlou�it do tvaru#

�� seznam 6q�6 � � �6wk��qk��w
�
k��6wkqkw

�
k6

�� seznam 6q�6 � � �6wk��qk��w
�
k��6wkqkw

�
k6wk��qk��w

�
k��6

Uva�me nyn�� �e qk�� * qF � Pak lze pokra�ovat pouze slovy II� a IV� skupiny�
��m� se postupn� zkracuje d�lka �� slova� a� se dostaneme na tvar#

�� seznam 6q�6 � � �6wjqFw
�
j6

�� seznam 6q�6 � � �6wjqFw
�
j6qF6

Zde pak pou�it�m dvojice z V� skupiny nalezneme �e
en� dan�ho p��padu mPKP�
Vid�me tedy� �e popsan� p��pad mPKP m� �e
en� tehdy a jen tehdy� pokud � � L�M��
Rozhodnutelnost PKP by podle p�edchoz� v�ty implikovala rozhodnutelnost mPKP a
ta dle p�edveden� konstrukce rozhodnutelnost probl�mu� zda � � L�M�� Ten je v
ak
nerozhodnuteln� a tedy je nerozhodnuteln� i PKP� �

P��klad 
����� Uva�ujme TS z obr
 �
# M * �fq�� q�� q�� qF g� �� ft� �g� f�q��t� q�� �����
�q��t� q�� ����� �q��t� qF � ����g� q�� fqF g�� Odpov�daj�c� PKP bude obsahovat n�sleduj�c�
seznamy slov�

I
 skupina�
u # )
v # 6q�6

II
 skupina�
u # ) t �
v # ) t �

III
 skupina�
u # q�t q�6 q�t q�6 tq�t �q�t tq�6 �q�6
v # �q� �q�6 �q� �q�6 qF t � qF �� qF t �6 qF��6

IV
 skupina�
u # tqFt tqF� �qFt �qF � tqF6 �qF6 6qFt 6qF�
v # qF qF qF qF qF6 qF6 6qF 6qF

V
 skupina�
u # qF66
v # )

(e�en� bude ve tvaru�
u # ) q� ) � q� ) � � q� ) � qF � � ) qF � ) qF ) )

v # ) q� ) � q� ) � � q� ) � qF � � ) qF � ) qF ) )

��



Cvi�en� 
����� Uka�te� �e PKP s libovoln�mi seznamy slov nad jednoprvkovou abece�
dou je rozhodnuteln�



���
 Des�t� Hilbert�v probl�m�

Byl formulov�n r� ��� Davidem Hilbertem jako jeden z �� kl��ov�ch probl�m� matematiky
pro ��� stolet�� jeho d�l�� p��pady byly v
ak zn�my ji� d�vno p�edt�m� Jeho zn�n� je#

Pro dan� polynom P �x�� � � � � xn� s racion�ln�mi koe�cienty rozhodn�te� zda
rovnice P �x�� � � � � xn� * � m� celo��seln� nez�porn� �e
en��

�Takov� rovnice se naz�v� diofantick� podle Diophanta z Alexandrie��

P��klad 
����
 �
 Tzv
 Pellova rovnice zn� x���y��� * �� V nejmen��m zn�m�m
�e�en� m� x �� a y �� m�st


�
 Probl�m� popsan� Archim�dem v dopise Eratosthenovi z Cyrene�� vede na diofantic�
kou rovnici

x� � �����y� � � * ��

v jej�m� nejmen��m zn�m�m �e�en� m� x v�ce ne� ������ m�st


D�le�itost ��� Hilbertova probl�mu spo��v� v tom� �e je mo�no na n�j p�ev�st mnoh�
jin� probl�my z oblasti matematiky a informatiky� N�sleduj�c� v�ta� kterou uv�d�me bez
d�kazu� ud�v� novou charakterizaci rekurz�vn� spo�etn�ch mno�in� a to pomoc� polynom��

V�ta 
����� �Matijasevi�� Mno�ina S � N
n je rekurz�vn� spo�etn� tehdy a jen tehdy�

pokud existuje ��slo m � � a polynom� P �x�� � � � � xn� y�� � � � � ym� s racion�ln�mi koe�cienty
tak� �e

S * f�x�� � � � � xn�j��y�� � � � � ym� � N
m # P �x�� � � � � xn� y�� � � � � ym� * ��g �����

K libovoln� takov� rekurz�vn� spo�etn� mno�in� S je nav�c mo�no odpov�daj�c� polynom
efektivn� sestrojit�

Dsledek 
����� Des�t� Hilbert	v probl�m je nerozhodnuteln�


D	kaz
 Uva�ujme Turing�v stroj M p�ij�maj�c� mno�inu S � N
n� a bu2 P polynom spl	

�uj�c� rovnici ������ Pokud by ��� Hilbert�v probl�m byl rozhodnuteln�� mohli bychom pro
libovolnou n	tici �x�� � � � � xn� � N

n rozhodnout� zda rovnice P �x�� � � � � xn� y�� � � � � ym� * �
m� �e
en�� a tedy zda �x�� � � � � xn� � S� To je v
ak spor s tvrzen�m v�ty ������ �

Podle p�edchoz� v�ty tedy polynomy s racion�ln�mi koe�cienty maj� dostate�nou s�lu�
aby popsaly sv�mi ko�eny kteroukoli rekurz�vn� spo�etnou mno�inu� Ilustrujeme si tuto
jejich p�ekvapivou schopnost na p��kladech�

P��klad 
����� Mno�inu v�ech slo�en�ch ��sel lze zapsat jako

C * fxj�y � N � z � N # x * �y 1 ���z 1 ��g�
tj
 je to mno�ina v�ech ��sel� kter� lze rozlo�it na dva �initele velikosti nejm�n� dva


�Zn�te proslul� algoritmus pro hled�n� prvo��sel Eratosthenovo s�to��
�Bylo t�� dok�z�no
 �e v�dy existuje takov� polynom stupn� max	 �	

��



P��klad 
����� Existuje polynom s �� prom�nn�mi a m�n� ne� ��� �leny� jeho� ko�eny
jsou v�echna prvo��sla
 Pro jeho slo�itost ho zde cel� neuv�d�me a odkazujeme na *�+


P��klad 
����� Mno�in� v�ech nez�porn�ch ��sel� kter� nejsou mocninami dvojky� odpo�
v�d� v�raz

D * fxj�y � N � z � N # x * y��z 1 ��g�
tj
 takov� ��slo je bu�to rovno nule �pro y * �� nebo ve sv�m rozkladu obsahuje lich� �len
velikosti nejm�n� � ��len �z 1 �


Cvi�en� 
����	 Vyj�d�ete pomoc� polynomu mno�inu ��sel� jejich� dekadick� z�pis
kon�� dev�tkou


Cvi�en� 
����� Vyj�d�ete pomoc� polynomu mno�inu ��sel� je� �a jsou n�sobky t���
�b nejsou n�sobky t��
 �N�pov�da� Obsahuje�li mno�ina S� ko�eny polynomu P� a mno�
�ina S� ko�eny P�� pak mno�ina S� � S� obsahuje ko�eny P� � P��

Cvi�en� 
����� Uka�te� �e des�t� Hilbert	v probl�m je nerozhodnuteln� i pro polynomy
s celo��seln�mi koe�cienty


Univerz�ln� polynom

V p�edchoz�ch kapitol�ch jsme charakterizovali rekurz�vn� spo�etn� mno�iny pomoc� Tu	
ringov�ch stroj�� Uk�zali jsme� �e existuj� univerz�ln� mechanismy popisuj�c� v
echny re	
kurz�vn� spo�etn� mno�iny� jako univerz�ln� Turing�v stroj nebo univerz�ln� ��ste�n�
vy��sliteln� funkce� Lze tedy o�ek�vat� �e bude existovat i univerz�ln� polynom s touto
vlastnost��

V�ta 
����� Existuje polynom Pu # N n�� � N takov�� �e pro libovoln� polynom P # N �
N existuje ��slo iP s touto vlastnost��

P �x� * � � ��y�� � � � � yn� # �Pu�iP � x� y�� � � � � yn� * ���

D	kaz
 Uva�ujme efektivn� o��slov�n� S�� S�� � � � v
ech rekurz�vn� spo�etn�ch mno�in�
Pak mno�ina SU * f�i� x�jx � Sig je rovn�� rekurz�vn� spo�etn�� nebo pro libovoln� i
lze zkonstruovat Si a pak �vzhledem k rek� spo�etnosti Si� mus� existovat procedura pro
ur�en�� zda x � Si�

K libovoln�mu polynomu P podle v�ty ������ existuje rekurz�vn� spo�etn� mno�ina
SP jeho ko�en�� jej�� index v uveden�m o��slov�n� ozna�me iP � Dle p�edchoz�ho odstavce
je mno�ina �iP � x�� kde x jsou ko�eny P� rekurz�vn� spo�etn� a op�t dle v�ty ������ existuje
tedy polynom Pu argument� �iP � x� s v�
e popsan�mi vlastnostmi� �

Pozn�mka 
����
 Jak vypl�v� ze �zde neuveden�ho� d�kazu v�ty ������� mus� existovat
polynom Pu stupn� �� Skute�n� byl takov� nalezen� a to s �� prom�nn�mi� Sn��en� po�tu
prom�nn�ch je nutno zaplatit dramatick�m n�r�stem stupn� polynomu �nap�� pro ��
prom�nn�ch je nejni�
� zn�m� stupe� cca� ��� � ������

��



Kapitola 

Rozhodovac� probl�my form�ln�ch jazyk�

Rozhodnutelnost probl�m� form�ln�ch jazyk� m� z�sadn� praktick� d�sledky pro aplikace
v�po�etn� techniky� Abychom mohli libovoln� probl�m p�edlo�it k �e
en� po��ta�i� zpravi	
dla jej zapisujeme pomoc� form�ln�ho �programovac�ho� jazyka p�ekl�dan�ho p�eklada�em�
P�itom se vyskytuje �ada probl�m� typu#

� kontroluje dan� p�eklada� �tj� form�ln� automat� syntax jazyka v souladu s jej�
de�nic� �probl�m ekvivalence�!

� je dan� program syntakticky spr�vn� �probl�m p��slu
nosti�!

� je programovac� jazyk L� roz
��en�m jazyka L�� nap�� C a C11 �plat� L� � L��!

a �ada dal
�ch� Z metody redukce vypl�v�� �e jsou	li L� � L� dv� t��dy form�ln�ch jazyk��
pak

% ve
ker� probl�my rozhodnuteln� v L� jsou rozhodnuteln� i v L��
% ve
ker� probl�my nerozhodnuteln� v L� jsou nerozhodnuteln� i v L��
% n�kter� probl�my nerozhodnuteln� v L� mohou b�t rozhodnuteln� v L��

Za�neme s t��dou rekurz�vn� spo�etn�ch jazyk� a postupn� se budeme zab�vat st�le u�	

�mi t��dami� Tak probl�my� kter� se ze za��tku uk��� jako rozhodnuteln�� jsou nutn�
rozhodnuteln� i v n�sleduj�c�ch u�
�ch t��d�ch� Pokud se n�jak� probl�m uk��e jako ne	
rozhodnuteln� v jist� t��d�� je nerozhodnuteln� i v p�edchoz�ch 
ir
�ch t��d�ch� ale m��e
se st�t rozhodnuteln�m v n�sleduj�c�ch u�
�ch t��d�ch�

��� Turingovy stroje a gramatiky typu �

De�nice ����� Jazyk L � +� se naz�v�

�i rekurz�vn� spo�etn�� pokud existuje TS M se vstupn� abecedou + p�ij�maj�c� L�

�ii rekurz�vn�� pokud existuje TS M p�ij�maj�c� L� a nav�c M�x� *� pro v
echna x � +��

V souladu s kapitolou ��� ��k�me� �e rekurz�vn� jazyk je rozpozn�v�n strojem M�
N�sleduj�c� v�ta objas�uje vztah Turingov�ch stroj� a Chomsk�ho form�ln�ch gramatik�

V�ta ����� Jazyk je rekurz�vn� spo�etn� tehdy a jen tehdy� je�li generov�n gramatikou
typu � �dle Chomsk�ho


D	kaz


��



�
�# Uk��eme� jak ke ka�d� gramatice G * �N�T� P� S� typu � je mo�no vytvo�it TS M
tak� �e L�G� * L�M�� P�jde o dvoustop� nedeterministick� TS� na �� stop� bude
ulo�en vstup x� Na �� stop�� kter� je na po��tku pr�zdn�� bude stroj M simulovat
�innost G p�i generov�n� slova x� Bude zde vznikaj�c� v�tn� forma w * a�a� � � � ak�
kde ai � �N � T � jsou jednotliv� symboly slova w�

�� M nejprve polo�� w #* S� tedy zap�
e na �� stopu symbol S�

�� M nedeterministicky zvol� pozici i � h�� jwji a pravidlo �� � z P�

�� Pokud � je pre�xem slova aiai�� � � � ak� provede M z�m�nu �� � od pozice i
slova w� jinak pokra�uje krokem ��

�� M zkontroluje� zda x * w� tedy zda obsahy obou stop se rovnaj�� V kladn�m
p��pad� se zastav� a akceptuje vstup x� jinak pokra�uje krokem ��

Je z�ejm�� �e M akceptuje vstup tehdy a jen tehdy� kdy� v gramatice G existuje
posloupnost krok� vedouc� k vygenerov�n� slova x� tedy L�G� * L�M��

���# Ke ka�d�mu TS M * �Q�+�,� �� q�� F � sestroj�me gramatiku G * �N�T� P� S� tak�
�e L�M� * L�G�� jej�� pravidla budou simulovat �innost M p�i akceptov�n� vstupu
x� Polo�me T #* +� N #* Q � �, � +� � f5� j�6g� kde posledn� t�i jsou speci�ln�
symboly� je� nejsou v ,� Gramatika bude m�t t�i skupiny pravidel#

�� Pravidla umo��uj�c� odvozen� S �� 5q�xjx6 pro libovoln� x � +��

�� Pravidla simuluj�c� kroky stroje M #

% pro ka�dou p�tici �p� a� q� b��� � � pravidla pac � bqc a paj � bq t j pro
v
echna c � ,�

% pro ka�dou p�tici �p� a� q� b��� � � pravidla cpa � qcb a 5pa � 5q t b pro
v
echna c � ,�

% pro ka�dou p�tici �p� a� q� b� �� � � pravidlo pa� qb�

�� Pravidla umo��uj�c� odvozen� 5x�qFx�jx6 �� x pro libovoln� x�� x� � ,��
x � +�� qF � F�

Jednotliv� skupiny pravidel jsou u��v�ny v uveden�m po�ad�� Gramatika nejprve
pravidly skupiny � vygeneruje dv� odd�len� kopie termin�ln�ho slova x� Pot� na
prvn� kopii pravidly skupiny � simuluje �innost M� Pokud dosp�je M do koncov�ho
stavu� gramatika m��e pravidly skupiny � �vymazat� z generovan� v�tn� formy v
e
krom� �� kopie slova x� Slovo x tedy m��e b�t vygenerov�no tehdy a jen tehdy�
pokud jej M akceptuje� a tedy L�M� * L�G��

�

��
 Vlastnosti rekurz�vn� spo	etn�ch jazyk

Pojem vlastnost byl pro rekurz�vn� spo�etn� mno�iny zaveden v kapitole ���� Vlastnost�
rekurz�vn� spo�etn�ch jazyk	 naz�v�me ka�dou podt��du t��dy rek� spo�etn�ch jazyk� a z
Riceovy v�ty ����� vypl�v� n�sleduj�c� tvrzen�#

V�ta ����� Ka�d� netrivi�ln� vlastnost rekurz�vn� spo�etn�ch jazyk	 je nerozhodnuteln�


��



Dsledek ����� Je nerozhodnuteln�� zda dan� rekurz�vn� spo�etn� jazyk L �a je
pr�zdn�� �b je kone�n�� �c obsahuje dan� slovo w �probl�m p��slu�nosti� �d je roven
dan�mu rekurz�vn� spo�etn�mu jazyku L� �probl�m ekvivalence� 
 
 


Pro u�
� t��dy jazyk� z n�sleduj�c�ch kapitol je ov
em �ada d�le�it�ch vlastnost� roz	
hodnuteln�ch� Nap�� probl�m p��slu
nosti je rozhodnuteln� pro kontextov� jazyky� probl�m
pr�zdnosti je rozhodnuteln� pro bezkontextov� jazyky atd�

Cvi�en� ����
 Doka�te� �e pro danou gramatiku G typu � je nerozhodnuteln�� zda exis�
tuje z�sobn�kov� automat p�ij�maj�c� jazyk L�G��

Cvi�en� ����� Doka�te� �e pro danou gramatiku G * �N�T� P� S� typu � a dan� symbol
A � N je nerozhodnuteln�� zda A je nadbyte�n�
 �Pozn
 symbol A se naz�v� nadbyte�n��
pokud v G neexistuje ��dn� odvozen� A�� � pro � � T ��

��� Line�rn� ohrani	en� automaty a kontextov� gramatiky

De�nice ��
�� Line�rn� ohrani�en� automat �LOA de�nujeme stejn� jako Turing	v
stroj s n�sleduj�c�mi omezen�mi�

� V , existuj� speci�ln� znaky 5�6 � �,� +��

� Pro �p� a� q� b�D� � � mus� platit�
a * 5 *� �b * 5� D 	*��
a * 6 *� �b * 6� D 	*��

a 	� f5�6g *� b 	� f5�6g�

Omezen� v t�to de�nici maj� za c�l zabr�nit� aby stroj p�i sv� �innosti p�ekro�il "sek p�sky�
na n�m� je zaps�no vstupn� slovo� Na rozd�l od TS tedy jeho pam� nen� neomezen�� ale
je ohrani�ena velikost� vstupn�ho slova� De�nice kon�gurace a kroku stroje je stejn� jako
u TS� M�rn� se li
� de�nice p�ij�man�ho jazyka#

De�nice ��
�� Jazyk p�ij�man� LOA M je mno�ina

L�M� * fxj�q�� �� 5x6� ��M �qF � w� w
��g pro qF � F� x � +�� w�w� � ,��

V�ta ��
�
 Jazyk je p�ij�m�n line�rn� orani�en�m automatem tehdy a jen tehdy� je�li
generov�n gramatikou typu � �kontextovou


D	kaz
 Obdobn� jako d�kaz v�ty ������ viz '�� �(� �

Otev�en� probl�m� jsou nedeterministick� LOA siln�j
� ne� deterministick�� tj� p�ij�maj�
v�t
� t��du jazyk�!

�



Cvi�en� ��
�� Uka�te� �e ka�d� bezkontextov� jazyk se d� rozpoznat deterministick�m
line�rn� ohrani�en�m automatem


Cvi�en� ��
�� Sestrojte nedeterministick� line�rn� ohrani�en� automat p�ij�maj�c� ja�
zyk f���j� � f�� �g�� � � f�� �g�g�

Cvi�en� ��
�� Sestrojte deterministick� line�rn� ohrani�en� automat p�ij�maj�c� mno�
�inu f�n� n � Ng� ��sla budou zak!dov�na jako ��

n��� N�vod� zkuste opakovan� p	len�
vstupn�ho slova


N�sleduj�c� v�ta charakterizuje vztah kontextov�ch a rekurz�vn�ch jazyk�� Ozna��me	li
CS t��du kontextov�ch jazyk� a REC t��du rekurz�vn�ch jazyk�� pak zjevn� CS � REC �
V�ta ��
�� Existuje rekurz�vn� jazyk� kter� nen� kontextov�


D	kaz
 Uva�ujme efektivn� o��slov�n� v
ech kontextov�ch gramatik ve tvaru G *
�N� f�� �g� P� S�� Toto o��slov�n� lze prov�st pomoc� vhodn�ho zak$dov�n� podobn�� jako
jsme o��slovali Turingovy stroje� Uva�ujme d�le o��slov�n� v
ech slov z f�� �g�� nap�� podle
lexikogra�ck�ho uspo��d�n��

Uva�ujme nyn� jazyk LO * fwi � f�� �g�jwi 	� L�Gi�g� Podle v�ty ����� je tento
jazyk rekurz�vn�� nebo dok��eme sestrojit Turing�v stroj� kter� rozpozn�v� tento jazyk�
P�edpokl�dejme� �e LO je kontextov�� Pak mus� v na
em uspo��d�n� v
ech kontextov�ch
gramatik existovat gramatika Gj tak� �e L�Gj� * LO pro n�jak� j � N � Uva�ujme slovo
wj � f�� �g�� Nech wj � LO� potom dle de�nice LO wj 	� L�Gj� a tud�� wj 	� LO� Nech 
naopak wj 	� LO� potom dle de�nice LO wj � L�Gj� a tedy wj � LO� V obou p��padech
obdr��me spor� v jeho� d�sledku LO nen� v CS� �

��� Vlastnosti kontextov�ch jazyk

Rekapitulujme nejprve n�kter� uz�v�rov� vlastnosti kontextov�ch jazyk��

Lemma ����� T��da kontextov�ch jazyk	 je uzav�en� na sjednocen�� pr	nik a dopln�k


D	kaz
 D�kaz uzav�enosti na pr�nik a sjednocen� se provede zcela obdobn� jako d�kaz
prvn�ch dvou tvrzen� p��kladu ������ D�kaz uzav�enosti na dopln�k je pom�rn� kompliko	
van�� byl pod�n v letech ���	�� nez�visle R� Szelepcsenyim a N� Immermannem �odkazy
viz '�(�� �

P�ipome�me si� �e podle de�nice t��dy kontextov�ch jazyk� pat�� n�jak� jazyk L do t�to
t��dy� pokud existuje gramatika typu �� kter� jej generuje� Tvrzen� v�ty ����� je tedy t�eba
rozum�t tak� �e pro libovoln� kontextov� gramatiky G� a G� existuj� kontextov� gramatiky
G�� G��� G��� tak� �e L�G�� * L�G�� � L�G��� L�G��� * L�G�� � L�G��� L�G���� * L�G���

Cvi�en� ����� Doka�te� �e jsou�li G� a G� bezkontextov� gramatiky� pak existuje kon�
textov� gramatika G�� tak� �e L�G��� * L�G�� � L�G���

V�ta ����
 Existuje algoritmus �TS� kter� se v�dy zastav�� kter� pro dan� LOA a dan�
slovo w � +� rozhodne� zda w � L�M��

��



D	kaz
 LOA se b�hem sv� �innosti se vstupem x m��e nach�zet v r�zn�ch kon�gurac�ch�
z nich� ka�d� pln� popisuje jeho moment�ln� stav� Tyto kon�gurace zahrnuj�#

% aktu�ln� stav q � Q�
% aktu�ln� obsah p�sky w � ,jxj�
% pozici hlavy stroje� je mo�n�ch jxj1 � r�zn�ch pozic�

Po�et v
ech mo�n�ch kon�gurac� je tedy cx * jQj � j,jjxj � �jxj 1 ��� Pokud se determi	
nistick� LOA po pr�chodu cx 1 � kon�guracemi nezastav�� je z�ejm�� �e musel n�kterou
kon�gurac� proj�t dvakr�t a tedy pracuje v cyklu� Proto sta�� simulovat cx krok� stroje M
a pokud se b�hem nich nezastav�� v�me� �e x 	� L�M�� Pokud se naopak M zastav�� plat�
x � L�M� tehdy a jen tehdy� kdy� jeho stav je koncov��

M�rn� komplikovan�j
� je situace u nedeterministick�ho LOA� kde posloupnosti kon�	
gurac�� jimi� m��e stroj proj�t� tvo�� strom� Tento strom je nutno proj�t do hloubky cx�
pokud ani jedna jeho v�tev nevede do koncov�ho stavu� je z�ejmo� �e x 	� L�M�� �

Z v�ty ����� plyne� �e probl�m p��slu
nosti je pro kontextov� jazyky �tedy ty� kter� jsou
generov�ny kontextov�mi gramatikami� rozhodnuteln�� Probl�m ��i vlastnost� pr�zdnosti
v
ak z�st�v� nerozhodnuteln��

V�ta ����� Pro kontextovou gramatiku G je nerozhodnuteln�� zda L�G� * ��
D	kaz
 Je uveden za v�tou ������ jej�� v�sledek je ke konstrukci pot�eba� �

��� Vlastnosti bezkontextov�ch jazyk

P�ipome�me si zn�mou pumpovac� v�tu pro bezkontextov� jazyky#

V�ta ����� Pro libovoln� bezkontextov� jazyk L nad abecedou V existuj� konstanty p� q s
n�sleduj�c� vlastnost�� ka�d� slovo z � L d�lky v�t�� ne� p se d� rozlo�it na tvar z * uvwxy�
u� v� w� x� y � V �� kde jvwxj � q� vx 	* �� a pro ka�d� i � � plat� uviwxiy � L�

Nav�c tyto konstanty p a q lze pro danou bezkontextovou gramatiku nebo kone�n�
automat efektivn� nal�zt� Z pumpovac� v�ty bezprost�edn� plynou n�sleduj�c� v�sledky#

Dsledek ����� Pro kontextovou gramatiku G * �N�T� P� S� je rozhodnuteln�� zda gene�
ruje kone�n� nebo nekone�n� jazyk


D	kaz
 Podle pumpovac� v�ty je jazyk L�G� nekone�n� tehdy a jen tehdy� obsahuje	li
alespo� jedno slovo d�lky v�t
� ne� p� Uk��eme sporem� �e pak mus� v L�G� existovat
slovo s d�lkou z intervalu hp1 �� p1 qi�

Nech L�G� je nekone�n� a neobsahuje ��dn� slovo s d�lkou z intervalu hp1 �� p1 qi�
Uva�ujme nejkrat
� slovo z � L�G� d�lky v�t
� ne� p� kter� m� tud�� d�lku v�t
� ne� p1 q�
Pak ov
em z * uvwxy� a pro i * � plat� uviwxiy * uwy � L�G�� D�lka slova uwy je v�t
�
ne� p� proto�e vzniklo ze z odebr�n�m vx� a plat� jvwxj � q� Slovo uwy je d�le krat
� ne�
z� proto�e vx 	* �� Dost�v�me spor s p�edpokladem� �e z je nejkrat
� slovo z L�G� d�lky
v�t
� ne� p�

Nyn� v�me� �e L�G� nekone�n� tehdy a jen tehdy� obsahuje	li alespo� jedno slovo s
d�lkou z intervalu hp1�� p1 qi� Jeliko� probl�m p��slu
nosti pro bezkontextov� gramatiky
je rozhodnuteln�� sta�� probrat v
echna slova z T � s uvedenou d�lkou �jich� je kone�n�
po�et� a zjistit� zda alespo� jedno pat�� do L�G�� �

��



Dsledek ����
 Probl�m pr�zdnosti pro bezkontextov� jazyky je rozhodnuteln�


D	kaz
 Rozhodnut� o pr�zdnosti lze u�init n�sledovn�# nejprve dle p�edchoz�ho d�kazu
prov���me� zda je dan� jazyk L nekone�n�� Pokud ano� je jist� nepr�zdn��

Je	li kone�n�� pak podle pumpovac� v�ty nem��e obsahovat slovo s d�lkou v�t
� ne� p�
Pak tedy sta�� prov��it� zda obsahuje alespo� jedno slovo s d�lkou nejv�
e p� Pokud ne� je
pr�zdn�� �

Shrneme n�kter� uz�v�rov� vlastnosti bezkontextov�ch jazyk� �d�kazy pro z�jemce
viz nap�� '�(��

Lemma ����� T��da bezkontextov�ch jazyk	 �a je uzav�en� na sjednocen� a na pr	nik s
regul�rn� mno�inou� �b nen� uzav�en� na pr	nik a na dopln�k


Pro prvn� d�kazy nerozhodnutelnosti n�kter�ch probl�m� bezkontextov�ch jazyk�
vyu�ijeme Post�v koresponden�n� probl�m� Uva�me seznamy U * �u�� � � � � un� a V *
�v�� � � � � vn� libovoln�ho p��padu PKP nad n�jakou abecedou +� De�nujme bezkontextov�
gramatiky

GU * �fSUg�+ � f6� �� �g� PU � SU � a GV * �fSV g�+ � f6� �� �g� PV � SV ��

kde 6 je speci�ln� symbol� kter� nen� v +� mno�ina PU obsahuje pravidla

SU � uiSU i a SU � ui6i

a mno�ina PV obsahuje pravidla

SV � viSV i a SV � vi6i

pro ka�d� i� � � i � n� p�i�em� i je v pravidlech zak$dov�no jako �i���� Ozna�me
LU * L�GU �� LV * L�GV �� Zjevn�

LU * fui�ui� � � � uim6imim�� � � � i�jm � �g�

LV * fvi�vi� � � � vim6imim�� � � � i�jm � �g�

V�ta ����� Pro dan� bezkontextov� gramatiky GU a GV je nerozhodnuteln�� zda L�GU ��
L�GV � * ��

D	kaz
 P�edpokl�dejme� �e tento probl�m je rozhodnuteln�� Pro bezkontextov� jazyky LU
a LV plat�� �e LU �LV * � tehdy a jen tehdy� pokud p��pad U� V nem� �e
en�� Pak bychom
mohli libovoln� p��pad PKP p�ev�st na odpov�daj�c� gramatiky GU a GV a podle toho� zda
LU �LV * � �i nikoli rozhodnout� zda nem� �i m� �e
en�� co� je spor s nerozhodnutelnost�
PKP� �

Vyzbrojeni p�edchoz�m v�sledkem m��eme nyn� snadno dok�zat v�tu �����# z v�sledku
cvi�en� ����� plyne� �e existuje kontextov� gramatika GUV tak� �e L�GUV � * L�GU� �
L�GV �� Pokud by bylo rozhodnuteln�� zda L�GUV � * �� bylo by rozhodnuteln� i zda
L�GU � � L�GV � * �� co� je spor s tvrzen�m v�ty ������

V�ta ����� Pro dan� bezkontextov� jazyk L je nerozhodnuteln�� zda L * ��

��



D	kaz
 Vzhledem k tomu� �e jazyky LU a LV jsou deterministick� a vzhledem k uz�	
v�rov�m vlastnostem deterministick�ch a bezkontextov�ch jazyk� je LUV * LU � LV
bezkontextov� jazyk� Pak dle de Morganov�ch pravidel LUV * LU � LV a dle v�ty �����
je tedy nerozhodnuteln�� zda LUV * �� �

V�ta ����� Pro dan� bezkontextov� jazyk L a regul�rn� mno�inu R je nerozhodnuteln��
zda �a R * L� �b R � L�

D	kaz
 Polo��me	li R * +�� pak nerozhodnutelnost t�chto vztah� je p��m�m d�sledkem
p�edchoz� v�ty� nebo oba plat� tehdy a jen tehdy� kdy� L * +�� �

Cvi�en� ����� Uka�te� �e pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G a regul�rn� mno�
�inu R je rozhodnuteln�� zda L�G� � R


Dsledek ����	 Pro bezkontextov� jazyky L� a L� �ka�d� m	�e b�t zad�n nap�
 grama�
tikou nebo z�sobn�kov�m automatem je nerozhodnuteln�� zda �a L� * L�� �b L� � L��

Uv���me	li� �e programovac� jazyky jsou slo�it�j
� ne� bezkontextov�� pak z tohoto
d�sledku mj� vypl�v�� �e neexistuje univerz�ln� testovac� algoritmus� kter� by pro dan�
programovac� jazyk a dan� p�eklada� ov��il� zda p�eklada� neobsahuje chyby�

V�ta ������ Pro bezkontextov� jazyky L�� L� a L� je nerozhodnuteln�� zda �a L� � L�

je bezkontextov� jazyk� �b L� je bezkontextov� jazyk


D	kaz
 Uva�ujme jazyky

RUV * fu6v5vR6uRju � +�� v � f�� �g�g�

SUV * fy5zRjy � LU � z � LV g�
Oba tyto jazyky jsou bezkontextov� a deterministick�� Nem�lo by d�lat pot��e zjistit� �e
pr�nik t�chto jazyk� RUV � SUV je pr�zdn� tehdy a jen tehdy� kdy� p��pad �U� V � PKP
nem� �e
en�� Jazyk RUV toti� obsahuje jen slova slo�en� ze dvou symetrick�ch polovin� a
v pr�niku tedy mohou b�t pouze slova tvaru y5yR� kde y � LU a sou�asn� y � LV �

Jazyk TUV * SUV � RUV je bezkontextov�� Pro jeho dopln�k TUV * SUV � RUV lze
ps�t

TUV * fu6v5vR6uRju * ui� � � � uim � v * im � � � i�g�
kde �i�� � � � � im� je libovoln� �e
en� na
eho p��padu PKP� P�edpokl�dejme� �e �e
en� existuje
a ozna�me J nejkrat
� takov� �e
en�� Pak i J n pro libovoln� n � � je �e
en�m� Uva�ujme
d�le regul�rn� mno�inu R * fu�6v�5�vR��6�uR��g� Plat�

TUV �R * fun6vn5�vR�n6�uR�njn � �g�

co� odpov�d� v
em �e
en�m PKP ve tvaru J n�� Pro posledn� uveden� jazyk TUV �R lze
snadno uk�zat� �e nen� bezkontextov��

V�me d�le� �e t��da bezkontextov�ch jazyk� je uzav�en� na pr�nik s regul�rn� mno�i	
nou� Pokud by jazyk TUV byl bezkontextov�� musel by b�t bezkontextov� i jazyk TUV �R�
co� je spor� Tedy nen� bezkontextov� ani jazyk TUV �

��



Pokud tedy m� n�
 p��pad PKP �e
en�� jazyk TUV nen� bezkontextov�� pokud �e
en� ne	
existuje� jazyk TUV je pr�zdn� �a tedy bezkontextov��� Tento jazyk je tedy bezkontextov�
tehdy a jen tehdy� kdy� neexistuje �e
en� na
eho p��padu PKP� co� je v
ak nerozhodnu	
teln�� �

Cvi�en� ������ Gramatika G * �N�T� P� S�� kde v�echna pravidla z P maj� tvar A�
uBv nebo C � w� kde A�B�C � N � u� v� w � T�� se naz�v� line�rn�
 Doka�te� �e je
nerozhodnuteln�� zda pro dan� line�rn� gramatiky G� a G� plat� L�G�� � L�G�� * �


Cvi�en� ������ Doka�te� �e je nerozhodnuteln�� zda dan� kontextov� jazyk je bezkon�
textov�


Cvi�en� �����
 Doka�te� �e pro danou bezkontextovou gramatiku G a z�sobn�kov� au�
tomat M je nerozhodnuteln�� zda existuje slovo � � L�G� takov�� �e � 	� L�M��

��� Vlastnosti deterministick�ch jazyk

Deterministick� jazyky p�edstavuj� t��du jazyk� p�ij�man�ch deterministick�mi z�sobn�	
kov�mi automaty nebo generovan� LR�k� gramatikami� V�me� �e tato t��da je vlastn�
podt��dou t��dy bezkontextov�ch jazyk�� Nejprve op�t shrneme uz�v�rov� vlastnosti de	
terministick�ch jazyk��

Lemma ����� T��da deterministick�ch jazyk	 �a je uzav�en� na dopln�k a na pr	nik s
regul�rn� mno�inou� �b nen� uzav�en� na pr	nik a na sjednocen�


N�kter� probl�my nerozhodnuteln� pro bezkontextov� jazyky jsou rozhodnuteln� pro
jazyky deterministick��

V�ta ����� Pro dan� deterministick� jazyk L a regul�rn� mno�inu R jsou n�sleduj�c�
probl�my rozhodnuteln��

�a Plat� R � L"
�b Je jazyk L bezkontextov�"
�c Plat� L * �"
�d Plat� L * R"

V�ta ����
 Pro dan� deterministick� jazyky L� a L� jsou n�sleduj�c� probl�my nerozhod�
nuteln��

�a Plat� L� � L� * �"
�b Je jazyk L� � L� bezkontextov�"
�c Je jazyk L� � L� deterministick�"
�d Plat� L� � L�"

��



Popis probl�mu

R
e
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L
R
�k�

B
e
z
k
o
n
t
e
x
t�

K
o
n
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x
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v
�

T
y
p
u

�
Je jazyk L�G� pr�zdn�! kone�n�! nekone�n�! R R R N N
Je L�G� * +�! R R N N N
Je L�G�� * L�G��! R R N N N
Je L�G�� � L�G��! R N N N N
Je L�G�� � L�G�� pr�zdn�! kone�n�! nekone�n�! R N N N N
Je L�G� * R� kde R je konkr�tn� regul�rn� mno�ina! R R N N N
Je jazyk L�G� regul�rn� mno�ina! T R N N N
Je L�G�� � L�G�� jazykem stejn�ho typu! T N N T T
Je L�G�� � L�G�� jazykem stejn�ho typu! T N T T T
Je L�G�� � L�G�� jazykem stejn�ho typu! T N T T T
Je L�G� jazykem stejn�ho typu! T T N T N

Tabulka ���# Tabulka rozhodnutelnosti vybran�ch probl�m� pro b��n� typy form�ln�ch
gramatik�

Cvi�en� ����� Doka�te tvrzen� v�ty �
�
� �vyu�ijte uz�v�rov�ch vlastnost� determinis�
tick�ch a bezkontextov�ch jazyk	


Cvi�en� ����� Doka�te tvrzen� v�ty �
�
� �vyu�ijte postup	 z kapitoly �
�


Cvi�en� ����� Uka�te� �e je nerozhodnuteln�� zda dan� bezkontextov� gramatika gene�
ruje deterministick� jazyk


��� Souhrn

Tabulka ��� p�evzat� z '�( a dopln�n� o nov�j
� v�sledky shrnuje rozhodnutelnost n�kter�ch
probl�m� pro nejb��n�j
� typy form�ln�ch gramatik� P�smeno R znamen� rozhodnutelnost
probl�mu� N nerozhodnutelnost� T znamen�� �e probl�m je trivi�ln� % pro v
echny jeho
p��pady je odpov�2 toto�n��

��



V�sledky cvi�en�

����� Zvol�me nap�� tento postup# p�i posunu vpravo ve v�razu nalezneme prvn� i� bez	
prost�edn� vlevo od n� mus� b�t odpov�daj�c� h� Ob� p�ep�
eme pomocn�m symbolem x
a cel� cyklus se opakuje� P�itom b�hem p�esunu vlevo i vpravo ignorujeme symboly x�
A� naraz�me b�hem p�esunu vpravo na konec v�razu� zkontrolujeme� zda ve v�razu u�
nezbyly ��dn� z�vorky� Pak je v�raz v po��dku�

M * �fq�� q�� q�� qF g� fh� ig� fh� i� x�tg� �� q� � fqF g�� kde

��q�� h�*�q�� h��� ��q�� x�*�q�� x��� ��q�� x�*�q�� x���
��q�� x�*�q�� x��� ��q�� h�*�q�� x��� ��q��t�*�qF �t� ��
��q�� i�*�q�� x��� ��q��t�*�q��t���

������ M * �fq�� q�� q�� qFg� f�� �g� f�� ��tg� �� q� � fqF g�� kde

��q�� ��*�q��t��� ��q�� ��*�q��t��� ��q�� ��*�q�� ����
��q�� ��*�q��t��� ��q�� ��*�q�� ���� ��q��t�*�qF �t���

�����
 M * �fq�� q�� q�� q�� qF g� f�g� f��tg� �� q� � fqF g��
Nejprve uma�eme prvn� jedni�ku a zkop�rujeme zbyl�ch n jedni�ek na �� stopu#

��q�� ��t�*�q��t�t��� ��q�� ��t�*�q�� �� ���� ��q��t�t�*�q��t�t� ��

Nyn� budeme v cyklu p�id�vat jedni�ky na �� stopu a p�itom v�dy sma�eme jednu jedni�ku
na �� stop�� Po�et jedni�ek na �� stop� se t�m zdvojn�sob�#

��q�� ��t�*�q�� ��t��� ��q�� ��t�*�q�� ��t���
��q��t�t�*�q�� ��t��� ��q�� �� ��*�q�� ��t���

Po ukon�en� cyklu p�id�me doleva dal
� jedni�ku� abychom dostali po�adovan� v�sledek#

��q��t�t�*�qF � ��t� ��

������ Ozna�me Q mno�inu stav� p��kladu ze cvi�en� ������� N�
 stroj ozna�me M � *

�Q�� f�g� f��tg� �� � q��� fq�F g�� kde Q� * fq��� q��� q��� q��� q��� q�F g � fq�� qFg�
N�
 stroj nejprve p�id� na konec p�sky jedni�ku a nastav� se na p�edposlen� pozici

p�vodn�ho slova� T�m se dostane do kon�gurace �q��� �
n� ���� V
imn�te si� �e �et�zec ��

reprezentuje v na
em k$dov�n� ��slo �#

���q��� ��t�*�q��� ��t��� ���q���t�t�*�q��� ��t���

��



Nyn� budeme v cyklu kontrolovat� zda vlevo od hlavy stroje zb�vaj� je
t� jedni�ky� Pokud
ano� jednu z nich uma�eme� vr�t�me se na p�vodn� pozici a vyvol�me jako podprogram
stroj M z p�edchoz�ho p��kladu� Ten zdvojn�sob� ��slo reprezentovan� jedni�kami vpravo
od hlavy stroje�

���q��� ��t�*�q��� ��t��� ���q���t�t�*�q���t�t��� ���q��� �� ��*�q��� ��t���
���q��� ��t�*�q��� �� ���� ���q��� �� ��*�q���t�t��� ���q��� ��t�*�q�� ��t� ��

Po ukon�en� �innosti stroj M op�t p�ed� ��zen� stroji M � # ���qF � ��t� * �q��� ��t����
Pokud u� vlevo od hlavy stroje nezb�vaj� ��dn� jedni�ky� stroj se zastav�# ���q��� ��t� *
�q�F � ��t� ���

Z konstrukce stroj� M a M � lze snadno vysledovat� �e jejich spojen�m vznikne stroj
M �� * �Q �Q�� f�g� f��tg� � � ��� q��� fq�F g�� kter� po��t� po�adovanou funkci �n�

����� Uva�ujme nov� prom�nn� v� w� z� kter� nejsou obsa�eny v P ani Q� a n�sleduj�c�
program#

v #* x� w #* y� z #* x�
while v � w do begin

P � v #* w
end�
while z � w do begin

Q� w #* z 1 �
end

����� Vstup je v prom�nn� n� v�sledek ulo��me do prom�nn� f #

f #* �� x #* ��
for n do begin

for f do -� V cyklu vypo�teme f #* f � �x1 ��� �-
for x do

f #* f 1 ��
x #* x1 � -� Zv�
�me po��tadlo cyklu �-

end

����� Uv�d�me program pro v�po�et log��n�� argument je v prom�nn� n� v�sledek v
prom�nn� f #

f #* �� x #* ��
while x � n do begin

for x do -� V cyklu for vypo�teme x #* x � �� �-
x #* x1 ��

f #* f 1 �
end

������ Po��te�n� kon�gurace stroje M je �q�� �� a
x�
� a�a

x�
� a� � � � a�a

xn
� �� do prom�nn� xR je

tedy t�eba vlo�it hodnotu m	�rn�ho ��sla � � � � �� �z �
xn

� � � � � �� �z �
xn��

� � � � � � � � � �� �z �
x�

� Tu vypo�teme n�sle	

duj�c�m podprogramem#

��



i #* n� f i je pomocn� prom�nn� g
xR #* ��
for i do begin

xR #* xR �mxi�� 1 �mxi�� � �� div �m� �� 1 � �mxi���
i #* i� �

end�

��
��

m��� y� * ��

m�x1 �� y� * a�U�
� �x�m�x� y�� y�� U�

� �x�m�x� y�� y���

P ��� * ��

P �x1 �� * U�
� �x� P �x���

sub��� y� * y�

sub�x1 �� y� * P �U�
� �x� sub�x� y�� y���

��
�� �a� Umoc�ov�n� pw�x� y� * yx

pw��� * S����

pw�x1 �� y� * m�U�
� �x�pw�x� y�� y�� U�

� �x�pw�x� y�� y���

�b� Faktori�l F �n� * n3

F ��� * S����

F �x1 �� * a�m�x� F �x��� U�
� �x� F �x����

��
��� Pro funk�n� hodnotu f�n� * dlog� ne lze napsat#

f�n� * minfy � N jy � log� ng� n � �

co� lze upravit na minfy � N j�y � ng� Uv�domme si d�le� �e plat� a � b tehdy a jen tehdy�
kdy� sub�a� b� * �� tak�e dost�v�me f�n� * 	y'sub�pw�y� ��� n� * �(� kde sub a pw jsou
funkce z cvi�en� ����� a p��kladu ������

Takto popsan� funkce f by ov
em pro argument � vracela hodnotu �� co� nen� spr�vn��
nebo f��� nen� de�nov�no� Mus�me tedy do z�vorky minimalizace p�idat je
t� �len vyja	
d�uj�c� podm�nku n � �� Jin�mi slovy� mus�me naj�t takov� v�raz v�n� y� aby platilo� �e
pro n * � neexistuje ��dn� y tak� �e v�n� y� * �� K tomu by sta�ilo k nez�porn�mu v�razu
sub�pw�y� �� v hranat�ch z�vork�ch p�i��st je
t� n�jak� �len� kter� bude nula pro n � � a
bude v�t
� ne� nula pro n * ��

Podm�nku n � � lze p�ev�st na tvar sub�n� �� * � a vid�me tedy� �e sub�n� �� je pr�v�
po�adovan� �len� V�sledn� tvar �e
en� tedy bude

f�n� * 	y'a�sub�pw�y� ��� n�� sub�n� ��� * �(�

��



Aby toto �e
en� spl�ovalo p�esn� podm�nky de�nice ������ je nutno je je
t� form�ln� upravit
pomoc� projekc� atd�� co� je ji� snadn��

��
��� Uva�ujme libovoln� k * �m1 � 1 �� kde � � �� Pozm�n�me rovnici ������ na

g�x� * maxff��x1 ��� f��x1 � 1 ��g�
Stroj Mg� jak je pops�n v d�kazu v�ty ������ bude pak pot�ebovat nejv�
e m1 � stav�
�nov� stavy se vyu�ij� k p�ips�n� � jedni�ek p�i v�po�tu f��x 1 � 1 ���� Pak vztah ������
p�ejde na tvar g�x� � BB�x1 � 1m1 ��� a z rovnice ������ obdr��me

maxff��m1 ��� f��m 1 � 1 ��g � BB��m1 � 1 �� � BB��m1 � 1 ���

co� znamen�� �e f�k� * f��m1 � 1 �� � BB��m1 � 1 �� * BB�k��

��
���
A B

t �B� �A�
� �B� �H�


���� Stroj U vytvo�� kopii w k$du sebe sama a zavol� jako proceduru UTS� Ten za�ne
simulovat U se vstupem w� Simulovan� stroj U op�t vytvo�� kopii k$du sebe sama a zavol�
UTS� atd� Stroj U se tedy dostane do nekone�n�ho cyklu vytv��en�m kask�dy vz�jemn�
se simuluj�c�ch model� sebe sama�


���� Je nutno uk�zat� �e pro libovoln� dva Turingovy stroje T� a T�� rozpozn�vaj�c�
mno�iny A� a A��� existuje

�i� stroj T� akceptuj�c� A� �A��
�ii� stroj T� akceptuj�c� A� �A��
�iii� stroj T� akceptuj�c� A��

Ozna�me T� * �Q��+��,�� ��� q��� fqF�g� a T� * �Q��+��,�� ��� q��� fqF�g�� Bez "jmy na
obecnosti lze p�edpokl�dat� �e Q� � Q� * �� Pak v�
e uveden� stroje lze zkonstruovat
n�sledovn�#

�i� T� * �Q� � Q� � fq�g�+� � +��,� � ,�� �� q�� fqF�� qF�g�� kde q� 	� Q� � Q� a
� * �� � �� � f�q�� a� q��� a� ��� �q�� a� q��� a� ��ja � +� �+�g�

�ii� T� bude dvoustop� a bude pracovat takto# nejprve zkop�ruje vstup z �� na �� stopu�
Pak p�ejde do stavu q�� a bude simulovat �innost T� na �� stop�� p�i�em� druhou
ponech� nezm�n�nu� Dostane	li se do stavu qF�� vyhled� za��tek vstupu na �� stop��
p�ejde do stavu q * �� a simuluje �innost T� na �� stop�� Stav qF� je pak koncov�m
stavem T��

�iii� Bez "jmy na obecnosti lze p�edpokl�dat� �e T� je deterministick� a �e ���qF�� a� je
nede�nov�no pro libovoln� a � ,�� Pak T� * �Q��+��,�� �� q�� fqF�g�� kde

��q� a� * �p� b�D�� pokud ���q� a� * �p� b�D� a p 	* qF��
��q� a� * �qF�� a� ��� pokud ���q� a� je nede�nov�no�
��q� a� je nede�nov�no� pokud ���q� a� * �qF�� b�D� pro libovoln�

b � ,�� D � f�� ���g�
Pak zjevn� T� dojde do koncov�ho stavu tehdy a jen tehdy� kdy� se T� zastav� mimo
koncov� stav� tedy T� rozpozn�v� A��

�



Pozn�mka� Promyslete si� pro� jsme pro konstrukci �iii� pot�ebovali determinismus stroje
T��


���� Je mo�n� postupovat podobn� jako u d�kazu rekurz�vn� nespo�etnosti mno�iny K�
proveden�ho diagonalizac�� Zde ov
em mus�me ��sla �neakceptovateln�� dan�m TS vlo�it
jak do mno�iny� tak do jej�ho dopl�ku� tedy prov�st n�co jako dvojitou diagonalizaci�
Uva�ujme nap��klad mno�inu

K * f�i j Mi akceptuje �ig � f�i � � j Mi nekaceptuje �i� �g�

kde M��M� � � � je efektivn� o��slov�n� Turingov�ch stroj� �se vstupn� abecedou f�� �g��
�a� P�edpokl�dejme� �e K je rek� spo�etn� a tedy p�ij�man� strojem Mj � j � �� Pak

�j � � � K tehdy a jen tehdy� kdy� Mj neakceptuje �j � �� a tedy �j � � 	� K� spor�

�b� Naopak pokud K je rek� spo�etn�� je p�ij�m�na strojem Mk pro n�jak� k � �� Pak
�k � K pr�v� kdy� �k 	� K� co� plat� tehdy a jen tehdy� kdy� Mk neakceptuje �k� a
tedy �k 	� K� op�t spor�


���� Je	li funkce FU primitivn� rekurz�vn�� pak je jist� takov� i funkce

g�n� * FU �n� n� 1 � * S�FU �U�
� �n�� U

�
� �n���

�vytvo�en� z FU pou�it�m skl�d�n�� projekce a n�sledn�ka�� Jeliko� funkce FU m� b�t
univerz�ln�� mus� existovat ��slo ig � N tak� �e

FU �ig� n� * g�n� pro v
echna n � N �

Pro n * ig ov
em dost�v�me FU �ig� ig� * g�ig� * FU �ig� ig� 1 �� co� je spor�


���� Mno�ina p��pad� tohoto probl�mu je obsa�ena v mno�in� p��pad� probl�mu zasta	
ven�� tak�e je �snaz
�� ne� probl�m zastaven�� Nelze tud�� jako zobrazen� � pou��t identitu�

Uva�ujme libovoln� TS M a libovoln� slovo �� Sestrojme stroj M � takto# M � nejprve
nap�
e na pr�zdnou p�sku slovo � a pak simuluje stroj M p�i zpracov�n� tohoto slova�
Stroj M � se tedy zastav� se vstupem � tehdy a jen tehdy� kdy� stroj M se zastav� se
vstupem �� P�edpokl�dejme nyn�� �e je rozhodnuteln�� zda M ���� *�� Pak je dle p�ed	
choz�ho rozhodnuteln� i zda M��� *�� co� je spor s v�tou o nerozhodnutelnosti probl�mu
zastaven��


���� P�ipome�me nejprve� �e pro libovoln� TS M a libovoln� slovo � je nerozhodnuteln��
zda M akceptuje � �probl�m p��slu
nosti�� Nyn� sestrojme stroj M � takto# M � nejprve
zkontroluje� zda na p�sce je slovo � �pokud ne� tak se zastav� a neakceptuje� a pak simuluje
stroj M p�i zpracov�n� tohoto slova� Stroj M � tedy m��e akceptovat jedin� vstup �� a
to je
t� jen tehdy� pokud � � L�M�� Pak L�M �� 	* � tehdy a jen tehdy� kdy� � �
L�M�� P�edpokl�dejme nyn�� �e je rozhodnuteln�� zda L�M �� * �� Pak je dle p�edchoz�ho
rozhodnuteln� i zda � � L�M�� co� je spor se nerozhodnutelnost� probl�mu p��slu
nosti�

Jin� mo�n� �e
en� p��kladu je p�ev�st TS na gramatiku typu � a u��t v�tu o neroz	
hodnutelnosti probl�mu pr�zdnosti pro gramatiky typu � �proto�e tento probl�m je neroz	
hodnuteln� pro kontextov� gramatiky� jak jsme uk�zali ve v�t� ������ a t��da kontextov�ch
gramatik je podt��dou t��dy gramatik typu ���

��
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Obr�zek ���# P�ekl�p�n� Wangov�ch dla�dic o ���o�


���� Uva�ujme� �e tento probl�m je rozhodnuteln�� tj� m�me algoritmus k jeho �e
en��
Pou�ijeme	li tento algoritmus postupn� na v
echny koncov� stavy stroje M � m��eme roz	
hodnout� zda M m��e pro n�jak� vstup dosp�t do n�kter�ho koncov�ho stavu� a tedy zda
plat� L�M� * � nebo ne� To je ov
em dle v�sledku p�edchoz�ho p��kladu nerozhodnuteln��


���� Snadno sestroj�me TS T�� kter� pro dan� vstup n rozhodne� zda n je prvo��slo� D�le
uva�me TS T�� kter� pro dan� vstup m rozhodne� zda m je sou�tem dvou prvo��sel� T�
nap�� m��e postupn� generovat v
echny dvojice �m�m� k�� kde � � k � m� � a pomoc�
stroje T� rozhodovat� zda k a m� k jsou prvo��sla� Kone�n� si p�edstavme stroj T�� kter�
za�ne pracovat s pr�zdn�m vstupem� systematicky generuje v
echna ��sla v�t
� ne� �� pro
ka�d� z nich strojem T� prov���� zda je sou�tem dvou prvo��sel� a pokud ne� zastav� se�
V
echny tyto stroje jist� existuj�� Pak stroj T� se s pr�zdn�m vstupem zastav� tehdy a jen
tehdy� kdy� Goldbachovo tvrzen� neplat��


���� Jsou pouze t�i 	 rovnostrann� troj"heln�k� �tverec a pravideln� 
esti"heln�k�
V
echny ostatn� pravideln� mnoho"heln�ky je nutno doplnit je
t� jin�m "tvarem� aby
se zaplnila cel� rovina� V�sledek je intuitivn� z�ejm�� exaktn� d�kaz by mohl vypadat
takto# "hel ve vrcholu n	"heln�ka m� velikost � * � � ��
n * ���n� ��
��n�� Plat� tedy
�n
�n� ��� * ��� Abychom mohli zaplnit n	"heln�ky rovinu� je t�eba slo�it jejich vrcholy
k sob� a vyplnit t�m pln� "hel ��� tedy mus� platit k� * �� pro n�jak� p�irozen� k� Tedy
hodnota �n
�n��� mus� b�t p�irozen� ��slo� Snadno nahl�dneme� �e to je mo�n� pouze pro
hodnoty n * �� �� �� pro n � � le�� hodnota zlomku �n
�n��� v otev�en�m intervalu ������


���� Uva�me libovolnou nepr�zdnou mno�inuD dla�dic s obarven�mi hranami� Vyberme
z n� libovolnou dla�dici a ozna�me jej� barvy jako na obr� ����a� �uveden� �ty�i barvy
nemus� b�t navz�jem r�zn�� mohou b�t zcela libovoln��� Jej�m oto�en�m o ���o vznikne
dla�dice z obr� ����b�� Tyto dv� dla�dice p�ilo�eny k sob� vytvo�� "tvar z obr� ����c�� kter�
je ji� periodou� nebo j�m lze posouv�n�m bez nat��en� vyplnit celou rovinu �ov��te jak��
Tedy p�ipust�me	li nat��en� o ���o� ka�d� p��pad probl�mu dl��d�n� m� trivi�ln� �e
en� a
tedy probl�m je rozhodnuteln� 7 pro v
echny p��pady dl��d�n� roviny existuje�


���� Uva�ujme mno�inu dla�dic D� jejich� hrany jsou obarveny barvami z nepr�zdn�
palety C� Hled�me	li transformaci mno�iny D na dla�dice s obarven�mi vrcholy� nejsnaz
�
je p�ev�st informace o barv� ka�d� hrany do barvy vrchol� s touto hranou soused�c�ch�
Ka�d� vrchol tedy ponese informaci o p�vodn�ch barv�ch hran� je� se v n�m st�kaj��

U dl��d�n� s obarven�mi vrcholy nav�c plat�� �e v
echny �ty�i dla�dice� kter� soused�
v jednom bodu sv�mi vrcholy� mus� m�t tyto vrcholy stejn� obarveny� Tyto �ty�i shodn�
obarven� vrcholy mus� n�st informaci o barv�ch v
ech �ty� hran dla�dic� je� se v n�m sch�	
zej�� viz obr� ����a�� Barvu vrcholu transformovan� dla�dice tedy budeme reprezentovat
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Obr�zek ���# P�evod dla�dic s obarven�mi hranami na dla�dice s obarven�mi vrcholy�

Uva�ujme nyn�� jak obarvit vrcholy dla�dice I� z obr� ����b� tak� aby v�sledn� dla�dice
mohla sousedit s transformacemi dla�dic II�� III�� IV� a V� tehdy a jen tehdy� kdy� spolu
soused� p�vodn� dla�dice� P�i barven� prav�ho horn�ho vrcholu dla�dice I� zn�me barvy a
a b� ale nev�me nic o barv�ch hran e a f soused�c�ch dla�dic� nicm�n� informace o nich
p�esto mus� b�t obsa�ena v barv� vrcholu� V�chodiskem proto je vytvo�it mno�inu nov�ch

dla�dic a vyst��dat na tomto jejich vrcholu v
echny barvy typu
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� kde r a s nab�vaj�

v
ech hodnot z C�
Kdy� stejnou "vahu pou�ijeme na v
echny vrcholy dla�dice I�� zjist�me� �e je tuto

dla�dici t�eba transformovat na mno�inu dla�dic s vrcholy obarven�mi barvami
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� kde r� s� t� u� v� w� x� y nab�vaj� v
ech mo�n�ch hodnot z C� viz

obr� ����b�� Takto transformujeme ka�dou dla�dici mno�iny D�
Snadno prov���me� �e transformovan� dla�dice spolu mohou sousedit tehdy a jen tehdy�

kdy� spolu soused� dla�dice p�vodn�� a tedy dl��d�n� roviny transformovanou mno�inou
dla�dic existuje tehdy a jen tehdy� existuje	li pomoc� p�vodn� mno�iny� Kdyby byl probl�m
dl��d�n� pro transformovanou mno�inu rozhodnuteln�� byl by rozhodnuteln� i pro p�vodn�
mno�inu� co� je spor s nerozhodnutelnost� probl�mu dl��d�n��


���� Pokud dan� p��pad PKP m� �e
en�� je uvedeno� Pokud �e
en� nem�� je to zd�vod	
n�no� ov
em jsou mo�n� i jin� zd�vodn�n� ne� kter� uv�d�me�

�a� P��pad �aab� aa�� �a� baa� nem� �e
en�� Zd�vodn�n�# slova ui� � � � uim � vi� � � � vim
odpov�daj�c� �e
en� �i� � � � im� by musela b�t shodn� a tedy i obsahovat stejn� po�ty
jednotliv�ch symbol�� Aby to platilo pro symbol b� mus� b�t po�et jedni�ek v �e
en�
�i� � � � im� roven po�tu dvojek� Pak ov
em nemohou b�t shodn� po�ty symbol� a ve
slovech ui� � � � uim � vi� � � � vim a tedy �e
en� nem��e existovat�

�b� P��pad �aab� a�� �a� baa� m� �e
en� nap�� ����������

�c� P��pad �a� ba� b� ab�� �aaa� b� bb� ba� nem� �e
en�� D�vod nap��# p�edn� index � se nem��e
vyskytovat v ��dn�m �e
en�� nebo za ka�d� jeho v�skyt by slovo ui� � � � uim obsahovalo
o � symbol b m�n� ne� slovo vi� � � � vim a tento rozd�l nelze vyrovnat pou�it�m ostatn�ch
index��

��



Pak tedy �e
en� mus� za��nat indexem � �viz tvar slov� n�sledovan�m indexem ��
��m� dostaneme situaci u�u� * baa� v�v� * baaa� Nyn� lze pou��t i opakovan� index ��
Je	li pou�it k	kr�t� dostaneme slova baa�ab�k� baa�ab�ka� co� nevede k nalezen� �e
en��
Jedin� dal
� mo�nost je pou��t index �� t�m dostaneme slova baa�ab�ka� baa�ab�kaaaa
a je z�ejm�� �e nyn� ji� nelze pou��t jin� index ne� �� ��m� se ov
em druh� slovo st�le
prodlu�uje na "kor prvn�ho� )e
en� tedy neexistuje�


����� Uva�ujme libovoln� p��pad u * �u�� � � � � un�� v * �v�� � � � � vn� PKP nad jedno	
prvkovou abecedou� Zjevn� posloupnost index� i�� � � � � im pro n�jak� m � � je �e
en�m
tohoto p��padu tehdy a jen tehdy� kdy� jui� j 1 � � � 1 juim j * jvi� j 1 � � � 1 jvim j �dv� slova
nad jednoprvkovou abecedou jsou shodn� pr�v� kdy� maj� shodnou d�lku�� Nyn� m��eme
rozli
it �ty�i r�zn� mo�nosti#

�i� Existuje k� � � k � n takov�� �e jukj * jvkj� Pak n�
 p��pad m� jist� �e
en�� kter�m
je tento index k�

�ii� Pro v
echna k� � � k � n plat� jukj � jvkj� Pak n�
 p��pad �e
en� jist� nem��

�iii� Pro v
echna k� � � k � n plat� jukj � jvkj� Pak n�
 p��pad op�t nem� �e
en��

�iv� Existuj� j� k� � � j� k � n tak� �e jujj � jvj j a jukj � jvkj� Pak �e
en�m na
eho
p��padu je posloupnost

�j� � � � � j� �z �
jvkj�jukj

� k� � � � � k� �z �
juj j�jvj j

��

nebo plat� �ov��te�

jujj�jvkj � jukj� 1 jukj�juj j � jvj j� * jvj j�jvkj � jukj� 1 jvkj�juj j � jvj j��

Libovoln� p��pad PKP nad jednoprvkovou abecedou pat�� do jedn� z mo�nost� �i� a� �iv� a
pro ka�dou z nich lehce rozhodneme� zda existuje �e
en�� PKP nad jednoprvkovou abecedou
je tedy rozhodnuteln��

����
 Jazyk L�G� je p�ij�m�n z�sobn�kov�m automatem tehdy a jen tehdy� je	li bezkon	
textov�� �B�t bezkontextov�m jazykem� je netrivi�ln� vlastnost rekurz�vn� spo�etn�ch
jazyk�� jej�� nerozhodnutelnost plyne z Riceovy v�ty�

����� Pokud bychom mohli rozhodnout� zda libovoln� symbol A � N je nadbyte�n�� mohli
bychom to rozhodnout i pro po��te�n� netermin�l S� Plat� ov
em� �e S je nadbyte�n� pr�v�
tehdy� kdy� L�G� * �� a to je pro gramatiky typu � nerozhodnuteln� �viz tabulka �����

��
�� Ka�d� bezkontextov� jazyk lze p�ij�mat nedeterministick�m z�sobn�kov�m auto	
matem �ZA�� kter� nevykon�v� ��dn� �	kroky� Uk��eme� jak jej lze simulovat t��stop�m
deterministick�m line�rn� ohrani�en�m automatem �LOA�#

Na ��stop� bude v�dy vstupn� slovo ZA� Na ��stop� budeme simulovat z�sobn�k# jestli�e
m�me n z�sobn�kov�ch symbol� a ZA v jich jednom kroku zap�
e do z�sobn�ku nejv�
e k�
pak LOA pot�ebuje nk symbol�� kter� m��e zapisovat na ��stopu� V�me toti�� �e ZA p�i
zpracov�n� slova d�lky m ud�l� nejv�
e m krok� a p�i ka�d�m zap�
e do z�sobn�ku jeden
z nk mo�n�ch �et�zc� z�sobn�kov�ch symbol��

��



�� stopa slou�� k odstran�n� nedeterminismu# nech ZA se v ka�d�m kroku rozhoduje
z max� p variant� Tyto varianty nech odpov�daj� p symbol�m zapisovan�m na �� stopu�
Odtud plyne� �e mo�n�ch variant chov�n� ZA p�i zpracov�n� slova d�lky m je pm a ka�d�
z nich je jednozna�n� reprezentov�na slovem d�lky m na �� stop�� Pak LOA p�i simulaci
ZA m��e tyto varianty systematicky proch�zet �nap�� dle lexikogra�ck�ho uspo��d�n�� a
t�m vy�erpat v
echny mo�nosti chov�n� ZA�

��
�� M * �fq�� q��� q��� q�� q�� q��� q��� q��� q��� q�� q	� q�� qFg� f�� �g� f�� �� 5�6�t�mg� �� q� � fqF g��
P�tice n�le�ej�c� do � jsou pops�ny n��e� Nejprve nedeterministicky vybereme za��tky
prvn�ho a druh�ho slova � a ozna��me je zna�kou m #

�q�� '5� �� �(� q� � ���� �q��� '�� �(� q��� ���� �q��� '�� �(� q��� ����
�q�� �� q���m��� �q�� �� q���m��� �q��� �� q��m��� �q��� �� q��m���

Nyn� kontrolujeme� zda prvn� kopie � se shoduje s druhou#

�q�� '�� �(� q�� ���� �q�� �� q���m��� �q��� '�� �(� q��� ���� �q���m� q���m���
�q��m� q��m��� �q�� �� q���m��� �q��� '�� �(� q��� ���� �q���m� q���m���
�q���m� q���m��� �q��� �� q��m��� �q��m� q��m���
�q���m� q���m��� �q��� �� q��m��� �q�� '�� �(� q�� ����

Pokud jsme ji� pro
li cel� prvn� slovo � �pozn�me to tak� �e se oba bloky m spojily a
stroj p�i hled�n� lev�ho z nich dosp�l na zna�ku 5�� zkonrolujeme� zda je zpracov�no i cel�
druh� slovo � #

�q�� 5� q	� 5��� �q	� '�� �(� q	� ���� �q	�m� q��m��� �q��m� q��m��� �q��6� qF �6� ��

��
�� M * �fq�� � � � � q� qF g� f�g� f�� 5�6�m�tg� �� q� � fqF g�� Nejprve uma�eme prvn� jed	
ni�ku a ozna��me konec slova zna�kou m�

��q�� 5�t�*�q�� 5�t��� ��q�� ��t�*�q�� ��t��� ��q�� ��t�*�q�� ��m���
��q�� ��t�*�q��t�t��� ��q��6�t�*�q��6�t���

Ozna��me za��tek slova rovn�� zna�kou a posunujeme ob� zna�ky k sob�� a� se setkaj�
�byly	li vzd�leny od sebe o sud� po�et m�st�#

��q�� ��t�*�q�� ��t��� ��q�� ��t�*�q�� ��m��� ��q	� ��t�*�q�� ��m���
��q��t�t�*�q�t�t��� ��q�� ��t�*�q�� ��t��� ��q�� ��t�*�q� ��t���
��q�� ��m�*�q�� ��t��� ��q�� ��m�*�q	� ��t��� ��q� ��t�*�q�� ��m���

Pokud se p�i srovn�v�n� zna�ky setkaj� na za��tku p�sky� do
li jsme postupn�m d�len�m
dv�ma a� k ��slu �� Slovo tedy m�lo d�lku odpov�daj�c� mocnin� � a stroj jej akceptoval�
Pokud se zna�ky setkaj� mimo za��tek p�sky� posuneme pravou zna�ku o � m�sto vlevo a
v
e se opakuje pro m #* m
�#

��q�� ��m�*�q�� ��t��� ��q� ��m�*�qF � ��m���

Pokud se zna�ky nesetkaj�� znamen� to� �e pod�l z�skan� z m postupn�m d�len�m dv�ma
je lich� �a v�t
� ne� jedna� a stroj slovo neakceptuje�

����� Bezkontextov� gramatiky G� a G� pat�� rovn�� do t��dy kontextov�ch gramatik�
nebo vyhovuj� omezen�m kladen�m na tvar bezkontextov� gramatiky �viz de�nice nap��

��



v '�(�� Pak ov
em podle v�ty ����� existuje kontextov� gramatika G�� tak� �e L�G��� *
L�G�� � L�G���

����� Je	li R regul�rn�� pak i R je regul�rn� mno�ina� Vzhledem k uzav�enosti t��dy
bezkontextov�ch jazyk� na pr�nik s regul�rn� mno�inou je i L�G� � R bezkontextov�
jazyk� P�itom plat�� �e L�G� � R� L�G� �R * �� Platnost posledn� uveden� rovnosti je
pro bezkontextov� jazyky rozhodnuteln� a tedy probl�m je rozhodnuteln��

������ Gramatiky GU � GV z d�kazu v�ty ������ generuj�c� jazyky LU � LV odpov�daj�c�
seznam�m PKP� jsou line�rn�� Pro tyto gramatiky jsme uk�zali� �e je nerozhodnuteln��
zda L�GU � � L�GV � * ��

������ Uva�ujme jazyk TUV * RUV � SUV z d�kazu v�ty ������� V�me� �e jazyk TUV
je kontextov�� nebo je pr�nikem dvou bezkontextov�ch jazyk�� viz p��klad ������ D�le
bylo v d�kaze v�ty ������ uk�z�no� �e jazyk TUV je bezkontextov� tehdy a jen tehdy� je	li
pr�zdn�� co� je nerozhodnuteln��

�����
 Uva�ujme libovoln� bezkontextov� gramatikyG� a G��Ke gramatice G� sestroj�me
z�sobn�kov� automat M tak� �e L�G�� * L�M�� P�edpokl�dejme� �e je rozhodnuteln��
zda existuje slovo � � L�G�� takov�� �e � 	� L�M�� Ov
em takov� slovo existuje tehdy
a jen tehdy� kdy� L�G�� � L�M� 	* �� tedy pokud L�G�� 	� L�G��� Pak by tedy bylo
rozhodnuteln�� zda L�G�� � L�G��� co� je spor s d�sledkem �����

�����

�a� R � L tehdy a jen tehdy� kdy� R � L * �� Ov
em d�ky uzav�enosti t��dy determinis	
tick�ch jazyk� na dopln�k a na pr�nik s regul�rn� mno�inou podle v�ty ����� existuje
bezkontextov� LR�k� gramatika G generuj�c� jazyk R � L� a pro bezkontextov�
gramatiky je rozhodnuteln�� zda L�G� * �� Tedy i p�vodn� probl�m� zda R � L� je
rozhodnuteln��

�b� Jazyk L je v�dy deterministick�� a tedy i bezkontextov�� vzhledem k uzav�enosti
t��dy deterministick�ch jazyk� na dopln�k�

�c� Podle v�sledku cvi�en� �b� existuje bezkontextov� gramatika generuj�c� jazyk L� a pro
bezkontextov� gramatiky je rozhodnuteln�� zda generuj� pr�zdn� jazyk�

�d� L * R plat� tehdy a jen tehdy� kdy� L � R a R � L� Druh� z t�chto tvrzen� je
rozhodnuteln� podle v�sledku cvi�en� �a�� prvn� je ekvivalentn� s tvrzen�m L �R * ��
Ov
em vzhledem k uzav�enosti t��dy regul�rn�ch jazyk� na dopln�k a k uzav�enosti
deterministick�ch jazyk� na pr�nik s regul�rn� mno�inou podle v�ty ����� existuje
bezkontextov� LR�k� gramatika G generuj�c� jazyk L�R� Pro bezkontextov� gramatiky
je rozhodnuteln�� zda L�G� * �� Tedy i prvn� tvrzen� je rozhodnuteln�� a proto i
p�vodn� probl�m� zda L * R�

�����

�a� Jazyky LU a LV z d�kazu v�ty ����� jsou deterministick�� a pro tyto dva determinis	
tick� jazyky tedy plat�� �e je nerozhodnuteln�� zda jejich pr�nik je pr�zdn��

��



�b� Jazyky RUV a SUV z d�kazu v�ty ������ jsou deterministick�� a pro tyto dva determi	
nistick� jazyky tedy plat�� �e je nerozhodnuteln�� zda jejich pr�nik je bezkontextov�
jazyk�

�c� Uva�ujme deterministick� jazyky RUV a SUV z d�kazu v�ty ������ a jejich sjednocen�
TUV * SUV �RUV � P�edpokl�dejme� �e je rozhodnuteln�� zda TUV je deterministick�
jazyk� Vzhledem k uz�v�rov�m vlastnostem to ov
em plat� tehdy a jen tehdy� kdy� i
jeho dopln�k TUV je deterministick� �a tedy bezkontextov��� co� je dle d�kazu v�ty
������ nerozhodnuteln��

�d� Jazyky LU a LV z d�kazu v�ty ����� jsou deterministick�� a podle v�ty ����� je deter	

ministick� i jazyk LV � Ov
em LU � LV tehdy a jen tehdy� kdy� LU � LV * �� tedy
kdy� LU � LV * �� co� je dle v�ty ����� nerozhodnuteln��

����� Podle v�ty ������c� je pro dan� deterministick� jazyky L� a L� nerozhodnuteln��
zda jazyk je L� � L� deterministick�� Tento jazyk je ov
em bezkontextov� a lze efektivn�
sestrojit bezkontextovou gramatiku� kter� jej generuje� Rozhodnutelnost probl�mu� zda
dan� bezkontextov� gramatika generuje deterministick� jazyk� by tedy vedla ke sporu s
tvrzen�m v�ty ������c��

��
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