 HILBERTOVSKÉ AXIÓMATICKÉ SYSTÉMY  �        


	Tato kapitola seznámí čtenáře s axiómatickými systémy hilbertovského typu, které ještě donedávna absolutně dominovaly v literatuře týkající se formalizace logické dedukce, a to jak ve výrokové, tak i v predikátové logice.


	V kapitole budou odděleně diskutovány axiómatické systémy výrokové a predikátové logiky. Pro každý z těchto hilbertovských axiómatických systémů bude gramatikou definován jazyk, dále pak axiómy a základní odvozovací pravidla. Budou dokázána další odvozovací pravidla, která usnadňují formální odvozování. 


	Bude ukázáno, že množina vět odvoditelná (dokazatelná) v hilbertovských axiómatických systémech je právě množinou všech logicky platných formulí výrokové i predikátové logiky - jinak řečeno bude zde dokázána sémantická korektnost a úplnost zavedených axiómatických systémů. 


	Bude ukázáno a na příkladech ověřeno, že vhodně zavedený formální aparát může sloužit k logickému odvozování (dedukci), pomocí něhož se vytvářejí matematické i jiné speciální teorie.








 HILBERTOVSKÝ AXIÓMATICKÝ SYSTÉM  H  �        VÝROKOVÉ LOGIKY





 Jazyk, axiómy a odvozovací pravidla hilbertovského �             systému H


	


	Z celé řady axiómatických systémů hilbertovského typu, které se navzájem liší především množinou symbolů pro logické spojky obsažených v abecedě jazyka systému, z níž pak vyplývá i množina odvozovacích pravidel, zde zvolíme jeden z nejběžněji používaných hilbertovských systémů, pro který zavedeme označení H.


	Abecedu hilbertovského axiómatického systému H tvoří všechny skupiny symbolů abecedy jazyka výrokové logiky, tak jak byly zavedeny definicí 2.1., s výjimkou symbolů skupiny logických spojek. Logické symboly, jimiž systém disponuje, jsou pouze dva :


                                  (   negace 


		          (   implikace 





Definice 12.1. (gramatiky jazyka LH  axiómatického systému H Backus-Naurovou formou) 


( formule ( ::= ( výroková proměnná (


	        ::= ( logická konstanta (


	        ::= ((( formule()


	        ::= (( formule ( ( ( formule ()


( výroková proměnná (   ::=  a / b / c /......


( logická konstanta (       ::=  true / false





	V předcházející kapitole byla dokázána věta 11.2., která tvrdí, že pro výrokové formule (tedy i pro formule jazyka LH ) A, B, C jsou metajazyková schémata 


 A ® (B ® A), 


(A ® (B ® C)) ® ((A ® B) ® (A ® C)),


 (Ř B ® Ř A) ® (A ® B) 


logicky platná. Tato metajazyková schémata určují soustavu axiómů hilbertovského axiómatického systému H, které bude věnována následující definice.





Úmluva :


Pro označení vět odvozených v axiómatickém systému (mezi něž patří i axiómy) zde zavedeme metajazykový symbol |- . Tento symbol bude dále využíván i k zápisu metajazykového tvrzení, že formule A je dokazatelná z předpokladů B1 ,B2 ,.....Bn , a to tímto způsobem:


B1 ,B2,...,Bn  |- A


Zlomku typu 


 |- A          |- B 


�				  


  |- C


    bude používáno k vyjádření pravidla typu „Z dokazatelnosti formule A a z dokazatelnosti �    formule B odvoď dokazatelnost formule C.“





Jak bude ukázáno později, symboly |- a |= si ve smyslu sémantické korektnosti a �     úplnosti zavedených axiómatických systémů výrokové logiky vzájemně odpovídají.





Definice 12.2. (logických axiómů hilbertovského formálního systému H )


	Jsou-li A, B, C metajazykové symboly označující formule jazyka LH, pak každá formule vzniklá substitucí dobře utvořených formulí za metajazykové symboly do schématu některého z tvarů 


	 |- A ® (B ® A)                                                           A1 


	 |- (A ® (B ® C)) ® ((A ® B) ® (A ® C))                A2 


	 |- (ŘB ® ŘA) ® (A ® B)                                           A3 


je logickým axiómem hilbertovského axiómatického systému H výrokové logiky. 


	Axiómatický systém H, jehož axiómy zde byly definovány, představuje poměrně jednoduchý axiómatický systém výrokové logiky. To je vidět i ze skutečnosti, že jeho axiómy vystačí se dvěma výrokovými spojkami - negace a implikace.


		Spolu s jazykem a axiómy jsou, jak již bylo uvedeno, základem každého axiómatického systému jeho odvozovací pravidla. V předcházející kapitole byla dokázána věta 11.2., která má zásadní význam pro možnost odvozování v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky. Na základě její sémantické platnosti totiž bylo stanoveno jediné odvozovací pravidlo systému H, a to pravidlo známé pod názvem modus ponens.





Definice 12.3. (odvozovacího pravidla modus ponens systému H )


	Pravidlo vyjádřené metajazykově větou


„Z vět (formulí)  A a  A ® B odvoď větu (formuli) B.“ 


nebo ve tvaru


 |- A        |- A ® B


�				  ,


  |- B


kde A a B jsou formule jazyka LH , je odvozovacím pravidlem hilbertovského axiómatického systému H výrokové logiky s názvem pravidlo modus ponens (dále též zkráceně MP). 


	Formule B se nazývá bezprostřední důsledek formulí A a A ® B. 





	Zavedený axiómatický systém H má tu vlastnost, že jeho axiómy jsou z hlediska sémantiky logicky platné (věta 11.1.). Též platnost pravidla modus ponens byla dokázána s využitím jeho sémantiky (věta 11.2.). Axiómatický systém s těmito vlastnostmi, jak bude dokázáno později, skýtá  záruku korektnosti ve smyslu sémantickém.








 Důkazy vět z axiómů hilbertovského systému H





	Odvození neboli důkaz věty v axiómatickém systému je, jak již bylo uvedeno, posloupností určitých typů jazykových výrazů. Definice pojmu důkazové posloupnosti má zde konstruktivní charakter, neboť zahrnuje postup, jakým se posloupnost vytváří.





Definice 12.4. (důkazu věty v hilbertovském axiómatickém systému H)


	Konečná posloupnost formulí jazyka LH  B1 ,B2 ,.....Bn je důkazem (odvozením) věty (formule) A v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky, platí-li : 


Bn je A. 


Pro libovolné i = 1,2,...n je Bi buď axióm nebo je Bi bezprostředním důsledkem aplikace odvozovacího pravidla na některé dva prvky množiny { B1 ,B2 ,.....Bi-1 }.


	Existuje-li důkaz formule A, pak říkáme, že A je dokazatelná (věta) v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky. 





	Z definice věty jako dokazatelné formule daného axiómatického systému H je patrné, že každý axióm je zároveň jeho větou.


	Základním odvozovacím pravidlem axiómatického systému H je pravidlo modus ponens. Při používání pouze tohoto základního pravidla se odvozování i jednoduchých vět stává zdlouhavým. Je proto vhodné používat při hilbertovských důkazech další odvozovací pravidla, která budou dokázána v následujícím odstavci 12.2.0..


	Je též třeba poznamenat, že axiómatické systémy vycházející z většího (ne nutně minimálního) počtu axiómů, které jsou navíc formulemi obsahujícími větší počet, resp. všechny výrokové spojky, jsou pro praktické použití mnohem vhodnější.





	Důkaz následující věty


 V1	     |- a ® a


demonstruje komplikovanost a proto též nízkou praktickou využitelnost důkazových postupů v zavedeném axiómatickém systému H.	


	


Úmluva :


	V důkazech vět v axiómatickém systému (nejen hilbertovském) budou dále jednotlivé řádky představující důkazovou posloupnost označovány vedle pořadového čísla i symbolem |-, neboť každý člen důkazové posloupnosti je zároveň dokazatelnou větou.





Příklad 12.1.





	Dokažte větu


 V1	         |- a ® a





Důkaz 


	 1. |- a ® ((a ® a) ® a) 					axióm A1


	 2. |- (a ® ((a ® a) ® a)) ® (a ® (a ® a)) ® (a ® a))     axióm A2


	 3. |- (a ® (a ® a)) ® (a ® a)                                            MP na 1.,2.


	 4. |- a ® (a ® a)                                                                axióm A1


	 5. |- a ® a                                                                          MP na 3.,4.


	Axiómy obsažené v důkazové posloupnosti, jejíž každý člen je zde navíc označen pořadovým číslem a symbolem |-, již nejsou uvedeny ve formě obecných schémat. Za metasymboly A, B, C byly zde již dosazeny konkrétní formule.





 Důkazy vět  v  H  z daných předpokladů





	V předcházejícím odstavci se jednalo o důkaz věty výrokové logiky pouze na základě jejích logických axiómů. V případě, že je navíc dána množina formulí U v jazyce LH výrokové logiky představující množinu jejích speciálních axiomů (předpokladů teorie), hovoří se o důkazu formule výrokové logiky v H z daných speciálních axiómů (předpokladů), resp. o generování vět speciální teorie. Je třeba připomenout, že z hlediska sémantiky se v případě množiny předpokladů U zpravidla nejedná o logicky platné formule, ale o formule platné jen v určitých modelech.





Definice 12.5. (důkazu věty v H  z daných předpokladů)


	Důkazem formule A z množiny formulí U (speciálních axiómů) v jazyce LH v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky je konečná posloupnost B1 ,B2 ,.....Bn formulí jazyka taková, že 


Bn je A 


Pro libovolné i = 1,2,...n je Bi buď formule z množiny U nebo axióm nebo je Bi bezprostředním důsledkem aplikace odvozovacího pravidla na některé dva prvky množiny {B1,B2 ,.....Bi-1 }.


	Formule A je dokazatelná v H z množiny U (označujeme U |- A), existuje-li posloupnost { B1 ,B2 ,.....Bn }formulí, která je důkazem A z U.  Formule A je pak větou teorie vybudované na množině speciálních axiómů U.





	Definice důkazu formule z předcházejícího odstavce je zřejmě zvláštním případem právě uvedené definice důkazu formule z daných speciálních axiómů, v němž U je prázdná množina.








 DOKAZOVÁNÍ S VYUŽITÍM DALŠÍCH POMOCNÝCH �         PRAVIDEL





	V odstavci 5.4.0. byla uvedena řada pravidel přirozené dedukce, která mohou být vhodným nástrojem dokazování i v hilbertovském axiómatickém systému H. Proto zde bude pro účely dalšího použití dokázáno pravidlo oslabení formulované jako „věta o rozšíření množiny předpokladů“, často používané pravidlo tranzitivity, pravidla dedukce formulovaná pomocí „věty o dedukci“ a pravidlo kontrapozice. Ve skutečnosti však nejde o odvozovací pravidla systému H, nýbrž jde vůči tomuto systému o metapravidla.








 Pravidlo oslabení


	


	Pravidlo oslabení, jehož korektnost je zaručena platností následující věty, se spolu s dalšími užitečnými pravidly používá vedle pravidla modus ponens ve formálních důkazech vět z daných předpokladů.





Věta 12.1. (o rozšíření množiny předpokladů)


	Je-li formule B dokazatelná v H z množiny předpokladů U, pak je též v H dokazatelná z množiny A ( U pro libovolnou formuli A.





Důkaz :


	Je-li posloupnost  B1 ,B2 ,.....Bn  = B důkazem formule B z předpokladů U, pak každý člen této posloupnosti je buď


 1. axiómem nebo


 2. formulí z U nebo


 3. výsledkem aplikace pravidla MP na některé dva předcházející členy.


	Tentýž člen posloupnosti však, pokud je formulí z U, je též formulí z U ({A}, jde tedy zároveň o důkaz formule B z předpokladů U ({A}.





	Z právě dokázané věty vyplývá pravidlo oslabení definované následujícím způsobem :





Definice 12.6. (pomocného odvozovacího pravidla oslabení)


	Pravidlo vyjádřené metajazykově větou


	„Z dokazatelnosti formule B z množiny předpokladů U v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky odvoď dokazatelnost formule B z množiny předpokladů �U ( {A}.“, 


nebo ve tvaru


 U |- B


�		, 


 A, U |-B


kde A, B jsou formule, U množina formulí v LH, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H a nazývá se pravidlo oslabení.


	











 Pravidlo tranzitivity





	Následující věta se týká tranzitivnosti spojky implikace, neboť ukazuje, že z předpokladů A ® B a B ® C vyplývá závěr A ® C, kde A, B a C jsou výrokové formule. Je zřejmé, že věta má při důkazech v hilbertovském systému H značné praktické uplatnění, používá se proto jako pravidlo tranzitivity. 





Věta 12.2.


	Pro libovolné formule A, B, C výrokové logiky, pro něž platí U |-A ® B a U |- B ® C, platí též U |- A ® C.





Důkaz 


	 1. |- (A ® (B ® C)) ® ((A ® B) ® (A ® C)) 		axióm A2


	 2. |- (B ® C) ® (A ® (B ® C) 				axióm A1


	 3. U |- B ® C 						druhý předpoklad


	 4. U |- A ® (B ® C) 					MP na 2. a 3.


	 5. U |- (A ® B) ® (A ® C) 					MP na 4. a 1.


	 6. U |- A ® B 						první předpoklad


	 7. U |- A ® C 						MP na 6. a 5.





	V důkazu bylo použito pravidlo oslabení dokázané ve větě 12.2. (rozšíření množiny předpokladů o U). Na rozdíl od důkazu věty V1 v odst. 12.1.2. není zde uvedený důkaz pravým důkazem věty v zavedeném axiómatickém systému H, neboť je celý veden v metajazykové notaci. Rovněž věta, kterou bylo třeba dokázat, byla formulována metajazykově. Po dosazení formulí za metajazykové symboly by se uvedená posloupnost výrazů na pravých stranách od symbolu |- stala posloupností důkazovou.


	V případě, že U je prázdná množina, lze větu formulovat takto:


 A ® B, B ® C |- A ® C.





	Na základě platnosti právě dokázané věty je možno definovat pravidlo tranzitivity.





Definice 12.7. (pomocného odvozovacího pravidla tranzitivity)


	Pravidlo vyjádřené metajazykově větou


	„Z dokazatelnosti formule A ® B a formule	B ® C  z množiny předpokladů U v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky odvoď dokazatelnost formule �A ® C z množiny předpokladů U“,


nebo ve tvaru


 U |- A ® B,  U |- B ® C


�				  ,


 U |- A ® C


kde A, B, C jsou formule, U množina formulí v LH, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H a nazývá se pravidlo tranzitivity.








 Věta o dedukci, pravidla dedukce





	Mezi nejužitečnější pravidla sloužící ke zjednodušení struktury zápisu důkazů patří pravidla dedukce odvozená z následující věty o dedukci.





Věta 12.3. (o dedukci)


	Nechť U je množina formulí v systému H a A, B jsou výrokové formule. 


	Potom 


U |- A ® B, 


právě když 


U ( {A} |- B.





Důkaz 


Předpokládejme, že existuje důkaz implikace A ® B. Je-li důkazem implikace A®B posloupnost formulí C1,C2,......Cn, musí být A ® B jejím posledním členem Cn. Po přidání formule A mezi předpoklady bude důkazová posloupnost vypadat takto :


C1,C2,......Cn-1 , (A ® B),  A, B. 


  B je přitom přímým důsledkem pravidla MP aplikovaného na Cn a A. Uvedená   �     posloupnost je zjevně důkazem formule B z U  ( {A}.


2) Obráceně jde o důkaz pravidla dedukce, který bude proveden indukcí podle délky  �     důkazu n :


	Nechť D1,D2,......Dn = B je důkazem B z  U  ( {A}.


Pro n = 1 je formule B dokázána v jednořádkovém důkazu, v němž D = B je buď axiómem nebo formulí z množiny předpokladů U  ( {A}. Je-li B = A, bylo již dokázáno |- A ® A. V ostatních případech řádky


	 U |- B


	 U |- B ® (A ® B)                                           axióm A1


	 U |- A ® B


     představují důkaz formule A ® B z předpokladů U.


b) V případě, že n > 1, poslední člen B = Dn posloupnosti D1 ,D2 ,.....Dn musel být buď �   xiomem nebo formulí z  U  ( {A} nebo vzniknout ze dvou členů posloupnosti �    aplikací pravidla MP. V prvních dvou případech je důkaz obdobný jako a). V případě �    odvození B pravidlem MP, pak v posloupnosti D1 ,D2 ,.....Dn existují takové dva členy �       Di , Dj , že  Di = U  ( {A} |- X   a   Dj = U  ( {A} |- X ® B.


	Podle indukčního předpokladu je již pro členy Di , Dj důkazové posloupnosti �     dokázáno, že z U  ( {A} |- X  vyplývá  U |- A ® X  a z  U ({A} |- X ® B vyplývá �      U |- A ® (X ® B).


     	Potom


	     U |- A ® X 					předpoklad


	     U |- A ® (X ® B) 				axióm A1


     	     U |- (A ® (X ® B)) ® ((A ® X) ® (A ® B)	axióm A2


	     U |- ((A ® X) ® (A ® B) 			MP na dva předcházející řádky


	     U |- A ® B 					MP na první a poslední řádek





Definice 12.8. (pomocných odvozovacích pravidel dedukce)


	Pravidlo vyjádřené metajazykově větou


„Z dokazatelnosti formule B z množiny předpokladů U ( {A} v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky odvoď dokazatelnost formule A ® B z množiny předpokladů U.“,


nebo ve tvaru 


U ( {A} |- B


�


 U |- A ® B


kde A, B jsou formule, U množina formulí v LH, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H a nazývá se 1. pravidlo dedukce.


	Pravidlo vyjádřené metajazykově větou


	„Z dokazatelnosti formule A ® B z množiny předpokladů U v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky odvoď dokazatelnost formule B z množiny předpokladů U ( {A}.“,


nebo ve tvaru  


U |- A ® B


�							       ,


U ( {A} |- B


kde A, B jsou formule, U množina formulí v LH, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H a nazývá se 2. pravidlo dedukce.








 Pravidlo kontrapozice





	Zjednodušení důkazového postupu též často poslouží pravidlo kontrapozice odvozené v následující větě na základě axiómu A3 systému H.





Věta 12.4.


	Z předpokladu ŘB ® ŘA je dokazatelné A ® B, kde A, B jsou výrokové formule.





Důkaz 


	S využitím věty o dedukci je věta snadno dokazatelná ve dvou důkazových řádcích.


 1. |- (ŘB ® ŘA) ® (A ® B) 			axióm A3


 2. ŘB ® ŘA |- A ® B 				dedukce na 1.


	K zavedení předpokladů do důkazu lze též využít skutečnosti, že formule je podle definice důkazu dokazatelná sama ze sebe, tj. A |- A. Potom by důkaz bez využití dedukce vypadal takto :


 1. ŘB ® ŘA |- ŘB ® ŘA				 předpoklad


 2. |- (ŘB ® ŘA) ® (A ® B)			 axióm A3


 3. ŘB ® ŘA |- A ® B 				 oslabení a MP na 1.a 2.





Definice 12.9. (pomocného odvozovacího pravidla kontrapozice)


	Pravidlo vyjádřené metajazykově větou 


„Z dokazatelnosti formule ŘB ® ŘA v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky odvoď dokazatelnost formule A ® B.“,


nebo ve tvaru  


|- ŘB ® ŘA


� 		  ,


 |- A ® B


kde A, B jsou formule v jazyce LH, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H a nazývá se pravidlo kontrapozice.





 PŘÍKLADY DůKAZů VĚT V SYSTÉMU  H





Příklad 12.2.





	Dokažte následující věty V2, V3 a V4 :


a)  V2        |- Řa ® (a ® b) 


				      b) V3        |- ŘŘa ® a


				      c) V4        |- b ® Ř(b





a)  V2        |- Řa ® (a ® b)


Důkaz :


 1. |- Řa ® (Řb ® Řa) 				axióm A1


 2. Řa |- Řb ® Řa 					dedukce na 1.


 3. |- (Řb ® Řa) ® (a ® b) 				axióm A3


 4. Řa |- (a ® b)					 modus ponens na 2.a 3.


 5. |- Řa ® (a ® b)					 dedukce na 4.





b)  V3          |- ŘŘa ® a


Důkaz


 1. |- ŘŘa ® (Řa ® ŘŘŘa) 				podle V2


 2. |- ( Řa ® ŘŘŘa) ® (ŘŘa ® a) 			axióm A3


 3. ŘŘa |- Řa ® ŘŘŘa 				dedukce na 1.


 4. ŘŘa |- ŘŘa ® a 					modus ponens na 2.a 3.


 5. ŘŘa |- a 						dedukce na 4.


 6. |- ŘŘa ® a 					dedukce na 5.





c)  V4		 |- b ® Ř(b


Důkaz


 1. |- ŘŘŘb ® Řb   					podle V3


 2. |- (ŘŘŘb ® Řb) ® (b ® ŘŘb) 			axióm A3


 3. |- b ® ŘŘb					modus ponens na 1.a 2.





Příklad 12.3.





	Dokažte pomocí věty o dedukci věty V5, V6 a V7


a) |- (p ® q) ® (Řq ® (p))      V5


b) |- p ® (Řq ® Ř(p ® q))       V6


				c) a, Řa |- b                                V7





	Důkazy vět V5 a V6 budou převedeny pomocí věty o dedukci na důkazy vět V5’, resp. V6’ z daných předpokladů. V důkazech budou vždy formule patřící do důkazové posloupnosti zapisovány vpravo od symbolu  |- , předpoklady vlevo od tohoto symbolu.





a)  p ® q |- Řq ® (p            V5’





Důkaz


1. p ( q |- p ( q				předpoklad


2. |- (((p ( ((q) (((q ( (p)		axióm A3


3. |- q ( ((q					dokázaná věta V4


4. |- ((p ( p					dokázaná věta V3


5. p ( q |- p ( ((q				pravidlo tranzitivity na 1. a 3.


6. p ( q |- ((p (((q			pravidlo tranzitivity na 4. a 5.


7. p ( q |- (q ((p				MP na 2. a 6.





b)  p, Řq  |- Ř(p ® q))        V6’





Důkaz


1. p |- p					předpoklad


2. p, p ® q |- q				pravidlo MP


3. p |- (p ® q) ® q				dedukce na 2.


4. |- p ® ((p ® q) ® q)			dedukce na 3.


5. p |- (p ( q) ( q				MP na 1. a 4.


6. |- ((p ( q) ( q) ( ((q ( ( (p ( q))   věta V5 (viz a)) s  p ( q  místo p 


7. p |- Řq ® ((p ( q)			MP na 5. a 6.


8. p, Řq |- ((p ( q)				dedukce na 7.





c) a, Řa |- b	 	V7 (ze sporných předpokladů lze vyvodit cokoliv)





Důkaz :


 1. |- Řa ® (a ® b) 					podle V2


 2. Řa |- a ® b 					dedukce na 1.


 3. Řa, a |- b 						dedukce na 2.





	V kapitole 5 byl v odstavci 5.1.4 řešen příklad 5.2. sémantickými prostředky. Bylo dokázáno, že formule, která měla být logickým důsledkem množiny předpokladů, je skutečně splněna ve všech modelech této množiny formulí. Zde uvedeme formální důkaz, že závěr je v hilbertovském formálním systému H dokazatelný z daných předpokladů.





 


Příklad  12.4.





	Dokažte v H větu (z  z dané množiny speciálních axiómů (viz text příkladu 5.2.)


(u, (( u & b ) , z ( b (





Důkaz


1. u |- u					první předpoklad


2. (( u & b ) |- (( u & b )			druhý předpoklad


3. u ( ( b |- u ( ( b			přepis 2. na implikaci


4. u, u ( ( b |- ( b				oslabení, MP na 1. a 3.


5. z ( b |- z ( b				třetí předpoklad


6. |- (z ( b) ( ((b ( ( z )                        dokázaná věta V5


7. z ( b |- ((b ( ( z )			dedukce na 6.


8. u, u ( ( b, z ( b |- ( z			MP na 4. a 7. 








Příklad 12.5. 





	Dokažte (podle textu příkladu 5.4.) větu (v  z množiny speciálních axiómů


	(v ( p, o, o ( (p(


Důkaz


1. v ( p |- v ( p				přepis prvního


2. p ( v |- p ( v				předpokladu


3. o |- o					druhý předpoklad


4. o ( (p |- o ( (p				třetí předpoklad


5. o, o ( (p |- (p				oslabení, MP na 3. a 4.


6. |- (v ( p) ( ((p ( (v)			dokázaná věta V5


7. v ( p |- ((p ( (v)			MP na 1.a 6.


8. o, o ( (p, v ( p |- (v			MP na 5. a 7.


 KOREKTNOST, ÚPLNOST A BEZESPORNOST �         AXIÓMATICKÉHO  SYSTÉMU  H





	Pro systémy odpovídající teoriím s danou sémantikou, jako je tomu v případech hilbertovského, axiómatického systému výrokové (i predikátové) logiky, je  nejdůležitějším požadavkem na axiómatický systém jeho sémantická korektnost. Je nezbytně nutné, aby v uvažovaném axiómatickém systému bylo možno odvodit pouze sémanticky platné důsledky, tj. aby systém byl sémanticky korektní. Množina formulí vybraných za axiómy a soustava odvozovacích pravidel tvořící hilbertovský axiómatický systém, jak je vidět z dokázaných vět 11.1. - 11.4. je vybrána korektně, tj. jak axiómy, tak i odvozovací pravidla jsou logicky platnými. 	


	Uvažovaný systém, jak uvidíme dále, je též sémanticky úplný, tj. ke každé sémanticky platné formuli v nich existuje její formální důkaz. Je zřejmé, že k tomu, aby bylo možno rozhodovat logickou platnost libovolné dobře utvořené formule pomocí nalezení jejího formálního důkazu, je nezbytně nutné, aby daný axiómatický systém, v němž se důkaz provádí, byl sémanticky úplný. Jak uvidíme dále, tuto možnost skýtají axiómatické systémy výrokové i predikátové logiky, které zde postupně budou diskutovány.








 Korektnost a úplnost systému H





	Z předcházejících odstavců je zřejmé, že zavedený axiómatický systém výrokové logiky není pro důkazy vět vždy prakticky použitelný, zatímco platnost ne příliš složité formule lze, jak bylo ukázáno v předcházející kapitole, na základě její sémantiky algoritmicky úspěšně testovat.


	Pro výrokovou logiku má proto mimořádný význam možnost provádět důkazy, že se jedná o věty axiómatického systému H pomocí jejich logické platnosti v sémantickém smyslu, resp. naopak provádět důkazy logické platnosti formulí pomocí jejich dokazatelnosti v systému H.  Věta Postova ukazuje, že zavedený hilbertovský axiómatický systém H výrokové logiky má tyto požadované vlastnosti, že tedy je z hlediska sémantiky korektní a úplný. 


	Pro důkaz úplnosti je však potřeba nejdříve dokázat následující lemma :





Lemma 12.1.


	Nechť A je výroková formule a  p1, p2,...,pn  jsou všechny její výrokové proměnné. Nechť I(A) označuje interpretaci formule A při valuaci v jejích výrokových proměnných. Je-li I(A ) = true, nechť A’ = A, je-li  I(A) = false, nechť A’ = (A. Podobně je-li I(pi ) = v(pi) = true, nechť pi’ = pi, je-li  v(pi) = false, nechť pi’ = (pi pro i = 1,2,..,n 	Potom platí 


p1’, p2’,...,pn’ |- A’








Důkaz


	bude proveden indukcí podle složitosti formule A (tj. podle počtu výskytů logických spojek implikace a negace ve formuli A za předpokladu přepisu ostatních logických spojek) :


	Předpokládejme, že formule má složitost m (obsahuje m výskytů logických spojek).


1. Pro m = 0 jde o atomickou formuli, kterou tvoří buď výroková proměnná p nebo logická konstanta (formule neobsahující výrokové proměnné). Je-li v(p) = true, pak p’ = p, tedy  p |- p platí. Je-li v(p) = false, pak p’ = (p a tedy  (p |- (p platí.


2. Předpokládejme platnost tvrzení pro každé j ( m.


    a) Je-li A tvaru B ( C, pak B i C obsahují méně než m logických spojek, proto platí p1’, p2’,...,pk’ |- B’ a  p1’, p2’,...,pk’ |- C’,  kde p1, p2,...,pk  jsou všechny výrokové proměnné z B a C (aplikace pravidla oslabení opotstatněná platností věty o rozšíření množiny předpokladů).


    i) Je-li I(B) = true, pak B’je rovno B a  podobně, je-li I(C) = true, pak C’je rovno C. Potom I(B ( C) = true a proto A’ je rovno B ( C. Podle předpokladu je 


  p1’, p2’,...,pk’ |- C’,


a protože C’ = C, je též 


p1’, p2’,...,pk’ |- C


a použijeme-li axiómu A1 hilbertovského axiómatického systému H výrokové logiky


 |- C ( (B ( C) , 


dostáváme po aplikaci pravidla modus ponens


p1’, p2’,...,pk’ |- B ( C, tj.


p1’, p2’,...,pk’ |- A’





ii) Je-li I(B) = true, pak B’je rovno B a je-li I(C) = false, pak C’je rovno (C.


 Potom I(B ( C) = false a proto A’ je rovno ((B ( C). Podle předpokladů je 


  p1’, p2’,...,pk’ |- (C,


 p1’, p2’,...,pk’ |- B


a použijeme-li dokázanou větu 


|- B ( ((C ( ((B ( C)),


dostáváme po dvojí aplikaci pravidla modus ponens


p1’, p2’,...,pk’ |- ((B ( C), tj.


p1’, p2’,...,pk’ |- A’





iii) Je-li I(B) = false, pak B’je rovno (B, potom nezávisle na interpretaci C je I(B ( C) = true a proto A’ je rovno B ( C. Podle předpokladu je 


  p1’, p2’,...,pk’ |- (B


a použijeme-li dokázanou větu hilbertovského axiómatického systému H výrokové logiky


 |- (B ( (B ( C) , 


dostáváme po aplikaci pravidla modus ponens


p1’, p2’,...,pk’ |- B ( C, tj.


p1’, p2’,...,pk’ |- A’.


b) Je-li A tvaru (B, má B méně než m logických spojek, proto je podle předpokladu


p1’, p2’,...,pk’ |- B’


  i) Je-li I(B) = true, pak B’je rovno B a  proto je I(A) = false, tedy A’ je rovno (A. Podle předpokladu je 


  p1’, p2’,...,pk’ |- B


a použijeme-li dokázanou větu hilbertovského axiómatického systému H výrokové logiky


 |- B ( ((B , 


dostáváme po aplikaci pravidla modus ponens


p1’, p2’,...,pk’ |- ((B, tj.


p1’, p2’,...,pk’ |- A’.


ii) Je-li I(B) = false, pak B’je rovno (B a  proto je I(A) = true, tedy A’ je rovno A. Podle předpokladu je 


  p1’, p2’,...,pk’ |- (B


  p1’, p2’,...,pk’ |- A’.








Věta 12.5. (Postova)


	Formule dokazatelné v hilbertovském axiómatickém systému H výrokové logiky jsou právě logicky platné formule, tj. pro libovolnou formuli A platí  |- A, právě když  |= A.





Důkaz 


a) Dokážeme korektnost systému, tj dokážeme, že je-li formule dokazatelná v hilbertovském axiómatickém systému H, je též z hlediska sémantiky logicky platná. K tomu je třeba dokázat, že axiómy a odvozovací pravidlo, na nichž je založen axiómatický systém, jsou logicky platné. Všechny axiómy  axiómatického systému H výrokové logiky jsou podle věty 11.1. logicky platné. Též v případě pravidla MP bylo (věta 11.2 pro případ prázdné množiny předpokladů U) dokázáno, že z


 |= A ® B   a   |= A   vyplývá    |= B .�       Pro libovolnou dokazatelnou formuli  A  existuje její důkaz  A1, A2,...An,  An = A.


	Je-li A axiómem systému H, pak jde o tautologii.�	Není-li A axiómem, lze postupovat indukcí podle délky důkazu :


Pro n = 1 musí být A1 = A axiómem, je tedy A tautologií.


Předpokládejme, že všechny dokazatelné formule posloupnosti A1, A2,...Ak-1 délky k-1 menší než n jsou tautologie. Ak je buď axiómem nebo byla odvozena z Ai, Aj , které jsou podle předpokladu tautologiemi, pomocí pravidla modus ponens. Proto podle předcházejícího lemmatu je i Ak tautologií.





b) Je třeba dokázat sémantickou úplnost hilbertovského axiómatického systému H výrokové logiky, tj. že každá logicky platná formule (tautologie) je též dokazatelnou formulí v systému H.


	Předpokládejme, že platí |= A. Nechť p1, p2,...,pn jsou všechny výrokové proměnné vyskytující se ve formuli A. Podle lemmatu 11.1. platí pro každou valuaci proměnných formule A 


p1’, p2’,...,pk’ |- A,


neboť zde pro případ tautologie platí A’ = A. Pro každou valuaci je formule A pravdivá, platí tedy současně 


p1’, p2’,...,pk’ |- A   i  


p1’, p2’,...,(pk’ |- A.


	Použitím 1. pravidla dedukce pak dostáváme


p1’, p2’,...,pk-1’ |- pk’ ( A    i 


p1’, p2’,...,pk-1’ |- (pk’ ( A


	


	Protože podle dokázané věty platí


|- (pk’ ( A) ( (((pk’ ( A) ( A), 


dostáváme po dvojím použití pravidla modus ponens


p1’, p2’,...,pk-1’ |- A


	Tentýž postup lze aplikovat na další výrokové proměnné p1’, p2’,...,pk-1’, až je dokázáno |- A.








 Bezespornost axiómatického systému  H





	Zavedeme nejdříve obecně pojem bezespornosti axiómatického systému bez ohledu na to, o jaký axiómatický systém se jedná. 





Definice 12.10.  (spornosti a bezespornosti axiómatického systému)


	Axiómatický systém je sporný, je-li v něm dokazatelná libovolná formule. Axiómatický systém, který není sporný, je bezesporný. 





Věta 12.6.


	Je-li U sporná množina výrokových formulí, pak  U |- A  i  U |- ŘA.


Důkaz 


	Je-li z U dokazatelná libovolná formule, pak zřejmě je z U dokazatelná jak formule A, tak i formule ŘA.





Věta 12.7.


	Hilbertovský axiómatický systém H výrokové logiky je bezesporný axiómatický systém.





Důkaz 


	Předpokládejme, že axiómatický systém výrokové logiky je sporný, musí tedy v něm být dokazatelná libovolná formule, tj. musí být  |- A  i  |- ŘA.


	Podle Postovy věty by pak byly tautologiemi zároveň |= A i  |= ŘA, což není z hlediska jejich sémantiky možné.


	Protože na základě právě uvedených charakteristik by bylo velmi obtížné se přesvědčovat o bezespornosti nějaké množiny formulí, je třeba dokázat platnost následující věty.





Věta 12.8.


	Nechť A1, A2,...An, B jsou formule jazyka výrokové logiky. Potom A1, A2,...An  |- B ,  právě když  |- (A1& A2 &...& An ) ® B.





Důkaz (indukcí podle n)


 1) n = 1 :  A |- B je podle věty o dedukci právě A ® B.


 2) Předpokládejme platnost věty pro n ( i a dokážeme ji pro n = i+1.


 a) Z {A1, A2,...Ai, Ai+1 }|-B plyne podle věty o dedukci {A1, A2,...Ai }|- (Ai+1 ® B).


     Podle indukčního předpokladu je pak |- ( A1, A2,...Ai ) ® (Ai+1 ® B) a tedy přepisem


     |- ( A1& A2 &...& Ai+1) ® B .


b) Je-li naopak |-( A1& A2 &...& Ai+1) ® B , pak je


    |-(A1 & A2 &...& Ai ) ® (Ai+1 ® B) a tedy


    { A1,A2,...Ai+1 }|-B.





Věta 12.9.


	Konečná množina formulí je bezesporná, právě když je splnitelná.





Důkaz 


1) Je-li U = {B1,B2,...Bk}bezesporná množina formulí, pak podle definice existuje formule A taková, že neplatí U |- A. Podle věty 12.8. pro tuto formuli A neplatí�|- (B1 & B2 &...& Bk) ® A.


	Podle věty Postovy pak nemůže platit ani |= (B1 & B2 &...& Bk) ® A. Nutně tedy musí existovat ohodnocení v , pro něž I(((B1 & B2 &...& Bk) ® A)(v() = false. Takové ohodnocení splňuje množinu {B1,B2,...Bk}, neboť musí formuli B1 & B2 &...& Bk a tedy i každému Bi přiřazovat hodnotu true (formuli A hodnotu  false).


2) Dokážeme nepřímo :


	Je-li U = {B1,B2,...Bk }sporná, pak existuje formule A taková, že U |-A & ŘA. Podle Postovy věty pak formule (B1& B2&...& Bk ) ® A & ŘA (označme ji B) musí být tautologií. Pro libovolné ohodnocen pak I(B) = true. Protože však I(A & ŘA) = false vždy, nemůže být I(B1& B2&...& Bk) = true, neboť by pak B nebyla tautologií. Z toho ale vyplývá, že existuje 1(j(k takové, že I(B ) = false.





	Jak již bylo řečeno, formule nebo množina formulí je splnitelná (konsistentní), právě když má model. Z této skutečnosti a z předcházející věty vyplývá, že množina formulí je bezesporná, právě když má model. 


	Sporné předpoklady jsou bezcenné, neboť z nich lze odvodit cokoliv. Je-li logika konsistentní, má nejméně jeden model. Je-li logika úplná, pak má nejvýše jeden model. Logika může být úplná i konsistentní, má-li právě jeden model








 HILBERTOVSKÝ AXIÓMATICKÝ SYSTÉM  H1 �         PREDIKÁTOVÉ LOGIKY


	


 Jazyk, axiómy a odvozovací pravidla systému H1





	Gramatika jazyka L1H axiómatického systému H1 zde bude definována Backus - Naurovou formou. Následující definice se poněkud liší od té, která je pro gramatiku jazyka L1 definována v kapitole 6, protože axiómatický systém H1 disponuje pouze logickými spojkami (, ( .





Definice 12.11. (gramatiky jazyka L1H Backus-Naurovou formou)


( term ( ::= ( proměnná (


              ::= ( konstanta (


	   ::= ( funktor ( (( seznam termů ()


( seznam termů ( ::= ( term (


		      ::= ( term(, ( seznam termů (


( atom (     ::= ( logická konstanta ( 


	       ::= ( predikátový symbol ( (( seznam termů ()


( formule ( ::= ( atom ( 


	        ::= (( ( formule ()


	        ::= (( formule ( ( ( formule ()


	        ::= (( kvantifikátor (( proměnná (( formule ()


( proměnná (   	::=  x / y / z / x1/....


( konstanta (   	::=  pi / banan / david /..../ 1 / 2 /.... 


( logická konstanta ( ::=  true / false


( funktor ( 			::= f / g / sin /...


( predikátový symbol ( 	::= p / q / rodiče /....


( kvantifikátor ( 		::= ( / (





	Základem hilbertovského axiómatického systému H1 predikátové logiky je obdobně jako v případě logiky výrokové množina formulí - axiómů, které jsou z hlediska sémantiky logicky pravdivé.


	Hilbertovský axiómatický systém H1 predikátové logiky obsahuje tři základní schémata axiómů výrokové logiky. Tvrzení o jejich logické platnosti bylo ve větě 11.1. formulována a dokázána i pro případ predikátových formulí. Tato základní množina axiómů je v něm doplněna o další dva axiómy (metajazyková schémata) týkající se formulí s kvantifikátory. Platnost těchto dvou schémat axiómů byla dokázána v předcházející kapitole (věty 11.3. a 12.4.).


	Množina axiómů systému H1  je, stejně jako tomu bylo ve výrokové logice, minimální, tj. žádný z nich není odvoditelný ze zbývajících.





Definice 12.12. (axiómů hilbertovského axiómatického systému H1)


	Nechť A, B, C jsou dobře utvořené formule jazyka L1H. Potom axiómy hilbertovského axiómatického systému H1 predikátové logiky jsou určeny : 


Schématy axiómů výrokové logiky, tj. 


     (A1)    A ® (B ® A) 


     (A2)    (A ® (B ® C)) ® ((A ® B) ® (A ® C)) 


     (A3)    (ŘB ® ŘA) ® (A ® B)


2) Axióm specifikace : pro libovolnou dobře utvořenou formuli A, proměnnou x a term t 


    substituovatelný do A za x platí 


      (A4)    (xA ® A[t/x] 


3) Axióm kvantifikace implikace : pro libovolné dvě dobře utvořené formule A,B a pro�     proměnnou x, která není volná v A, platí 


      (A5)     (x (A ® B) ® (A ® (xB) 





	Rovněž jediné odvozovací pravidlo výrokové logiky modus ponens dokázané ve větě 11.2. pro libovolnou aplikovatelnou strukturu S je pro predikátovou logiku nedostačující. Zavedený hilbertovský axiómatický systém H1 proto pro predikátovou logiku disponuje navíc pravidlem generalizace, jehož platnost v rámci libovolné struktury byla dokázána v předcházejícím odstavci jako věta 11.3..





Definice 12.13. (odvozovacích pravidel hilbertovského axiómatického systému H1 )	Nechť A a B jsou dobře utvořené formule jazyka L1H. Potom odvozovacími pravidly hilbertovského axiómatického systému H1 predikátové logiky jsou : 


1) pravidlo modus ponens (viz též axiómatický systém H výrokové logiky) ��					|- A        |- A ( B


� 


  |- B 


„ Z dokazatelných formulí A a  A ( B odvoď formuli B.“





2) pravidlo generalizace : 


 |- A 


� 


  |- (x A 


„Pro libovolnou vyskytující se proměnnou x odvoď z formule A formuli (xA.“





	Symbolem |- A zde bude podobně jako ve výrokové logice označována dokazatelnost formule A predikátové logiky.


	Pojem dokazatelnosti formule v axiómatickém systému predikátové logiky je zde zaveden analogickým způsobem, jakým byla dokazatelnost definována v případě výrokové logiky.





Definice 12.14. (dokazatelnosti formule v systému H1 )


	Formule B je dokazatelná v hilbertovském axiómatickém systému H1 predikátové logiky, právě když existuje konečná posloupnost B1,B2,...Bn formulí jazyka L1H taková, že Bn = B je její poslední člen a každá formule B1,B2,...Bn této posloupnosti je buď axiómem tohoto systému nebo je odvoditelná z předcházejících formulí pomocí některého z odvozovacích pravidel. Posloupnost B1,B2,...Bn formulí jazyka L1H se přitom nazývá důkazem formule B v hilbertovském axiómatickém systému H1. 








 Generování teorie prvního řádu v systému H1





	Axiómy uvedené v předcházejícím odstavci jsou logickými axiómy. Jde o formule, které jsou z hlediska sémantiky predikátové logiky logicky platné. V matematice a obecně v logickém usuzování však sehrávají mnohem zajímavější úlohu než logicky platné formule právě ty formule, které jsou logickými důsledky nějakých přijatých předpokladů. Takovéto logické důsledky jsou větami tvořícími speciální teorii vybudovanou nad speciálním jazykem a vycházející ze speciálních axiómů (předpokladů).


	Generování teorie daného jazyka L1H predikátové logiky tedy vychází kromě základních logických axiómů z dané množiny speciálních axiomů - předpokladů, na nichž je teorie stavěna. V důkazu formule z daných předpokladů proto kromě logických axiómů vystupují i tyto speciální axiómy.





Definice 12.15. (dokazatelnosti predikátové formule z daných předpokladů)


	Mějme množinu U formulí jazyka L1H, kterou nazveme množinou speciálních axiomů teorie (předpokladů). Formule B je dokazatelná z dané množiny předpokladů U (označujeme U |- B ), resp. věta teorie U, existuje-li konečná posloupnost B1,B2,...Bn formulí jazyka LH1 taková, že Bn = B je její poslední člen a každá formule posloupnosti B1,B2,...Bn je buď logickým axiómem nebo speciálním axiómem teorie nebo je odvoditelná z předcházejících formulí pomocí některého z odvozovacích pravidel. 


	Posloupnost formulí B1,B2,...Bn se přitom nazývá důkazem formule B z předpokladů U. 








Příklad 12.6.





	Částečné uspořádání lze charakterizovat jako teorii jazyka L1 s jediným predikátovým symbolem <, která je odvoditelná ze speciálních axiómů :


		(x Ř(x < x)                                                	antireflexivnost


 		(x(y(z (((x < y) & (y < z)) ® (x < z))        tranzitivnost


 Model této teorie se nazývá částečně uspořádaná struktura.








 Další pomocná odvozovací pravidla





	Stejně jako ve výrokové logice je vhodné odvodit ze dvou definovaných odvozovacích pravidel (definice 12.13.) další odvozovací pravidla (metapravidla), která pak v praxi usnadňují formální dokazování. K zavedení sémanticky korektního pravidla dedukce je vhodné, stejně jako tomu bylo v případě výrokové logiky, dokázat následující větu o dedukci :





Věta 12.10. (o dedukci)


	Nechť U je množina speciálních axiómů teorie jazykem L1H predikátové logiky. Pro uzavřenou formuli A jazyka L1H a pro libovolnou formuli B jazyka L1H platí �					     U |- A ® B, 


právě když 


U, A |- B.





Důkaz


a)  1. A |- A                           předpoklad


     2. U |- A ® B                  předpoklad


     3. U, A |- B                      MP na předchozí dva řádky





Důkaz je proveden návazně na důkaz věty o dedukci výrokové logiky (věta 12.4.). Je třeba pouze uvést indukční krok pro pravidlo generalizace. �Je-li U, A |- C pro nějaký krok důkazu, a předpokládá-li se dokazatelnost �       U |- A ® C, �pak je dokazatelné i �       U |- A ® (x C �pro libovolnou proměnnou x. �Vyjdeme z formule (x (A ® C) ® (A ® (xC), která je axiómem predikátové logiky (schéma kvantifikace implikace) za podmínky, že x není volná proměnná, která zde platí, neboť A je uzavřená formule. Z předpokladu U |- A ® C odvodíme pravidlem generalizace U |- (x (A ® C) a odtud aplikací pravidla modus ponens spolu s uvedeným axiómem U |- A ® (xC.





	Z platnosti právě dokázané věty o dedukci vyplývá dvojice pravidel dedukce definovaná pro množinu předpokladů U a uzavřenou formuli A takto :





Definice 12.11. (pomocných odvozovacích pravidel dedukce v H1)


	Odvozovací pravidlo hilbertovského axiómatického systému H1 predikátové logiky vyjádřené metajazykově větou


„Z dokazatelnosti formule B z množiny předpokladů U ( {A}odvoď dokazatelnost formule �A ® B z množiny předpokladů U.“(A je uzavřená formule),


nebo ve tvaru 


U ( {A} |- B


�		 ,


 U |- A ® B


kde A, B jsou formule, U množina formulí v L1H, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H1 a nazývá se 1. pravidlo dedukce.


	Odvozovací pravidlo hilbertovského axiómatického systému H1 predikátové logiky vyjádřené metajazykově větou


„Z dokazatelnosti formule A ® B z množiny předpokladů U odvoď dokazatelnost formule B z množiny předpokladů U ( {A}.“ (A je uzavřená formule),


nebo ve tvaru


U |- A ® B


�							       ,


U ( {A} |- B


kde A, B jsou formule, U množina formulí v L1H, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H1 a nazývá se 2. pravidlo dedukce.	





	Na základě pravidla generalizace lze formulovat jako větu a dokázat další pomocné pravidlo : 





Věta 12.8. 


	Nechť A, B jsou formule predikátové logiky. Je-li |- A ® B a proměnná x nemá žádný volný výskyt ve formuli A, pak  |- A ® (x B.





Důkaz


 1. A ® B |- A ® B 			předpoklad


 2. A ® B |- (x(A ® B) 		generalizace na 1.


 3. |- (x(A ® B) ® (A ® (xB) 	schéma kvantifikace implikace


 4. A ® B |- A ® (xB 		modus ponens na 2. a 3.





Definice 12.12. (pomocného odvozovacího pravidla zavedení ()


	Odvozovací pravidlo hilbertovského axiómatického systému H1 predikátové logiky vyjádřené metajazykově větou


„Z dokazatelnosti formule A ® B odvoď dokazatelnost formule A ® (x.“ (proměnná x nemá žádný volný výskyt ve formuli A),


nebo ve tvaru


|- A ® B


�


|- A ® (x B


kde A, B jsou formule v L1H, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H1 a nazývá se pravidlo zavedení (.





	Dalšími užitečnými pravidly, která jak je snadno dokázat (analogicky důkazům vět 11.2. a 11.3.), platí nejen pro odvozování v axiómatických systémech výrokové logiky, ale i v logice predikátové, jsou pravidlo oslabení a pravidlo tranzitivity.





Definice 12.13. (pomocného odvozovacího pravidla oslabení v H1)


	Odvozovací pravidlo hilbertovského axiómatického systému H1 predikátové logiky vyjádřené metajazykově větou


	„Z dokazatelnosti formule B z množiny předpokladů U odvoď dokazatelnost formule B z množiny předpokladů A ( U.“, 


nebo ve tvaru 


 U |- B


�		, 


 A, U |-B


kde A, B jsou formule, U množina formulí v L1H, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H1 a nazývá se pravidlo oslabení.





Definice 12.14. (pomocného odvozovacího pravidla tranzitivity v H1)


	Odvozovací pravidlo hilbertovského axiómatického systému H1 predikátové logiky vyjádřené metajazykově větou


„Z dokazatelnosti formule A ® B a formule	B ® C  z množiny předpokladů U odvoď dokazatelnost formule A ® C z množiny předpokladů U“,


nebo ve tvaru


 U |- A ® B,  U |- B ® C


�				  ,


 U |- A ® C


kde A, B, C jsou formule, U množina formulí v L1H, je pomocným odvozovacím pravidlem systému H1 a nazývá se pravidlo tranzitivity.








 Důkazy dalších užitečných vět v H1





	Následující dvě věty najdou své praktické uplatnění především v kapitolách 14 - 17 týkajících se klauzulární logiky.





Věta 12.8. (o uniformní substituci)


	Nechť A je formule a A’ její instance ve tvaru A[t1/x1, t2/x2,...,tn/xn ], přičemž termy t1,t2,...tn jsou substituovatelné za proměnné x1,x2,...xn formule A. Je-li  |- A, pak je i  |- A’ .


Důkaz (indukcí podle složitosti formule n) :


a) n=1 :


 |- A			předpoklad


 |-  (x A 			pravidlo generalizace


 |- (x A ® A[t/x] 		schéma specifikace


b)  n >1 : Aby nenastaly problémy se substituovatelností termů, zvolme  další proměnné z1,z2,...zn , které se nevyskytují ani v A ani v termech t1,t2,...tn . Z |- A plyne podle indukčního předpokladu |- A [z1/x1].


	Postupnou substitucí zi za xi pro i =1,..n dostaneme A[z1/x1, z2/x2,...zn/xn], kterou označíme B. Nyní je pro každé i term t substituovatelný za z do B. Postupnou substitucí ti za zi dostaneme |-B[t1/z1, t2/z2,...tn/zn ], což je právě |- A .





Důsledkem právě dokázané věty je i následující věta.





Věta 12.9. (o přejmenování volných proměnných)


	Nechť x1, x2,...,xn  jsou všechny volné proměnné ve formuli A.


Nechť z1, z2,...,zn  jsou navzájem různé proměnné takové, že zi je substituovatelný za xi do A pro všechna i =1,..n. Je-li A instance formule A tvaru A[z1/x1, z2/x2,...zn/xn ], �pak z |- A  plyne |- A’ .





Věta 12.10. (o uzávěru)


	Nechť proměnné x1, x2,...,xn  jsou všechny volné proměnné formule A. Pak platí  |- A, právě když  |- (x1 (x2... (xn A.





Důkaz


spočívá v opakovaném užití pravidla generalizace.





Věta 12.11. (o distribuci kvantifikátorů)


	Platí-li v hilbertovském axiómatickém systému H1 predikátové logiky A ® B, pak platí


 a) |- (xA ® (xB,


 b) |- (xA ® (xB.





Důkaz


a) 1. |- (xA ® A 					axióm specifikace


    2. A ® B |- A ® B 				předpoklad


    3. A ® B |- (xA ® B 				pravidlo tranzitivity na 1. a 2.


    4. A ® B |- (x ((xA ® B) 			generalizace na 3.


    5. A ® B |- (x ((xA ® B) ® ((xA ® (xB) 	axióm kvantifikace implikace


    6. A ® B |- (xA ® (xB 				modus ponens na 4.a 5.





b) (Důkaz lze provést pomocí přepisu existenčních kvantifikátorů na univerzální.)





Věta 12.12. (o ekvivalenci)


	Nechť formule A’ vznikne z formule A nahrazením některých výskytů podformulí B1,B2,...Bn po řadě podformulemi B’1,B’2,...B’n.


	Je-li  


|- B’i ( Bi 


pro všechna i = 1,2,...n, pak je i  


|- A’ ( A .





Důkaz


lze provést indukcí podle složitosti formule.


 	Věta o ekvivalenci dává možnost úpravy formulí do prenexní formy, která má zásadní význam pro logiku klauzulárních forem, na níž je založeno logické programování.





	V kapitole 8 (příklad 8.3.) byla pomocí nesplnitelnosti své negace dokázána sémantickými prostředky věta, kterou nyní dokážeme v hilbertovském axiómatickém systému H1:





Věta 12.13.


	Je-li v hilbertovském axiómatickém systému H1 predikátové logiky dokazatelná věta �|- (x (A(x) ® B(x)), 


pak je dokazatelná i věta


|- (x A(x) ® (x B(x).


Důkaz


1. (x (A(x) ® B(x)) |- (x (A(x) ® B(x)) 			věta


2. |- (x (A(x) ® B(x)) ® (A(x) ® B(x)) 			axióm specifikace


3. |- (x A(x) ® A(x) 						axióm specifikace


4. (x (A(x) ® B(x)) |- A(x) ® B(x) 				dedukce na 2.


5. (x A(x) |- A(x) 						dedukce na 3.


6. (x (A(x) ® B(x)), (x A(x) |- B(x) 			modus ponens na 4.a 5.


7. (x (A(x) ® B(x)), (x A(x) |- (x B(x) 			generalizace


8. (x (A(x) ® B(x)), |- (x A(x) ® (x B(x) 			dedukce na 7.





Věta 12.14.


	Je-li v hilbertovském axiómatickém systému H1 predikátové logiky dokazatelná věta 


|- P ® (x Q(x), 


pak je dokazatelná i věta 


|- (x (P ® Q(x)).





Důkaz


1. P ® (x Q(x) |- P ® (x Q(x) 				věta


2. |- (x Q(x) ® Q(x) 					axióm specifikace


3. |- P ® Q(x) 						tranzitivita na 1. a 2.


4. |- (x (P ® Q(x)) 						generalizace





Věta 12.15.


	V hilbertovském axiómatickém systému H1 predikátové logiky je dokazatelná


implikace 


|- (x(p(x) ® q) ® ((x p(x) ® q) .





Důkaz


1. |- (x(P(x) ® Q) 						předpoklad


2. |- (x(P(x) ® Q) ® (P(x) ® Q) 				axióm specifikace


3. |- P(x) ® Q 						modus ponens na 1. a 2.


4. |- (P(x) ® Q) ® (ŘQ ® ŘP(x)) 				axióm A3


5. |- (ŘQ ® ŘP(x)) 						modus ponens na 2. a 3.


6. |- (x (ŘQ ® ŘP(x)) 					generalizace


7. |- (x (ŘQ ® ŘP(x)) ® (ŘQ ® (xŘP(x)) 		axióm kvantif. implik.


8. |- ŘQ ® (xŘP(x) 						modus ponens na 6. a 7.


9. |- ŘQ ® Ř(x P(x) 						přepis 8.


10. |- (ŘQ ® Ř(x P(x)) ® ((x P(x) ® Q) 			axióm A3


11. |- (x P(x) ® Q 						modus ponens na 12. a 12.


12. (x(P(x) ® Q) |- (x P(x) ® Q 				tranzitivita na 1. a 11.


13. |- (x(P(x) ® Q) ® ((x P(x) ® Q) 			dedukce na 12.





 Korektnost a úplnost systému H1








	Důkazy sémantické korektnoti a úplnosti axiómatického systému H1 predikátové logiky zde navazuje na již dokázanou větu o korektnosti a úplnosti axiómatického systému H výrokové logiky.





Věta 12.16. 


	Formule dokazatelné v hilbertovském axiómatickém systému H1 predikátové logiky jsou právě logicky platné formule, tj. pro libovolnou formuli A platí  |- A, právě když  |= A.





a) Důkaz sémantické korektnosti systému H1


	Je-li formule dokazatelná v hilbertovském axiómatickém systému H1, je též z hlediska sémantického logicky platná. 


	V důkazu věty 11.1. a 11.2. byla dokázána korektnost těch axiómů (A1 - A3) a odvozovacího pravidla modus ponens, které systém H1 v podstatě sdílí se systémem H. Navíc byla  logická platnost axiómů A4 a A5 a odvozovacího pravidla generalizace dokázána ve větách 11.. - 11...


	Pro libovolnou dokazatelnou formuli  A  v systému H1 existuje její důkaz  A1, A2,...An,  An = A.


	Je-li A axiómem systému H, pak jak již bylo dokázáno,  jde o logicky platnou formuli.�	Není-li A axiómem, lze postupovat indukcí podle délky důkazu :


Pro n = 1 musí být A1 = A axiómem, je jejich logická platnost zajištěna.


Předpokládejme, že všechny dokazatelné formule důkazové posloupnosti A1, A2,...An-1 délky menší než n jsou logicky platné. An je buď axiómem nebo byla odvozena z Ai, Aj , i, j ( n-1 , i ( j, které jsou podle indukčního předpokladu logicky platné, pomocí pravidla modus ponens nebo byla formule An odvozena z Ai pravidlem generalizace. Protože obě tatu pravidla korektně zachovávají logickou platnost, i An logicky platnou predikátovou formulí.





b) Důkaz sémantické úplnosti systému H1


	Je třeba dokázat, že každá logicky platná predikátová formule je též dokazatelnou formulí v systému H1 predikátové logiky.


	Převeďme logicky platnou formuli A do tvaru výrokové tautologie B tak, že za jednotlivé atomy, resp. formule s vázanými proměnnými sestávající vždy pouze z jednoho atomu, jsou substituovány výrokové proměnné.


	V odstavci 12.4. bylo pro výrokovou formuli B dokázáno, že platí-li |= B, platí též |- B.	





Cvičení 12





1. Zdůvodněte důkazové kroky a vyslovte dokázané věty :


a)					b)


 1) |- F ® F 				1) p, Řp |- F


 2) F |- F 				2) p & Řp |- F


 3) F |- p & Řp 			3) |- (p &Řp) ® F


 4) |- F ® (p & Řp)





2. Doplňte zbývající důkazový krok - zdůvodněte :


 1) Řp ( q |- p ® q


 2)..............


 3) Řp ( q, ŘŘp |- q





3. Je tato formule dokazatelná ?


 (((p & q) ® r) & (p ® q)) ® (p ® r)





4. Co vyjadřuje daná posloupnost ?


 1) p & q |- p & q


 2) p & q |- q


 3) p & q |- p


 4) p & q, p & q |- q & p


 5) p & q |- q & p


 6) |- p & q ® q & p





5. Jak spolu souvisí následující dva řádky ?


 1) Jan je doma, má před zkouškou |- studuje


 2) Jan je doma |- jestliže má před zkouškou, pak studuje





6. Zdůvodněte důkazové kroky


p |- p


p ® q |- p ® q


p ® q |- q


q ® r |- q ® r


p ® q, q ® r |- r


p ® q, q ® r, p |- r


p ® q, q ® r |- p ® r


p ® q |- (q ® r) ® (p ® r)


|- (p ® q) ® ((q ® r) ® (p ® r))





7. Zdůvodněte důkazové kroky 


p ® (q ® r) |- p ® (q ® r)


p |- p


p ® (q ® r), p |- q ® r


p ® q |- p ® q


p, p ® q |- q


p ® (q ® r), p, p ® q |- r


p ® (q ® r), p ® q |- p ® r


p ® (q ® r) |-(p ® q) ® (p ® r)





8. Doplňte chybějící důkazové kroky :


 a) 1) q & p |- p & q				b) 1) Řp ( q |- p ® q


     2) ..............				    2)..............


     3) q & p, r ® Ř(p & q) |- Řr		    3) Řp ( q, ŘŘp |- q








9. Dokažte náledující věty s využitím věty o dedukci


    a) p ® (Řp ® Ř (p ® p)


    b) (p ®  q) ® (Řq ® Řp)





10)  Prověřte, jde-li o důkaz věty v hilbertovském axiómatickém systému H1 predikátové logiky 


|- (x (p(x) ® q(y))


|- p(z) ® q(y)


|- p(z)


|- q(y)


|- (y q(y)


(x (p(x) ® q(y)), p(z) |- (y q(y)





11) Najděte chybu v důkazu :


|- p(x) ® p(x)


|- (y p(x) ® p(x)


|- (x ((y p(x) ® p(x))


|- (y p(y) ® p(y)


|- (y ((y p(y) ® p(y))


|- (y p(y) ® (y p(y)





12) Analýzujte důkaz prověřte jeho správnost :


|- (x p(x)


|- p(y)


|- p(y) ® (y p(y)


|- (y p(y)


(x p(x) |- (y p(y)


|- (x p(x) ® (y p(y)





13) Dokažte v hilbertovském axiómatickém systému H1 predikátové logiky ,


že z předpokladů A, (x A ® B je dokazatelná formule (x B.


že z předpokladu (x1(x2  A je dokazatelná formule (x2(x1 A.
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