 PŘÍMÉ FORMÁLNÍ DůKAZY LOGICKÝCH �      DůSLEDKů


	     


	Tato kapitola je úvodní kapitolou pojednávající o přímých formálních metodách odvozování, resp. generování logických důsledků dané množiny předpokladů - axiómů. Jejím cílem je, předtím než budou formálně definovány a na základě řady aplikačních příkladů objasněny nejznámější axiómatické systémy výrokové a predikátové logiky, seznámit čtenáře s obecnými hledisky konstrukce axiómatických systémů. 


	Nejprve zde bude zaveden pojem axiómatického systému a diskutovány obecné principy, na nichž jsou axiómatické systémy budovány. 


	Zdůrazněn zde bude požadavek sémantické korektnosti a úplnosti axiómatických systémů. Jde o požadavek, aby množina vět odvoditelná (dokazatelná) v těchto systémech založených na vybraných logicky platných formulích (axiómech) byla opět právě množinou logicky platných formulí. Bude též zdůrazněno, že v případě odvozování teorie z daných předpokladů produkuje korektní systém množiny logických důsledků těchto předpokladů. Tím je zaručeno, že vhodně zavedený formální aparát může sloužit k automatizovanému logickému odvozování (dedukci) bez použití sémantické interpretace jazyka.


	Závěr kapitoly bude věnován důkazům korektnosti formulí a odvozovacích schémat, které budou tvořit základ axiómatických systémů diskutovaných dále v této knize.	








 AXIÓMATICKÉ SYSTÉMY 





	Již pro kapitoly 4 a 5 části I. těchto skript týkající se výrokové logiky a kapitoly 8 a 9 části I. týkající se predikátové logiky bylo charakteristické postupné odpoutávání jazyka výrokové logiky od jeho významu tam, kde se jednalo o dokazování, resp. odvozování na základě výrokových, resp. predikátových formulí. 


	Předcházející kapitola 10 se soustředila především na nepřímé důkazy vlastností formulí, a to již výhradně formálními postupy. Tendence přejít ve výrokové a predikátové logice na ryze formální metody dedukce bude završena v této a následujících dvou kapitolách zaměřených výhradně na přímé postupy odvozování (dokazování) formulí z daných předpokladů (axiómů) formálními prostředky.





Od sémantiky k formálnímu generování logických důsledků





	Z úvah z kapitol 5 a 8 o sémantické stránce logických důsledků množiny předpokladů mimo jiné vyplývá, že pouze množina logicky platných předpokladů nebo prázdná množina předpokladů mohou klasifikovat formule na své logické důsledky, které jsou opět logicky platnými formulemi, a na ostatní formule, které logicky platné nejsou. Každá logicky platná formule, ať už výrokové nebo predikátové logiky, tak může být logickým důsledkem libovolné (i prázdné) množiny logicky platných formulí.


	Pojetí logicky platných formulí jako logických důsledků jiných logicky platných formulí vedlo v průběhu vývoje formální logiky k myšlence odvozování logicky platných formulí z jiných logicky platných formulí pouze podle formálních pravidel bez pomoci jejich sémantiky. S tím souvisela i otázka výběru vhodné minimální množiny výchozích předpokladů - axiómů a odvozovacích pravidel, na jejichž základě lze pak formálními prostředky odvodit právě všechny logicky platné formule. Byla vytvořena celá řada axiómatických systémů. Mezi nejznámější patří ty, které budou diskutovány v následujících kapitolách. 


	





 Přímé formální dokazování





	Nejefektivnější nepřímé důkazové metody, kterými jsou tablová a rezoluční metoda, představují, jak bylo již ukázáno v kapitole 10, formalizované postupy spočívající v manipulaci s formulemi bez ohledu na jejich význam. Na tento přístup navazuje tato kapitola zaměřená výhradně na přímé metody odvozování, resp. dokazování výrokových nebo predikátových formulí formálními prostředky.


	


	V kapitole 10 bylo objasněno, jak se provádějí a k čemu slouží formální postupy nepřímého dokazování logicky platných formulí predikátové logiky, resp. nepřímého dokazování logických důsledků dané množiny předpokladů. 


	Možnost přímého formálního dokazování (odvozování) 


a) logicky platných formulí spočívá ve


stanovení určité množiny výchozích logicky platných formulí - logických axiómů,


odvozování nových formulí z výchozích logicky platných formulí pomocí daných pravidel - - odvozovacích pravidel zachovávajících logickou platnost


b) logických důsledků z dané množiny formulí - speciálních axiómů spočívá ve


stanovení vedle logických axiómů též určité (konsistentní) množiny výchozích formulí - speciálních axiómů. Výchozí speciální axiómy, pokud tvoří konsistentní množinu, popisují jistou základní situaci, k níž se vztahují všechna odvozená tvrzení jako její důsledky.


odvozování nových formulí z výchozích logických axiómů a speciálních axiómů pomocí daných odvozovacích pravidel, zachovávajících platnost ve všech modelech množiny speciálních axiómů. Jde totiž o to, aby důsledky neboli věty odvozené z výchozí množiny speciálních axiómů čistě formálním způsobem odpovídaly tomu, co bylo z hlediska sémantického nazýváno logickým důsledkem této množiny tvrzení. Nekonsistentní množiny předpokladů vedou k odvozování sporných teorií.





	Souhrnně lze konstatovat, že axiómatické systémy umožňují přímé generování (odvozování) logických důsledků dané množiny předpokladů. Jestliže je výchozí množinou pouze množina logicky platných axiómů, generuje systém pouze logicky platné formule. Rozšíření množiny předpokladů o další množinu tzv. speciálních axiómů pak umožní generovat speciální teorii, která z hlediska sémantiky platí ve všech modelech té množiny speciálních axiómů.


	





 Prostředky odvozování a dokazování





	V již zmíněných kapitolách 5 a 8 věnovaných sémantickému pojetí dedukce ve výrokové a predikátové logice byly v souvislosti s pojmem dedukce používány též pojmy axióm a teorie. Při formálním pojetí dedukce je především druhý z těchto pojmů definován na poněkud odlišné bázi. Pojem teorie se zde žádným způsobem nespojuje s významem (pravdivostí) formulí. V definicích zmíněných kapitol 5 a 8 teorii tvoří logické důsledky, definované na základě pojmu modelu dané speciální množiny předpokladů.


Ve formálně pojaté výrokové nebo predikátové logice tvoří teorii její věty, které jsou formulemi odvozenými (dokázanými) pomocí odvozovacích pravidel, a to jednak z logických axiómů tvořících základ axiómatického systému výrokové logiky, jednak ze speciálních axiómů tvořících základ speciální teorie. Khukgjgu


Hj,jhg


Formální neboli axiómatický přístup umožňuje jednak formalizovat teorie (např. matematické), které již v podstatě existují a jsou prozkoumány z hlediska sémantiky, jednak vytvářet uměle nové teorie.





Úmluva :


Aby byla zdůrazněna odlišnost formálně odvozené věty výrokové nebo predikátové logiky od věty, která je nějakým tvrzením o formulích výrokové nebo predikátové logiky a je formulována metajazykově, budou v dalším věty (formule) výrokové logiky označovány symboly V1(X(, V2(X(,.... , kde X označuje ten axiómatický systém, v němž se odvozování provádí.


Skutečnost, že formule A je větou odvozenou v daném axiómatickém systému, se bude označovat pomocí metajazykového symbolu |- A. 


	


	Aby bylo možno hovořit o odvození či důkazu věty v axiómatickém systému, je třeba především přesněji vymezit samotný pojem axiómatického systému, v němž se mají odvozování neboli důkazy vět provádět. I když pojmy odvozování, resp. dokazování formulí v axiómatickém systému, jak bude ukázáno později, do jisté míry závisí na konkrétně zavedeném axiómatickém systému, lze základní určující vlastnosti axiómatického systému definovat obecně. Požadavky na vlastnosti axiómatického systému jsou natolik obecné, že se stejně vztahují k logice výrokové jako k logice predikátové.





Definice 11.1. (axiómatického systému)


	Axiómatický systém je určen :


jazykem  - abecedou a gramatickými pravidly tvorby formulí 


axiómy - výchozími formulemi (resp. jejich schématy) pro odvozování vět (nových formulí)


odvozovacími pravidly umožňujícími z axiómů a vět odvodit další věty. 








 Jazyk axiómatického systému 





	Syntax jazyka axiómatického systému závisí vedle toho, zdali se jedná o systém výrokové nebo predikátové logiky, též na speciálních požadavcích konkrétního axiómatického systému. Gramatika jazyka, která byla již pro výrokovou logiku definována v kapitole 2 a pro predikátovou logiku v kapitole 6, vycházející z abecedy jazyka a obsahující pravidla tvorby dobře utvořených formulí, generuje příslušný jazyk i v rámci konkrétního axiómatického systému. 


	V následujících dvou kapitolách 12 a 13 budou především diskutovány dva nejběžněji používané axiómatické systémy výrokové a predikátové logiky, a to hilbertovské a gentzenovské axiómatické systémy. Dále bude v závěru kapitoly 13 zaveden klauzulární axiómatický systém výrokové logiky, z něhož vychází, jak bude uvedeno později, výroková verze tzv. klauzulární logiky (viz kapitoly 14 a 15).


	Zatímco gentzenovské axiómatické systémy vycházejí z abecedy jazyka výrokové i predikátové logiky, tak jak byla definována v kapitolách 2 a 6, omezuje se množina logických spojek hilbertovských axiómatických systémů pouze na spojky Ř a ®, tj. negace a implikace, klauzulární formální systém pak vystačí s trojicí spojek ( Ř, (, ((. Omezení, jak již bylo ukázáno, nemá vliv na expresivitu jazyka, neboť množiny logických spojek (Ř, ®(, (Ř, (, (( jsou množinami funkčně úplnými jimiž lze přepsat všechny ostatní logické spojky.


	


	Vzhledem k uvedeným omezením jazyka konkrétního axiómatického systému je pak pro každý z těchto systémů potřeba přizpůsobit i gramatická pravidla vytváření dobře utvořených formulí. 


	Gramatickými pravidly určujícími syntax jazyka se na základě prvků abecedy jazyka vytvářejí všechny dobře utvořené formule jazyka, bez ohledu na to, zdali z hlediska sémantiky jde o formule splnitelné, platné v určitém modelu, resp. formule s logickou platností nezávislou na interpretaci. Avšak, jak uvidíme dále, jen některé z nich jsou větami zavedeného axiómatického systému, získanými odvozováním z daných axiómů. 








 Axiómy a odvozovací pravidla





	V úvodu této kapitoly 11 jsme diskutovali sémantické důvody, které historicky vedly k zavádění axiómatických systémů v rámci logiky. Byla to zřejmě snaha generovat logicky platné formule na základě jiných logicky platných formulí. 


	Množina axiómů určená k tomuto cíli musí kromě své logické platnosti splňovat ještě další předpoklady. Axiómatický systém by totiž měl být minimální, tj. všechny jeho axiómy by měly být vzájemně nezávislé, tedy žádný z nich není odvoditelný ze zbývajících. Za druhé by v axiómatickém systému nemělo být možné odvození negace již odvozené věty, měl by tedy být bezesporný.


	V kapitolách věnovaných dedukci, ať už ve výrokové nebo predikátové logice, z hlediska sémantiky byla věnována pozornost pojmu logického důsledku množiny formulí. Bylo zde konstatováno za prvé, že logickým důsledkem (i prázdné) množiny logicky platných formulí je opět logicky platná formule. Za druhé zde byl zaveden pojem teorie, kterou tvoří logické důsledky konsistentní (splnitelné) množiny formulí - předpokladů. Logickým důsledkem množiny předpokladů je z hlediska sémantiky taková formule, která je splněna ve všech modelech množiny formulí, uvažovaných jako předpoklady. Jako třetí z konstatování, na něž se zde odvoláváme, byla skutečnost, že při nekonsistentní nesplnitelné množině předpokladů může být jakákoliv formule jejím logickým důsledkem. 


	Všechna tři konstatování z kapitol o sémantickém základu dedukce se musí nějak odrazit v pojmech a vlastnostech vztahujících se k výchozím formulím a odvozovacím procesům prováděným čistě formálními prostředky bez ohledu na význam formulí, s nimiž se formálně manipuluje. V dalších částech této kapitoly např. uvidíme, že v souladu s hlediskem sémantiky lze generovat odvozené formule i tehdy, když množina speciálních axiómů, z nichž vycházíme, je sémanticky nekonsistentní. Jak potom poznáme, že takové generování má nějaký smysl - až když se nám podaří z daných předpokladů vygenerovat vedle určité formule též její negaci ? Zdá se tedy, že ani axiómatický systém nelze úplně odpoutat od jeho sémantiky. Dokonce, jak uvidíme později, koexistence obou přístupů se stává silným nástrojem expresivity těchto systémů.


	Pokud jde o podobu axiómů, ve všech zde diskutovaných axiómatických systémech  budou axiómy formulovány metajazykově. Uvidíme, že existuje jednoduchý a elegantní axiómatický systém (gentzenovský), v němž axióm zdaleka nemá podobu dobře utvořené formule, ale jen seznamem podformulí s určitými vlastnostmi.


	Odvození neboli důkaz věty, jak bude definováno v následující definici, je uspořádaným seznamem určitých typů jazykových výrazů - výchozích formulí (axiómů), výsledků aplikací odvozovacích pravidel a již předtím odvozených vět. Charakter tohoto seznamu a způsob jeho vytváření záleží na tom, jakým způsobem byl axiómatický systém zaveden.





Definice 11.2. (důkazu věty v axiómatickém systému)


	Konečná posloupnost formulí B1 ,B2 ,.....Bn  je důkazem (odvozením) věty (formule) A v axiómatickém systému X, platí-li : 


Bn je A. 


Pro libovolné i = 1,2,...n je Bi buď axióm nebo je Bi bezprostředním důsledkem aplikace některého odvozovacího pravidla axiómatického systému X na některé dva prvky množiny { B1 ,B2 ,.....Bi-1 }.


	Existuje-li důkaz formule A, pak říkáme, že A je dokazatelná (věta) v axiómatickém systému X. 








	Odvozovací pravidla spolu s axiómy jsou tím základem, v němž se různé axiómatické systémy navzájem liší. I z tohoto hlediska se výrazně liší tři rozdílné axiómatické systémy - hilbertovský, gentzenovský a klauzulární.








 KOREKTNOST A ÚPLNOST axiómatických �         systémů





 Požadavek sémantické korektnosti a úplnosti systému





	V případě výrokové logiky, jak bylo ukázáno v kapitolách 4 a 5, existují poměrně efektivní metody, jak na základě její sémantické analýzy prověřovat logickou platnost formule, resp. logických důsledků dané množiny formulí. Naproti tomu zkoumání logické platnosti nebo logických důsledků daných předpokladů pouze v rámci sémantiky predikátové logiky (viz kapitolu 7) nelze vždy považovat za schůdnou cestu. Zbývá tedy soustředit se především na druhou z možných cest, tj. cestu formální dedukce, která je na významu nezávislá. K tomu je ale zapotřebí, aby axiómatický systém predikátové logiky, v jehož rámci se formální důkazy provádějí, byl systémem korektním, zaručujícím, že to, co systém vygeneruje, platí.


	Aby bylo možno též naopak nahradit někdy velmi pracné formální dokazování jednoduše proveditelnou sémantickou analýzou (tak je tomu zpravidla v případě výrokové logiky), je třeba mít ke každé logicky platné formuli mít k dispozici i její formální důkaz. Axiómatický systém s touto vlastností je sémanticky úplný. 


	V případě, že všechny v následujících kapitolách diskutované axiómatické systémy (hilbertovské, gentzenovské i klauzulární) budou shledány korektními a úplnými, bude možné dokazatelnost formule v axiómatickém systému paralelně konfrontovat s její sémantikou ověřováním její logické platnosti, resp. ověřováním, zdali jde o logický důsledek speciálních axiómů. V případech axiómatických systémů, které budou v této knize diskutovány, jsou jak bude dokázáno dále, podmínky korektnosti a úplnosti splněny.	


	Vztahy uvedených pojmů znázorňuje obr. 11.1., ilustrující též následující definice 11.3. a 11.4. sémantické korektnosti a úplnosti axiómatických systémů.





Definice 11.3. (sémantické korektnosti axiómatického systému )


	Axiómatický systém je sémanticky korektní, je-li každá v něm dokazatelná formule formulí logicky platnou.





Definice 11.4. (sémantické úplnosti axiómatického systému )


	Axiómatický systém je sémanticky úplný, existuje-li v něm ke každé formuli, která je logicky platná, její formální důkaz. 








                      sémantické pojetí                                            formální systém


��                                                            úplnost systému


                                                           ((((((((


                            logicky platné                                     dokazatelné


                                  formule                                             formule


                                                           ((((((((  


                                                           korektnost systému





                                                                                                                    obr. 11.1.





	





 Věty pro budování axiómatických systémů





		


	Zde budou dokázány některé věty, na základě jejichž platnosti jsou založeny axiómatické systémy výrokové a predikátové logiky, kterým budou zabývat následující kapitoly.








 Věty pro budování hilbertovských axiómatických systémů





Věta 11.1.


	Nechť A, B, C jsou výrokové, resp. predikátové formule. Potom jsou logicky platná metajazyková schémata


A ® (B ® A)


(A ® (B ® C)) ® ((A ® B) ® (A ® C))


(Ř B ® Ř A) ® (A ® B) 





Důkaz


	Důkazy budou provedeny nepřímo, a to pro případ predikátových formulí.V případě, že se jedná o formule výrokové logiky, představuje struktura, která je modelem formulí, určité ohodnocení výrokových proměnných. Jedná se tedy o speciální případ, pro nějž pak musí dokázaná věta rovněž platit.


1)  Předpokládejme existenci struktury S takové, že I((A ® (B ® A))[S]) = false.


	Potom musí být I(A[S]) = true a  I((B ® A)[S]) = false. 


	Podobně má-li být I((B ® A)[S]) = false, musí být I(B[S]) = true a I(A[S]) = false.


	To je ale ve sporu s předpokladem, že I(A[S]) = true.





Důkazy schémat 2) a 3) je možno provést obdobným způsobem.








Věta 11.2.


	Nechť U je (event. prázdná) množina formulí výrokové nebo predikátové logiky a A, B jsou formule. 


Jestliže 


U |= A ® B  a  U |= A,  


pak 


U |= B.





Důkaz 


bude proveden nepřímo nejdříve pro případ predikátové logiky. 


	Pro libovolnou strukturu S, která je modelem množiny formulí U, platí podle předpokladu I((A ® B)[S]) = true a I(A[S]) = true. Kdyby mělo být I(B[S]) = false, muselo by platit rovněž I((A ® B)[S]) = false, což je ve sporu s předpokladem.


	V případě, že se jedná o formule výrokové logiky, představuje struktura, která je modelem formulí, určité ohodnocení výrokových proměnných. Jedná se tedy o speciální případ, pro nějž rovněž platí dokázaná věta.





Věta 11.3.


	Nechť L1 je jazyk predikátové logiky s přiřazenou strukturou S, v němž x je proměnná,  A je formule.


	 Potom  |= A[S] , právě když |= (x A[S]. 





Důkaz


Nechť |= A[S], tj. A je splněna v S, tj. při libovolné valuaci proměnných je interpretována jako true. To platí i pro takovou valuaci e, v níž je x ohodnoceno libovolným prvkem m z universa W, tj. I((x A[S, e(m/x)]) = true pro libovolně zvolené m a proto platí  |= (x A[S].


Dokážeme nepřímo : předpokládejme, že neplatí |= A[S]. Potom by musela existovat valuace e0 taková, při níž by neplatilo  I(A[S,e0]) = true, tj. platilo by I(A[S,e0]) = false. To ale odporuje předpokladu, že |= (x A[S] pro všechny valuace e.





Následující příklad ukáže, že z právě dokázaného tvrzení


 |= A[S], právě když |= (x A[S]


nevyplývá platnost implikace


 |= (A ® (x A)[S].








Příklad 11.1.





Ukažte, že neplatí


 |= (p(x) ® (x p(x))


	


	Nechť L1 je jazyk s jediným unárním predikátovým symbolem p, jehož universum diskursu obsahuje dvě rozdílná individua m a n. Interpretace predikátu p v nějaké struktuře S spočívá v tom, že p(m) má hodnotu true, zatímco p(n) false.


	Má-li p(m) ve struktuře S pravdivostní hodnotu true a p(n) pravdivostní hodnotu false, podformule (x p(x) je false pro každé ohodnocení. 


	Tvrzení, že ve struktuře  S platí |= p(x) ® (x p(x) proto nemůže být pravdivé v případě ohodnocení e(m/x). Pro všechna ohodnocení proměnných ve struktuře S proto neplatí  |= p(x) ® (x p(x) a tedy neplatí  |= (A ® (x A) [S].








Věta 11.4.


	Nechť A je libovolná formule jazyka L1, x proměnná a t term substituovatelný za x. Potom platí


|= (x A ® A[t/x].





Důkaz (nepřímý)


	Nechť v dané struktuře S je m tím individuem universa diskursu W, které je výsledkem vyhodnocení termu t. 


	Předpokládáme-li, že neplatí (xA ® A[t/x], musí mít podformule (x A v dané struktuře pravdivostní hodnotu true a zároveň podformule A[t/x] pravdivostní hodnotu false. Interpretace I(A[t/x]) však představuje interpretaci I(A[m/x]), m ( W. Existuje tedy takový prvek universa, pro který je I(A) = false a neplatí tedy (x A, což vede ke sporu.





Věta 11.5.


	 Nechť A, B jsou formule jazyka L1. Jestliže proměnná x nemá volný výskyt ve formuli A, pak platí


 |= (x (A ® B) ® (A ® (xB)


	Důkaz logické platnosti této formule, která byla již uvedena v odst. 8.4.1. jako platná formule (15), je možno, stejně jako v případě předcházejících vět, provést nepřímo.








 Věty pro gentzenovské axiómatické systémy





Věta 11.6.


	Nechť A je formule jazyka L1 a S je jemu přiřazená struktura. Potom A je splnitelná v S, právě když  |= $ A[S].





Důkaz


Je-li A splnitelná v S, pak existuje taková valuace e, že platí |= A[S,e]. Zřejmě pak platí |= $ A[S]. 


Dokážeme nepřímo: kdyby A byla v S nesplnitelná, neexistovalo by ohodnocení e takové, že |= A[S,e], tedy by neplatilo |= $ A[S,e] a proto ani  |= $ A[S].





Věta 11.7.


	Nechť A je formule jazyka L1 a S je jemu přiřazená struktura. Potom A je nesplnitelná v S, právě když |= (ŘA[S].





Důkaz


Je-li A nesplnitelná ve struktuře S, tj. neplatí  |= A[S,e] pro libovolnou valuaci e, platí tedy |= Ř A[S,e] pro všechny valuace e a proto platí i |= ŘA[S]. Podle předcházející věty pak platí |= (Ř A[S].


Dokážeme nepřímo: kdyby A byla splnitelná v S, existovala by valuace e taková, že �|= A[S,e], proto by nemohlo platit |= (ŘA[S].
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