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V této úvodní kapitole bude po stručném úvodu s historickým ohlédnutím především vymezen rámec problematiky, jíž se kniha zabývá. Bude zde nastíněno, jaké místo v teoretické a aplikované informatice zaujímá její oblast, která se nazývá umělou inteligencí. V rámci takto vymezené oblasti bude pak definována pozice a role formální logiky.

	Část této kapitoly bude věnována procesu lidského myšlení a diskutována možnost jeho modelování pomocí formální logiky. Bude uvažován pojem modelu myšlení a jemu odpovídajícího nástroje modelování - jazyka. Předmětný jazyk jako nástroj modelování bude rozlišen od metajazyka, který slouží k formulaci tvrzení o předmětném jazyce.

	Bude ukázána souvislost mezi jazykovými výrazy přirozených i formálních jazyků s jejich významy - přiřazenými denotáty. U formálních jazyků, které mají sloužit pro modelování myšlení, pak bude zavedeno hledisko jejich vyjadřovací síly (expresivity) ve srovnání s jazyky přirozenými.

	Bude též diskutován pojem znalosti a rozlišeny znalosti procedurální od znalostí deklarativních. Bude ukázáno, že k modelování druhého z uvedených typů znalostí je možno použít modelu a jazyka formální logiky. 

	Bude zdůrazněna základní  přednost formalizace pro informatiku, kterou je při vhodné volbě formálního jazyka možnost automatizace usuzování.





 UMĚLÁ INTELIGENCE JAKO MODELOVÁNÍ



 Proces myšlení a jeho modelování



	Již klasická filozofie dovedla charakterizovat intelektuální činnosti, kterými se vyznačují myslící bytosti. Těmito činnostmi mají být podle klasiků analýza, syntéza, indukce, dedukce a analogie. Zmocnit se podstaty těchto činností matematickými, tj. formálními prostředky, aby bylo možno jejich provádění svěřit počítačům, to je problémová oblast, která se nazývá umělá inteligence.

	Existuje řada matematických disciplín (statistika, relační teorie, mnohorozměrná analýza dat aj.), které dokáží vhodnými prostředky, tj. určitým způsobem strukturovanými daty, popsat objekty našeho myšlení tak, aby se pak na nich v rámci uvedených disciplín prováděla analýza či naopak syntéza nebo aby mohly být klasifikovány na základě analogie (podobnosti).

	Jedním z prostředků, pomocí nichž je možno do značné míry úspěšně modelovat nejproblematičtější z intelektuálních činností, tj. dedukci neboli usuzování, je právě formální logika. 



 Klasická a formální logika



	Logika je obor zabývající se již od počátků rozvoje teorie poznání studiem lidského myšlení, a to jak za účelem praktického využití, tak i z hlediska jeho formalizace. Je možno konstatovat, že klasická logika je nejstarším pokusem o modelování a modelové zkoumání zákonitostí vnímání a usuzování postupně se vyvíjejícími formálními prostředky. 

Formální logika, která se takto postupně z klasické logiky vyvinula a kterou se zabývá tato kniha, se též nazývá matematickou logikou. 

V této knize se budeme zabývat dvěma typy formální logiky lišící se navzájem jak svou složitostí, tak svou vyjadřovací silou neboli expresivitou. Ta jednodušší z nich se nazývá výroková logika, ta mnohem složitější a co do vyjadřovacích prostředků mocnější je predikátová logika nebo obecněji logika prvního řádu. Jazyk výrokové a predikátové logiky je dnes nezbytnou součástí aparátu nejen matematiky, ale též teoretické i aplikované informatiky a mnoha dalších oblastí praktického využití.

	Výroková a predikátová logika, kterými se zde budeme zabývat, pracuje s řadou zjednodušení. V obou případech jde o logiku založenou na dvouhodnotové interpretaci pojmu pravdivosti. Tvrzení, jímž se zde logika zabývá, může být buď pravdivé nebo nepravdivé, jiná možnost neexistuje. Kromě přísné dvouhodnotovosti jsou zde další omezení daná rámcem abstraktního modelu. Tyto logiky proto ještě zdaleka nevystihují všechno to, čím se vyznačuje logika skutečné lidské duševní činnosti neboli mentální logika, na níž se podílí též intuice.





 Jiné logiky



	Tato kniha, jak již bylo konstatováno, zabývá pouze logikou založenou na dvouhodnotové interpretaci pojmu pravdivosti. Tvrzení, jímž se logika zabývá, může být buď pravdivé nebo nepravdivé, jiná možnost neexistuje. 

	Obecně lze v rámci formálních logik rozlišovat logiky dvouhodnotové a vícehodnotové (speciálně pak tříhodnotové).

	V pojetí konstruktivistické (intuicionistické) logiky objekt existuje pouze tehdy, existuje-li jeho konstrukce. Z hlediska konstruktivistů neplatí např. zákon vyloučeného třetího, který tvrdí, že „výrok X je buď pravdivý nebo nepravdivý“, neboť někdy nelze zkonstruovat ani důkaz výroku X, ani jeho popření. Toto hledisko je zvláště blízké informatikům, neboť i oni zpravidla vyžadují, aby existence objektu byla prokázána jeho konstrukcí (výpočtem).

	Temporální logika uvažuje pravdivost či nepravdivost v čase a disponuje též prostředky pro vyjádření pojmu „vždy“ nebo „někdy“.

	Podobným pojetím se vyznačuje modální logika používaná v informatice pro popis dynamického chování systému. Hledisko času a stavu světa bere v úvahu logika intenzionální na rozdíl od ostatních logik, které tato hlediska nezohledňují, tj. logik extenzionálních.

	Fuzzy logika je logika, v níž pravdivost může nabývat nekonečně mnoha hodnot v intervalu (nepravdivý, pravdivý(.





 Pojmy a jejich jazyková reprezentace



	Aby bylo možno úspěšně modelovat myšlení, je třeba se nejdříve zamyslet nad vztahem mezi samotnými objekty myšlení a jejich jazykovou reprezentací.

	Objekty lidského myšlení o reálném světě jsou pojmy se svými vzájemnými vztahy. Na jejich základě pak v lidském mozku probíhají určité procesy přepracovávání pojmů spolu s jejich vzájemnými vztahy v jiné pojmy s jim odpovídajícími vzájemnými vztahy. V rámci těchto procesů, nazývaných podle klasiků analýzou, syntézou, indukcí, dedukcí či analogií, se používá jako reprezentační a zároveň komunikační prostředek přirozený jazyk.
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	Pojmy jsou objekty, resp. entity, kterých se týká lidské myšlení. Pojmům pak odpovídají jazykové výrazy příslušného přirozeného jazyka. Pojmy představují významy výrazů přirozeného jazyka, jazykové výrazy naproti tomu pojmy reprezentují. Pojmu „kniha“ odpovídá jazykový výraz (slovo) kniha, pojmu „barva“ slovo barva apod. Pojem (objekt) označený jazykovým výrazem se nazývá jeho denotátem. Např. denotátem jazykového výrazu „hlavní město České republiky“ je pojem města Prahy. Toto přiřazování denotátů, tedy odpovídajících objektů, jazykovým výrazům umožňuje komunikaci mezi lidmi.

	� ODK _Ref443377054 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 1-1� znázorňuje vztahy mezi pojmy a jim odpovídajícími jazykovými výrazy. Pojmy a jejich vzájemné vztahy jsou reprezentovány slovy a větami přirozeného jazyka. Naopak jazykovým výrazům přirozeného jazyka odpovídají jejich významy neboli denotáty, kterými jsou pojmy.

	Je zřejmé, že určitý pojem (denotát) může být reprezentován různými jazykovými výrazy (různých přirozených jazyků), které jsou vzhledem k tomuto pojmu synonymy. Na druhé straně může mít týž jazykový výraz více významů, resp. denotátů (např. zámek, měsíc, matka), v tom případě jde o homonyma (� ODK _Ref439311031 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 1-2�).
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 Modelování myšlení pomocí formálního jazyka



	Klasická logika, později matematika a dnes i matematická informatika se vždy na úrovni stupně svého vývoje pokoušela a dodnes pokouší k objektům a pochodům lidského myšlení vytvořit adekvátní model pomocí určitých sobě vlastních prostředků. Pojem model používaný v této souvislosti má obdobný význam, jako když se například hovoří o modelu v architektuře, v průmyslovém designu nebo též o dětské hračce - např. modelu železnice. Model se ve všech uvedených případech vytváří na základě určitého zjednodušení (abstrakce) modelované reality, a to tak, aby v něm z ní bylo vystiženo co nejlépe „to podstatné“. To, co se při daném pojetí jako podstatné nejeví, model zanedbává. Model jako určitý soubor relevantních objektů je abstraktním rámcem, na základě něhož se realizuje modelování určité skutečnosti.

	V rámci vhodně zjednodušeného abstraktního modelu lidského myšlení se pak, podobně jako v  případě přirozeného jazyka, definuje odpovídající reprezentační a zároveň komunikační prostředek, tj. jazyk. Skutečnost, že se jazyk modelování nevyvinul cestou přirozeného vývoje, jak tomu zřejmě bylo u přirozených jazyků, ale byl zkonstruován podle exaktně zadaných gramatických pravidel, vyjadřujeme tím, že takto zkonstruované jazyky spolu s jim odpovídajícími modely nazýváme formálními (� ODK _Ref439299757 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 1-3�).
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	Exaktně definovaným formálním jazykem lze pak popisovat (s jistým zjednodušením daným rámcem modelu) objekty modelované skutečnosti. Při daném zjednodušení je pak možno do jisté míry zachytit i způsob myšlení o těchto objektech a v rámci tohoto zjednodušení do jisté míry též modelově zkoumat vlastnosti myšlení. 

	Nabízí se otázka, proč je nutno vytvářet zjednodušující modely s odpovídajícími formálními jazyky, když jsou zde na vyjadřovací možnosti bohaté jazyky přirozené s nesrovnatelně větší schopností zachycení způsobů lidského uvažování. Odpověď je jednoduchá: exaktní formulace pravidel používání takto bohatých nástrojů komunikace, zahrnující i možnosti vyjádření skrytých (podtextových) významů, navíc využívajících k vyjádření různých významových odstínů a kontextů, je tak obtížná, že se zdá být nemožná.





Syntax formálního jazyka



	Reprezentaci pojmů jako základních objektů myšlení slouží určitým způsobem zkonstruované jazykové výrazy - řetězce symbolů vhodně zvoleného formálního jazyka. Vztahy mezi pojmy jsou zpravidla reprezentovány složitějšími jazykovými útvary vytvořenými pomocí pevných syntaktických pravidel. K reprezentaci úsudků pak slouží schémata určující, jak modelovat skutečné usuzování - tj. jak  přepracovávat formule jazyka.

	Modelování v rámci formální logiky se vždy děje pomocí jejího vlastního exaktně definovaného formálního jazyka logiky (ať už jde o logiku výrokovou, predikátovou nebo jinou). Proto je třeba zavést řadu obecných pojmů týkajících se způsobu, jakým je formální jazyk definován. 

	V případě formálních jazyků je tomu podobně jako u jazyků přirozených, kdy je dána určitá abeceda jazykových symbolů a kdy gramatika určuje způsob, jak vytvářet gramaticky správné věty (formule) jazyka.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �1�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (abecedy jazyka)

	Abecedu jazyka tvoří daná množina (konečná nebo spočetná) symbolů - znaků abecedy.



	Ze symbolů tvořících abecedu lze pak vytvářet v podstatě libovolným způsobem řetězce, které mohou  představovat formule (slova, věty) nad danou abecedou. Za jazyk lze pak prohlásit určitým způsobem zkonstruovanou množinu formulí. 

	Pro formální jazyk způsob vytváření formulí jazyka, stejně jako je tomu v případě abecedy, musí být přesně definován jeho gramatikou.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �1�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (gramatiky jazyka)

	Gramatiku jazyka tvoří jeho abeceda a soustava gramatických pravidel, umožňující z prvků abecedy jazyka konstruovat jistá zřetězení symbolů jazyka, která jsou jeho (dobře utvořenými) formulemi. 



Gramatická (syntaktická) pravidla umožňují jednak formule konstruovat, jednak též rozpoznat, která zřetězení jsou a která nejsou dobře utvořené formule příslušného jazyka. 

	Máme-li na mysli způsob, jakým je formální jazyk vytvořen, hovoříme zpravidla o jeho syntaxi. Syntax formálního jazyka je dána jeho gramatikou (� ODK _Ref443377312 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 1.2 (gramatiky jazyka)�). 

	Pojem syntaxe formálního jazyka se netýká toho, co jeho jednotlivé jazykové objekty znamenají. Definicí je pouze stanoveno, jakých symbolů abecedy jazyk používá a dále jsou předepsána gramatická pravidla zřetězování symbolů abecedy jazyka do útvarů zvaných formule jazyka. Významy jazykových objektů spadají do oblasti, kterou nazýváme sémantikou jazyka.



	

 Denotační sémantika formálních jazyků



	Zatímco sémantika přirozených jazyků spočívá v přiřazování pojmů, tj. exaktně nedefinovatelných abstraktních objektů jazykovým výrazům, jde u jazyků formálních o jasně definované přiřazení jedněch objektů jiným objektům, tj. výrazům příslušného formálního jazyka. V tom smyslu se hovoří o interpretaci jazyka, která je vždy dána, jak bude ukázáno dále, nějakou množinou objektů - universem diskursu, denotačním zobrazením přiřazujícím denotáty základním jazykovým elementům a interpretačními pravidly umožňujícími interpretaci komponovaných jazykových výrazů. 

	Do jaké míry se sémantika formálního jazyka přibližuje sémantice jazyků přirozených, to z velké části závisí na míře zjednodušení, jímž je skutečné lidské vnímání a myšlení formálně modelováno. Právě v této souvislosti se hovoří o určité expresivitě (vyjadřovací síle) formálního jazyka.



	

 Jazyk a metajazyk

	

	Všechny úvahy o jazyku jako nástroji modelování musí být rovněž formulovány v nějakém jazyce. Je proto třeba rozlišit jazyk, který je předmětem úvah neboli předmětný (objektový) jazyk a jazyk samotných úvah o předmětném jazyce, který v daném případě sehrává úlohu metajazyka. V řadě případů, jak uvidíme též v následujícím příkladě, jde o jeden a tentýž jazyk. 





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �1�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Rozlište, kde se v následujících větách vyskytují tvrzení v předmětném jazyce a kde v metajazyce a o jaké jazyky se jedná.



Věta „Šaty dělá člověka.“ není gramaticky správná.

Rovnice E = mc2 platí ve speciální teorii relativity.

Větu, která tvrdí „E = mc2 platí ve speciální teorii relativity.“, nelze dokázat.

Jestliže x2 - 2x + 1 = 0, pak x = 1.

Jestliže x2 - 2x + 1 = 0, pak x musí být rovno 1.

Jestliže x2 - 2x + 1 = 0, pak x musí být rovno jedné.

Anglickému „Thank you.“ odpovídá německé „Danke.“ a české „Děkuji.“



	V případě a) je předmětným jazykem, v němž je gramaticky nesprávně formulováno jisté české přísloví, i metajazykem, jímž se tato nesprávnost konstatuje, čeština.

	Předmětným jazykem příkladu b) je jazyk matematiky (fyziky), v němž je zapsána rovnice E = mc2. Čeština v roli metajazyka zde konstatuje, že jde o platnou rovnici teorie relativity.

	Příklad c) je poněkud komplikovanější, neboť se v něm v češtině jako metajazyce tvrdí, že určitou větu v předmětném jazyce (rovněž českém) nelze dokázat. Česká věta zde uvedeného předmětného jazyka však něco vypovídá o jisté formuli jazyka matematiky, proto vůči němu opět sehrává roli metajazyka.

	V případě d) jde o české metajazykové tvrzení, že mezi formulemi x2 - 2x + 1 = 0 a  x = 1 předmětného jazyka matematiky existuje určitý vztah. Podobně se v e) něco tvrdí česky (metajazykově) o třech matematických výrazech : x2 - 2x + 1 = 0, x  a  1. Případ f) se od e) liší pouze v tom, že jde o české metajazykové tvrzení o dvou matematických výrazech : x2 - 2x + 1 = 0 a x .

	Případ g) tvrdí v metajazyce, jímž je opět čeština, že mezi větami v předmětných jazycích angličtině, němčině a češtině existuje významová ekvivalence.





 Formalizace jako cesta k automatizaci



	Formalizací v rámci určitého modelu myšlení se rozumí za prvé proces konstrukce předmětného (formálního) jazyka - nástroje pro modelování usuzování, za druhé pak vlastní modelování s využitím zkonstruovaného jazyka. 

	Síla formalizace spočívá v tom, že s modelem, který byl formálním jazykem reprezentován, lze dále pracovat automaticky, bez souvislosti s původním významem jednotlivých částí modelu a navíc jde o účinný ochranný prostředek proti chybám v odvozování.

	Z matematiky je možno uvést řadu příkladů, kdy se formální vyjadřování v rámci nějaké její disciplíny natolik vzdálilo od původního významu, že se stalo samostatnou abstraktní oblastí nepostrádající jakoukoliv interpretaci (např. abstraktní aritmetika již není vázána na počítání konkrétních objektů, z něhož se zobecňováním vyvinula).







 MODELOVÁNÍ POMOCÍ VÝPOČTU



 Informace a znalosti v umělé inteligenci



	Problematika umělé inteligence se dnes zpravidla dělí na dvě problémové oblasti : epistemologickou a heuristickou. V epistemologické části jsou znalosti v rámci modelovaného světa reprezentovány takovou formou, aby z nich mohly vyplynout další znalosti, resp. řešení problémů. Heuristická část se pak zabývá mechanismy, kterými se na bázi znalostí řeší rozhoduje, co se v dané situaci má dělat. 

	V epistomologické oblasti umělé inteligence, kterou se zde budeme zabývat, jde o manipulaci se znalostmi. Znalosti vycházejí z informací a ty zase vycházejí z dat. 

	Pojem dat není třeba zpřesňovat, neboť jak je známo, všechny znakové řetězce vstupující do výpočetního procesu lze obecně pokládat za data. Do výpočetního procesu však zřídkakdy vstupují data, která nemají žádný význam, která tedy nejsou nějakým způsobem interpretována.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �1�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3�

	Interpretace dat je přiřazení datům jejich významu (sémantiky).



	V informatice je pojem informace jedním ze základních pojmů, proto nestačí převzít jeho poněkud vágní vymezení, na něž jsme zvyklí z přirozeného jazyka.  Přesněji vystihuje pojem informace následující definice. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �1�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (informace)

	Informaci tvoří data spolu se svou interpretací.



	Pojem informace je, jak je zřejmé z uvedených definic, neoddělitelný od sémantiky dat, která jsou jejími nositeli.

	

Definice � ODKNASTYL 1 \n �1�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �5� (znalosti)

	Znalost je informace, která je použitelná a začlenitelná, resp. odvoditelná v souvislosti s jinými informacemi.





 Znalosti procedurální a deklarativní



	Pro počáteční období rozvoje informatiky bylo charakteristické, v návaznosti na předcházející etapu postupně stále vyspělejších mechanických pomocníků počítání, její zaměření na výpočetní a výpočetně rozhodovací procedury. Počítače totiž v počátcích svého využívání především realizovaly pracné výpočtové postupy, jako jsou např. výpočetní postupy v účetnictví, statistické nebo vědeckotechnické výpočty. Takový druh modelování lidské intelektuální činnosti vychází ze znalostí určitých pracovních postupů, tedy z určitých procedurálních znalostí. 

	K modelování procedurálních znalostí slouží abstraktní modely převážně orientované na výpočetní pracovní postupy. Modelovaná skutečnost je zde převážně světem informací ve formě čísel a číselných nebo jiných znakových kódů, na nichž probíhají výpočetní postupy formulované (v pojmech základních struktur a operací daného modelu) jako algoritmy. Modely této kategorie se proto nazývají modely algoritmické. Jim pak na reprezentační (jazykové) úrovni odpovídají algoritmické (procedurální) jazyky. Význam odpovídající algoritmickému jazyku má procedurální, resp. operační charakter. V souvislosti s algoritmickými jazyky je tedy na místě hovořit o jejich operační sémantice.

Deklarativní znalosti o objektech (entitách) spočívají v konstatování jejich stavů, vlastností nebo vzájemných vztahů. Počítačovou reprezentací deklarativních znalostí jsou pak vhodně strukturovaná data. Na nich a s nimi pak lze odvozovat další znalosti i provádět  operace související se znalostmi procedurálními. Jazykovým výrazům formálních jazyků, modelujících určitá konstatování o objektech vnímaného světa a jejich vzájemných vztazích, jsou  přiřazovány významy jako jejich denotáty - objekty modelovaného světa. Sémantika formálních jazyků, které na rozdíl od jazyků procedurálních (algoritmických) řadíme mezi jazyky neprocedurální, je denotační sémantikou.  

	Teoretická informatika byla do nedávna ztotožňována s teorií algoritmu. Postupem času se těžiště informatiky stále více přesunuje směrem ke zpracování informací a k práci se znalostmi v jejich deklarativní podobě. Od informatiky se nyní stále více očekává její epistomologické zaměření, tj. zaměření na zkoumání a modelování postupů lidské duševní činnosti spočívající v manipulaci se znalostmi a jejich využití k odvozování dalších znalostí. Protože jde o modelování lidského myšlení týkajícího se obecných věcí každodenního života inteligentních bytostí, hovoří se dnes o informatice už nejen jako o teorii algoritmů, ale též o umělé inteligenci.

	

	

Dvojí přístup ke studiu formálních jazyků 



	Zatímco pojmem model se rozumí spíše koncepční stránka přístupu k modelování určité skutečnosti, je jazyk jeho skutečným prakticky použitelným nástrojem. Formálními jazyky se zabýváme ve dvou vzájemně se doplňujících smyslech :

Pro první z nich je charakteristické úplné odpoutání významové stránky jazyka  a vytvoření čistě formálního (axiómatického) deduktivního systému, sloužícího k odvozování nebo vyvracení konkrétních tvrzení. Formální systém vyžaduje stanovení určitých výchozích platných jazykových tvrzení za výchozí předpoklady (axiómy). Z nich pak je možno pomocí stanovených odvozovacích pravidel odvozovat další platná tvrzení. Tento čistě formální způsob zacházení s jazykem bez ohledu na jeho význam vede, jak již bylo zmíněno, k možnosti automatického odvozování počítačem. 

Druhý přístup k jazyku logiky spočívá v přiřazování významů jeho jednotlivým objektům a následnému odvozování významů z nich zkomponovaných jazykových celků. Tento přístup k jazyku je přístupem z hlediska jeho sémantiky a samotné přiřazování významu jazykovým objektům se nazývá jejich interpretací (realizací). Způsob přiřazení sémantiky (významové stránky) formálnímu jazyku zřetelně odráží míru zjednodušení, kterou se příslušný formální jazyk liší od jazyků přirozených a která též určuje jeho vyjadřovací sílu. Sémantický přístup k jazyku logiky vede k možnosti vyšetřování vlastností matematických struktur logickými prostředky. V tom smyslu se hovoří o teorii modelů. 

	Pro tuto knihu je charakteristické, že ačkoliv je jejím cílem prezentovat „logiku pro umělou inteligenci“, tj. logiku zacházející s čistě formálními postupy, aplikuje v řadě případů obě výše uvedená hlediska paralelně a tím činí řadu formálních postupů bližšími přirozenému uvažování.







Cvičení 1.



1.  Rozlište a charakterizujte v následujících větách jazyková a metajazyková tvrzení :



Věta, která říká „Čistému je všechno čisté.“, není pravdivá.

Je logické, že v případě, kdy má platit 1 + 1 = 10, nejde o sčítání v desítkové soustavě.

Posloupnost znaků  ( ( ( ( (( ( ((( ( ((( ((( ( ((( (    představuje slovo Morseovy abecedy.



2. Jaké druhy znalostí obsahují

návod k použití automatické pračky

technický popis automatické pračky

logaritmické tabulky

kapitola o logaritmech a jejich použití ve středoškolské učebnici matematiky

řada vygenerovaných náhodných čísel.



3. Diskutujte, jaké denotáty mohou být přiřazeny následujícím jazykovým výrazům a ve �    kterých případech se jedná o homonyma, resp. synonyma.

náš nejoblíbenější politik

myš

mouse

kohoutek

naše nejprůmyslovější město

největší město severní Moravy

koleje

driver�JAZYK  L VÝROKOVÉ LOGIKY 

          

	

	V této kapitole bude jako jeden z nejjednodušších formálních modelů lidského myšlení prezentován formální model výrokové logiky a jemu jako nástroj modelování odpovídající jazyk L výrokové logiky.

	Na začátku kapitoly bude objasněn způsob a míra zjednodušení, kterého se ve srovnání s přirozeným jazykem dopouštíme, používáme-li k modelování myšlení právě výrokové logiky.

	Po zavedení nezbytného matematického aparátu bude definována syntax jazyka L vymezením množiny symbolů jazyka a stanovením gramatických pravidel tvorby dobře utvořených formulí jazyka.. Gramatika jazyka L výrokové logiky bude též definována Backus - Naurovou formou.

	 Bude ukázána souvislost konstrukce dobře utvořené formule jazyka z dané abecedy podle daných pravidel s její reprezentací pomocí ohodnoceného binárního stromu. Bude též definována složitost konstrukce výrokové formule. Na základě stromové reprezentace výrokové formule budou definovány míry složitosti formule, tj. její složitost, její hloubka a její základna.

	Závěr kapitoly je věnován důkazu spočetnosti množiny všech výrokových formulí vytvořených na základě spočetné abecedy.





 POJEM VÝROKU A JEHO PRAVDIVOSTI





	Lidské myšlení vždy vychází z nějaké množiny tvrzení neboli výroků o uvažovaném světě. Výroky, jimiž se zabývá výroková logika, jsou taková tvrzení deklarativního typu, o jejichž pravdivostní hodnotě („pravdivý“/„nepravdivý“) má smysl uvažovat. Mezi nimi lze pak rozlišit výroky elementární neboli atomické, které již dále nelze rozložit na výroky jednodušší. Množina všech atomických výroků o modelovaném světě tvoří universum diskursu, v jehož rámci se modelování pomocí formálních prostředků výrokové logiky pohybuje. Při modelování je proto potřeba mít na zřeteli nejen prostředek, jímž modelování probíhá a kterým je zde výroková logika, ale též přesně vymezit, jaký „svět“ je předmětem tohoto modelování.

	Logika, kterou zde uvažujeme, je dvouhodnotová. To znamená, že každému tvrzení, které připadá v úvahu jako výrok, lze přiřadit právě jednu ze dvou možných pravdivostních hodnot „pravdivý“/„nepravdivý“, pro něž budou v dalším používány symboly true/false. Je zřejmé, že takto pojatá výroková logika se jako prostředek modelování dopouští prudkého zjednodušení spočívajícího právě v redukci obsahu výroků a tím i universa diskursu pouze na jejich pravdivostní hodnoty.

	Jedním ze základních požadavků praktického využití výrokové logiky je rozpoznání výroků od ne-výroků a s tím souvisící možnost stanovení jejich pravdivostních hodnot. Např. dotaz „K čemu mi bude logika ? “ nebo zvolání „Dost už bylo logiky ! “ nejsou větami deklarativního typu, proto nepředstavují výroky a nemá smysl uvažovat o jejich pravdivosti. V případě věty „Den po svém narození přednášel studentům logiku.“ jde o výrok a nikdo nepochybuje o jeho nepravdivosti bez ohledu na to, ke kterému jedinci a které době se vztahuje. Jde-li však o výrok „Tráva je zelená.“, je třeba při posuzování jeho pravdivosti vzít v úvahu čas, resp. stav světa, ke kterému se výrok vztahuje. Není-li rozlišována úroveň jazyková od úrovně metajazykové, představuje „Tato věta je nepravdivá.“ paradoxní tvrzení, jež rovněž nelze považovat za výrok, neboť zde není možné stanovit pravdivostní hodnotu. 





 Model a jazyk výrokové logiky



	V předcházející kapitole byla první fáze modelování nějaké reality charakterizována jako vytváření jistého zjednodušeného abstraktního rámce, v němž se pak děje modelování formálními prostředky. Abstrakce reality představuje tedy nutnou úvodní část modelování, v níž dochází ke zjednodušení modelovaného světa.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�



	Uvažujme modelovaný „svět“ jako situaci jisté tříčlenné rodiny ve večerních hodinách, kterou je možno modelově zjednodušeně popsat těmito výroky :

„Otec sleduje v televizi fotbal, pije pivo a kouří.“             f & p & k

„Matka umývá nádobí.“                                                       n

„Syn hraje na počítači hru.“                                                 h

	Písmena f, p, k, n, a h zde představují symboly výrokové logiky pro atomické výroky

„Otec sleduje v televizi fotbal.“				f

„Otec pije pivo.“						p

„Otec kouří.“							k

popisující modelově zjednodušenou situaci v tříčlenné rodině X. Symboly & zde vyjadřují současnou platnost atomických výroků f, p, k.

	Protože výroková logika je postavena na zjednodušení, které spočívá v tom, že význam elementů zvaných atomické výroky je redukována pouze na jejich pravdivostní hodnoty, lze modelovou situaci v rodině X charakterizovat tak, že všechny zavedené symboly pro dané elementární výroky mají pravdivostní hodnoty true. Jinak tomu bude např. v rodině Y, kde je otec nekuřák a místo kouření mlsá sušenky. Pravdivostní hodnota výrokového symbolu k tedy bude false.

	Protože jazykové symboly označující atomické výroky mají v modelu výrokové logiky jen dva možné významy a to „pravdivý“ (true) nebo „nepravdivý“ (false), zredukoval se modelovaný svět reprezentovaný množinou výroků, která jej popisuje (zde je skutečným světem tříčlenná rodina a modelově zjednodušeným světem - universem diskursu množina atomických výroků reprezentovaných symboly f, p, k, n, h vypovídajících „to podstatné“ o modelovaném světě) na dvouprvkovou množinu {true, false}.

	Symboly pro atomické výroky neboli atomy, které byly v rámci modelování uvažované reality zavedeny, jsou prvky formálního jazyka výrokové logiky odpovídajícího speciálně vytvořenému modelu. Dalším prvkem formálního jazyka je zde logická spojka & umožňující spojení atomů v komponované celky.

	Dříve, než budou pravidla vytvoření formálního jazyka výrokové logiky zpřesněna, bude věnována pozornost expresivitě logických spojek neboli schopnosti logických spojek přiblížit se svými vlastnostmi vlastnostem spojek přirozeného jazyka.





 Expresivita logických spojek



	Expresivita formálního jazyka je úměrná tomu, do jaké míry je tento jazyk schopen postihnout způsob, jakým jsou ve výrazech přirozeného jazyka spojeny atomické výroky ve složitější významově soběstačné celky. V případech formálních jazyků používajících logických spojek jsou to právě ony, které tato spojení zprostředkovávají.

	Logické spojky byly zavedeny tak, aby měly v přirozených jazycích své „protějšky“. Toto vzájemné přiřazení je však značně limitováno. Pěti výrokovými spojkami (, &, (, (, ( nelze vyjádřit celou bohatost spojení vět v jazyce přirozeném.

	Např. spojka „nebo“ přirozeného jazyka, která bývá zpravidla reprezentována spojkou (, může nebo nemusí být vylučující. 



Ve větě

	 „Ema si koupila boty nebo kabelku.“

nemá spojka „nebo“ vysloveně vylučující smysl, proto je při modelování možno použít logickou spojku (. 

Ve větě

	 „Jana udělala zkoušku z logiky na výbornou nebo velmi dobrou.“

jde jednoznačně o smysl vylučující, proto spojku ( použít nelze.

	Spojka „a“ rovněž ne vždy odpovídá logickému &. Na příklad

dvojice vět

	 „Zaplaval si a vrátil se do hotelu.“ a

	 „Vrátil se do hotelu a zaplaval si.“,

která by měla vystihovat vlastnost komutativnosti spojky &, vyjadřuje spíše jistou časovou následnost způsobující, že se zde jeví jako vhodnější použít spojky ( , která komutativní není.

	Mnohé spojky přirozeného jazyka vůbec nejsou pravdivostně - funkční. Např. ve větě 

	„Pavel nešel do školy, ale (nýbrž) za školu.“

spojka „ale“ („nýbrž“) nemá svůj přímý protějšek ve formální výrokové logice, lze však pro ni s úspěchem použít logickou spojku & :

	 „Pavel nešel do školy.“ & „Pavel šel za školu.“

	Velmi důležitou spojkou je spojka ( implikace, neboť modeluje jak odvozování v matematice, tak i v jiných oblastech logického uvažování. Protože umožňuje vyjádřit, že z určitých předpokladů vyplývají určité závěry, je základní spojkou pro použití v umělé inteligenci. První z operandů implikace se nazývá antecedent, druhý konsekvent.





SYNTAX JAZYKA  L  VÝROKOVÉ LOGIKY



 Symboly abecedy jazyka L výrokové logiky



	Jazyk L výrokové logiky, který zde bude definován, vychází ze základní množiny elementárních symbolů, které tvoří jeho abecedu definovanou pro výrokovou logiku takto :



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (abecedy jazyka L výrokové logiky)

	Symboly abecedy jazyka L výrokové logiky patří výhradně do některé z následujících skupin elementárních symbolů :

 (1) Symboly a,b,c,...,a1,b1,c1,... pro výrokové proměnné 

 (2) Symboly pro logické konstanty true (T) a false (F) 

 (3) Symboly pro logické spojky : 

                                                   (   negace 

                                                   &   konjunkce 

                                                   (   disjunkce

				    (   implikace 

                                                  (   ekvivalence 

 (4) Pomocné symboly - závorky. 



	Podle počtu operandů se rozlišují mezi základními výrokovými spojkami spojka unární, tou je spojka (, a spojky binární, k nimž patří všechny zbývající čtyři základní spojky &, (, (, (.

	Logické konstanty true a false bývají někdy též považovány za nulární výrokové spojky.

	K tomu, aby bylo možno definovat syntax formulí jazyka výrokové logiky pomocí indukce a ukázat možnost její stromové reprezentace, je třeba si v následujícím odstavci připomenout některé pojmy teorie množin.





 Uspořádání a stromy



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (kartézského součinu dvou množin a binární relace)

	Kartézský součin A ( B dvou neprázdných množin A a B je množina všech uspořádaných dvojic

 {(a,b) : a(A, b(B}.

	Binární relace R mezi dvěma množinami (ne nutně navzájem různými) A a B je podmnožina kartézského součinu A ( B. V případě totožných množin A a B hovoříme o binární relaci na množině A (resp. B).



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3� (částečně a lineárně uspořádané množiny)

	(Ostré) částečné (resp. parciální) uspořádání je dvojice (A, (), kde A je množina a  (  je binární relace „menší než“ na množině A, která je antireflexivní a tranzitivní. Množina A je pak částečně uspořádaná relací  ( . 

	Mějme částečné uspořádání < na množině A podmnožinu X ( A. X je zřetězená, právě když pro všechna x,y ( X je buď x < y nebo y < x. Je-li x < y, pak x je předchůdcem y a  y je následníkem x.

	Částečné uspořádání < na množině A je lineárním uspořádáním (úplným, resp. totálním uspořádáním), právě když A je zřetězená. Množina A je pak lineárně uspořádaná relací  ( . 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (dobře uspořádané množiny)

	Částečně uspořádaná množina A relací  <  je dobře uspořádaná, právě když nemá žádnou nekonečně klesající posloupnost svých prvků, tj. takovou posloupnost 

a1, a2, ...( A,  že  ai+1 < ai  pro všechna  i > 0.

	Následující věta je základní pro dobře uspořádané množiny.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Mějme částečně uspořádanou množinu A relací <. A je dobře uspořádaná, právě když každá její neprázdná podmnožina má nejmenší prvek.





Důkaz

	Nejdříve předpokládejme, že A, < je dobře uspořádaná a dokážeme nepřímo, že každá podmnožina A má nejmenší prvek. Nechť X je nějaká neprázdná podmnožina A, o níž předpokládáme, že nemá nejmenší prvek. To znamená, že pro libovolné x ( X existuje nějaké y ( X takové, že y < x. Protože X je neprázdná, obsahuje nějaké xi. Potom existuje xi+1 ( X takové, že xi+1 < xi .Opakováním této úvahy lze vytvořit nekonečně klesající posloupnost prvků v X, což je spor s předpokladem, že A je dobře uspořádaná. Proto X musí mít nejmenší prvek.

	Obráceně, předpokládejme, že každá neprázdná podmnožina má nejmenší prvek. Při důkazu, že A je pak dobře uspořádaná množina, postupujme opět nepřímo. Jestliže v A existuje nekonečně klesající posloupnost, pak podmnožina tvořící tuto posloupnost nemá nejmenší prvek. To je ale v rozporu s předpokladem.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �5� (stromu a cesty)

	Strom je množina S prvků nazývaných uzly částečně uspořádaná relací (  s nejmenším prvkem r ( S, který se nazývá kořen stromu. Přitom pro každý uzel stromu, který není kořenem, platí, že množina jeho předchůdců je dobře uspořádána relací  ( .

	Strom, jehož každý uzel má nejvýše n následníků, se nazývá n-árním stromem.

	Cestou stromem S je každá maximální lineárně uspořádaná podmnožina S.

	Uzel stromu S, který nemá následníka, je listem stromu.



	Následující definice úrovní stromu bude tzv. induktivní definicí, která se vyznačuje tím, že je v ní definována

báze, v níž je stanoveno, jaké objekty jsou objekty výchozími (bázovými),

indukce, která stanoví pravidla, jak lze z již vytvořených objektů získat objekty další,

generalizace která vymezuje induktivně definovanou množinu pomocí její báze a indukce jako celek..



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �6� (úrovní stromu)

báze : nultá úroveň stromu S náleží jeho kořeni

indukce : (k+1)-ní úroveň stromu S tvoří ty jeho uzly, které jsou bezprostředními následníky uzlů k-té úrovně.

generalizace : každou z úrovní stromu S tvoří pouze uzly určené pomocí báze a příslušného počtu kroků indukce.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �7� (hloubky stromu)

	Hloubka stromu je takové maximální n, pro něž existuje uzel n-té úrovně.





Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �8� (ohodnoceného stromu)

	Ohodnocený strom je strom S spolu s funkcí přiřazující každému jeho uzlu objekt, který je jeho návěštím. 





 Gramatika jazyka L výrokové logiky



Jak již bylo uvedeno v kapitole 1., syntax jazyka je určena jeho gramatikou. V definici 2.1 byly zavedeny bázové symboly abecedy jazyka L, z nichž se vytvářejí formule jazyka výrokové logiky. Zde zavedeme pomocí induktivní definice způsob jejich vytváření určený  gramatikou jazyka L výrokové logiky. 

	Následující induktivní způsob definování formulí výrokové logiky je zároveň návodem k jejich konstrukci, neboť obsahuje jednak určení základních stavebních prvků (bázi), z nichž je formule konstruována, jednak induktivní postup, jak z jednodušších formulí zkonstruovat formule složitější.

Gramatika jazyka L výrokové logiky vychází z konečné nebo spočetné množiny symbolů dané abecedy (viz definici 2.1.) - atomů představujících základní  dobře utvořené formule výrokové logiky. Z nich lze tvořit další dobře utvořené formule podle gramatických pravidel formulovaných induktivně v následující definici.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �9� (gramatických pravidel jazyka L výrokové logiky)

Symboly abecedy skupiny (1) označující výrokové proměnné a skupiny (2) označující logické konstanty true a false představují atomické formule neboli atomy jazyka L výrokové logiky.

Báze :  Každá atomická formule je formulí. 

Indukce : Jsou-li X a Y formule, pak  (X, X & Y , X ( Y , X ( Y a X ( Y jsou          formule. 

Generalizace : Všechny dobře utvořené formule jazyka výrokové logiky jsou výsledkem konečného počtu aplikací základního pravidla a pravidla indukce.



	Symboly X, Y uvedené v předcházející induktivní definici gramatiky jazyka výrokové logiky nepatří k symbolům jazyka, nýbrž zde zastupují jeho libovolné formule. Obecně syntax jazyka nelze definovat jazykem samotným, nýbrž je potřeba použít metajazyka, v tomto případě jistým způsobem schématizovaného jazyka přirozeného, v němž zmíněné symboly sehrávají vůči jazyku výrokové logiky roli metasymbolů.





Backus - Naurova forma definice gramatiky jazyka L



	Gramatiku jazyka L definovanou induktivně standardním způsobem v definici 2.9. lze též zapsat formou která je známa v informatice jako Backus - Naurova forma  :



( formule ( ::= ( výroková proměnná (

	        ::= ( logická konstanta (

	        ::= ( (( formule ()

	        ::= (( formule (( binární logická spojka (( formule ()

( výroková proměnná (   ::=  a / b / c /......

( logická konstanta (       ::=  true / false

( binární logická spojka ( ::= ( / ( / ( / (





Konstrukce výrokové formule



	Induktivní proces vytváření formule aplikací gramatických pravidel se, jak vyplývá z předcházejícího odstavce, děje v postupných krocích, z nichž v každém rovněž vzniká rovněž dobře utvořená formule. Ty pak tvoří jistou posloupnost zvanou konstrukce formule. Konstrukce formule je tím složitější, čím je posloupnost nutných konstrukčních kroků vedoucích k jejímu vytvoření delší.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �10� (konstrukce formule a její složitosti)

	Konstrukce formule A z množiny atomů je posloupnost formulí B1 , B2 ,...,Bn , Bn = A, taková, v níž Bi , 1(i(n, je buď bázový atom nebo vznikla z B1 , B2 ,...,Bi-1 aplikací pravidla indukce. 

	Je-li posloupnost B1 , B2 ,...,Bn  nejkratší konstrukcí formule A, pak B1 , B2 ,..., Bn  jsou všechny podformule formule A a číslo n udává složitost konstrukce formule A. 



Úmluva :

	Pro eventuální možnost úspornějšího zápisu složitějších výrokových formulí s více binárními spojkami bez použití závorek budou zde zavedeny jisté úmluvy :

1. Priorita spojek bude dodržována v tomto pořadí :

    Ř, &, (, (, (

	Např. formule 

p ( Řq ( r ( p 

           bude konstruována jako formule

    ((p ( Řq) ( r) ( p .

2. Formule obsahující pouze vícenásobný výskyt téže binární spojky bude konstruována  �    postupem zleva doprava.

	 Např. formule 

p ( q ( Řp ( r

            bude konstruována jako formule

  ((p ( q) ( Řp) ( r .



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �2�



	Zapište posloupnost podformulí představující konstrukci následující formule A

 ((p & q) ® false) ( Řq

a stanovte složitost této konstrukce.

	Konstrukci dané formule A tvoří např. (pořadí počátečních prvků posloupnosti označujících výrokové proměnné může být jiné) tato posloupnost jejích podformulí :

 p, q, Řq, p & q, false, (p & q) ® false, ((p & q) ® false) ( Řq.

	Konstrukce formule má složitost 7, neboť konstrukce formule je v každém případě posloupností o 7 členech.





Stromová reprezentace a míry složitosti formule 



	Formuli A z příkladu 2.2, při jejíž konstrukci bylo postupně použito pravidlo indukce pro spojky Ř, &, ( a ( , lze, jak bude ukázáno, přiřadit (obr. 2.1.) ohodnocený strom, jehož uzlům jsou postupně přiřazovány jako jejich návěští všechny podformule posloupnosti tvořící  konstrukci formule. Pro takto vytvořený syntaktický formační strom je výsledná formule návěštím jeho kořene.

	Jak bude dále dokázáno, přísluší každé dobře utvořené formuli výrokové logiky jediný syntaktický formační strom. Protože všechny zavedené výrokové spojky jsou spojkami nejvýše binárními, lze pro reprezentaci syntaxe výrokových formulí využít vlastností pouze binárních stromů.

	Konstrukci formule A z předcházejícího příkladu 2.2. lze reprezentovat konečným binárním stromem, jehož kořen je označen návěštím tvaru výsledné formule A a jehož listy nesou jako návěští atomické podformule formule A.  Konstrukci formule A z předcházejícího příkladu 2.2. odpovídá, jak ukazuje obr. 2.1., grafickou formou reprezentovaný syntaktický formační strom.



                                         ((p & q) ® false) ( Řq

��                                                          

                                     (p & q) ® false         Řq

���

                                      p & q            false       q

��                        

                              p                   q                                                              

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �2�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Vlastností syntaktického formačního stromu formule se týká následující definice.

		

Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �11� (syntaktického formačního stromu formule)

	Syntaktický formační strom formule A jazyka L výrokové logiky je konečný binární strom, jehož všechny uzly jsou označeny návěštími - podformulemi formule A tak, že platí :

Kořen je označen formulí A.

Jestliže je uzel označen některým z návěští  X & Y , X ( Y , X ( Y , X ( Y, kde X, Y jsou formule, pak uzly bezprostředně následující nesou po řadě (z leva do prava) návěští X a Y.

Je-li uzel označen podformulí (X, pak uzel bezprostředně následující nese jako návěští podformuli X.

Listy jsou označeny atomickými formulemi vyskytujícími se v A.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �2�

	Ke každé výrokové formuli existuje jediný odpovídající syntaktický formační strom.



Důkaz

	Dokážeme nejdříve existenci syntaktického formačního stromu libovolné výrokové formule A. Ve druhém kroku pak dokážeme jeho jedinečnost. Důkaz bude proveden způsobem odpovídajícím induktivní definici syntaxe formule, tj. indukcí.



a) Důkaz existence syntaktického formačního stromu formule :

Pro atomickou formuli sestává syntaktický formační strom pouze z kořene, jehož návěštím je právě tato atomická formule (symbol pro elementární výrok nebo konstantu true/false).

Předpokládejme existenci syntaktického formačního stromu pro formule X a Y a uvažujme např. formuli X ( Y. Hledaný syntaktický formační strom formule X ( Y  bude mít kořen označený touto formulí jako návěštím. Levá větev vycházející z kořene povede k uzlu s návěštím X, pravá větev k uzlu s návěštím Y. Spolu s návěštími X a Y převezme syntaktický formační strom formule X ( Y  i stromy formulí X a Y jako své podstromy.

	Podobně jako v případě implikace by postupovala konstrukce syntaktického formačního stromu pro ostatní binární výrokové spojky.

	Za předpokladu existence stromu odpovídajícího formuli X  bude mít strom pro formuli (X  kořen s návěštím (X a jediná z něho vycházející větev povede k uzlu označenému X, s nímž výsledný formační strom formule (X převezme i jeho formační strom.



b) Důkaz, že syntaktický formační strom výrokové formule zkonstruovaný způsobem uvedeným v odstavci a) je jediný :

V případě atomické formule je zřejmě její syntaktický formační strom uvažovaný v odstavci a) stromem jediným. Kořen, který je zároveň listem tvoří celý strom.

Předpokládejme jedinečnost syntaktických formačních stromů formulí X a Y. Uvažujme  např. syntaktický formační strom formule X ( Y. Podle definice nese kořen stromu návěští X ( Y a je následován jednoznačně levou a pravou větví směřující k uzlům označeným postupně z leva do prava návěštími X a Y. Tento vztah mezi stromem formule a stromy jejích podformulí přesně odpovídá situaci při konstrukci stromu v odstavci a). Jde tedy o týž jednoznačně určený syntaktický formační strom formule X ( Y. Podobnou úvahu by bylo možno provést pro ostatní výrokové spojky.



	Vzájemně jednoznačné přiřazení dobře utvořené výrokové formule a jejího syntaktického formačního stromu umožňuje definovat vedle složitosti konstrukce formule též její hloubku a základnu.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �12� (hloubky a základny formule)

	Hloubka formule je hloubkou jejího syntaktického formačního stromu.

	Základnu formule tvoří množina atomických formulí, které jsou návěštími listů jejího syntaktického formačního stromu.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �3�



	Stanovte hloubku a velikost základny formule ((p & q) ® false) ( Řq  z příkladu 2.2., jejíž syntaktický formační strom je zobrazen na obr. 2.1.

	

	Formule má hloubku h = 3, neboť obsahuje maximálně uzly 3. úrovně.

	Základnu formule tvoří tři atomické formule p, q, a false.



	Pro důkazy řady vlastností výrokových formulí bude v následujících odstavcích používána metoda indukce podle složitosti formule. Tento pojem definovaný v následující definici je třeba odlišit od pojmu složitosti konstrukce formule z definice  2.10.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �13� (složitosti formule)

	Složitost formule je rovna počtu uzlů syntaktického formačního stromu formule, které nejsou listy.



	Z definice 2.11., podle níž je syntaktický formační strom formule vytvářen, vyplývá platnost následující věty.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �3�

Složitost formule je rovna počtu výrokových spojek vyskytujících se ve formuli.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �4�

	Složitost konstrukce formule je menší nebo rovna součtu složitosti formule a velikosti její základny.



Důkaz

	Z definic je zřejmé, že pokud se ve formuli nevyskytuje vícenásobně žádná její neatomická podformule, je složitost konstrukce formule rovna součtu složitosti formule a velikosti její základny. V opačném případě jsou do složitosti formule započítávány i ty spojky, které se vyskytují opakovaně v týchž podformulích, a proto je součet složitosti formule a velikosti její základny větší než počet členů posloupnosti konstrukce formule, v níž se podformule opakovaně nevyskytují.



	Formule z příkladu 2.2. má složitost 4, přitom složitost její konstrukce je, jak je v řešení příkladu uvedeno, rovna 7 a  základna má (viz příklad 2.3.) velikost 3. 





 Spočetnost množiny výrokových formulí



	Na závěr kapitoly o syntaxi jazyka výrokové logiky je třeba si položit otázku, kolik je jeho dobře utvořených formulí.

	Snadno lze dokázat, že v případě spočetné abecedy platí pro množinu formulí výrokové logiky následující věta.





Věta � ODKNASTYL 1 \n �2�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �5�

	Množina všech výrokových formulí utvořených ze spočetné množiny atomických formulí je spočetná.



Důkaz

	Množina P všech atomických formulí je spočetná, existuje tedy bijekce mezi touto množinou a podmnožinou množiny N přirozených čísel. Všech výrokových formulí proto není méně než prvků množiny P ani více než slov utvořených ze sjednocení 

P ( {Ř, & , (, (, (, ( , ) }

spočetné abecedy P a konečné abecedy symbolů jazyka L výrokové logiky {Ř, & , (, (, (, ( , ) }, kterých je spočetně mnoho. Pro představu, jakým způsobem mohou být postupně konstruované formule numerovány, tj. jakým způsobem jim mohou být přiřazována přirozená čísla, slouží uspořádání formulí naznačené v obr. 2.2.

	V záhlaví tabulky, tj. horním řádku a levém sloupci jsou uvedeny formule, z nichž je na průsečíku příslušného řádku a sloupce vždy zkonstruována formule pomocí logické spojky. V obr. 2.2. je použita pouze spojka implikace, při použití dalších spojek by na příslušných průsečících byla uvedena další tři logická spojení, která by rovněž byla zahrnuta do numerace a zapsána do řádku i sloupce záhlaví tabulky. Zavedení negací do numerace lze pak provést tak, že negace každé z formulí v řádku záhlaví bude zařazena za tuto formuli, v případě sloupce záhlaví pod tuto formuli. 



�
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Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �2�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �2�











Cvičení 2



1. Které z následujících jazykových výrazů jsou výroky ? Které z nich jsou atomické a  �    které komponované ? Druhé z nich rozložte na atomy a pro všechny výroky stanovte �    jejich pravdivostní hodnoty, resp. diskutujte, na čem jejich pravdivost závisí.

Hodiny nejdou.

Asi se pokazily.

Hodiny se asi pokazily.

Máš raději kávu nebo čaj ?

Mám raději kávu.

Káva i čaj obsahují kofein.

Kofein je škodlivý.

Kdo se směje naposled, ten se směje nejlépe.

Nesměj se !

Přinesl jsem kus chleba, párky a hořčici.

Jan má rád párky, zatímco Vaškovi stačí suchý chléb.

S hořčicí je párek chutnější.

Podej mi trochu hořčice.

Podám ti hořčici, když mi podáš chléb.

Není zato, co se třpytí.

Něco se třpytí.

Zlato, stříbro a platina se třpytí.



2. Stanovte, zdali a na čem závisí pravdivost následujících výroků :

Pět minut před smrtí ještě žil.

Platí-li, že prší-li, je mokrý chodník, pak platí, že není-li mokrý chodník, pak nepršelo.

Obloha je modrá.

Tento výrok je nepravdivý.

Jedna a jedna jsou dvě.

Rovnoběžné přímky mají společný bod.

Dvě různoběžné přímky tvoří hyperbolu.



3. K následujícím větám sestavte výrokové formule

Prší a mrzne, ale nesněží.

Buď prší nebo sněží a mrzne.

Mrzne-li, neprší nebo sněží.

Mrzne-li nebo sněží, neprší.



 4. Nakreslete syntaktický formační strom formule a stanovte její hloubku, základnu, složitost a�     složitost konstrukce.

( p ( ( q ® r )) ® (( p & s ) ® r )

(p & q ® Řq) « ((r ( q) & (p ® s))

((q & r ) ® (Ř p ( (s & Řt))) ® ( p ( Ř q)



5.  Do formule Ř(p & q) dosaďte současně za p formuli q ® r a za q formuli  s & Řt. K �     výsledné formuli sestrojte syntaktický formační strom.



6. Substituce z příkladu 5 proveďte ne současně, ale v napsaném pořadí. K výsledné �     formuli  sestrojte syntaktický formační strom.



7.  Najděte chybu v konstrukci syntaktického formačního stromu formule



                                         ((p ® q) & r) ® (r ( Řq)

��                                                          

                                         (p ® q) & r         r ( Řq

����

                                      p ® q           r     r               Řq

��

			p	      q

�

SÉMANTIKA JAZYKA L VÝROKOVÉ LOGIKY





	Přiřazení významu neboli interpretaci prvků jazyka výrokové logiky bude věnována tato kapitola. Budou v ní induktivně definována interpretační pravidla, která umožní na základě určité stanovené pravdivostní struktury výrokových proměnných vyskytujících se ve formuli stanovit výslednou hodnotu interpretace jednotlivých logických spojení. Podle těchto pravidel jsou atomickým a v návaznosti na ně komponovaným formulím jazyka přiřazovány jejich významy - denotáty z dvouprvkové množiny {true, false(.

	Na základě zavedené sémantiky jazyka L budou též zavedeny pojmy jeho logicky platné (tautologické) formule, jeho splnitelné a nesplnitelné (kontradiktické) formule, aby pak v následující kapitole mohla být uvedena řada metod (algoritmů) analýzy splnitelnosti, resp. logické platnosti formule. 

	Značná pozornost bude věnována možnostem zjednodušujícího přepisu formulí na ekvivalentní formule obsahující určité (funkčně úplné) množiny výrokových spojek. Především půjde o takové ekvivalence výrokových formulí, které dávají možnost převedení formulí do konjunktivních a disjunktivních normálních forem, na které lze snadno aplikovat řadu algoritmů rozhodování platnosti, event. splnitelnosti formulí, uvedených dále v následující kapitole.







VÝZNAM JAZYKA L VÝROKOVÉ LOGIKY



 Interpretace jazyka L výrokové logiky 



	V předcházející kapitole byl nezávisle na významu definován čistě formálně konstruovaný jazyk L výrokové logiky. Podobně jako je tomu u sémantiky jazyka přirozeného, kdy jednotlivým jazykovým výrazům náleží jako jejich denotáty pojmy, mají i formule modelově zjednodušeného jazyka výrokové logiky svoji denotační sémantiku, spočívající v přiřazování denotátu každé z jeho dobře utvořených formulí. To ve výrokové logice znamená, že při dané pravdivostní struktuře elementárních výroků je každá její dobře utvořená formule jednoznačně interpretována určitou pravdivostní hodnotou. 

	Jak již vyplývá z vymezení pojmu výroku na základě pojmu pravdivosti či nepravdivosti elementárních tvrzení, atomické formule výrokové logiky, kterými jsou elementární výroky reprezentovány, nabývají vždy pouze některé z logických hodnot true, false. Totéž platí, jak bude dále zpřesněno, i  pro formule komponované. Jinými slovy, oborem sémantické interpretace výrokové logiky je dvouprvková množina W = {true, false}. - její universum diskursu.

	Proces přiřazování významu, který se nazývá interpretací formule, začíná stanovením určité pravdivostní struktury atomů vyskytujících se ve formuli. V případě logických konstant true, false jsou denotáty konstantně dány příslušnými pravdivostními hodnotami universa diskursu. V případě výrokových proměnných se denotáty stanoví valuací, tj. jejich ohodnocením, a to rovněž vždy některou z  pravdivostních hodnot universa diskursu. Na základě přiřazení významu elementárním prvkům (atomům) jazyka se pak stanoví pomocí interpretačních pravidel její výsledná pravdivostní hodnota interpretace komponované formule.

	V následujícím odstavci budou pojmy týkající se interpretace formulí výrokové logiky definovány přesněji.





 Valuace výrokových proměnných a interpretace formulí



	Zatímco symboly jazyka L výrokové logiky označující logické konstanty (symboly true, false) mají své denotáty v universu diskursu konstantně přiřazeny tak, že D(true) = true („pravdivý“), D(false) = false („nepravdivý“) (symbol D zde označuje denotační zobrazení přiřazující jazykovému výrazu objekt universa diskursu jako jeho denotát), symbolům pro výrokové proměnné je třeba, jak již bylo zmíněno, jejich význam přiřadit. Toto přiřazení se, jak bude zpřesněno v následující definici, nazývá jejich ohodnocením neboli valuací.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (valuace výrokových proměnných)

	Valuace (ohodnocení) symbolu p označujícího výrokovou proměnnou je funkční zobrazení v(p) přiřazující proměnné p jednu ze dvou možných pravdivostních hodnot z universa diskursu W = {true, false}

v(p) = true/false.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (interpretace dobře utvořené formule jazyka L výrokové logiky)

	Nechť v je valuace výrokových proměnných dobře utvořené formule A jazyka L, D je denotační zobrazení. Indukcí podle složitosti formule A definujeme interpretaci formule A při valuaci jejích proměnných v jako funkční zobrazení

 I(A[v]) = true/false 

takto :

1.  Báze�     Je-li formule A symbolem pro výrokovou proměnnou p v jazyce L, pak �			            	 I(A[v]) = v(p). 

     Je-li formule A symbolem pro logickou konstantu true/false, pak �			            	 I(A[v]) = D(A) = true/false. 



2.  Indukce�     Jsou-li B, C formule jazyka L, pak 

I(ŘB[v]) = true, právě když  I(B[v]) = false

I((B ( C)[v]) = true, právě když I(B[v]) = true nebo I(C[v]) = true 

I((B ( C)[v]) = true, právě když současně platí I(B[v]) = true a  I(C[v]) = true

I((B ( C)[v]) = true, právě když I(B[v]) = false nebo I(C[v]) = true

I((B ( C)[v]) = true, právě když současně I((B ( C)[v]) = true a I((C ( B)[v]) = true. 

3.  Generalizace

      Pravdivostní hodnota interpretace libovolné formule jazyka L výrokové logiky se pro �      danou valuaci v jejích výrokových proměnných stanoví vždy konečným počtem aplikací �      kroků 1. a 2.



	

Tabulky interpretačních pravidel

	

	Definice 3.2 představuje definici funkčního zobrazení I(A(v(), kdy dané valuaci v výrokových proměnných formule A odpovídá vždy jediná výsledná hodnota interpretace formule A.

	Funkční pojetí způsobu určení interpretačních pravidel umožňuje jejich přehledné vyjádření pravdivostními tabulkami (� ODK _Ref441317452 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 3-1�). Pravidlu pro interpretaci negace formule A odpovídá funkce jedné proměnné typu f(A), pravidlům pro ostatní logické spojky spojující formule A a B funkce dvou proměnných typu f(A,B).



	

A�B�f(A)�(   (  �  f(A,B)� (   (  �(����ŘA�A & B�A ( B�A ( B�A « B��F�F�T�F�F�T�T��F�T�T�F�T�T�F��T�F�F�F�T�F�F��T�T�F�T�T�T�T��Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �3�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ \r 1 �1�	









Interpretace formulí Booleovými funkcemi 



	Uvažujme nyní obecněji aplikaci zavedeného postupu interpretace na formuli s n výrokovými proměnnými p1,...,pn . Zde jde v prvním kroku o ohodnocení výrokových proměnných p1,...,pn a na základě nich pak o postupné odvozování výsledné pravdivostní hodnoty pomocí interpretačních pravidel. Tento postup lze též reprezentovat charakteristickou funkcí n proměnných definovaných na n-rozměrných vektorech z nul a jedniček a nabývající též hodnot z množiny {0,1}. Přitom je pravdivostní hodnota true zastoupena hodnotou 1, pravdivostní hodnota false hodnotou 0 charakteristické funkce pravdivosti formule.

	Interpretaci výrokové formule o n výrokových proměnných lze pokládat za stanovení hodnoty funkce, jejímž definičním oborem je kartézský součin {0,1}n a oborem hodnot množina {0,1}. 

	Funkce tohoto typu se obecně nazývají Booleovy funkce n argumentů.

	Definiční obor Booleovy funkce n argumentů obsahuje právě 2n prvků. Navzájem různých Booleových funkcí nad tímto definičním oborem je právě tolik, kolik je navzájem různých slov délky 2n nad dvouprvkovou abecedou {0,1}, tj. 2n -tá mocnina čísla 2. Např. Booleových funkcí dvou argumentů je 16. Všechny tyto možné funkce dvou výrokových proměnných a, b jsou uvedeny v � ODK _Ref439319263 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 3-2�.

	V � ODK _Ref439319263 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 3-2� lze vedle již známých charakteristických funkcí základních výrokových spojek vidět i funkce odpovídající dalším užitečným výrokovým spojkám, jakými jsou např. spojka (+) pro vylučovací nebo, spojka nor ( (negace disjunkce), která je pravdivá pouze pro dvojici (0,0) a spojka nand ( pro (negace konjunkce) nebo též Schefferův operátor, která je nepravdivá pouze pro dvojici (1,1).





a�b�F�a(b���a&b�Řa�Řb�A«b�a(+)b�b�a�a( b��a®b�a(b�T��0�0�0�1�0�0�0�1�1�1�0�0�0�0�1�1�1�1��0�1�0�0�1�0�0�1�0�0�1�1�0�1�0�1�1�1��1�0�0�0�0�1�0�0�1�0�1�0�1�1�1�0�1�1��1�1�0�0�0�0�1�0�0�1�0�1�1�1�1�1�0�1��                                                                                                                    Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �3�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �2�



	V následujícím odstavci, stejně jako v řadě dalších, bude ve známé tabulkové metodě sémantické analýzy formule, tj. analýzy interpretací formule při různých valuacích výrokových proměnných, používána notace Booleových funkcí (pravdivostní hodnoty nahrazeny hodnotami charakteristické funkce 0/1).





Tabulková metoda sémantické analýzy formule



	V � ODK _Ref439319136 \* VČETNĚFORMÁTU �Chyba! Nenalezen zdroj odkazů.� jsou uvedena interpretační pravidla pro interpretaci formulí s výrokovými spojkami Ř, & , (, (, (  přehledným způsobem pomocí interpretačních tabulek, vztahujících se k jednotlivým spojkám. Obdobně přehlednou tabulkovou metodou vyhodnocování Booleových funkcí je možno postupovat i při sémantické analýze formule. Ta spočívá v interpretacích formule pomocí interpretačních pravidel, přičemž jsou postupně uvažovány a řazeny do interpretační tabulky všechny možné valuace jejích výrokových proměnných.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Analýzujte tabulkovou metodou sémantiku formule ((p & q) ® false) ( Řq.

	V případě formule 

((p & q) ® false) ( Řq , 

jejíž syntax byla diskutována v odstavci 2.2.2., bude potřeba pro dvojici symbolů reprezentujících výrokové proměnné uvažovat 22 = 4 různých variací ohodnocení. 

	Jednotlivé řádky tabulky sémantické analýzy formule představují interpretace dané formule při valuacích dvou výrokových proměnných, uspořádaných v prvních dvou sloupcích tabulky.

	Jak je vidět z � ODK _Ref439320488 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 3-3�, některé postupně již interpretované podformule je vhodné v tabulce pro přehlednost označit metasymboly.





��X�Y����p�q�p & q�X ® false�Řq�Y ( Řq��0�0�0�1�1�1��0�1�0�1�0�1��1�0�0�1�1�1��1�1�1�0�0�0��                                                                                                          Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �3�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �3�

	

	Tabulková metoda sémantické analýzy formule je metodou v principu nejjednodušší, která je však použitelná jen pro formule málo složité. 



 Splnitelné formule, tautologie a kontradikce



 	Při sémantické analýze formule tabulkovou metodou se v posledním výsledném sloupci objeví jedničky spolu s nulami, pouze jedničky nebo pouze nuly. Je proto vhodné již nyní zavést pojmy, které uvedené tři případy pojmenovávají a víceméně charakterizují.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3� (splnitelnosti, platnosti a nesplnitelnosti formule)

	Formule A je splnitelná, je-li buď logickou konstantou true nebo existuje-li valuace v jejích výrokových proměnných, při němž I(A(v() = true. 

	Formule A je logicky platná neboli tautologie (označujeme  (( A ), je-li I(A(v() = true při každé valuaci v výrokových proměnných.

	Formule A je nesplnitelná neboli kontradikce, je-li pro všechny valuace v jejích výrokových proměnných I(A(v() = false.



	Vzájemné souvislosti výše definovaných pojmů spolu s metodami rozhodování, o který z případů jde, budou uvedeny v následujících odstavcích.





 Modely formulí



	Dříve, než bude definován pojem modelu formule, je třeba připomenout, že každá valuace výrokových proměnných je přiřazením určité pravdivostní struktury elementárním výrokům, které zastoupeny výrokovými proměnnými tvoří součást báze jazyka zkonstruovaného speciálně k reprezentaci určitého problému. Interpretace formule A  pravdivostní hodnotou true vychází tedy z určité pravdivostní struktury elementárních výroků o modelovaném světě reprezentovaných výrokovými proměnnými. Ve výrokové logice se v takovém případě hovoří o modelu formule A.

	V případě, že uvažujeme množinu formulí U namísto formule jediné, se hovoří o modelu množiny formulí U. Model formule je pak modelem jednoprvkové množiny formulí.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (modelu množiny formulí, modelu formule)

	Pravdivostní struktura všech výrokových proměnných vyskytujících se v množině formulí U = (A1, A1,...,An(, určená jejich valuací v, je modelem množiny formulí (A1, A1,...,An(, jestliže platí I(Ai(v() = true pro všechna i, 1 ( i ( n.

	Jde-li o jednoprvkovou množinou U = (A(, hovoříme o modelu formule A.





		

 Dualita formulí 



	Vytvoříme-li interpretační tabulku libovolné formule A a provedeme-li na ní transformaci spočívající ve vzájemné záměně všech pravdivostních hodnot tabulky, dostaneme interpretační tabulku formule AD duální k dané formuli A. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �5� (duality formulí)

	Formule AD, jejíž interpretační tabulka byla vytvořena z interpretační tabulky formule A vzájemnou záměnou všech jejích pravdivostních hodnot, je formulí duální k formuli A.

	Tabulky 3.4. a 3.5. zobrazují formuli  a & b  a  k ní duální formuli (a & b)D .



                         Interpretační tabulka                          Interpretační tabulka duální 

                          formule a & b                                      formule (a & b)D

	

a�b�a & b��a�b�(a & b)D��F�F�F��T�T�T��F�T�F��T�F�T��T�F�F��F�T�T��T�T�T��F�F�F��                                                    Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �3�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �4�				Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �3�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �5�	



a�b�a ( b��F�F�F��F�T�T��T�F�T��T�T�T��                                                                                     Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �3�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �6�



	Porovnáme-li nyní interpretační tabulku formule (a & b)D s interpretační tabulkou formule a ( b (tab. 3.6.), vidíme, že se vzájemně liší pouze pořadím řádků. Formule a & b a formule a ( b jsou tedy formulemi duálními. Spojky & a (  proto bývají nazývány spojkami duálními.



Substituce



	V tabulce 3-3 byly některé podformule dané interpretované formule v záhlaví sloupců označeny metasymboly. 

Konkrétně bylo zavedeno : za podformuli (p & q) symbol X, 

                                          za podformuli ((p & q) ® false) symbol Y.

 To umožnilo vyjádřit danou formuli stručnějším způsobem.

	Naopak, za metajazykový symbol pro podformuli dané formule lze substituovat její jazykovou podformuli. Totéž platí pro jazykový symbol označující výrokovou proměnnou.

	Následující velmi užitečná věta se týká substitucí do formulí, které jsou tautologiemi.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ \r 1 �1� (o tautologiích)

	Nechť A je výroková formule s výrokovými proměnnými p1 ,..,pn . Nechť A vznikne z A’ tak, že za každý výskyt proměnné pi , 1(i(n, je substituována formule B. Je-li A tautologií, pak je tautologií i A’ .



Důkaz

	Je-li A tautologií, pak je interpretována jako true nezávisle na ohodnocení výrokových proměnných pi, 1(i(n, resp. po substituci podformulí B nezávisle na výsledku jejich interpretace. Proto A’ je rovněž tautologií.





EKVIVALENCE VÝROKOVÝCH FORMULÍ



Ekvivalence jazyková a metajazyková



Dvě formule A, B, které nejsou z hlediska pravdivosti od sebe odlišitelné při žádné valuaci v výrokových proměnných obsažených v obou formulích, pokládáme za sémanticky ekvivalentní. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �6� (ekvivalence formulí)

	Formule A, B jsou ekvivalentní, označujeme A  (  B, platí-li pro jejich interpretace 

I(A(v() = I(B(v() 

při libovolné valuaci v jejich výrokových proměnných.

Je zřejmé, že výraz A  (  B označující ekvivalenci formulí A a B představuje ekvivalenci metajazykovou, rozdílnou od ekvivalence podformulí, pro niž používáme spojku ( jazyka L výrokové logiky. 

Zavedený způsob vyjádření ekvivalence dvou formulí výrazem A  (  B je evidentně výrazem metajazykovým už proto, že A a B nejsou symboly jazyka výrokové logiky, nýbrž symboly označující dobře utvořené formule jazyka výrokové logiky. Je zde proto na místě použít jiného symbolu ekvivalence, než je jazykový symbol « zavedený definicí 2.1. 

Z definice 3.2. interpretace ekvivalence výrokových formulí vyplývá, že po substituci dobře utvořených formulí jazyka výrokové logiky za metasymboly A a B je možno symbol ( nahradit jazykovým symbolem ( a získat tak rovněž dobře utvořenou výrokovou formuli.

	Např. při substituci p ( q za A a substituci q ( p za B je namístě použít pro vyjádření ekvivalence podformulí vzniklé dobře utvořené formule spojky (, přičemž ekvivalence

 p ( q « q ( p

je dobře utvořenou formulí výrokové logiky (s využitím úmluvy o prioritách logických spojek).

	Přestože symboly « a  Ű neznamenají totéž, je zřejmé, že metajazyková ekvivalence A  Ű B platí, právě když ekvivalence jazykových výrazů odpovídajících symbolům A a B je tautologií.





Nejčastěji používané ekvivalence výrokových formulí



	� ODK _Ref439321069 \* VČETNĚFORMÁTU �Věta 3.1 (o tautologiích)� spolu s úvahami předcházejícího odstavce o ekvivalentních formulích poskytuje možnost vyjádření a praktického využití řady užitečných ekvivalencí.



	Následující ekvivalence vyjádřené formou metajazykových schémat patří k nejznámějším a nejvíce používaným. Symboly X,Y,... v nich představují libovolné dobře utvořené formule, metajazykový symbol (( zde vyjadřuje platnost uvedených ekvivalencí. Substitucí dobře utvořených formulí za metasymboly X, Y,...  a náhradou metajazykové spojky  Ű spojkou « vzniknou z uvedených schémat  tautologie výrokové logiky.



 (1)  (( ( X & X )  Ű X                                                           idempotence 

 (2)  |= ( X ( X )  Ű X                                                                     “



 (3)  |= ( X & Y )  Ű ( Y & X )                                                komutativnost          

 (4)  |= ( X ( Y )  Ű ( Y ( X )                                                           “



 (5)  |= (( X & Y ) & Z)  Ű ( X & ( Y & Z ))                           asociativnost

 (6)  |= (( X ( Y ) (  Z)  Ű ( X (  ( Y (  Z ))                                     “



 (7)  |= (( X & Y ) (  Z)  Ű (( X (  Z) & (Y (  Z ))                 distributivnost

 (8)  |= (( X ( Y ) & Z)  Ű (( X & Z ) (  ( Y & Z ))                           “



 (9)  |= ( X ( ŘX )  Ű true                                                     komplementárnost

(10) |= ( X & ŘX )  Ű false                                                               “



(11) |= X  Ű X                                                                      identita

(12) |= Ř(ŘX)  Ű X                                                              involuce



(13) |= Ř( X & Y )  Ű (ŘX ( ŘY )                                        de Morganovo pravidlo

(14) |= Ř( X (  Y )  Ű (ŘX & ŘY )                                                     “



(15) |= ( X (  ( X & Y ))  Ű X                                               absorpce

(16) |= ( X & ( X (  Y ))  Ű X                                                     “



(17) |= (X (  true)  Ű true

(18) |= (X (  false)  Ű X

(19) |= ( X & true )  Ű X

(20) |= ( X & false )  Ű false

(21) |= ŘX  Ű ( X ® false )





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �2�

	Upravte formuli p & (Řp (  q) na jednodušší ekvivalentní formuli.

p & (Řp (  q)  Ű (p & Řp) (  (p & q)  Ű false (  (p & q)  Ű (p & q)

 Při úpravě byla použita komutativnost (3), distributivnost (8) a komplementárnost (10).





Funkčně úplné množiny výrokových spojek



	De Morganova pravidla ( ekvivalence (13) a (14) ) z předcházejícího odstavce jsou příkladem toho, jak lze pomocí ekvivalentní formule nahradit určitou výrokovou spojku jinou výrokovou spojkou. Následující ekvivalence obdobně definují pomocí negace a implikace ostatní binární logické spojky :



(22) |= ( X (  Y )  Ű (ŘX ® Y )                                               náhrada spojek & a (

(23) |= ( X & Y )  Ű Ř( X ® ŘY )                                            spojkami Ř a ®

(24) |=( X « Y )  Ű ( X ® Y ) & ( Y ® X )



	Naopak lze v případě potřeby nahradit spojku ® spojkami Ř a ( :

(25) |= ( X ® Y )  Ű ( ŘX ( Y )



	„Vylučující nebo“ (+) lze definovat pomocí konjunkce a disjunkce

(26) |= ( X (+) Y )  Ű ( X & ŘY ) ( (ŘX & Y )



	Pro účely důkazů bývá vhodné použít ekvivalence

(27) |= ( A ® B )  Ű (ŘB ® ŘA)



	V souvislosti s možností náhrady výrokové spojky jinými spojkami se nabízí otázka, zdali existují takové podmnožiny výrokových spojek, kterými lze nahradit všechny zbývající výrokové spojky.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �7� (funkčně úplné množiny výrokových spojek)

	Množina výrokových spojek je funkčně úplná, jestliže lze pomocí této množiny nahradit (přepisem formulí na formule ekvivalentní) všechny zbývající výrokové spojky. 



	Z výše uvedeného příkladu vyplývá, že množina {Ř, ®} je funkčně úplná.

	Množina spojek {&,(,Ř} tvoří rovněž funkčně úplnou množinu. Protože spojku & lze vyjádřit pomocí spojek (  , Ř a naopak spojku ( pomocí spojek & , Ř De Morganovými pravidly, je funkčně úplná i množina {(,Ř}, resp. množina {&,Ř} (množina {&,( } nikoliv).

	Jednoprvkovou funkčně úplnou množinu výrokových spojek tvoří spojka ( - negace disjunkce neboli nor, pravdivá pouze pro (0,0), neboť platí

 Řa  Ű a ( a ,

 a & b  Ű (a ( a) (  (b ( b).

	Další jednoprvkovou funkčně úplnou množinu výrokových spojek tvoří spojka ( - negace konjunkce neboli nand, nepravdivá pouze pro (1,1), neboť platí

 Řa  Ű a ( a ,

 a ( b  Ű (a ( a) ( (b ( b).



	Snadno lze dokázat, že každá z uvedených spojek tvořících jednoprvkové funkčně úplné množiny je ekvivalentní ŘX, tj.

(28) |= ( X ( X )  Ű ŘX ,

(29) |= ( X ( X )  Ű ŘX ,

což je vlastnost využívaná v digitální elektronice.



NORMÁLNÍ FORMY VÝROKOVÝCH FORMULÍ



	Pro normální formy formulí výrokové logiky je charakteristické, že vystačí pouze s trojicí výrokových spojek ((, (, ( ( tvořících funkčně úplnou množinu. Výrokové proměnné se ve formulích vyskytují jako literály, tj. se spojkou negace nebo bez ní.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �8� (literálů výrokové proměnné)

	Literálem je výroková proměnná p vyskytující se ve formuli nebo její negace (p. Dvouprvková množina (p, (p( přitom tvoří komplementární pár literálů výrokové proměnné p.



 Disjunktivní normální formy formulí



	Pro speciální účely je vhodné transformovat výrokové formule do speciálních normálních tvarů. Je-li účelné vystihnout ty valuace výrokových proměnných, které vedou k interpretaci formule jako true, je pro tento účel vhodnou formou ekvivalentní dané formuli její disjunktivní normální forma.

	Jak je vidět z následujících definic, disjunktivní normální formy neobsahují jiné výrokové spojky než spojky negace, konjunkce a disjunkce. Stejně tomu bude i u konjunktivních normálních forem, které budou diskutovány v následujícím odstavci.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �9� (disjunktivní normální formy formule)

	Výroková formule je v disjunktivní normální formě, je-li disjunkcí několika podformulí (disjunktů), o nichž platí : 

Každý disjunkt je konjunkcí konečně mnoha literálů. 

V žádném disjunktu se sobě odpovídající pozitivní a negativní literály nevyskytují současně. 

	Úplná disjunktivní normální forma formule A je její disjunktivní normální forma, v níž každý disjunkt obsahuje literály všech výrokových proměnných vyskytujících se ve formuli A. 



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �3�

	Najděte úplnou disjunktivní normální formu formule

 a & ( b ( Ř(Řc ® a )).



���X�Y���a�b�c�Ř c ® a�b ( Ř X�  a & Y��0�0�0�0�1�0��0�0�1�1�0�0��0�1�0�0�1�0��0�1�1�1�1�0��1�0�0�1�0�0��1�0�1�1�0�0��1�1�0�1�1�1��1�1�1�1�1�1��                                                                                                                    Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �3�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �7�



	Daná formule je podle výsledků interpretace ekvivalentní formuli 

( a & b & Řc ) (  ( a & b & c ), 

která představuje její úplnou disjunktivní normální formu.



	Z uvedeného způsobu konstrukce vyplývá, že každá výroková formule, která není kontradikcí, je ekvivalentní jisté formuli v úplné disjunktivní normální formě. Přitom dvě úplné disjunktivní normální formy téže formule se mohou lišit nejvýše pořadím složek v téže disjunkci nebo konjunkci. 

	Úplná disjunktivní normální forma kontradikce, tj. forma s výskytem literálů všech proměnných obsažených ve formuli, je prázdnou disjunkcí, neboť ji  nelze uvedeným postupem sestrojit. Lze však, jak ukazuje následující příklad, ekvivalentními úpravami dospět i v tomto případě k disjunktivní normální formě (ne úplné), kterou je nesplnitelná logická konstanta false, stejně jako tomu bylo v případě prázdné disjunkce.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �4�

	Převeďte ekvivalentními úpravami do disjunktivní normální formy formuli

a ( ((b ( a)

	Interpretace formule pomocí tabulkové metody by ukázala, že formule je kontradikcí, proto k ní nelze výše popsaným způsobem sestrojit úplnou disjunktivní normální formu. Úpravami formule lze dospět k následujícímu závěru :



 a ( ((((b ( (a))

a ( (b ( (a)

a ( b ( (a

false



Věta � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �2�

	Každou výrokovou formuli lze převést do ekvivalentní disjunktivní normální formy.



Důkaz

	K převedení libovolné formule do ekvivalentního disjunktivního normálního tvaru jsou k dispozici následující ekvivalentní úpravy :

1. Eliminace výrokových spojek ( a ( pomocí funkčně úplné množiny ((, (, ((.

2. Převedení negací dovnitř závorek pomocí de Morganových pravidel (13) a (14).

3. Eliminace dvojí negace pomocí ekvivalence (12).

4. Použití distributivních zákonů (7) a (8).





Konjunktivní normální formy formulí



	Pro umělou inteligenci mají mimořádný význam formule normalizované do svých konjunktivních normálních forem.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �10� (konjunktivní normální formy formule)

	Výroková formule je v konjunktivní normální formě, je-li konjunkcí několika konjunktů, o nichž platí : 

Každý konjunkt je disjunkcí konečně mnoha literálů.

V žádném konjunktu se sobě odpovídající pozitivní a negativní literály nevyskytují současně. 

	Úplná konjunktivní normální forma formule A je její konjunktivní normální forma, v níž každý konjunkt obsahuje literály všech výrokových proměnných vyskytujících se ve formuli A. 



	Jak je vidět z definic disjunktivních a konjunktivních normálních forem, lze z jedné z nich získat druhou záměnou pojmů konjunkce a disjunkce. Tato vlastnost se, jak již bylo uvedeno, nazývá dualita.

	S využitím De Morganova pravidla (14) lze ke konstrukci úplné konjunktivní normální formy použít postupu z předcházejícího příkladu.

 Úplnou konjunktivní normální formu formule A lze pak vytvořit tímto postupem :

Vytvoření negace formule A.

Vytvoření úplné disjunktivní normální formy negace formule A.

Znova negace a použití De Morganova pravidla (14) pro převedení do úplné konjunktivní normální formy.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �5�

	Najděte úplnou konjunktivní normální formu formule

 (Řa ® c ) ® ( b & (Řc ® a )).





���X�Y�Z����a�b�c�Řa ® c�Řc®a�b & Y�X ® Z�Ř(X®Z)��0�0�0�0�0�0�1�0��0�0�1�1�1�0�0�1��0�1�0�0�0�0�1�0��0�1�1�1�1�1�1�0��1�0�0�1�1�0�0�1��1�0�1�1�1�0�0�1��1�1�0�1�1�1�1�0��1�1�1�1�1�1�1�0��                                                                                                                Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �3�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �8�



Podle výše uvedeného postupu je prvním krokem tabulkové metody vytváření úplné konjunktivní normální formy, stejně jako tomu bylo v případě úplné disjunktivní normální formy, její sémantická analýza pomocí pravdivostní tabulky (tab. 3.7.).

	Formule

 (Řa & Řb & c) ( ( a & Řb & Řc ) ( ( a & Řb & c )

je úplnou disjunktivní normální formou negace původní formule. Další negací a s využitím De Morganova pravidla lze pak tuto formuli převést do úplné konjunktivní normální formy formule původní :

 ( a ( b ( Řc ) & (Řa ( b ( c ) & (Řa ( b ( Řc ).

 V uvedeném případě je úplná konjunktivní normální forma konjunkcí tří klauzulí. Vhodnými úpravami lze tuto formuli značně zjednodušit (na úkor její úplnosti) .

 (( a ( Řc ) & (Řa ( c ) & (Řa ( Řc )) ( b

 (( a ( Řc ) & (Řa ( ( c & Řc ))) ( b

 (( a ( Řc ) & (Řa ( false)) ( b

 (( a ( Řc ) & Řa )) ( b

 (( a & Řa ) ( (Řc & Řa )) ( b

 ( false ( (Řc & Řa )) ( b

 (Řc ( b ) & (Řa ( b )



	Převedení formule do ekvivalentní konjunktivní normální formy lze provést též přímo úpravami, tj. náhradou jedněch výrokových spojek jinými spojkami, odpovídajícími této formě.

 Úpravy se provádějí tímto postupem :

1) Přepis spojky « spojkami ® a & podle ekvivalence (24).

2) Přepis spojky ® podle ekvivalence (25).

3) Použití podle potřeby De Morganových pravidel a pravide distributivity (7) a (8).





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �6�

	Upravte formuli 

(Řa ® c ) ® ( b & (Řc ® a ))

z předcházejícího příkladu do konjunktivního normálního tvaru.



1. Přepis implikace (Řa ® c ) na disjunkci ( a ( c ) (označ. X)

2. Přepis implikace (Řc ® a ) na disjunkci ( c ( a ) (označ. Y)

3. Přepis implikace X ® ( b & Y ) na ŘX ( ( b & Y ), tedy

 Ř( a ( c ) ( ( b & ( c ( a )),

 (Řa & Řc ) ( ( b & ( c ( a )),

 ((Řa & Řc ) ( b) & ((Řa & Řc ) ( ( c ( a )),

 ((Řa & Řc ) ( b) & ( Ř(a ( c ) ( ( c ( a )),

 ((Řa & Řc ) ( b) & true

 (Řa ( b ) & (Řc ( b )



Věta � ODKNASTYL 1 \n �3�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �3�

	Každou výrokovou formuli lze převést do ekvivalentní konjunktivní normální formy.



Důkaz

	K převedení libovolné formule do ekvivalentního disjunktivního normálního tvaru jsou k dispozici ekvivalentní úpravy uvedené v důkazu � ODK _Ref439321544 \* VČETNĚFORMÁTU �Věta 3.2�.



Cvičení 3



1. Zjednodušte následující formule :

(p ( q) ( p

(p ( q) ( (p

(p ( q) ( q

p ( (p ( q)

(p ( q) ( p

(p ( q) ( p



2. Formuli (Řp ( q) & (r & (Řq ® p)) přepište pouze pomocí spojek Ř a ® .



3. Dokažte ekvivalenci následujících dvojic formulí :

p, p ( (p ( q)

p, p ( (p ( q)

p ( q, p



4. K daným formulím utvořte úplné disjunktivní a konjunktivní normální formy :

(p ® q) (  (Řp & r) 

p « (q & Řp)

((p ® Řq) ( (Řr ® Řp)) & (p ( Řq)

(p & (Řq ® r)) ® (q ( Řp)

(Řr ® (Řp & q)) (  (Řp & (q ® r))

((p ® Řq) & r) (  (Řp « r)

 (Řp ( q) & Ř(r ® Řp) ( true



5. K formuli ( p ® ( q ® r )) ® (( p & s ) ® r ) vytvořte

úplnou konjunktivní normální formu pomocí pravdivostní tabulky

konjunktivní normální formu formálními úpravami.

 

6. Jaké jsou úplné disjunktivní a konjunktivní normální formy formulí, které jsou

tautologiemi                  

kontradikcemi



7. Označte v následující tabulce hvězdičkou všechny řádky obsahující modely formule

(Řp ® r) ( (q & (Řr ® p)) 



����X�Y�Z����p�q�r�Řp ® r�Řr®p�q & Y�X ® Z��1�0�0�0�0�0�0�1��2�0�0�1�1�1�0�0��3�0�1�0�0�0�0�1��4�0�1�1�1�1�1�1��5�1�0�0�1�1�0�0��6�1�0�1�1�1�0�0��7�1�1�0�1�1�1�1��8�1�1�1�1�1�1�1��

8. Zjistěte, zdali existuje model formule 

A = ( a ® c ) ® (( b ® d ) ® (( a (  b ) ® c ))

B = ( a ® b ) ® (( b ® Řc ) ® Řa )

C = (Řa (  ((b ® a) & c)) ® Řb



9. Zjistěte, zdali existuje model množiny formulí (A, B, C ( z příkladu 8.

10. Je negace splnitelné formule splnitelná ?

11. Je negace platné formule splnitelná ?

12. Je negace splnitelné formule platná ?

13. Formulujte kritérium, kdy je konjunktivní normální forma tautologií.

Formulujte kritérium, kdy je disjunktivní normální forma tautologií.



SPLNITELNOST VÝROKOVÝCH FORMULÍ





	V této kapitole bude věnována pozornost postupům (algoritmům) rozhodování, zdali je dobře utvořená formule výrokové logiky formulí splnitelnou, resp. formulí logicky platnou (tautologickou). 

	Už z definice významu formulí výrokové logiky vyplývá, že jak splnitelnost, tak i platnost formulí je rozhodnutelná interpretačními tabulkami, problém však spočívá v efektivnosti aplikace tabulkového rozhodovacího postupu (algoritmu) na složitější formule s výskytem většího počtu výrokových proměnných. Všechny zde uvedené metody představují jisté zlepšení efektivnosti rozhodování ve srovnání s rozhodováním interpretačními tabulkami.

	Poměrně jednoduchý Quineův algoritmus vychází ze stromové reprezentace valuací výrokových proměnných tzv. sémantickým stromem. Algoritmus je založen na myšlence postupných valuací proměnných a částečných interpretací podformulí dané formule jen do takového kroku algoritmu, od kterého se již valuacemi dalších proměnných výsledek interpretace formule nezmění. 

	Sémantické tablo, reprezentující v podstatě postupnou úpravu formule do její disjunktivní normální formy pomocí konečného binárního stromu, skýtá možnost úplné formalizace postupu rozhodování a je proto, jak bude ukázáno v dalších kapitolách, jedním z nejperspektivnějších algoritmů pro účely automatického rozhodování a odvozování.

	Rovněž rezoluční algoritmus rozhodování nesplnitelnosti formule převedené do její konjunktivní (klauzulární) normální formy skýtá, jak bude ukázáno, možnost úplného odpoutání formálně definovaného postupu od jeho významu a patří proto k základním logickým principům umělé inteligence.





RozhodovÁNÍ a ROZHODNUTELNOST



 Dualita nesplnitelnosti a logické platnosti formulí 



	V kapitole 3. byly zavedeny pojmy splnitelné formule, tautologie a kontradikce. Zde bude soubor základních pojmů doplněn o další pojmy a diskutovány jejich vzájemné souvislosti, které sehrávají významné role při rozhodování splnitelnosti a platnosti formulí.

	Všechny atomické formule obsahující pouze výrokové proměnné jsou evidentně splnitelné. Atomická formule tvořená logickou konstantou true je tautologie, zatímco false je kontradikce neboli nesplnitelná atomická formule.

	Kontradikce jsou nesplnitelné neboli nekonsistentní formule.

	Platné formule jsou zároveň formulemi splnitelnými neboli konsistentními.

	

	Následující věta ukazuje dualitu pojmů logické platnosti a nesplnitelnosti výrokové formule. Této duality se hojně využívá při důkazech logické platnosti formulí, neboť problém logické platnosti formule lze převést na problém nesplnitelnosti její negace. V této souvislosti se hovoří o proceduře popření.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Formule A jazyka L výrokové logiky je logicky platná (tautologická), právě když je ŘA nesplnitelná.



Důkaz

	Pro libovolnou valuaci v výrokových proměnných formule A platí podle pravidla interpretace negace formule A, že I(A(v() = true, právě když I((A(v() = false. Protože tento vztah platí pro libovolnou valuaci proměnných, platí též nezávisle na valuaci

 I(A) = true, právě když I((A) = false.

	Podobně platí pro libovolnou valuaci výrokových proměnných formule A, proto i pro formuli (A nezávisle na valuaci jejích proměnných 

I(A) = false, právě když I((A) = true.

		

	Vztah mezi pojmy splnitelnosti a platnosti formule znázorňuje � ODK _Ref443553838 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 4-1�Celá plocha kruhu v něm představuje všechny formule výrokové logiky, její část představuje formule splnitelné (konsistentní) a část této části formule logicky platné. Doplněk množiny splnitelných formulí tvoří množina formulí nesplnitelných.
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Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ \r 1 �1�





 Rozhodnutelnost a rozhodovací algoritmy



	Při rozhodování splnitelnosti, event. logické platnosti formule A se často hovoří o rozhodovacích algoritmech. Obecně se jimi rozumí procedury rozhodování, zdali určitý objekt je prvkem určité množiny objektů. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (rozhodovacího algoritmu)

	Nechť U je množina objektů a  A je objekt. Rozhodovací algoritmus je procedura, která se úspěšně provede a skončí odpovědí „ano“, patří-li A do množiny U formulí, resp. skončí odpovědí „ne“, jestliže A do této množiny nepatří.

	

Je zřejmé, že v případě rozhodovacích algoritmů výrokové logiky je množinou U množina platných (resp. splnitelných) formulí jazyka výrokové logiky L. Formulí A je zde nějaká dobře utvořená formule jazyka L. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (rozhodnutelnosti)

	Určitá vlastnost objektu A je  rozhodnutelná, existuje-li rozhodovací algoritmus, který rozhodne, zdali objekt A patří do množiny objektů s touto vlastností. 



	Splnitelnost (resp. platnost) formule A je nebo není  podle uvedené definice rozhodnutelná podle toho, existuje-li nebo neexistuje-li rozhodovací algoritmus, který rozhodne, zdali formule A patří nebo nepatří do množiny splnitelných, resp. logicky platných formulí. 



Věta � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �2�

	Splnitelnost (resp. platnost) formule jazyka L výrokové logiky je rozhodnutelná.



Důkaz

	vyplývá již ze zavedeného způsobu interpretace výrokové formule. Rozhodovacím algoritmem splnitelnosti i platnosti formule je zde např. tabulková metoda sémantické analýzy výrokové formule.



	Problém rozhodování splnitelnosti, resp. platnosti výrokových formulí spočívá ve složitosti rozhodování. Jedním z dosud nevyřešených problémů informatiky je totiž otázka, zdali existuje rozhodovací procedura logické platnosti, resp. splnitelnosti formule, která je vždy významně méně složitá než metoda využívající interpretačních tabulek. Zde bude uvedeno několik metod všeobecně pokládaných za efektivnější než je tabulková metoda.



	Je třeba si připomenout, že nalezení efektivní rozhodovací procedury splnitelnosti formule řeší zároveň i problém rozhodovací procedury logické platnosti formule, neboť formule je logicky platná, právě když její negace je nesplnitelná.





rozhodování sÉMANTICKÝMI STROMY



 Sémantický strom formule jazyka L



	Vzhledem k tomu, že formuli obsahující k symbolů označujících výrokové proměnné p1 ,...,pk lze interpretovat 2k způsoby, je na místě uvažovat o efektivnějších rozhodovacích procedurách, než je, tak jak je tomu např. u pravdivostních tabulek, postupné zkoušení všech variant ohodnocení proměnných atomických formulí, až po nalezení té, která vede k výsledné pravdivostní hodnotě true (při prokazování splnitelnosti formule), resp. zjištění, že všechny vedou k pravdivostní hodnotě true (jde-li o platnou formuli).

	Řada rozhodovacích algoritmů je založena na pojmu sémantického stromu. Každá proměnná p výrokové formule je v něm zastoupena dvojicí literálů, tj. pozitivním literálem proměnné p zastupujícím jeho pravdivostní hodnotu true a negativním literálem Řp zastupujícím jeho pravdivostní hodnotu false. Strom složený z ohodnocených hran a uzlů tvoří systém větví od kořene až po list charakterizujících vždy nějaké ohodnocení výrokových proměnných formule.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3� (sémantického stromu formule)

	Nechť A je formule jazyka L výrokové logiky a (p1, p2,...,pn( je neprázdná množina všech výrokových proměnných vyskytujících se v A. Potom (úplný) sémantický strom formule A je konečný ohodnocený binární strom s ohodnocenými hranami, jehož všechny uzly jsou označeny návěštími tak, že platí :

 Kořen je označen formulí A.

 Návěští dvojice uzlů i+1-ní úrovně stromu odpovídajících vždy některému z uzlů i-té úrovně  (0( i ( n-1) jsou odvozena z formule tvořící návěští příslušného uzlu i-té úrovně tak, že je v ní postupně ohodnocena proměnná pi pravdivostní hodnotou true, false. Tato ohodnocení jsou v sémantickém stromu vyjádřena ohodnocením hran vycházejících z uvažovaného uzlu postupně literály pi, (pi.

Návěštími listů jsou formule bez výrokových proměnných obsahující pouze logické konstanty.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �3�

	Ke každé formuli jazyka L výrokové logiky existuje její odpovídající sémantický strom.

Důkaz

	Důkaz  bude proveden indukcí podle velikosti základny formule.



V případě, kdy jde o atomickou formuli, která je tvořena logickou konstantou, je kořen zároveň listem sémantického stromu, neboť návěštím je formule bez výrokových proměnných. Je-li atomickou formulí výroková proměnná p, je jejím sémantickým stromem strom hloubky 1, jehož hrany vycházející z kořene nesou postupně návěští p, (p a uzly bezprostředně následující za kořenem nesou postupně návěští true, false. 

Předpokládejme existenci sémantických stromů pro formuli X, jejíž základnu tvoří výrokové proměnné p1, p2,...,pk. Předpokládejme dále, že nová výroková proměnná pk+1 je spojena některou z binárních logických spojek s podformulí A formule X a vytváří tak formuli X’. Potom návěští všech uzlů sémantického stromu formule X’ se vytvoří ze sémantického stromu formule X doplněním příslušného logického spojení s uvažovanou podformulí A a přidáním další úrovně stromu odpovídající výrokové proměnné pk+1.

	Skutečnost, že sémantický strom  formule není v předcházející definicí jednoznačně určen, vyplývá z možného přeuspořádání posloupnosti výrokových proměnných, podle nichž se strom vytváří.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Sestrojte sémantický strom formule (p ( (q) ( (p. 

	Při konstrukci návěští následujících uzlů stromu pomocí postupného ohodnocování výrokových proměnných je vhodné, jak je vidět z řešení na obr. 4.2., též formuli postupně interpretovat a zjednodušovat tak výsledná návěští.

(p ( (q) ( (p

��                                                         p                  (p



(true ( (q) ( false                        (false ( (q) ( true

����                                q                   (q                              q                  (q



        (true( false)(false    (true( true)(false      (false( false)(true     (false( true)(true

     false                          false                          true                          true



Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �2�



	Každá z větví úplného sémantického stromu od kořene až k listu představuje jedno z možných ohodnocení výrokových proměnných vystupujících ve formuli. Koncovému listu pak přísluší výsledek interpretace formule při tomto ohodnocení. Žádná z větví neobsahuje více než jeden výskyt literálu téže proměnné.

	Úplný sémantický strom zachycuje v případě konečné formule všechna možná ohodnocení jejích proměnných. Je-li množina proměnných nekonečná, je nekonečný i odpovídající sémantický strom.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �4�

	Formule je splnitelná (konsistentní), jestliže alespoň jeden list odpovídajícího sémantického stromu nese výslednou hodnotu interpretace true. 



Důkaz

	Z každé větve úplného sémantického stromu formule, jejíž list nese návěští true, lze též snadno vyčíst modely formule, tj. taková ohodnocení výrokových proměnných, která vedou k výsledku interpretace formule true. Např. zobrazený sémantický strom (� ODK _Ref439322642 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 4-2�) obsahuje dvě větve vedoucí k listům s návěštím true, jimž odpovídají dva modely formule, a to (p, q  a  (p,(q.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �5�

	Formule je nesplnitelná (nekonsistentní), jestliže všechny listy odpovídajícího sémantického stromu nesou výslednou hodnotu interpretace false.



Důkaz

	V případě úplného sémantického stromu formule představují všechny větve stromu všechna možná ohodnocení všech n výrokových proměnných. Jsou-li všechna návěští listů false, znamená to, že formule je interpretována jako false při všech možných ohodnoceních výrokových proměnných.

	Obdobně jako předcházející větu by bylo možno dokázat i větu následující.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �6�	

	Formule je logicky platná (tautologická), jestliže všechny listy jejího sémantického stromu nesou výslednou hodnotu interpretace true.

	



 Quineův algoritmus



	Triviální algoritmus rozhodování splnitelnosti formule by, podobně jako je tomu u pravdivostní tabulky, zkoušel všechna možná ohodnocení, tj. prohledával po řadě větve sémantického stromu až do nalezení té, která vede k výsledku true. Při rozhodování platnosti formule by dokonce bylo třeba projít všechny možné větve.

	Poněkud elegantněji si počíná Quineův algoritmus částečné interpretace formule (viz následující příklad). Sledování větve sémantického stromu vždy končí tam, kde pokračování v průchodu větví již nevede ke změně výsledné pravdivostní hodnoty. Některé větve úplného sémantického stromu tak zůstávají nedokončeny a je tedy na místě hovořit o neúplném sémantickém stromu formule (viz jeho schématické znázornění na � ODK _Ref439322883 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 4-3� b). 
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Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �3�

	Je zřejmé, že platnost vět 4.4., 4.5 a 4.6. lze dokázat i pro neúplné sémantické stromy. Sémantický strom se stává neúplným, jestliže se při vytváření návěští jeho uzlů postupnou interpretací formule dospělo k pravdivostní hodnotě dříve, než byly vyčerpány všechny výrokové proměnné odpovídající n úrovním stromu. To ale znamená, že ohodnocení těch proměnných, které jsou návěštími hran vycházejících z uzlu, který již nabyl určité pravdivostní hodnoty a stal se tak předčasně listem a všech hran následujících může být libovolné a vždy vede k témuž výsledku interpretace.	



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �2�

	Dokažte pomocí Quineova algoritmu logickou platnost formule

((( p & q ) ® r ) & ( p ® q )) ® ( p ® r ).



(((p&q)®r)&(p®q))®(p®r)

��                                        p                                                 (p

(((true&q)®r)&(true®q))®(true®r)      (((false&q)®r)&(false®q))®(false®r)

(( q ® r ) & q ) ® r                            (( false ® r ) & true ) ® true

��                     q                       (q                                                 true

((true® r)& true)®r      ((false® r)& false)®r

           r ( r                           false ® r

             true                                    true							 

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �4�

Formule ((( p & q ) ® r ) & ( p ® q )) ® ( p ® r ) obsahuje tři výrokové proměnné, jejichž uspořádání v sémantickém stromě není podstatné. Protože je zde zvoleno pořadí abecední, bude první hladina větvení obsahovat literály p a Řp, druhá hladina literály q a Řq a třetí hladina literály r a Řr (� ODK _Ref439323038 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 4-4�).

Při sledování nejlevější větve sémantického stromu formule má p na první hladině hodnotu true, což vede k redukci původní formule na (( q ® r ) & q ) ® r .Na druhé hladině, kdy i q je true, se formule dále redukuje na r ® r , což je vždy true. Při volbě false pro q vede redukce na druhé hladině k formuli false ® r , což je rovněž vždy true.

	Pravá větev, kdy p je false, vede na první hladině k redukci formule na 

(( false ® r ) & true ) ® true , která je vždy true bez ohledu na ohodnocení q  a  r.



	Aplikací Quineova algoritmu na daný příklad se prohledávání úplného sémantického stromu o třech hladinách zredukovalo na prohledávání neúplného stromu z obr. 4.3.b). Listy všech větví sémantického stromu, jak je vidět z obrázku 4-4, nesou návěští true, proto je daná formule logicky platná.





Nepřímé důkazy LOGICKÉ platnosti IMPLIKACí 



	Redukční algoritmus rozhodování logické platnosti formule (reductio ad absurdum), který zde bude na příkladě předveden, je v podstatě jejím nepřímým důkazem. Algoritmus je aplikovatelný především na formule obsahující řadu výskytů spojky implikace. K tomuto typu důkazu slouží ekvivalence (27).





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �3�

	Dokažte logickou platnost formule A :

 (( p & q ) ® r ) ® ( p ® ( q ® r ))



Důkaz (nepřímý) :

	Má-li být formule A logicky platná, musí pro všechny valuace v jejích výrokových proměnných platit I(A(v() = true. Při nepřímém postupu důkazu předpokládáme, že tuto vlastnost všechny valuace nemají, že tedy existuje taková valuace u, pro niž je I(A(u() = false. 

	Formule A je implikací s antecedentem (( p & q ) ® r ) a konsekventem 

( p ® ( q ® r )).

	Za předpokladu, že existuje takové ohodnocení výrokových proměnných, že výsledek interpretace formule A je nepravdivý, musí platit zároveň :

 (1) I(( p & q ) ® r ) = true

 (2) I( p ® ( q ® r )) = false.

	Analýza (2) obdobným způsobem vede k závěru, že 

I(p) = true a zároveň I( q ® r ) = false, 

z čehož dále vyplývá 

v(q) = true a zároveň  v(r) = false. 

Z toho ale vyplývá, že

 I(( p & q ) ® r ) = false, 

což je ve sporu s (1).





Tablová metoda





	Jak již bylo ukázáno na případě použití sémantického stromu, systematické vyšetřování splnitelnosti formule je přehlednější, použije-li se pro jeho znázornění grafických prostředků.

	Sémantický strom (viz odst. 4.2.1) ve své grafické podobě napomáhá přehlednému uspořádání možných ohodnocení proměnných dané formule a umožňuje sledování pouze těch větví, kde pravdivostní hodnota koncového listu není určena již dříve během průchodu uvažovanou větví. Podobným nástrojem přehledné prezentace formule je grafický reprezentant jejího syntaktického formačního stromu (odst. 2.2.3) - ohodnoceného binárního stromu znázorňujícího syntax formule.

	Jistou modifikací syntaktického formačního stromu formule, v němž se berou v úvahu i pravdivostní hodnoty formule a jejích podformulí a v němž při vytváření stromu probíhá též transformace formule pomocí vhodných ekvivalencí, jsou tzv. tablové metody sémantické analýzy formule.





Sémantické tablo formule



	V literatuře se vyskytuje řada tablových postupů analýzy pravdivosti formulí doprovázených znázorněním pomocí stromu. Metoda postupného rozkladu formule až na konjunkce jejích literálů, která zde bude uvedena, spočívá v podstatě ve vytváření syntaktického formačního stromu formule od jeho kořene po listy, při němž je formule postupně přetvářena do své disjunktivní normální formy.

	Všechny uzly tabla nesou jako svá návěští konjunkce formulí, které mají být splněny současně. Přitom konjunkce jsou v tablu nahrazovány seznamy neboli sekvencemi prvků uvažované množiny formulí. Koncové konjunkce zavěšené na listech jsou buď nesplnitelnými konjunkcemi, tj. takovými, které obsahují  komplementární pár literálů, nebo z nich lze stanovit modely formule.

	Kořenem stromu představujícího tablo formule jsou seznamy formulí v původním tvaru, koncové listy pak obsahují výsledky transformace do disjunktivní normální formy, kdy jejími jednotlivými disjunkty jsou konjunkce literálů výrokových proměnných vyskytujících se ve formuli.

	V následujícím příkladě bude konstrukce sémantického tabla interpretována jako převod formule do disjunktivní normální formy.

	



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �4�

	Dokažte tablovou metodou nesplnitelnost formule

(p ( q) & (Řp & Řq) .        



	Formuli 

(p ( q) & (Řp & Řq) 

lze podle distributivního zákona převést na ekvivalentní tvar 

(p & (Řp & Řq)) ( (q & (Řp & Řq)), 

který představuje disjunktivní normální formu původní formule. To umožňuje rozklad formule do dvou větví, z nichž každá vystihuje nutnost současné platnosti určité množiny literálů. Jakmile se v této množině vyskytuje současně pozitivní a negativní literál téže proměnné, je zřejmé, že množina (konjunkce) je nesplnitelná. V obr. 4-5 je tato skutečnost označena křížkem a příslušná větev je považována za uzavřenou. 

	Formule, jejíž tablo je znázorněno na obr. 4-5 je nesplnitelná, proto nemá model. Disjunktivní normální formou tablem transformované formule je zde formule false ekvivalentní formuli (p & Řp & Řq)  (  (q & Řp & Řq).



(p ( q) & (Řp & Řq)

�

(p ( q) , Řp , Řq

��

p, Řp, Řq            q, Řp, Řq

���� 

                                                                                                               Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �5�



	Přetváření formule do jejího disjunktního normálního tvaru postupnými úpravami s využitím vhodných ekvivalencí formulí představuje konečný proces, proto též konstrukce sémantického tabla formule je konečná.

	Vhodnou pomůckou pro vytváření sémantického tabla jsou tabulkově určená pravidla přepisu formulí obsahujících různé výrokové spojky na konjunkce literálů vyskytujících se proměnných, které představují sekvence zavěšené na listech sémantického tabla.

	Následující definice sémantického tabla formule proto zahrnuje tabulku (-pravidel (pravidel pro spojku &) obsahující pravidla přepisu výrokových spojek Ř, (, ® a « vyskytujících se v dané formuli na spojku & a tabulku (-pravidel (pravidel pro spojku () obsahující pravidla přepisu výrokových spojek Ř, &, ® a « vyskytujících se v dané formuli na spojku (. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (sémantického tabla formule jazyka L výrokové logiky)

	Sémantické tablo formule A jazyka L výrokové logiky je konečný ohodnocený  binární strom, jehož všechny uzly jsou označeny návěštími - sekvencemi formulí A tak, že platí :

1)  Listy jsou označeny sekvencemi literálů proměnných vyskytujících se ve formuli A.

2)  Jestliže je uzel označen sekvencí formulí

X1, X2,...,(,..,Xn 

obsahující jako člen formuli typu ( (tab. 4.1. ( - pravidel, kde A1, A2 jsou formule), pak jediný uzel bezprostředně následující je označen sekvencí 

X1, X2,..., (1, (2,...,Xn

obsahující formule (1, (2

		     ( - pravidla :

(�(1�(2��Ř Ř A� A��� A1 &  A2  �A1 � A2��Ř ( A1  ( A2  )�    Ř  A1 �   Ř  A2  ��Ř ( A1 ® A2  )�        A1 �   Ř  A2  ��Ř ( A1 ( A2  )�    Ř A1 �       A2�� A1  ( A2  �A1 ® A2�A1 ( A2��Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ \r 1 �1�



3)  Jestliže je uzel označen sekvencí formulí

X1, X2,...,(,...,Xn

     obsahující jako člen formuli typu ( (tab. 4.2. ( - pravidel, kde B1, B2 jsou formule),   �     pak dvojice uzlů bezprostředně následujících je označena sekvencemi 

X1, X2,...,(1,...,Xn   a   X1, X2,...,(2,...,Xn 

         obsahujícími po řadě formule (1, (2.         



     		    b - pravidla :

b�b 1�b 2�� B1 (  B2  �B1 � B2��Ř ( B1 & B2  )�    Ř  B1 �   Ř  B2  �� B1 ® B2  �     Ř B1 � B2  �� B1 ( B2  �        B1 �    Ř B2��Ř( B1 ( B2 ) �Ř( B1 ® B2)�Ř( B1 ( B2)��Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �2�

4)  Návěštím kořene sémantického tabla je formule A.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �5� (uzavřenosti a otevřenosti větve sémantického tabla)

	Větev sémantického tabla formule A je uzavřenou větví, vyskytuje-li se v sekvenci návěští jejího listu komplementární pár literálů některé proměnné formule A. V opačném případě je otevřenou větví.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �5�

Sestrojte podle definice 4.4 sémantické tablo formule ((p & q) ® false) ( Řq  z příkladu 2.2



Sémantické tablo dané formule bylo vytvořeno opakovaným použitím  (-pravidla (obr. 4-6).

((p & q) ® false) ( Řq

��	

((p & q) ® false) 		 Řq

��

   ((p & q) 		   false

��

    (p			  (q

��

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �6�



	Otevřenost větví sémantického tabla na obr. 4-6 znamená, že formule je splnitelná, že tedy existuje její model. Z levé větve tabla lze např. vyčíst, že modelem formule je taková valuace výrokových proměnných, při níž je v(p) = false a v(q) má libovolnou pravdivostní hodnotu. Podobně krajní pravá větev tabla určuje jako modely formule valuace, při nichž je v(q) = false a v(p) má libovolnou pravdivostní hodnotu.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �7�	

Ke každé formuli jazyka L výrokové logiky existuje její odpovídající sémantické tablo.



Důkaz

	Důkaz  bude proveden indukcí podle složitosti formule.

Pro atomickou formuli sestává sémantické tablo pouze z kořene, jehož návěštím je právě tato atomická formule (symbol pro elementární výrok nebo konstantu true/false).

Předpokládejme existenci sémantického tabla pro formule X a Y. Tabulky ( - pravidel a ( - pravidel obsahují všechny typy formulí vytvořených z X a Y základními výrokovými spojkami, včetně jejich negací. Odpovídajícími pravidly je pak určeno, jakým způsobem se konstruuje návěští uzlu následujícího uzel s výskytem (ve své sekvenci) formulí �                                              X ( Y,  X ( Y, X ( Y, X ( Y  ,�resp. jejich negací �                                         ((X ( Y), ((X ( Y), ((X ( Y), ((X ( Y).	�

	Pro přepracování výskytu negace atomické formule vyskytující se v sekvenci předpis v obou tabulkách chybí, neboť ta je již v cílovém tvaru - literálem výrokové proměnné, event. logickou konstantou.



	Skutečnost, že sémantické tablo formule není předcházející definicí jednoznačně určeno, ilustruje jiná varianta konstrukce sémantického tabla z � ODK _Ref439324516 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 4.4� (� ODK _Ref439323615 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 4-5�).



(p ( q) & (Řp & Řq)

�

��

p, Řp & Řq            q, Řp & Řq

��

p, Řp , Řq	  	q, Řp , Řq



���� 

                                                                                                               Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �7�

Příklad � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �6�

	Najděte všechny modely formule p & (Řq ( Řp).



p & (Řq ( Řp) 

�

 p, Řq ( Řp

��

p, Řq               p, Řp

���                                                                                                           

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �8�



	� ODK _Ref439324614 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 4-8� znázorňuje tablo dané formule obsahující jedinou otevřenou větev. Z toho je vidět, že formule má jediný model, a to ohodnocení výrokových proměnných  v(p) = true a v(q) = false.





Uzavřenost a otevřenost sémantického tabla formule



	V dalších teoretických úvahách i praktických aplikacích sehrají významnou roli pojmy definované v následující definici.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �6� (uzavřenosti a otevřenosti sémantického tabla)

	Sémantické tablo dané formule A je uzavřené tablo, je-li každá jeho větev uzavřená. V opačném případě jde o otevřené tablo.



	Konstrukce uzavřeného sémantického tabla formule (A představuje, jak je vidět z předcházejících příkladů a jak vyplývá z definice, formální důkaz logické platnosti formule A. Ve druhém dílu těchto skript (kapitola 10) bude dokázáno, že tento formální důkaz je sémanticky korektní, tzn. je-li sémantické tablo formule (A uzavřené, je formule A logicky platná. Dále bude též dokázána sémantická úplnost právě zavedeného formálního postupu dokazování, tj. že ke každé logicky platné formuli A existuje uzavřené sémantické tablo její negace (A. 





Splnitelnost formulí v kLAUZULÁrní formě



	Pojem klauzule, stejně jako pojem formule v klauzulární formě, zde bude definován induktivně.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �7� (klauzule)

1. báze :  Literál výrokové proměnné je klauzule.

2. indukce :  Jsou-li K a L klauzule, pak K ( L je klauzule

3. generalizace : Všechny klauzule jsou výsledkem konečného počtu aplikací pravidel �                             báze a indukce této definice.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �8� (formule v klauzulární formě)

1. báze :  Každá klauzule je formulí v klauzulární formě.

2. indukce :  Jsou-li A a B formule v klauzulární formě, pak A ( B je formule v �                        klauzulární formě.

3. generalizace : Všechny klauzule jsou výsledkem konečného počtu aplikací pravidel �                             báze a indukce této definice.



	Snadno lze ověřit, že každá formule v konjunktivní normální formě je zároveň formulí ve formě klauzulární.

	Je zřejmé, že převedením formule do její klauzulární formy se problém splnitelnosti formule stane problémem současné splnitelnosti množiny jejích klauzulí (konjunktů).





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �4�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �7�

	K nesplnitelné formuli (p ( q) ( (p ( r) ( (Řq ( Řr) ( Řp v klauzulárním tvaru sestrojte �

a) sémantický strom

b) sémantické tablo

	

Uvažujme obecně, jakým způsobem dochází v sémantickém stromě (� ODK _Ref439326250 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 4-9�) nesplnitelné formule v klauzulární formě k uzavření všech jeho větví pravdivostní hodnotou false. Jak je též vidět z obr. 4-9, větev sémantického stromu formule v klauzulární formě se uzavře jako false, je-li při ohodnocení proměnné příslušející její poslední hraně nesplnitelná (false) alespoň jedna klauzule ve formuli, která je návěštím „uzlu selhání“, z něhož hrana vychází. V každém (i neúplném) sémantickém stromě existuje alespoň jedna dvojice nejdelších větví, jejichž poslední dvě hrany příslušející proměnné pi a vycházejí z téhož uzlu selhání. Aby však toto selhání mohlo nastat na obou koncových listech současně, musela formule po své částečné interpretaci obsahovat dvě klauzule tvořené komplementárním párem literálů proměnné pi. Této skutečnosti bude využito v kapitole 10 k důkazu úplnosti rezoluční důkazové metody.





(p ( q) ( (p ( r) ( (Řq ( Řr) ( Řp

��                                    p                                                      (p

true ( true ( (Řq ( Řr) ( false                q ( r ( (Řq ( Řr) ( true

��		       false                                         q                                         (q                                                            

��                                                             true ( r ( Řr ( true    false ( r ( true ( true 

				         r			             (r		  false

			true ( true ( false ( true       true ( false ( true ( true

				     false 			     false



Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �9�	



Též při konstrukci sémantického tabla jsou sledovány a pomocí ( -pravidla pro spojku disjunkce rozkládány do větví ty klauzule, které obsahují komplementární páry literálů téže výrokové proměnné (� ODK _Ref439326412 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 4-10�).



�(p ( q) ( (p ( r) ( (Řq ( Řr) ( Řp



(p ( q),(p ( r),(Řq ( Řr),Řp

��

p,(p ( r),(Řq ( Řr),Řp                 q,(p ( r),(Řq ( Řr),Řp

����

��            					q,p,(Řq ( Řr),Řp       q,r,(Řq ( Řr),Řp

��

								    q,r,Řq,Řp          q,r,Řr,Řp

����



Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �4�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �10�



	Prakticky jsou postupy rozhodování platnosti, resp. splnitelnosti formule v klauzulárním tvaru, které byly popsány v předcházejících odstavcích a ilustrovány na příkladě 4-7, uplatnitelné především pro nepříliš složité formule. Poněkud lépe je na tom rezoluční metoda, která je pokládána za jednu z nejefektivnějších metod rozhodování splnitelnosti formule v klauzulární formě (viz následující kapitolu).





Cvičení 4



1. Dokažte logickou platnost ekvivalencí 1) - 29) z odst. 3.2.2 a 3.2.3.

2. Dokažte logickou platnost těchto formulí :

|= a ® (b ® a )

|= (a ® (b ® c )) ® ((a ® b ) ® (a ® c ))

|= (Řb ® Řa ) ® (a ® b )

|= (a ® b ) ® ((a ® Řb ) ® Řa )

|= (a ® b ) ® ((a ® (b ® c )) ® (a ® c ))

|= a ® (b ® (a & b ))

|= (a ® c ) ® (( b ® c ) ® ((a ( b ) ® c ))

|= (a ® b ) ® (( b ® a ) ® (a « b ))

|= (a & b ) ® a

|= a ® (a ( b )

|= (a ® (b ® c )) ® ((a & b ) ® c )



3. Dokažte platnost rezolučního principu

    |= ((a (  b) & (Řb (  c)) ® (a (  c)



4. Ukažte, že následující formule nejsou platné. Jsou splnitelné?

( a ® c ) ® (( b ® d ) ® (( a (  b ) ® c ))

( a ® b ) ® (( b ® Řc ) ® Řa )

(Řa (  ((b ® a) & c)) ® Řb



5. Najděte všechny modely formulí z příkladu 4.



6. Rozhodněte, které z následujících množin formulí jsou konsistentní :

(p ( q, (q(

(p ( q, (q ( r, p & Řr(

((p ( q) ( r, ((((p & Řq) ( r(



7. Rozhodněte splnitelnost, resp. logickou platnost formulí :

(a ® b) (  (Řa & c)

a « (b & Řa)

((a ® Řb) & c) (  (Řa « c)

(Řa ( b) & Ř(c ® Řa) ( true



8. Nechť U = {A1,..,Ak}je množina formulí. Dokažte :

Je-li U splnitelná, pak je splnitelná též U - {Ai}, kde 1(i(k, pokud tato množina není �     prázdná.

Je-li U splnitelná a B je platná formule, pak je splnitelná též U ( {B}.

Je-li U nesplnitelná, pak je nesplnitelná též U ( {B} pro libovolnou formuli B.

Je-li U nesplnitelná a je-li A, 1(i(k, platná formule, pak je nesplnitelná též U - {A }.



9. Pro důkazy tautologií z příkladu 2 použijte

metodu nepřímého důkazu

tablovou metodu



10. Ve kterých případech bylo při vytváření sémantického tabla formule nesprávně �     použito některé pravidlo, resp. nesprávně stanovena otevřenost nebo uzavřenost �     sémantického tabla ?

	((p		 p ((p 	((p ( (p),	((p ( (p)	(((p ( p)

������

	    p		  p, (p		   (p, p,	         p                   (p 

�������

   	  a)		   b)		      c)		        d)	                   e)



	      ((p ((p)                       ((p ((p)

����

        (p                              p     (p                            p

����

		  f)	                              g)





Najděte chybu v konstrukci sémantického tabla formule Ř(p ® (q ® p)).







 Ř(p ® (q ® p))

�

  p, Řq ( Řp

�� 

p, Řq                    p, Řp

��� 



12. Z následující tabulky sémantické analýzy množiny formulí A, B, C, D, E obsahujících �      výrokové proměnné p, q, r vyčtěte její možné konsistentní podmnožiny :



p�q�r�A�B�C�D�E��0�0�0�1�0�1�0�1��0�0�1�0�1�0�0�0��0�1�0�0�1�1�0�1��0�1�1�1�1�0�1�0��1�0�0�0�0�1�1�0��1�0�1�0�1�1�0�1��1�1�0�1�0�1�0�1��1�1�1�0�1�0�1�1���

DEDUKCE VE VÝROKOVÉ LOGICE

	



V této kapitole bude ukázáno, že výroková logika je při určité omezené míře expresivity schopna podchytit deduktivní uvažování vyjádřitelné přirozeným jazykem.

	Kapitola bude věnována modelování usuzování neboli dedukci prostředky výrokové logiky z hlediska její sémantiky, tj. významové stránky. Bude ukázáno, že platnost závěru vyplývajícího z dané množiny předpokladů se vztahuje k určité modelové situaci, charakterizované strukturou pravdivostních hodnot výrokových proměnných zastupujících ve formulích elementární výroky o modelovaném světě.

	Na řadě příkladů zde budou ukázány možnosti odvozování, že určitý závěr logicky vyplývá z daných předpokladů. Vedle metody pravdivostních tabulek zde budou pro prověřování logických důsledků daných předpokladů používány i rezoluční a tablová metoda vyznačující se tím, že dokazovací postupy jsou v nich stanoveny čistě formálním způsobem. Tím bude vytvořen základ pro objasnění určitých přístupů k formální dedukci ve výrokové logice manipulující  pouze s axiómy a odvozovacími pravidly a  neopírající se přitom o význam jazyka. Této problematice bude věnována zejména třetí část knihy pojednájající o formalizaci automatizaci logického usuzování.





LOGICKÉ DůSLEDKY VÝROKOVÝCH FORMULÍ



	Výroková logika by jako model lidského vnímání světa a myšlení o něm neměla valnou cenu, kdyby se v ní nedalo vyjádřit, co z čeho vyplývá. Jde o schopnost, která se v případě skutečného lidského myšlení nazývá schopností dedukce.

	Ve výrokové logice, tak jak byla zavedena v předchozích odstavcích, jsme sémantiku výroků do značné míry odpoutali od jejich skutečného významu tím, že jsme ji redukovali pouze na pravdivostní hodnoty výroků. I když lze problém dedukce formulovat pouze v rámci uvedené modelově zjednodušené sémantiky, hlubšímu porozumění jeho smyslu poslouží krátký návrat k tomu, co bylo řečeno před zavedením hlavních pojmů  modelu výrokové logiky.

	Jazykové útvary reprezentující atomické výroky mají v reálném světě své denotáty  tvořící skutečné sémantické universum diskursu výrokové logiky. Pravdivost či nepravdivost uvažovaných výroků v tomto světě může záviset, jak již bylo řečeno, na jeho stavu, resp. na tom, jak je právě subjektem pojímán. Např. pravdivost výroku o vzájemném protínání se dvou rovnoběžek závisí na tom, zdali jde o výrok Euklidovské nebo jiné geometrie, neboli závisí na tom, k jaké modelové interpretaci se výrok vztahuje. Výroky o modelovaném světě pak klasifikujeme na podmnožinu výroků pravdivých a podmnožinu výroků nepravdivých podle toho, jakou interpretaci máme právě na mysli. 

	Dobře utvořeným formulím jazyka výrokové logiky můžeme přiřazovat různé jeho interpretace přiřazováním jiných světů a s nimi spojených pravdivostních struktur. Ty mohou pocházet už nejen z původně modelovaného reálného světa, ale i jiných světů vytvořených abstrakcí. Správnost závěrů dedukce však musí respektovat právě ty pravdivostní struktury, v nichž platí všechny předpoklady dedukce.





Logický důsledek



	Jak již bylo zmíněno, problém rozhodování, zdali určitá formule A vyplývá z množiny formulí U, se nazývá problém dedukce a je jedním ze základních problémů logiky. Ve výrokové logice hovoříme o formuli A, vyplývající z množiny formulí U jako o (tauto)logickém důsledku U. Množina formulí U je v tomto pojetí speciální množinou předpokladů (speciálních axiómů), na níž je postavena (z jejích logických důsledků) určitá teorie.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (logického důsledku množiny formulí)

	Formule A je logickým důsledkem množiny U formulí, platí-li pro všechny modely množiny formulí U, že formule A je v nich splněna (interpretována jako true). 



Úmluva :

	Tvrzení, že formule A je logickým důsledkem dané množiny formulí U, bude v dalším vyjadřováno metajazykově některým z následujících dvou způsobů :

 U |= A

nebo formou zlomku (tento způsob byl používán již v klasické logice)

 U

� A



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Ukažte, že formule a ( b je logickým důsledkem formulí Řx ( b, x ( a.

Řešení bude provedeno tabulkovou metodou.



Jak je vidět z interpretační tabulky 5-1, formule a ( b je splněna pro všechny modely množiny předpokladů teorie {x ( a, Řx ( b }(viz řádky označené hvězdičkou), proto je jejich logickým důsledkem.







 

�a�b�x�Řx ( b�x ( a�a ( b��1�0�0�0�1�0�0��2�0�0�1�0�1�0��3�0�1�0�1�0�1��4*�1�0�0�1�1�1��5*�0�1�1�1�1�1��6�1�0�1�0�1�1��7*�1�1�0�1�1�1��8*�1�1�1�1�1�1��									 Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �5�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	

	Formule množiny předpokladů U nemusí být nutně logicky platné. Je-li však U nesplnitelná množina, pak nemá žádný model a proto jejím logickým důsledkem je libovolná formule. V tom případě lze z U jako důsledek získat formuli A i její negaci ŘA. Nesplnitelná množina předpokladů tedy vede ke sporným důsledkům.

	Modelem prázdné množiny U formulí je libovolná valuace výrokových proměnných. Proto logickým důsledkem prázdné množiny formulí může být pouze logicky platná formule neboli tautologie (označuje se |= A). Totéž platí pro logický důsledek množiny U, kterou tvoří pouze tautologie.





Teorie a její axiómy z hlediska sémantiky



	Pro matematické teorie je typické, že vycházejí vždy z nějaké množiny základních tvrzení - axiómů a dále že platná tvrzení teorie jsou důsledky této zvolené množiny axiómů. 	Formální pojetí axiómů a na nich vybudované teorii bude diskutováno podrobněji v kapitolách druhého dílu skript, zde se omezíme na jejich významové (sémantické) pojetí.

	Z hlediska sémantiky, a to nejen výrokové, ale později i predikátové logiky lze teorii definovat takto :



Definice � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (teorie)

Je dána množina U výchozích formulí - speciálních axiómů (předpokladů) teorie. 

Množina T(U) se nazývá teorií vybudovanou na U, je-li každý prvek množiny T(U) formulí A, která je logickým důsledkem U, platí-li tedy 

T(U) = {A : U |= A }.

Je zřejmé, že uvažujeme-li o dedukci, tedy o vyplývání výroků z jiných výroků, je třeba vzít v úvahu to, aby naše závěry byly platné v rámci dané pravdivostní struktury elementárních výroků, na níž je interpretace založena. Vybudovaná teorie se totiž po sémantické stránce vždy vztahuje k určitému „světu“, v němž platí výroky, resp. jejich negace tak, jak to stanovují modely dané množiny předpokladů (axiómů).

	Teorie vybudované na daných předpokladech výrokové logiky se vyznačují relativně nízkou expresivitou. Nesrovnatelně lépe jsou na tom teorie v predikátové logice schopné zachytit složité matematické struktury.





Předpoklady a závěr dedukce



	Problém dedukce bývá zpravidla formulován tak, že z množiny hypotéz {H1, H2,..., Hn} vyplývá závěr Z. Množina hypotéz U = { H1, H2,..., Hn} tvoří speciální axiómy teorie a Z je jejím logickým důsledkem :

 { H1, H2,..., Hn }|= Z.

	Je třeba si uvědomit, že je-li U |= Z, hovoříme o platnosti formule Z ve všech modelech množiny formulí U.

	Smyslem následující věty je ukázat, že problém dedukce lze též formulovat jako logicky platnou formuli

|= ( H1 & H2 &...& Hn }® Z.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Nechť H1, H2,..., Hn jsou výrokové formule. Z je logickým důsledkem množiny formulí {H1, H2,..., Hn }, právě když formule 

(H1 & H2 &...& Hn) ® Z

je logicky platná.



Důkaz 

a) Předpokládejme, že platí 

H1, H2,...,Hn |= Z

	Existuje-li ohodnocení výrokových proměnných takové, že 

I((H1 & H2 &...& Hn ) ® Z) = false, 

pak pro toto ohodnocení musí platit 

I(Z) = false  a zároveň  I(H1 & H2 &...& Hn ) = true.

To však je ve sporu s předpokladem věty, neboť platí podle definice 5.1., že kdykoliv jsou všechny předpoklady H1, H2,...,Hn interpretovány jako true, je též závěr Z interpretován jako true.

b) Předpokládejme, že platí

|= (H1 & H2 &...& Hn) ® Z

	Podle interpretačního pravidla pro implikaci musí platit, že má-li být implikace pravdivá a jsou-li pravdivé všechny předpoklady, musí být pravdivý i závěr Z. To ale odpovídá definici 5.1. logického důsledku Z množiny předpokladů H1, H2,...,Hn, proto

H1, H2,...,Hn |= Z

	Platnost předcházející věty skýtá opodstatnění k tomu, aby konjunkce (resp. množina) předpokladů dedukce ve výrokové logice byla nazývána jejím antecedentem, závěr pak jejím konsekventem.

	Pro praktické prověřování logických důsledků formálními metodami je důležitá následující věta.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �2�

	Nechť H1, H2,..., Hn jsou výrokové formule. Z je logickým důsledkem množiny formulí { H1, H2,..., Hn }, právě když množina formulí 

{ H1, H2,..., Hn , (Z}

je nesplnitelná.



Důkaz

	Je zřejmé, že jde-li o splnitelnost množiny formulí, jde v podstatě o současné splňování všech prvků této množiny formulí, tedy o splňování jejich konjunkce. V daném případě jde o konjunkci

H1 & H2 &...& Hn & (Z

	Tu však je možno přepsat na formuli

((H1 & H2 &...& Hn® Z),

	která je podle věty 5.1 nesplnitelná, právě když je formule

H1 & H2 &...& Hn® Z

logicky platná, což nastane právě tehdy, je-li formule Z logickým důsledkem množiny formulí {H1, H2,..., Hn }.



	Z úvah předcházejících odstavců je zřejmé, že za množinu předpokladů (speciálních axiómů) teorie výrokové logiky lze považovat libovolnou neprázdnou splnitelnou množinu U formulí výrokové logiky. Jak již bylo řečeno, kdyby totiž tato množina formulí byla nesplnitelná, neměla by model a proto by jejím logickým důsledkem byla libovolná formule (zároveň i její negace), což by vedlo ke sporné teorii. Je-li množina předpokladů prázdná, je jejím modelem každá pravdivostní struktura vytvořená ze všech možných ohodnocení výrokových proměnných formule. Proto logickým důsledkem prázdné množiny předpokladů může být pouze logicky platná formule neboli tautologie.

	Zvolená množina U předpokladů teorie klasifikuje množinu všech formulí na rozšířenou podmnožinu U’ = T(U) svých logických důsledků a podmnožinu zbývajících formulí. Přirozeně vyvstává požadavek nalezení takové minimální množiny platných formulí, která by generovala tutéž teorii U’ jako U.  

	V následujících ukázkách aplikací logického důsledku bude též diskutována otázka splnitelnosti (konsistence) množiny předpokladů a její minimálnosti.





Příklady tabulkového prověřování logických důsledků



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �2�	

Ukažte, že z daných předpokladů vyplývá daný závěr.



Předpoklady :  1. Jan je učitel.

                       2. Neplatí, že Jan je učitel a zároveň je bohatý.

                       3. Je-li Jan rockový zpěvák, je bohatý.

Závěr :            Jan není rockový zpěvák.



	Označíme-li výroky

 „Jan je učitel.“ - 		u, 

„Jan je bohatý.“ -		b 

„Jan je rockový zpěvák.“ - 	z, 

lze pak množinu předpokladů formálně zapsat jako 

{u,Ř( u & b), z ® b }, závěr jako Řz. 

	Zde jde tedy o důkaz logického důsledku :

 {u,Ř( u & b), z ® b }|= Řz ,

resp. o důkaz platnosti implikace

 ( u & Ř( u & b) & (z ® b) ) ® Řz.

 Interpretační tabulka umožňuje zjištění, které z interpretací představují modely dané množiny předpokladů.

	Z následující tabulky (� ODK _Ref439333089 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 5-2�) je zřejmé, že množina předpokladů má jediný model, a ten je dán ohodnocením výrokových proměnných

 v(u) = 1, v(b) = 0, v(z) = 0 (viz řádek označený *).



�u�b�z�Ř(u & b)�z ® b�Řz��1�0�0�0�1�1�1��2�0�0�1�1�0�0��3�0�1�0�1�1�1��4*�1�0�0�1�1�1��5�0�1�1�1�1�0��6�1�0�1�1�0�0��7�1�1�0�0�1�1��8�1�1�1�0�1�0��									 Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �5�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �2�

	 

	To ale znamená, že je pravdivý pouze výrok „Jan je učitel.“, nepravdivé pak jsou výroky „Jan je bohatý.“ a „Jan je rockový zpěvák.“ Formule Řz je pro tento model rovněž splněna, proto je (v tomto případě triviálním) logickým důsledkem dané množiny předpokladů.

	Nyní ještě zbývá otázka, zdali v množině předpokladů 

{u, Ř( u & b), z ® b }

není některá z formulí logickým důsledkem zbývajících dvou formulí. Z interpretační tabulky lze snadno vyčíst, že tento případ nenastane.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �3�



	Brown, Jones a Smith jsou podezřelí z podvodu. Svědčili pod přísahou takto :

Brown : Jones je vinen a Smith je nevinen.

Jones : Je-li vinen Brown, pak je vinen i Smith.

Smith : Já jsem nevinen, ale nejméně jeden ze zbývajících je vinen.

	Označme postupně b, j, s výroky „Brown je nevinen.“, „Jones je nevinen.“ a „Smith je nevinen.“. 

Výpovědi všech tří podezřelých budou nyní vypadat takto :

				Brown : Řj & s

				Jones : Řb ® Řs

				Smith : s & (Řb ( Řj)





����Brown�Jones�Smith���b�j�s�Řj & s�Řb ® Řs�s & (Řb ( Řj)��1�0�0�0�0�1�0��2�0�0�1�  1�0�1��3�0�1�0�0�1�0��4�0�1�1�0�0�1��5�1�0�0�0�1�0��6*�1�0�1�1�1�1��7�1�1�0�0�1�0��8�1�1�1�0�1�0��									Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �5�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �3�



	Z uvedené tabulky (� ODK _Ref439333188 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 5-3�) je zřejmé, že odpovědi tří podezřelých jsou konsistentní. Množina předpokladů vytvořená z výpovědí podezřelých má model v řádku 6. Logickými důsledky dané množiny předpokladů jsou formule 

	b               „Brown je nevinen“, 

	s                „Smith je nevinen“,

              			      ( j                „Není pravda, že Jones je nevinen“,

stejně jako jejich konjunkce. Proto vinen je zřejmě Jones.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �4�



	Doplňte množinu předpokladů tak, aby dedukce byla správná :

„Podezřelý může být vinen pouze tehdy, byl-li letošního 1. ledna v 9 hodin ráno v Praze.“, „Bylo zjištěno, že podezřelý byl v 9 hodin ráno v Ostravě.“ |= „Podezřelý je nevinen.“

	

Zavedeme následující označení :

„Podezřelý může být vinen.“ -					 v

„Podezřelý byl letošního 1. ledna v 9 hodin ráno v Praze.“ -		 p

„Podezřelý byl letošního 1. ledna v 9 hodin ráno v Ostravě.“ - 	 o

Potom je

„Podezřelý může být vinen pouze tehdy, byl-li letošního 1. ledna v 9 hodin ráno v Praze.“ - 								        v « p

	V daném případě jde o dedukci

 v « p, o |= Řv



�v�p�o�v « p �Řv � o ® Řp��1�0�0�0�1�1�1��2*�0�0�1�1�1�1��3�0�1�0�0�1�1��4�0�1�1�0�1�0��5�1�0�0�0�0�1��6�1�0�1�0�0�1��7�1�1�0�1�0�1��8�1�1�1�1�0�0��									 Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �5�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �4�



	Z interpretační tabulky (� ODK _Ref439333303 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 5-4�) je vidět, že Řv není logickým důsledkem množiny uvedených předpokladů. Ta má totiž dva modely a Řv je splněna pouze v jednom z nich. 

	Je proto třeba přidat do množiny předpokladů následující větu :

„Jestliže byl podezřelý letošního 1. ledna v 9 hodin ráno v Ostravě, pak podezřelý nebyl letošního 1. ledna v 9 hodin ráno v Praze.“                          o ® Řp

	Po doplnění množiny předpokladů o logický přepis uvedené věty jde o dedukci

 v « p, o, o ® Řp |= Řv, 

která již je, jak ukazuje doplněná tabulka (� ODK _Ref439333303 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 5-4�), dedukcí správnou.





REZOLUČNÍ PRINCIP A JEHO APLIKACE�         

Rezoluční odvozovací pravidlo



	Jak již bylo konstatováno, dosud nebyla prokázána existence procedury rozhodování splnitelnosti formule, která je obecně efektivnější než základní tabulková metoda. Nicméně v řadě procedur, které jsou považovány za efektivní, zaujímá významné místo rezoluční metoda zjišťování nesplnitelnosti množiny klauzulí, kterou lze též použít, jak již bylo uvedeno v předcházející kapitole, pro rozhodování nesplnitelnosti formule v klauzulární formě. Nesplnitelnost množiny klauzulí, jak bude dále dokázáno, lze v ní  zjistit generováním logických důsledků končícím false. 

	Navíc je rezoluční odvozování cestou k automatické dedukci, neboť proces odvozování je definován formálně bez závislosti na významu svých předpokladů a odvozených důsledků.



	� ODK _Ref441319647 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 5.1� ukazuje, že pro atomické formule a, b, x

platí

 x ( a, Řx ( b |= a ( b .

	Následující věta zobecňuje toto tvrzení pro libovolné formule.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �3�

	Nechť A, B, X jsou formule. Potom

 A ( X, B ( ŘX  |= A ( B .



Důkaz

	Předpokládejme, že obě formule ( A ( X ) a ( B ( ŘX ) jsou pravdivé. Je-li pravdivé též X, je zřejmě pravdivé i B. Je-li X nepravdivé, musí být pravdivé A. V obou případech je tedy (A ( B) pravdivé. Je tedy

 A ( X, B ( ŘX  |= A ( B,

což lze též přepsat jako

 ŘX ® A , X ® B |= A ( B.	

	Ve speciálním případě, kdy X a (X tvoří komplementární pár literálů (l, l’( výrokové proměnné a A a B jsou klauzule, je možno na základě právě dokázané věty definovat (metajazykově) rezoluční odvozovací pravidlo:



Definice � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3� (rezolučního odvozovacího pravidla)

	Nechť (l, l’) je komplementární pár literálů určité výrokové proměnné. Potom pravidlo vyjádřené metajazykově větou

„Z klauzulí C1 = l ( C1‘ a  C2 = l’ ( C2‘ odvoď klauzuli C = C1 ( C2.“,

resp. schématem

 l ( C1‘ ,  l’ ( C2‘ 

�C1 ( C2

se nazývá rezoluční odvozovací pravidlo.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (rezolventy dvou klauzulí)

	Klauzule C, která byla vytvořena podle rezolučního odvozovacího pravidla z klauzulí C1 a C2 se nazývá rezolventou klauzulí C1 a C2.



	Aplikace rezolučního odvozovacího pravidla neznamená úpravu formulí do jiných ekvivalentních tvarů. Jak vyplývá z vlastností logického důsledku a jak bude obecně dokázáno v následující větě, rezolventa dvou klauzulí zachovává jejich splnitelnost.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �4�

	Nechť C je výsledná klauzule po aplikaci rezolučního odvozovacího pravidla na klauzule C1, C2. Potom platí, že C je splnitelná, právě když C1, C2 jsou současně splnitelné (mají společný model).



Důkaz

Je-li C splnitelná, pak existuje její model - ohodnocení výrokových proměnných takové, že alespoň jeden literál l klauzule C je interpretován jako true. Literál l byl přepsán do rezolventy C na základě jeho výskytu v alespoň jedné z klauzulí C1, C2. Vyskytoval-li se v obou klauzulích, jsou uvažovaným modelem splněny i C1 a C2. Jestliže se l vyskytoval pouze v jedné z nich (např. C1), je třeba model dourčit  takovým ohodnocením proměnné, náležející rezolucí vynechanému komplementárnímu páru literálů k, k’, aby ten literál, který se vyskytuje v C2 , byl interpretován jako true. Takto určený model pak splňuje C1 i C2.

� ODK _Ref439487759 \* VČETNĚFORMÁTU �Věta 5.3� tvrdí, že C je logickým důsledkem C1, C2, což znamená, že C má model (je splnitelná), pokud C1, C2 mají model.



	

Generování logických důsledků rezoluční metodou



	Bylo dokázáno (� ODK _Ref439333933 \* VČETNĚFORMÁTU �Věta 5.4�), že aplikace rezolučního odvozovacího pravidla zachovává splnitelnost klauzulí, na něž bylo aplikováno. Důkaz indukcí, že celý proces rezolučního odvození (důkazu) klauzule C z dané množiny předpokladů U zachovává její splnitelnost, však bude uveden až v kapitole 10. (druhý díl skript) zabývající se vlastnostmi rezolučního důkazu klauzule z dané množiny klauzulí.

	Zde bude ukázáno praktické využití možnosti generovat logické důsledky rezoluční metodou.

	Následující příklad ukazuje, jak je možno opakovaným použitím rezolučního odvozovacího pravidla získat z daných předpokladů formulovaných pomocí množiny klauzulí řadu logických důsledků.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �5�

	Rodinu tvoří otec Antonín, matka Berta a tři děti : Cyril, Dáša a Eliška. Situace, jež v rodině nastaly při sledování televize, lze vystihnout takto :

1) Dívá-li se Antonín, dívá se i jeho žena.

2) Buď Dáša nebo Eliška nebo obě se dívají na televizi.

3) Dívá se buď Berta nebo Cyril, ale nikdy oba společně.

4) Dáša a Cyril se vždy buď oba dívají nebo oba nedívají.

5) Dívá-li se Eliška, dívá se též Antonín a Dáša.

	Kdo se za těchto podmínek dívá na televizi ?



	Úlohu je možno formulovat jako problém konsistentnosti množiny formulí a nalezení jejího modelu. K jeho řešení by mohla dobře posloužit tabulková metoda, avšak pro 5 výrokových proměnných, které se ve formulích vyskytují, by tato tabulka sestávala z 32 řádků. Odpověď na formulovanou otázku lze též získat, jak bude ukázáno, opakovanou aplikací rezolučního odvozovacího pravidla - rezoluční metodou.

	V první řadě je potřeba formule vyjadřující daný problém převést do klauzulárního tvaru.

1. a ( b

1’. (a ( b					

2. d ( e

3 (b ( c) & ((b & c)

   (b ( c) & ((c ( (b)

4. (d & c) ( ((d & (c)

4’  (d ( ((d & (c)) &  (c ( ((d & (c))

4’’  (d ( (d) & (d ( (c) &  (c ( (d) & (c ( (c))

      (d ( (c) &  (c ( (d)

5. e ( a & d

5’. (e ( (a & d)

     ((e ( a) & ((e ( d)



	Klauzule získané úpravou původních formulí do klauzulárního tvaru budou nyní seřazeny jako první členy rezolučního důkazu.

1. (a ( b					

2. d ( e

3. b ( c

4. (c ( (b

5. d ( (c

6. c ( (d

7. (e ( a

8. (e ( d



	Dalšími členy rezoluční důkazové posloupnosti jsou již klauzule získané aplikací rezolučního odvozovacího pravidla.

9. d			rezolventa 2. a 8. 	Dáša se dívá

10. c			rezolventa 9. a 6.	Cyril se dívá

11. (b 		rezolventa 4. a 10. 	Berta se nedívá

12. (a			rezolventa 1. a 11. 	Antonín se nedívá

13. (e			rezolventa 7. a 12.    	Eliška se nedívá



	� ODK _Ref439334034 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 5.5� ukazuje rezoluční odvozování logických důsledků splnitelné množiny předpokladů. Je vidět, že dalšími rezolučními kroky by se v daném případě opakovaně vytvářely klauzule o jediném literálu, které už předtím byly odvozeny. 

	Jak je vidět z uvedeného příkladu, rezoluční popření spočívající v odvození prázdné klauzule z nesplnitelné množiny klauzulí je nedeterministický proces. Existuje zde více než jeden způsob postupného výběru dvojic klauzulí pro aplikaci rezolučního principu. Navíc, jak již bylo konstatováno v předcházejícím příkladě, některé rezolventy mohou být vytvářeny vícenásobně.





Nepřímý rezoluční důkaz logického důsledku



	V předcházejícím odstavci byl ukázán příklad přímého postupu rezolučního důkazu, který vede k odvození logického důsledku dané množiny klauzulí.

	Uvažujme nyní případ, kdy se rezoluční odvozování zastaví vytvořením prázdné klauzule (. Protože prázdná klauzule ( je vždy nesplnitelná (false), musela být (� ODK _Ref439333933 \* VČETNĚFORMÁTU �Věta 5.4�) nesplnitelná i dvojice klauzulí, z níž byla ( odvozena.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �6�

	

Ukažte, že z nesplnitelné množiny klauzulí 

U = {p ( q, p ( r, Řq ( Řr, Řp }

lze rezolučním odvozováním dospět k prázdné klauzuli ( .



 1. p ( q

 2. p ( r

 3. Řq ( Řr

 4. Řp

 5. q 			rezolventa 1.a 4.

 6. r 			rezolventa 2.a 4.

 7. Řr 			rezolventa 3.a 5.

 8. (			rezolventa 6. a 7.



	Rezoluční odvozování poskytuje možnost provádění nepřímých důkazů, že formule Z je logickým důsledkem dané množiny formulí, tedy že platí

 H1, H2,..,Hn |= Z.

Podle již dokázané věty 5.1 totiž z uvedeného logického důsledku vyplývá logická platnost metajazykového schématu

(H1 ( H2 (.. ( Hn ) ( Z, 

které lze přepsat na

((H1 ( H2 (.. ( Hn ( (Z).

	Důkaz logického důsledku lze pak převést na důkaz nesplnitelnosti formule

H1 ( H2 (.. ( Hn ( (Z,

resp. nesplnitelnosti množiny formulí 

{ H1, H2,..,Hn, ŘZ},

a v případě, že H1, H2,.. , Hn, (Z jsou klauzule, použít k jeho provedení rezoluční metodu.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �7� (viz též � ODK _Ref439488096 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 5.2� )



     Množinu předpokladů tvoří  {u,Ř( u & b), z ® b }, závěrem je formule Řz. 

Jde tedy o důkaz

 u,Ř( u & b), z ® b |= Řz .

	Formule tvořící množinu předpokladů je třeba převést do ekvivalentních klauzulárních tvarů

 Ř( u & b)  Ű Řu ( Řb, 

z ® b  Ű Řz ( b



Rezoluční odvozování :

1. u 				předpoklad

2. Řu ( Řb 			předpoklad

3. Řz ( b 			předpoklad

4. z 				popření důsledku

5. Řu ( Řz 			rezolventa 2. a 3.

6. Řz 				rezolventa 1. a 5.

7. (	 			rezolventa 4. a 6.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �8� (viz � ODK _Ref439334259 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 5.3�)



	Problém již byl řešen  (� ODK _Ref439334259 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 5.3�) tabulkovou metodou ověřování logických důsledků. Zde budou výrokové formule vyjadřující odpovědi podezřelých přepsány do klauzulární podoby a pro důkaz logického důsledku bude použit rezoluční princip. Stejně jako v případě tabulkové metody (� ODK _Ref439334259 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 5.3�) budou označeny postupně jako b, j, a s výroky „Brown je nevinen“, „Jones je nevinen“ a  „Smith je nevinen“. Potom bude možno vyjádřit svědecké výpovědi podezřelých formulemi v klauzulárním tvaru takto :

Brown : (j ( s

Jones  :  b ( (s

Smith : s ( ((b ( (j)

	Formule v klauzulární formě reprezentující výpovědi obviněných tvoří, jak již bylo ověřeno (� ODK _Ref439334259 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 5.3�), konsistentní množinu předpokladů.  Nyní lze „testovat“ vliv tvrzení jednotlivých obviněných o své nevině na splnitelnost množiny sestávající vždy ze všech předpokladů a testovaného tvrzení.

	Pro množinu klauzulí předpokladů spolu s klauzulí  j  („Jones je nevinen“), resp. s („Smith je nevinen“) lze nyní pomocí rezolučního pravidla odvozením prázdné klauzule (  dokázat její eventuální nesplnitelnost (nekonsistentnost).



	 Varianta „Jones je nevinen“ :



	 1. (j                   předpoklad                    

		 2. s                     předpoklad                   

	 3. b ( (s            předpoklad                     

		 4. s                     předpoklad                     

	 5. (b ( (j          předpoklad                        

		 6. j                     tvrzení

	 7. b                    rezolventa 2. a 3.

		 8. (j                   rezolventa 5. a 7.

	 9. (                   rezolventa 6. a 8.





	Varianta „Smith je nevinen“ :



		řádky 1. - 5. jsou stejné jako v předcházejícím případě

	 6. s                       tvrzení

		 7. b                       rezolventa 2. a 3.

	 8. (j                     rezolventa 5. a 7.

		 9. b                       rezolventa 3. a 4.

	10. (j                     rezolventa 5. a 9.

			..........



	Je zřejmé, že v případě rozšíření množiny předpokladů o formuli představující Jonesovo tvrzení o své nevině jde o nekonsistentní výslednou množinu klauzulí, což zjevně nesvědčí ve prospěch Jonese. V případě Smitha se nekonsistentnost rozšířené množiny klauzulí zřejmě nepodaří prokázat, neboť generování rezolvent může probíhat nekonečně dlouho bez žádaného výsledku (prázdné klauzule). Podobně by probíhalo odvozování s literálem b („Brown je nevinen“).



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �9�

	Dokažte rezoluční metodou platnost pravidla modus ponens :

 a, a ® b |= b

	Klauzulární formou formule a ® b je disjunkce Řa ( b. Přitom podobně jako v předcházejících příkladech lze popřít tautologický důsledek, schéma pravidla modus ponens přepsat pomocí tří klauzulí a aplikovat pak rezoluční metodu důkazu nesplnitelnosti množiny klauzulí :



1. a				 předpoklad

2. Řa ( b			 předpoklad

3. Řb 				 popření důsledku

4. b 				 rezolventa 1. a 2.

5. (	 			 rezolventa 3. a 4.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �10�

	Dokažte rezoluční metodou platnost pravidla tranzitivity :

  a ® b, b ® c |= a ® c

	Předpoklady a negaci závěru dedukce přepíšeme do klauzulárního tvaru a postupujeme rezoluční metodou dokazování :

1. (a ( b

2. (b ( c

3. a

4. (c

5. b                          rezolventa 1. a 3.

6. c                          rezolventa 2. a 5.

(	                     rezolventa 4. a 6.





LOGICKÉ DůSLEDKY A TABLOVÁ METODA



	Důkazy, že daná formule je logickým důsledkem dané množiny předpokladů, vycházejí ze stejných úvah, jako tomu bylo u rezoluční metody popsané v předcházejícím odstavci. Jestliže stejně jako při aplikaci metody rezolučního popření k množině předpokladů dedukce U přidáme negaci formule A, která má být logickým důsledkem U, měla by být takto vytvořená množina U (((A( nesplnitelná. 





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �11�



	Dokažte tablovou metodou platnost pravidla modus ponens : a, a ® b |= b

�a, a ® b, (b



a, (a ( b, (b

��

       a, (a, (b                         a, b, (b

������                                                                                

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �5�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	

� ODK _Ref441319943 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 5-1� znázorňuje  sémantické tablo množiny formulí, jehož obě větve jsou uzavřeny. Proto je množina formulí v kořeni tabla nesplnitelná a formule b je pak logickým důsledkem formulí a, a ® b.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �5�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �12�

	Dokažte tablovou metodou platnost pravidla tranzitivity :  a ® b, b ® c |= a ® c



a ® b, b ® c, ((a ® c)

�

�a ® b, b ® c, a, (c



��(a ( b, b ® c, a, (c



(a, (b ( c, a, (c                                b, (b ( c, a, (c

���� 

(a, (b, a, (c           (a, c, a, (c          b, (b, a, (c              b, c, a, (c

���������

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �5�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �2�



	Protože se podařilo nalézt tablo, jehož všechny větve jsou uzavřeny, je výchozí množina formulí nesplnitelná. 

Formule a ® c je tedy logickým důsledkem formulí a ® b, b ® c.





PRAVIDLA PŘIROZENÉ DEDUKCE



	Již od dob klasické logiky jsou známa některá pravidla, podle nichž probíhá deduktivní uvažování. Metajazyk, kterým jsou tato pravidla definována, vyjadřuje každé pravidlo jako (metajazykovou) implikaci :

„Jestliže platí

A11,..,A1n |= B1 ,

 ........................

Ak1,..,Akn |= Bk



pak platí

 C1 ,..,Cm |= D “



	Schématicky se tato implikace vyjadřuje ve tvaru připomínajícím zlomek tak, že nad čárou jsou uvedeny výchozí dedukce, pod ní dedukce odvozená z těchto výchozích dedukcí :



 A11,..,A1n |= B1 , ...,Ak1,..,Akn |= Bk

� 

 C1 ,..,Cm |= D

	

	V odst. 5.1.3 byla dokázána věta umožňující přepis metajazykové formulace logického důsledku dané množiny předpokladů prostředky jazyka výrokové logiky. Tato možnost skýtá i prostředky pro vyjádření klasických pravidel dedukce způsobem, který odpovídá dosud zavedeným jazykovým i metajazykovým prostředkům výrokové logiky.

	Pravidla přirozené dedukce se dělí do dvou skupin. První z nich zahrnuje pravidla strukturální, pro něž je charakteristická jistá úprava množiny formulí v antecedentu. V následujících výrazech reprezentujících odvozovací pravidla bude použito těchto označení : U...množina předpokladů, U’...permutace prvků množiny U.



 U |= B

� 								pravidlo oslabení

 A, U |= B



 U |= B

� 								 pravidlo o permutaci

 U’ |= B



 A,A,..A, U |= B

� 							              pravidlo o redukci

 A, U |= B



 Další skupinu odvozovacích pravidel tvoří pravidla operační :

 S |= A,  U |= B

� 						  	           pravidlo dodání konjunkce

 S, U |= A & B



 U |= A & B

� 							           pravidlo odnětí konjunkce

 U |= A



 U, A |= B

�								pravidlo dodání implikace

 U |= A ® B



 S |= A,   U |= A ® B

� 								 pravidlo odnětí implikace

 S, U |= B



 S, A |= C,    U, B |= C

� 								  pravidlo dodání disjunkce

				              S, U, A ( B |= C                do antecedentu



 U |= A

� 								pravidlo dodání disjunkce

  					        U |= A ( B            	do sukcedentu



 A, S |= B,    A, U |= ŘB

� 								  pravidlo dodání negace

 S, U |= ŘA



 U |= ŘŘA

�					                                     pravidlo dvojí negace

U |= A





Cvičení 5



 1. Dokažte následující věty :

 Množina formulí je nesplnitelná, právě když je jejím logickým důsledkem libovolná  �    formule.

  Pro splnitelnou množinu U výrokových formulí a formuli A platí U |= A , právě když U ( �    {ŘA} je nesplnitelná.

  {p & q, Řq} je nesplnitelná množina formulí.

  Je-li U nesplnitelná množina formulí a platí-li U ( U’, pak je i U’ nesplnitelná.



2. Dokažte (vyvraťte) logické důsledky :

p ( q, q ® r |= p ( q ® r 

Řp ® q, Řq « r |= r ® p

p ( q ® r |= q ® r

q ® r |= p ( q ® r

q ® r, Řr ® q |= Řr ® Řq

Řr ® q, Řr ® Řq |= q ® r

p ( q ® r, Řr |= Řp



3. Dokažte pravidla přirozené dedukce z odst. 5.3.0.



4. Ukažte, zdali z daných předpokladů vyplývá daný závěr :

„Když se ohlédl, spatřil ji.“, „Spatřil ji.“ |= „Ohlédl se.“

„Když se ohlédl, spatřil ji.“, „Nespatřil ji.“ |= „Neohlédl se.“

„Když se ohlédl, spatřil ji.“, „Neohlédl se.“ |= „Nespatřil ji.“

„Když se ohlédl, spatřil ji.“, „Ohlédl se.“ |= „Nespatřil ji.“



 5. Analýzujte správnost následujících dedukcí :

„Zaplatím opraváři, bude-li televizor fungovat.“, „Televizor nefunguje.“ |= „Nezaplatím �   opraváři.“

„Kdyby jí to neřekl, nikdy by na to nepřišla.“ „Kdyby se nebyla zeptala, nebyl by jí to  �    řekl.“, „Přišla na to.“ |= „Musela se zeptat.“

„Řekl, že přijde, nebude-li pršet.“,  „Pršelo.“ |= „Nepřišel.“



 6. Doplňte množinu předpokladů tak, aby dedukce byla správná :

„Když sněží, jede se špatně.“, „Když se špatně jede, přijdu pozdě, nevyjedu-li brzy ráno.“, �  „Sněží.“ |= „Musím vyjet brzy ráno.“

„Máš-li mě rád, půjdeš se mnou dnes do divadla.“, „Divadlo dnes nehraje.“ |= „Nemáš mě �   rád.“

7. Stanovte předpoklady a závěr a prověřte dedukci :

 Je-li XY zodpovědný za tento zmatek, musí být buď hloupý nebo nepořádný. XY není �    hloupý ani nepořádný. Proto není zodpovědný za tento zmatek.

 Jestliže platí X + 3 = r(3 - X), pak X + 6X + 9 = 3 - X. Ale X + 6X + 9 = 3 - X , právě když �    (X + 6)(X + 1) = 0 .To však platí, právě když X = -6 nebo X = -1. Proto kořeny původní �    rovnice mohou být pouze čísla -6 a -1, jinak řečeno, je-li X + 3 = r(3 - X), pak X = -6 �    nebo X = -1.

 Předpoklady stejné jako v případě b). Potom z X = -6 vyplývá X + 3 = r(3 - X) a rovněž z �   předpokladu X = -1 vyplývá X + 3 = r(3 - X).

 Plánovaný útok bude úspěšný tehdy a jen tehdy, bude-li nepřítel překvapen nebo budou-li �   jeho pozice nedostatečně bráněny. Nepřítel nebude překvapen, nebude-li si příliš jistý. �    Nebude si příliš jistý, budou-li jeho pozice nedostatečně bráněny. Proto útok nebude �    úspěšný.

 Jestliže se podezřelý účastnil loupeže, byla plánována velmi pečlivě nebo měla uvnitř �    spiklence. Byla-li loupež plánována velmi pečlivě, pak jestliže měla uvnitř spiklence, byl �    by býval lup mnohem větší než byl v tomto případě. Proto je podezřelý nevinný.

 Jestliže se Jones včera v noci nesetkal se Smithem, pak buď je Smith vrahem nebo Jones �   lže. Není-li Smith vrahem, Jones se včerejší noci setkal se Smithem a vrah přišel po �    půlnoci. Přišel-li vrah po půlnoci, je buď Smith vrahem nebo Jones lže. Proto vrahem je �    Smith.



 8. Je dána množina klauzulí {p ( Řr ( Řt, q, r, t ( Řp ( Řr, t ( Řq, Řp ( Řq ( Řr }

      a) Dokažte její nesplnitelnost

      b) Najděte některou její splnitelnou podmnožinu

      c) Najděte takovou její podmnožinu, jejímž logickým důsledkem je klauzule p ( Řt.



Je-li party nudná, začne buď Alice plakat nebo Anatol vyprávět anekdoty. Přijde-li Sivestr na party, je party buď nudná nebo Alice začne plakat. Když Anatol vypráví anekdoty, nezačne Alice plakat. Silvestr přijde na party pouze tehdy, nebude-li Anatol vyprávět anekdoty. Začne-li Alice plakat, Anatol bude vyprávět anekdoty.

    a) Je daná množina výroků konsistentní ? 

    b) Jestliže není, který z výroků je třeba vyřadit, aby množina byla konsistentní ? 

    c) Které z výroků lze pokládat za předpoklady a jejich důsledky ?      �        Proveďte analýzu tabulkovou metodou a nalezené případy správné dedukce prověřte �        tablovou nebo rezoluční metodou.



 10. Dokažte pomocí intepretačních pravidel a rezoluční metodou, že platí

     a) h, Řh ( p ( q, Řp ( c, Řq ( c |= c

     b) p ( q, p ® r, q ® s |= r ( s



11. Vytvořte negaci formule (a ® (b ® c)) ® ((a ® b) ® (a ® c)), která je instancí axiómu �      (A2) Hilbertovského formálního systému.

Převeďte ji do klauzulárního tvaru.

Rezoluční metodou dokažte nesplnitelnost vzniklé množiny klauzulí.

Tablovou metodou dokažte nesplnitelnost negace formule.



12. Formuli z předcházejícího příkladu převeďte přímo do klauzulárního tvaru 

ukažte, že všechny klauzule této formule jsou logicky platné

odvoďte některý logický důsledek této množiny klauzulí 

dokažte, že každý logický důsledek této množiny klauzulí je logicky platná klauzule



13. Zdůvodněte, proč logickým důsledkem množiny klauzulí 

{p ( Řp ( q, q ( Řq ( Řp }

      je vždy pouze některá z těchto klauzulí.



14. Prověřte logické důsledky daných množin formulí tabulkovou metodou,�      rezoluční metodou a pomocí sémantického tabla :

 (a ( b) ( c, (a ( d |= b ( (c ( d)

 a ( b, a ( b |= a ( b

 a ( b, a ( (b ( c) |= a ( c

�MODEL A JAZYK PREDIKÁTOVÉ LOGIKY



V této kapitole bude predikátová logika prezentována jako nástroj modelování s mnohem vyšší expresivitou, než tomu je v případě výrokové logiky. Budou definovány její další jazykové prvky, které se ve výrokové logice nevyskytují, a ukázáno, jak se takto obohacený jazyk blíží svou expresivitou jazykům přirozeným. 

	Dále zde budou definována pravidla syntaxe dobře utvořených formulí jazyka. Bude ukázáno, jak se konstruují základní stavební prvky formulí - termy a jak se na jejich základě postupně vytvářejí formule atomické a z nich pak formule komponované. Budou uvedeny dva přístupy k hodnocení složitosti formule jazyka predikátové logiky. Jako první bude zaveden pojem konstrukce formule a definována složitost této konstrukce. Druhý způsob bude vycházet ze stromové reprezentace syntaxe predikátové formule. V rámci ní bude zaveden způsob hodnocení složitosti formule pomocí hloubky a velikosti základny jejího formačního stromu.

	Závěrečné odstavce kapitoly budou věnovány formulím s kvantifikátory. Bude ukázáno, jak zacházet s proměnnými vázanými ve formulích  kvantifikátory, a to zejména při substitucích, jimiž se vytvářejí jednotlivé instance formulí.

	



EXPRESIVITA JAZYKA PREDIKATOVÉ LOGIKY





	Prostředky výrokové logiky lze vyjádřit jen velmi malou množinu úvah formulovaných v přirozeném jazyce. Výroková logika je například nedostačující pro vyjádření této dedukce :

 „Opice je savec.“                                   p

 „Judy je opice.“                                    q

proto                                  „Judy je savec.“                                    r

	

	Zdánlivá možnost zachycení pomocí schématu dedukce výrokové logiky, tj.

 p, q |= r

nebo též

 (p & q) ® r

zde není vhodná, neboť proměnné p,q,r výrokové logiky se vztahují z hlediska výrokové logiky k jejím atomům a je diskutabilní, zdali p je skutečně atom. Skutečným významem neatomického výroku p je totiž

 „Každá opice je savec.“

sestávající v daném okamžiku z konečného počtu atomických výroků konstatujících o každé jednotlivé existující opici, že je savcem.

	Kromě toho věta  p  v sobě skrývá implikaci :

 „Je-li entita opicí, pak tato entita je savec.“

 a ® b



	Naznačená implikace však ještě nevystihuje původní obsah věty.



	Ten je třeba zapsat např. takto :

 (x (opice(x) ® savec(x)).



		Celá výše uvedená dedukce v přirozeném jazyce se pak vyjádří v metajazykovém schématu prostředky predikátové logiky jako



 (x (opice(x) ® savec(x)) , opice(Judy)

�

 savec(Judy)



	Formule predikátové logiky uvedené ve schématu dedukce již zřejmě dostatečně vystihují to, co bylo obsahem výše uvedené dedukce formulované v přirozeném jazyce. Formule však zjevně obsahují některé jazykové prvky, které se ve výrokové logice nevyskytovaly. Především je to kvantifikační symbol ( umožňující vyjadřovat tvrzení o množině entit. Znakové řetězce „opice“ a „savec“ představují predikátové symboly dvou unárních predikátů nabývajících pravdivostních hodnot true a false v závislosti na tom, jaká je hodnota uvedená v závorce. Pravdivostní hodnota opice(Judy) je true (při uvažovaném způsobu interpretace), zatímco pravdivost opice(x) závisí na tom, jaká konkrétní hodnota z universa diskursu je právě za x dosazena.

	Uvedený příklad ukazuje též rozdílnost charakteru proměnných v predikátové logice proti logice výrokové. Zatímco výrokové proměnné byly ohodnocovány pouze pravdivostními hodnotami true a false, proměnná x v tomto predikátovém příkladě nabývá při určité „zamýšlené“ interpretaci jako svých hodnot symbolů označujících entity z živočišné říše.

	Ve výrokové logice na rozdíl od predikátové logiky byly atomické výroky (zastoupené ve formulích výrokovými proměnnými nebo logickými konstantami) pojímány jako nedělitelné a neanalýzovatelné symboly, které nemají jinou vlastnost než svou pravdivostní hodnotu. 

	Predikátová logika podobně jako relační databázový model zavádí do atomických výroků atributy (seznam proměnných neboli parametrů v závorce za predikátovým symbolem). Predikátový symbol je unární, binární,... podle toho, kolik atributů je za ním uvedeno v závorce. Ke každému atributu pak přísluší doména jeho možných hodnot. Tato parametrizace znamená obrovský přínos z hlediska expresivity jazyka ve srovnání s jazykem výrokové logiky. Výrokové proměnné jsou pak z hlediska predikátové logiky pouhými „nulárními“ predikáty bez atributů.

	Výše uvedené unární predikátové symboly opice a savec byly zavedeny k tomu, aby vyjadřovaly konkrétní vlastnost objektu dosazeného za proměnnou x - vlastnost „být opicí“, resp. „být savcem“. Predikátové symboly arity n ( 1 však, jak ukazuje následující příklad, jsou schopny vyjádřit i vztahy mezi objekty.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Vyjádřete prostředky výrokové a predikátové logiky následující souvětí v přirozeném jazyce :

 „Judy jí ráda banán a David jí rád čokoládu.“



	V jazyce výrokové logiky neexistuje žádný jiný způsob vyjádření vět uvedeného souvětí než vyjádření dvěma různými symboly pro označení výrokových proměnných zastupujících elementární výroky.

	Např. 

 „Judy jí ráda banán.“                                           j

 „David jí rád čokoládu.“                                     d



Potom uvedené souvětí představuje konjunkci :

 „Judy jí ráda banán.“ a „David jí rád čokoládu.“     j & d



	Predikátová logika umožňuje zavedení vhodného predikátu, který nejen lépe vyjadřuje skutečný obsah elementárních vět, ale též vystihuje, co mají obě věty společného, tedy vztah mezi subjektem, který něco rád jí, a objektem, který je jeho oblíbeným jídlem.

	Např. 

	         „Judy jí ráda banán.“                          jí_rád(Judy, banán)

	         „David jí rád čokoládu.“                     jí_rád(David, čokoláda)



	Souvětí pak představuje konjunkci 

jí_rád(Judy, banán) & jí_rád(David, čokoláda).

	

	Hodnotami atributů predikátu jí_rád jsou v obou uvedených případech konstantní hodnoty Judy, David, banán, čokoláda. V zamýšleném „světě interpretace“ (universu diskursu), ke kterému se predikát vztahuje, budou mít zřejmě obě formule jí_rád(Judy, banán) i jí_rád(David, čokoláda) pravdivostní hodnotu true. Při jiné interpretaci tomu však tak nemusí být (kdyby např. doménou prvního atributu byly značky Judy, David,... osobních aut).

	Predikát jí_rád(x, y) obsahující namísto individuových konstant proměnné dává možnost dosazování vhodných hodnot z daných domén příslušných atributů. Atributu označenému jako x zde zřejmě přísluší doména, která je množinou živočichů schopných něco jíst rádi, resp. neradi. Atributu y pak přísluší doména objektů, které lze jíst. V rámci takto stanoveného světa interpretace je pak možno následně vyhodnocovat pravdivostní hodnoty predikátové formule.

	V tomto úvodním odstavci byla ve snaze o přiblížení pojetí jazyka predikátové logiky nastíněna řada nových pojmů, které nyní musí být systematicky zpřesněny.





SYNTAX JAZYKA PREDIKÁTOVÉ LOGIKY





	Stejně, jako tomu bylo u jazyka L výrokové logiky, musí mít i jazyk L1 predikátové logiky přesně definovanou syntax, tj. musí být stanovena gramatika umožňující vytváření dobře utvořených formulí jazyka.

	K tomu, aby byla definována gramatika jazyka, stačí zadat výchozí prvky jazyka - jeho abecedu a definovat jednoznačně soubor gramatických pravidel umožňujících generovat další prvky jazyka bez ohledu na jejich význam. Vzhledem k zaměření tohoto textu na expresivitu studovaných formálních jazyků je však účelné již od počátku spojovat jednotlivé prvky jazyka s jejich významem a mít tak možnost posoudit, jak kvalitním nástrojem umělé inteligence může být právě predikátová logika. Formálně přesně definovaná gramatická pravidla však v následujících odstavcích nebudou chybět.





Abeceda jazyka predikátové logiky



	Základem každého jazyka je množina symbolů, kterými tento jazyk disponuje, neboli jeho abeceda.

	Stejně jako ve výrokové logice musí jazyk predikátové logiky obsahovat symboly označující proměnné, i když význam proměnných má zde poněkud odlišný charakter. Symboly označující proměnné se totiž, jak již bylo řečeno, nevztahují k elementárním výrokům, ale k prvkům určitých množin tvořících universu diskursu, jehož se modelování predikátovou logikou týká.

	To, co mají abecedy jazyků výrokové a predikátové logiky společného (i pokud jde o význam), je pět symbolů logických spojek Ř, &, (, ®, « , logické konstanty true a false a některé symboly pomocné (závorky). Nově se zde zavádějí symboly pro individuové proměnné a konstanty, funkční a predikátové symboly, kvantifikátory a pomocný symbol čárka. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (abecedy jazyka predikátové logiky)

	Symboly jazyka predikátové logiky patří do některé z následujících skupin elementárních symbolů : 

 Symboly pro individuové proměnné x, y, z, x1.... 

 Symboly pro individuové konstanty  pi, banán, david, ... 1, 2, ...

Symboly pro logické konstanty true (T) a false (F) 

(n-ární) funkční symboly neboli funktory  f, g, sin, matka,... arity n ( 0 (následované při  n(0 seznamem n atributů uvedených v závorce) 

(n-ární) predikátové symboly  p, q, r, rodiče,.... arity n ( 0 (následované při n(0 seznamem n atributů uvedených v závorce) 

Logické spojky, a to  Ř   negace�                                       &  konjunkce�                                       (  disjunkce �                                       ® implikace �                                       « ekvivalence 

Univerzální kvantifikátor ( a existenční kvantifikátor $ 

Pomocné symboly - čárky, závorky. 

	

	Smysl individuových konstant a proměnných byl objasněn na příkladě z předcházejícího odstavce. Po stránce syntaktické budou pro označení konstant zpravidla používány znakové řetězce sestávající z písmen, číslic a podtrhovátek. Logické spojky byly dostatečně diskutovány v kapitolách týkajících se výrokové logiky.

	Pro funkční a predikátové symboly je charakteristické, že za nimi mohou následovat seznamy atributů uvedené vždy v závorce a vzájemně oddělené čárkami. Funkční symbol bez atributů (nulární funkční symbol) je individuovou konstantou. Nulární predikátový symbol je v podstatě výrokovou proměnnou. 



Úmluva :

	Funkční a predikátové symboly používané standardně v matematice budou používány i v tomto textu namísto znakových řetězců naznačených v definici (� ODK _Ref439506079 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 6.1 (abecedy jazyka predikátové logiky)�). Tak např. místo funktorů plus nebo krát pro vyjádření funkce sčítání nebo násobení dvou proměnných budou v tomto textu používány standardní funkční symboly +, *. Matematický zápis a + b, resp. a * b bude tedy zastupovat vyjádření plus(a, b), resp. krát(a, b) odpovídající výše definovanému způsobu zápisu funktorů. Podobně např. predikátové symboly rovná_se, menší než, větší než budou nahrazovány symboly =, (, ( vyskytujícími se standardně v matematických textech. Místo rovná_se(x, 0) bude tedy i zde raději používán matematický zápis x = 0.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (jazyka L1 prvního řádu)

	Jazyk obsahující symboly patřící do skupin (1) až (8) se nazývá jazykem prvního řádu L1.



	Je zřejmé, že jazyk L výrokové logiky je podjazykem jazyka L1 predikátové logiky. Jinak řečeno, jazyk predikátové logiky je rozšířením jazyka výrokové logiky.

	V dalším textu bude zpravidla namísto pojmu jazyka zde zaváděné varianty predikátové logiky používán pojem jazyka L1.





Funkční symboly



	Jedním z nejznámějších základních způsobů vyjádření vztahu mezi objekty je, a to nejen v matematice, funkce přiřazující jednoznačně objektům jedné množiny objekty druhé množiny. Např. totální funkce matka(x) přiřazuje každé osobě x daného universa diskursu představujícího nějakou množinu osob (např. členy určité rodiny) její matku.

	Funkci matka lze definovat např. tabulkou takto :



x�matka(x)��jan�anna��eva�anna��anna�marie��petr�marie�� Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �6�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ \r 1 �1�



	V jazyce matematiky patří funkční symboly mezi symboly nejčastěji používané. Např. ve výrazu

 arcsin(a2 - a + 1) 

se vyskytuje celá řada funkčních symbolů. Funkční symbol arcsin je ve tvaru prefixovém, neboť je umístěn před závorku s parametrem funkce. Naproti tomu funkční symboly součtu, rozdílu a druhé mocniny proměnných x, y jsou vyjádřeny v infixovém tvaru 

x + y,  x - y  a  x2 .

	Prefixová varianta těchto funkčních symbolů by vypadala takto :

 +(x,y),  -(x,y),  2(x)

a např. výše uvedený matematický výraz by měl obtížně čitelný tvar

 arcsin( +(-( 2(x),x),1)).

	Počet parametrů (proměnných) funkce udává její aritu. V uvedeném příkladě jde, jak je známo, o unární a binární funkce. Individuovou konstantu lze, jak již bylo uvedeno, považovat za nulární funkci.





Termy



	V odstavci 6.2.1. byla čistě formálním způsobem definována abeceda jazyka predikátové logiky. Gramatická pravidla dalších složitějších prvků jazyka, tj. pravidla vytváření jeho termů, zde budou definována formálně následující induktivní definicí.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3� (termu jazyka L1 predikátové logiky) 

	Termy jazyka L1 nad danou abecedou vznikají konečným počtem aplikací těchto pravidel : 

Báze :       Každá proměnná nebo individuová konstanta je termem. 

Indukce : Je-li f n-ární funkční symbol jazyka L1 pro n((1 a t1, t2,...,tn  jsou termy �                 jazyka L1, pak i f(t1, t2,...,tn) je termem jazyka L1. 

Generalizace : Všechny termy jazyka L1 predikátové logiky jsou výsledkem �                 konečného počtu aplikací uvedených pravidel báze a indukce této definice.



	Termem je např. výše uvedený matematický výraz arcsin(a2 - a + 1). Termy jazyka elementární aritmetiky jsou např. 0, s(x), s(s(x)). Uvedené termy, jak je na první pohled vidět, nejsou stejně složité, tedy i náročné na počet konstrukčních kroků podle definovaných pravidel báze a indukce (� ODK _Ref439506311 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 6.3 (termu jazyka L1 predikátové logiky)�). Právě podle počtu kroků, které je potřeba k tomu, aby byl term vytvořen, se hodnotí, jak ukazuje následující definice, složitost konstrukce termu.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (konstrukce termu a její složitosti)

	Konstrukce termu t z množiny symbolů (1),(2),(4) je posloupnost termů 

t1, t2,...,tn  , tn = t

taková, v níž  ti , 1(i(n, je buď symbolem z (1) nebo (2) podle bázového pravidla nebo vznikl z  t1, t2,...,ti-1 aplikací pravidla indukce. Je-li posloupnost t1, t2,...,tn nejkratší konstrukce termu t, pak t1, t2,...,tn jsou všechny podtermy termu t a číslo n udává složitost konstrukce termu t. 



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �2�

	Vytvořte konstrukci termu arcsin(a2 - a + 1) a stanovte její složitost.



	Termy báze pro tuto konstrukci jsou konstanty a, 1. Dalšími členy posloupnosti jsou pak funkce druhé mocniny, součtu a rozdílu. 

	Konstrukci termu arcsin(a2 - a + 1) tedy tvoří posloupnost

 a, 1, a2 , a2 - a, a2 - a + 1, arcsin(a2 - a + 1)

obsahující 6 členů, proto je složitost jeho konstrukce n = 6.

	Term je pouhý jazykový výraz. Jeho expresivitu lze posoudit, jak uvidíme v následující kapitole, pouze v souvislosti s jeho interpretací. Jak již bylo řečeno, individuové konstanty mají své možné denotáty v množině zvané universum diskursu. Universum diskursu je zároveň tou množinou, pomocí jejíchž prvků jsou ohodnocovány proměnné jazyka. 

	Pravidlo indukce pro vytváření termů z proměnných a individuových konstant říká, že dalším složitějším termem jazyka predikátové logiky je funkce n proměnných, která jak již bylo řečeno přiřazuje prvkům jedné množiny (zde n-ticím prvků) prvky jiné množiny. Po dosazení prvků dané množiny za proměnné obsažené v termu lze tento term vyhodnotit (interpretovat) a dospět tak k jeho výsledné hodnotě (prvku číselné množiny nebo prvku jiné množiny), která nikdy není pravdivostní.

	Stejným způsobem jako funkce lze vyhodnocovat individuové konstanty jazyka (nulární funkce). Jim rovněž náležejí jako denotáty prvky daného universa diskursu. 

	Termům, v jejichž konstrukci se na místě elementárních symbolů vyskytují pouze konstanty, je věnována následující definice.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �5� (bázového termu)

	Bázový term je term neobsahující žádné proměnné.





Relace a predikáty



	Vedle funkcí je, a to nejen v matematice, druhým běžně užívaným způsobem vyjádření vztahů, resp. závislostí mezi objekty, relace. Relací lze např. vyjádřit vztah, že osoba 1 (otec) a osoba 2 (matka) jsou rodiči osoby 3 (dítěte).

	Schéma relace bude mít v tomto případě tvar 

rodiče(<otec>, <matka>, <dítě>) 

a relace RODIČE bude dána výčtem svých prvků (trojic) :

RODIČE = {(Karel, Anna, Jan), (Karel, Anna, Eva), (Josef, Marie, Anna), (Josef, Marie, �                      Petr),....}.

	V uvedeném schématu relace symboly v lomených závorkách slouží jako deskriptory jejích atributů.

	Podobně lze z oblasti matematiky definovat např. relaci 

PRVOČÍSLO(<číslo>), 

jejímiž prvky budou všechna prvočísla 

{1, 2, 3, 5, 7, 11, ...}.

nebo relaci  > , jejíž prvky budou tvořit všechny dvojice čísel takové, že první z nich je větší než druhé. V případě relace > se, podobně jako tomu bylo u některých matematických funkcí, používá infixového zápisu x > y, neboť prefixový zápis >(x, y) by ve složitějších výrazech vedl k nepřehlednosti.



	V souvislosti s pojmem relace a jeho významem lze nyní přiblížit i pojem predikátu. Predikátový symbol odpovídá symbolu označujícímu relaci s tím, že predikát je takový jazykový útvar, jehož významem, jak uvidíme v následující kapitole, je jedna z pravdivostních hodnot true nebo false. Predikát rodiče(pavel, jana, ivan) totiž nabývá hodnoty true, právě když trojice (Pavel, Jana, Ivan) patří relaci RODIČE. V opačném případě je predikát interpretován jako false. 

	Logické konstanty true a false mají rovněž význam rovný vždy jedné z pravdivostních hodnot, proto je lze považovat za nulární predikáty. Tato kapitola je však věnována především syntaxi jazyka L1, proto i v dalším odstavci budou zaváděny jeho složitější jazykové útvary bez ohledu na jejich význam.





Formule jazyka L1 predikátové logiky



	V předcházejících odstavcích byla definována gramatika určující syntax termu jazyka predikátové logiky. V návaznosti na tuto definici je nyní možno definovat, a to opět čistě formálním způsobem, klíčový pojem formálního jazyka L1 predikátové logiky - jeho formuli.

	Formule se vytvářejí z termů a ostatních symbolů jazyka L1 prvního řádu konečným počtem aplikací gramatických pravidel určených v následující definici atomu a z ní vycházející induktivní definici formule.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �6� (atomické formule jazyka L1) 

	Je-li p n-ární (n ( 0) predikátový symbol jazyka L1 a t1, t2,...,tn jsou termy jazyka L1, pak 

p(t1, t2,...,tn) 

je atomická formule neboli atom jazyka L1. 

         Atomickými formulemi jsou též logické konstanty  true a false.



	Je zřejmé, že atomická formule obsahující jediný predikátový symbol sehrává v predikátové logice, podobně jako výroková proměnná ve výrokové logice, roli základního konstrukčního prvku formule. Je tedy na místě analogicky výrokové logice definovat pojem literálů tohoto základního konstrukčního prvku.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �7� (literálů predikátu jazyka L1) 

	Atomická formule a její negace se nazývají literály predikátu tvořícího atomickou formuli. 



	Následující induktivní definice gramatiky formule jazyka vychází z pojmu atomické formule.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �8� (formule jazyka L1) 

Báze : Každá atomická formule jazyka L1 je formulí jazyka L1. 

Indukce : Jsou-li A,B formule jazyka L1, pak �                                         ŘA, A & B, A ( B, A ® B a A « B �                jsou formulemi jazyka L1. 

Indukce : Je-li x proměnná a A formule, pak �                                                                     (x A , $x A �                jsou rovněž  formule jazyka L1. 

Generalizace : Všechny formule jazyka L1 predikátové logiky jsou výsledkem konečného �                       počtu aplikací zde uvedených pravidel 1. - 3. báze a indukce.

	

	Vzhledem k tomu, že atomy (atomické formule) predikátové logiky nejsou jednoduchými symboly jazyka, ale byly zkonstruovány z termů, jejichž konstrukce a její složitost již byla definována, lze nyní definovat i složitost konstrukce atomu.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �9� (složitosti konstrukce atomu)	

	Složitost konstrukce atomu p(t1, t2,...,tn) je rovna součtu složitostí konstrukcí jeho atributů t1, t2,...,tn  zvětšenému o 1.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �3�

	Stanovte složitost konstrukce atomu 

sqrt(2*x +1) ( x2 - 1. 



	V daném případě jde o binární predikátový symbol  ( se dvěma atributy - termy sqrt(2*x +1) a  x2 - 1. 

	Konstrukcí prvního z termů je posloupnost

2, x, 2*x, 1, 2*x + 1, sqrt(2*x +1)

složitosti 6.

	Konstrukci druhého termu tvoří posloupnost

x, 1, x2, x2 - 1

složitosti 4.

	Složitost konstrukce atomu sqrt(2*x +1) ( x2 - 1 je pak rovna součtu 

6 + 4 + 1 = 11.



	Konstrukce atomu s nulárním predikátovým symbolem je vždy jednočlenná posloupnost, proto je i složitost této konstrukce rovna 1. Např. atomům p, true přísluší jejich jednočlenné konstrukce p, true, jejichž složitosti jsou zřejmě rovny 1. Pro atomy s predikátovým symbolem nenulové arity je složitost konstrukce, jak již bylo uvedeno, rovna součtu složitostí všech termů zvětšenému o 1.

	Stejně jako v případě jazyka výrokové logiky se proces vytváření formule aplikací pravidel syntaxe predikátové logiky děje v postupných krocích a v každém z nich vzniká rovněž dobře utvořená formule jazyka. Ty pak tvoří posloupnost zvanou konstrukce formule, která jak ukazuje následující definice, je tím složitější, čím je posloupnost nutných konstrukčních kroků vedoucích k jejímu vytvoření delší.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �10� (konstrukce formule z jejích atomů a složitosti konstrukce formule)

	Konstrukce formule B z množiny atomických formulí je posloupnost podformulí C1, C2,...,Cn = B, taková, v níž Ci, 1(i(n, je buď atomickou formulí nebo vznikla z C1, C2,...,Ci-1 aplikací  pravidel indukce (definice 6.8.). 

	Je-li posloupnost C1, C2,...,Cn nejkratší konstrukce formule B, pak C1, C2,...,Cn jsou všechny podformule formule B a číslo n udává složitost konstrukce formule B z jejích atomů. 

	



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �4�

	Zapište posloupnost podformulí představující konstrukci formule 

(x ((p(x) & Řq(z)) ® false) ( $y (Řp(y) ® q(z))

z jejích atomů a určete složitost konstrukce této formule.



p(x), q(z), Řq(z), p(x) & Řq(z), false, (p(x) & Řq(z)) ® false,

(x ((p(x) & Řq(z)) ® false), p(y), Řp(y), Řp(y) ® q(z), $y (Řp(y) ® q(z)),

 (x ((p(x) & Řq(z)) ® false) ( $y (Řp(y) ® q(z))



 	Posloupnost podformulí představující konstrukci dané formule má 12 členů, proto je složitost konstrukce formule z jejích atomů rovna 12.



	 Konstrukce formule, tak jak ve skutečnosti probíhá, tj. nikoliv od jejích atomů, ale od elementárních symbolů skupin (1) - (7) (závorky sehrávají pomocnou roli) až po výslednou formuli, má podle následující definice složitost rovnou součtu složitostí všech jejích postupně konstruovaných komponent.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �11� (složitosti konstrukce formule)

	Složitost konstrukce formule z množiny symbolů (1)-(8) je rovna součtu složitostí konstrukcí jejích atomů a složitosti konstrukce formule z jejích atomů. 





Backus - Naurova forma definice gramatiky jazyka L1



( atribut ( ::= ( term (

( term ( ::= ( proměnná (

              ::= ( konstanta (

	   ::= ( funktor ( (( seznam atributů ()

( seznam atributů ( ::= ( term (

		        ::= ( term(, ( seznam atributů (

( atom (     ::= ( logická konstanta ( 

	       ::= ( predikátový symbol ( 

	       ::= ( predikátový symbol ( (( seznam atributů ()

( formule ( ::= ( atom ( 

	        ::= ((( formule ( )

	        ::= (( formule (( binární logická spojka (( formule ()

	        ::= ( kvantifikátor (( proměnná ( (( formule ( ) 

( proměnná (   	::=  x / y / z / x1/....

( konstanta (   	::=  pi / banan / david /..../ 1 / 2 /.... 

( logická konstanta ( ::=  true / false

( funktor ( 			::= f / g / sin /...

( predikátový symbol ( 	::= p / q / rodiče /....

( binární logická spojka ( 	::= ( / ( / ( / (

( kvantifikátor ( 		::= ( / (











Formační strom a složitost predikátové formule



	Možnost hodnocení složitosti formulí jazyka, který má sloužit pro automatické odvozování v rámci umělé inteligence, je jedním z klíčových aspektů adekvátnosti jazyka. 

	V předcházejícím odstavci byl zaveden pojem konstrukce formule a uveden způsob hodnocení složitosti této konstrukce. Nevýhodou této zavedené míry složitosti je nerozlišování konstrukčních kroků na úrovni konstrukce termu a na úrovni konstrukce formule z jejích atomů. Zde bude proto s využitím stromové reprezentace formule zaveden poněkud odlišný (graficky podporovaný) způsob hodnocení složitosti termu a následně i složitosti formule predikátové logiky. Složitost formule v tomto pojetí, odpovídajícím pojmu složitosti výrokové formule, je podobně jako ve výrokové logice základem pro řadu důkazů vlastností predikátových formulí indukcí.



Formační strom termu



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �12� (formačního stromu termu)

	Formační strom termu je uspořádaný ohodnocený strom s konečným počtem větví, jehož uzly jsou označeny termy podle těchto pravidel :

Návěštími listů jsou individuové konstanty nebo proměnné.

Každý uzel, který není listem nese jako návěští term tvaru f(t1, t2,...,tn).

Uzel s návěštím f(t1, t2,...,tn) má ve stromu právě n bezprostředních následníků - uzlů označených postupně návěštími t1, t2,...,tn.

Kořen stromu nese jako své návěští term, jemuž strom náleží.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �5�

	Sestrojte formační strom termu f(x, g(y,z), h(0))



f(x, g(y,z), h(0))

���

                                 

                                x                              g(y,z)                        h(0)

���

                                                        y                      z                  0

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �6�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	V uvedeném příkladě je h(0) bázovým termem, neboť podle definice 6.5. neobsahuje žádnou proměnnou. Je zřejmé, že ve formačním stromu se bázové termy vyznačují tím, že jejich listy nenesou jako svá návěští žádné proměnné.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Každému termu jazyka L1 náleží jeho jediný formační strom.



Důkaz lze provést analogicky jako v případě věty 2.2.





Formační strom formule



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �13� (formačního stromu atomické formule)

Pomocný formační strom atomické formule je ohodnocený, uspořádaný strom konečného počtu větví s hloubkou rovnou 1, jehož kořen nese jako návěští příslušnou atomickou formuli. Je-li návěštím kořene n-ární predikát p(t1, t2,...,tn), jsou jeho bezprostředními následníky listy označené postupně termy t1, t2,...,tn.

Formační strom atomické formule je ohodnocený, uspořádaný strom konečného počtu větví odvozený z pomocného formačního stromu atomické formule p(t1,t2,...,tn)  tak, že ke každému termu  ti, 1 ( i ( n , který je vždy návěštím některého jeho listu, je přičleněn jeho formační strom.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �6�

	Sestrojte formační strom atomu manželé(příjmení, jméno(muž), jméno(žena))

	První z termů představujících atributy atomu manželé je konstantou, proto zůstává návěštím listu výsledného stromu. V případě zbývajících dvou termů jsou k pomocnému formačnímu stromu atomu přičleněny formační stromy termů jméno(muž) a jméno(žena).



manželé(příjmení, jméno(muž), jméno(žena))

���



příjmení                   jméno(muž)                jméno(žena))

��

                                                                                                         

                                                               muž                            žena

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �6�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �2�



Věta � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �2�

	Každému atomu jazyka L1 náleží jeho jediný formační strom.



Důkaz lze s využitím dokázané věty 6.1. provést analogicky jako v případě věty 2.2.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �14� (pomocného formačního stromu formule)

	Pomocný formační strom formule jazyka predikátové logiky je ohodnocený, uspořádaný strom konečného počtu větví, 

jehož listy jsou označeny atomickými formulemi,

jehož uzly s jediným bezprostředním následníkem označeným formulí A nesou buď návěští (A nebo (x A nebo (x A, kde x je proměnná,

jehož uzly se dvěma bezprostředními následníky označenými formulemi A a B nesou buď návěští A(B nebo A(B nebo A(B nebo A(B.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �15� (složitosti, hloubky a základny formule jazyka L1)

	Složitost formule jazyka L1 je rovna počtu uzlů jejího pomocného formačního stromu, které nejsou jeho listy.

	Hloubka formule jazyka L1 je hloubkou jejího pomocného formačního stromu.

	Základna formule jazyka L1 je množina atomů, které jsou návěštími listů pomocného formačního stromu formule. Počet prvků základny formule určuje velikost základny formule. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �16� (formačního stromu formule jazyka predikátové logiky)

	Formační strom formule jazyka predikátové logiky je ohodnocený, uspořádaný strom konečného počtu větví odvozený z pomocného formačního stromu formule tak, že ke každému atomu  pi dané formule 1 ( i ( n , který je vždy návěštím některého listu pomocného formačního stromu formule, je přičleněn formační strom atomu pi.



	

Příklad � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �7�



	Sestrojte formační strom formule 

(x ((sin(2*x + 3) ( -1) ( (sin(2*x + 3) ( 1)) ,

 stanovte složitost formule, hloubku formule a velikost její základny.





(x ((sin(2*x + 3) ( -1) ( (sin(2*x + 3) ( 1))

�

(sin(2*x + 3) ( -1) ( (sin(2*x + 3) ( 1)

��

��sin(2*x + 3) ( -1                               sin(2*x + 3) ( 1

��                                                                                      

��sin(2*x + 3)          -1                        sin(2*x + 3)            1



                         2*x + 3                                                2*x + 3

����

                    2*x               3                                      2*x               3

����

              2               x                                         2               x

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �6�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �3�



	Složitost formule s = 2, neboť pomocný formační strom formule tvoří pouze dva uzly, které nejsou zároveň jeho listy. Z toho, jakým způsobem je pomocný formační strom formule vytvářen, vyplývá, že složitost s formule je rovna součtu počtu logických spojek a počtu kvantifikátorů ve formuli.

	Základna formule obsahuje dva atomy (listy pomocného formačního stromu), proto je její velikost  z = 2.

	Formační strom formule má hloubku 2, neboť atomy tvoří druhou úroveň stromu. Následující úrovně vznikly přičleněním formačních stromů termů příslušejících atomům.



Věta 6.3.

	Každé formuli jazyka L1 náleží její jediný formační strom.



Důkaz lze s využitím dokázané věty 6.2. provést analogicky jako v případě věty 2.2.



	Protože v tomto a předcházejícím odstavci 6.3.1. byly uvedeny dva způsoby hodnocení složitosti predikátových formulí, je nyní na místě jejich vzájemné porovnání, resp. posouzení vhodnosti pro speciální účely. 

	Snadno by se dalo dokázat, že dané konstrukci formule odpovídá právě jediný pomocný formační strom formule. Podobně musí dané konstrukci termu odpovídat právě jeden formační strom termu. Zdálo by se tedy, že jde o ekvivalentní přístupy k hodnocení složitosti formulí, resp. jejich termů. V případě kvantitativních ukazatelů, kterým je složitost konstrukce formule (termu) na jedné straně a trojice složitost formule, hloubka formule (termu) spolu s velikostí základny formule (termu) na straně druhé, však nejde o srovnatelná čísla. Ukazatel složitosti konstrukce formule sice může v rámci jazyka sloužit jako vhodné klasifikační hledisko konstrukcí formulí, ale neříká nic o tom, kolika atomy (predikáty) formule disponuje, resp. jak jsou v ní atomy logicky spojeny, což představuje významné ukazatele např. při hodnocení složitosti provádění logického programu (PROLOG).





KVANTIFIKACE V PREDIKÁTOVÉ LOGICE



Kvantifikátory

	

	Kvantifikátory jsou jazykové prvky predikátové logiky, které umožňují zavést do jazyka možnost formálního vyjádření toho, že n-ární relace platí, resp. neplatí pro všechny nebo pro některé n-tice universa diskursu. Kvantifikátory se vztahují, jak ukazuje pravidlo indukce 3) definice 6.8, k symbolům pro proměnné obsažené v dané formuli. 	

	Zatímco p(x) vyjadřuje v predikátové logice, že x má vlastnost p, (x p(x) znamená, že p(x) platí pro všechny možné hodnoty x, $x p(x) pak znamená, že existuje taková hodnota, která dosazena za x vede k pravdivému p(x). 

	Například pro vyjádření dělitelnosti v oboru celých čísel by bylo vhodné zavést binární predikátový symbol dělitel(x,y) a zapsat pak větu 

„Číslo 3 je dělitelem čísla x“ 

takto:

 dělitel(3, x).

Formule 

(x dělitel(3, x) 

pak tvrdí, že číslo 3 dělí každé x, což zjevně není pravda. Naopak pravdivé je tvrzení 

$x dělitel(3, x), 

které konstatuje, že takové x, pro něž je číslo 3 dělitelem, existuje.





Volné a vázané proměnné



	Jak vyplývá ze syntaktických pravidel predikátové logiky, termy i formule jsou pouhými řetězci symbolů nad danou abecedou. 

	Indukční pravidla 2 a 3 � ODK _Ref439509549 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 6.8 (formule jazyka L1)� ukazují, jak z jednodušších formulí vytvářet formule složitější. První z nich jsou přitom podformulemi těch druhých složitějších formulí. Pomocí pojmů formule a její podformule zavedeme nyní pojem vázaného a volného výskytu proměnné v dané formuli.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �17� (volných a vázaných proměnných)

	Daný výskyt proměnné x ve formuli A je vázaný, je-li x součástí nějaké podformule tvaru (x B nebo $x B formule A.

	Proměnná x je vázaná ve formuli A, má-li tam vázaný výskyt.

	Není-li daný výskyt proměnné x vázaný, říkáme, že je volný.

	Proměnná x je volná ve formuli A, má-li v ní některý volný výskyt. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �18� (uzavřené a otevřené formule)

	Formule A je uzavřená, pokud A neobsahuje žádnou volně se vyskytující  proměnnou.

	Formule A je otevřená, není-li uzavřená. 



Poznámky :

	1. Proměnná je rovněž uzavřená, neobsahuje-li žádnou proměnnou.

	2. Tatáž proměnná může mít ve formuli volný i vázaný výskyt, jako je tomu např. ve formuli 

x < 0 ® (x( -x > 0 ).



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �19� (formule s čistými proměnnými)

	Formule, v níž každá vyskytující se proměnná má buď všechny své výskyty volné nebo všechny své výskyty vázané, se nazývá formule s čistými proměnnými. 

	Sentence je formule s čistými proměnnými, jejíž všechny proměnné jsou vázané.

	Otevřená formule je formule s čistými proměnnými, jejíž všechny proměnné jsou volné.

	

	Formulí s čistými proměnnými, které jsou navíc vázány kvantifikátory téhož druhu, se týkají následující dva pojmy.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �20� (generálního a existenčního uzávěru formule) 

	Nechť { x1, x2,...,xn } jsou všechny proměnné formule A, které jsou též volnými proměnnými. Pak formule (x1(x2,...,(xn A označovaná zkráceně ( A se nazývá generálním uzávěrem formule A. Podobně formule $x1$x2 ...$xmA někdy zkráceně označovaná jako $ A se nazývá existenčním uzávěrem formule A. 



Substituce termů za proměnné ve formulích



	Proměnné obsažené ve formulích umožňují vyjadřovat obecná tvrzení. Dosazováním termů za formule lze pak získat jednotlivé instance formule, které představují tvrzení o jejích speciálních případech.

	O substituci termu za proměnné v termu hovoří pravidlo indukce � ODK _Ref439506311 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 6.3 (termu jazyka L1 predikátové logiky)�, které umožňuje vytváření dalších termů jazyka.

	Nechť t1, t2,...,tn jsou termy jazyka L1, x1, x2,...,xn jsou proměnné. Nahrazením každého výskytu proměnné xi (i = 1,..n) termem ti vznikne nové slovo jazyka L1, které je podle zmíněného pravidla indukce opět termem. Skutečnost, že term t vznikl substitucí termů t1, t2,...,tn  za proměnné x1, x2,...,xn bude zde vyjadřována jako

 t [t1/x1, t2/x2,..,tn/xn].

	Substituce termů za proměnné jsou možné i v případě formulí, je však třeba dbát jistých omezení. Proto se v této souvislosti hovoří o substituovatelnosti termu do formule.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �21� (instance a bázové instance formule)

	Je-li A formule s volným výskytem proměnné x a t term, pak výraz, který vznikne z formule A nahrazením každého volného výskytu proměnné x termem t, je opět formulí, která se nazývá instancí formule A,  pro niž použijeme označení A[t/x]. 

	Jestliže formule A[t/x] po substituci termu t již neobsahuje žádnou proměnnou, nazývá se bázovou instancí formule A.



	Problémy, které mohou nastat se substitucemi termů za proměnné souvisí s jejich kvantifikací. Zřejmě je nežádoucí, aby se substitucí termu t s volným výskytem proměnné x za některou proměnnou y, vyskytující se ve formuli, některý výskyt proměnné x stal výskytem vázaným. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �22� (substituovatelnosti termu za proměnnou ve formuli)

	Nechť t je term s volným výskytem proměnné x. Term t je substituovatelný za volnou proměnnou y formule A, jestliže ve formuli A[t/y] všechny výskyty proměnné x zůstanou volnými.



	Z praktického hlediska znamená rozhodování, zdali je možno substituovat term do formule, potřebu dbát následujících podmínek substituovatelnosti : 

Term lze substituovat do formule pouze za její proměnnou s volným výskytem. 

Žádná volná proměnná obsažená v substituovaném termu se po substituci nesmí stát proměnnou vázanou.

	Následující příklad ilustruje problémy, které mohou vzniknout substitucí termu, který není substituovatelný do dané formule.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �6�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �8�

Mějme formuli A elementární aritmetiky tvaru (y (x = y + y) (x je sudé číslo) a term t tvaru y + 1. Substitucí [t/x] v A dostáváme formuli A tvaru (y (y + 1 = y + y) (y+1 je sudé číslo). Závada provedené substituce je v tom, že term, který byl do formule A substituován, obsahoval proměnnou, která se v nově vzniklé formuli stala vázanou. Term y + 1 tedy nesplňoval podmínku substituovatelnosti za x do dané formule.

Mějme formuli elementární aritmetiky (x(y (x + y = 0), která je v oboru celých čísel platnou formulí. Kdybychom nedodrželi podmínku substituovatelnosti a substituovali za y term s(x), kde s je funkce následníka, dostali bychom formuli (x(y(x + s(x) = 0), která v oboru celých čísel neplatí.

	



Cvičení 6



Analýzujte následující výrazy z hlediska jazyka L1 predikátové logiky. Určete, které z nich mohou být v daném kontextu termy a které formulemi. Ukažte, jakým způsobem jsou podle syntaktických pravidel zkonstruovány. U proměnných obsažených ve formulích určete, zdali jsou v nich volné nebo vázané, resp. zdali jde o formuli s čistými proměnnými.

    a) 2x - (x2 + 2x - 1 = 0)

    b) -1 < sin(a2 - a) < 1

    c) (x ( dělitel(4, x) ® dělitel(2, x))

    d) (x ( dělitel(2, x) - dělitel(4, x))

    e) (x ( ((2x - 2) dx = x - 2x + y )

                (

    f) i (2x - 2) dx « x - 2x + y

    g) $x (y ( p(x) & q(y) )

    h) $x (y ( p(x) + q(y) > 0 ) 



2. Uvažujme jazyk s unárními funkčními symboly max_rychlost((čeho(),    �    rok_výroby((čeho(), binárním funkčním symbolem cena((čeho(, (kdy(), unárními �    predikátovými symboly auto((objekt(), jízdní_kolo((objekt(),

     Prověřte syntax následujících predikátových formulí :

 auto(kolo)

 max_rychlost(škoda 105) = 120

max_rychlost(auto(x)) ( max_rychlost(jízdní_kolo(x))

 max_rychlost(auto_favorit) ( max_rychlost(kolo_favorit)

(x (y (cena(x, y) ( max_rychlost(x) ( auto(x))

 (x (cena(x, rok_výroby(x)) ( cena(x, rok_výroby(x) +10) ( auto(x))



3. Uvažujme jazyk elementární aritmetiky (s rovností), který obsahuje tyto speciální �     symboly :

     0 - nulární funkční symbol pro nulu,

      s - unární funkční symbol pro funkci následníka

      + , * - binární funkční symboly pro sčítání a násobení

      Analýzujte následující jazykové výrazy elementární aritmetiky z hlediska jejich syntaxe :

 s(0) = 1

 s(x) = x + 1

 s(s(x) + s(0)) = x + 3



4. Prověřte syntax těchto formulí s predikáty p, q :

 (x (y (p(x,y) = p(y,x))

 (x $y p(cos(x.y), 1-x)

 $x $y ((q(x) ® true) & (q(y) = 0))

 (x p(1,3)



5. Jsou dány predikáty

    real(x)	  (x je reálné číslo)		integer(x)	(x je přirozené číslo)

    prvočíslo(x)  (x je prvočíslo)		kladné(x)	(x je kladné číslo)

    liché(x)	  (x je liché číslo)                   sudé(x)	(x je sudé číslo)

    

   Vyjádřete smysl následujících formulí přirozeným jazykem.

   a) (x ((sudé(x) ( liché(x))

   b) (x ((sudé(x) ( prvočíslo(x))

   c) (x (real(x) ( integer(x))

   d) (x ((prvočíslo(x) (  x ( 2) ( liché(x))

   e) (x (integer(x) ( sudé(x) ( prvočíslo(x))

   f) (x (y (z ((integer(x) ( integer(y)) ( (integer(z) (  x + y = z))

   g) (z (x (y ((integer(x) ( integer(y)) ( (integer(z) (  x + y = z))



6. Je dána formule (x A(y). Jsou následující termy substutuovatelné za uvedené jazykové �    výrazy dané formule ?

((ax + b) / y(

(y2 / x(

(y / x(

((ax + b) / x(



7. Lze v následujících případech provést substituci termu f(x1, x3) za x2 ?

(x2 (a(x1, x2) ( a(x2, c))

(x1(x3 (a(x1, x2) ( b(x3))

(x2  (a(f(x2)) ( (x3 b(x1, x2, x3))

(a(x1) ( (x5 a(x2))

(x2  a(x2)



8. Zvolte vhodné predikátové symboly, zapište schémata predikátů pomocí deskriptorů �     jejich atributů a vyjádřete v jazyce predikátové logiky následující věty :

 Jana má ráda každého, kdo ji má rád.

 Marek bydlí tam, kde dříve bydlel Jan.

 Rodiče Petra a Karla jsou přáteli, zatímco Petr a Karel se spolu nepřátelí.

 Všechny ryby s výjimkou žraloků se chovají k dětem přátelsky.

 Někteří lidé jsou vtipní pouze tehdy, jsou-li opilí.

 Jestliže to někdo umí zařídit, umí to zařídit také Ducháček.

 Každý pilný člověk se může naučit logiku.

 Pouze ten student, který získal během semestru určitý počet bodů, se může účastnit  �      závěrečné zkoušky.

 Mezi studenty jsou i takoví, kteří před koncem semestru nemají ještě potřebný počet �     bodů z žádného předmětu.

 Kdo jinému jámu kopá, sám do ní padá.

 Každý svého štěstí strůjcem.

�

SÉMANTIKA JAZYKA L1  





	V předcházející kapitole 6. byl kromě formálních syntaktických pravidel tvorby formulí predikátové logiky průběžně objasňován též smysl zavedení jednotlivých jazykových prvků. Zde bude věnována pozornost výhradně významové (sémantické) stránce jazyka a jeho prvků. Samozřejmě lze očekávat, že stejně tak, jak je syntax jazyka predikátové logiky mnohem složitější než syntax jazyka výrokové logiky, bude tomu i v případě sémantik obou jazyků.

	Cílem této kapitoly bude především ukázat způsob, jak se jazyku zkonstruovanému podle formálně daných pravidel přiřadí jeho význam. Bude definována interpretace dobře utvořené formule jazyka L1 jako funkční přiřazení jedné z pravdivostních hodnot dané formuli. Dále zde bude diskutována splnitelnost, resp. platnost formulí predikátové logiky, zejména těch, které obsahují kvantifikátory. Bude uvedena řada metod sémantické analýzy formule, tj. metod zjišťování, zdali je nebo není, resp. za jakých podmínek je nebo není, predikátová formule splnitelná nebo zdali jde o logicky platnou formuli.





INTERPRETACE JAZYKA L1 



Jazyk L1 a jeho smysl

	

	Až dosud jsme při zavádění jednotlivých prvků jazyka predikátové logiky neustále měli na zřeteli jejich smysl. Jazykové symboly, jakými jsou funktory nebo predikátové symboly, jsme co do jejich expresivity na jedné straně konfrontovali s nástroji, jakými disponuje matematika, na druhé straně jsme sledovali jejich možnost modelovat vyjadřování přirozeným jazykem. Takový přístup sice odpovídá orientaci této publikace, ale obecně vzato není bezpodmínečně nutný. Stačilo by formálně definovat jazyk a o jeho význam se zajímat až později. Filozoficky založenému čtenáři se v této souvislosti možná vybaví biblické „Na počátku bylo slovo„. Ano, při vytváření formálního systému je skutečně nadefinování jazyka počátečním nutným krokem. Ale zdali tomu tak bylo i u přirozených jazyků, o tom lze s úspěchem pochybovat. Jazyk se svými adekvátními výrazovými prostředky zřejmě vznikl proto, aby člověk realizoval své potřeby sdílení fakt a úvah o světě, který jej obklopuje. Při vzniku jazyka tedy zřejmě v pozadí stál jeho význam. 

	A nyní si položme otázku, jaký by asi byl jazyk nadefinovaný bez ohledu na jeho význam. Odpověď by asi zněla : nemělo by smysl vytvářet jazyk, který nemá žádný smysl, který je jen jazykem pro jazyk. Tedy i ta řada autorů, která se historicky podílela na vývoji formální logiky, měla vždy na mysli její smysl. Takže, co vlastně bylo na počátku ?  Uvěříme raději tomu, že v případě přirozeného jazyka to byl reálný svět - lidské universum diskursu.  Ne jinak tomu je i v případě budování jazyka predikátové logiky. Jazyk zde vznikal jako nástroj modelování opět nějakého určitého světa objektů, který je vždy universem diskursu jakési „zamýšlené„ interpretace jazyka.

	Na štěstí to s tou přísnou závislostí jazyka na jeho konkrétním významu tak doslova není pravda. Existují totiž určité struktury, ať už ve světě reálných objektů, nebo ve světě objektů abstraktních (matematických), na něž se docela dobře „hodí„ jeden a tentýž jazyk. Jazyk predikátové logiky je jedním z těch jazyků se širokým záběrem. Určitým způsobem vhodně zavedené prvky jazyka v něm způsobí, že jazyk lze interpretovat různě a přesto jeho platné formule zůstanou platnými. O tom ale bude celá tato kapitola.





Význam prvků jazyka L1



	Dříve, než bude definována struktura přiřazená jazyku L1 predikátové logiky a na jejím základě definován způsob interpretace prvků jazyka, bude užitečné shrnout základní fakta týkající se významů jednotlivých nově zaváděných jazykových prvků, která byla v souvislosti se zaváděním těchto prvků jazyka uvedena již v předcházející kapitole.

	Množina objektů, jichž se význam jazyka týká, je jeho universem diskursu W. Universum diskursu by mělo přitom být budováno tak, aby individuovým konstantám jazyka L1 mohly být přiřazeny určité jeho prvky. Přitom každá z konstant je jazykovým výrazem (pojmenováním) svého určitého přiděleného objektu z W, který tato konstanta v rámci dané interpretace reprezentuje.

	Prvky universa diskursu W mají být též ohodnocovány individuové proměnné obsažené ve formulích. Tyto proměnné sehrávají roli parametrů, resp. atributů predikátů nebo funkcí a vztahují se zpravidla k určitým doménám možných hodnot pro tyto atributy. Jinak než jako atributy funkcí nebo predikátů se individuové proměnné v predikátových formulích nevyskytují. Proto do universa diskursu bezpochyby patří všechny domény atributů funkcí a predikátů, kterými jazyk disponuje.

	Kromě individuových konstant a proměnných může, ale nemusí nutně obsahovat jazyk L1 predikátové logiky i složitější konstruktory termů jazyka, a to funkční symboly. Jejich významem jsou funkční zobrazení, tak jak je známe z matematiky. Přitom, stejně jako je tomu v matematice, jde obecně o n-ární funkce a proto se hovoří o aritě funkcí. Nulární funkcí, tj. funkcí bez proměnných  (atributů) je, jak již bylo konstatováno, individuová konstanta. To umožňuje zavedení způsobu interpretace individuových konstant v rámci interpretace funkčních symbolů.

	Alespoň jeden predikátový symbol je „povinným„ minimem jazyka L1 predikátové logiky. S pojmem predikátu přitom souvisí, co se týká významu, matematický pojmem relace, konkrétně zde každému n-árnímu predikátovému symbolu odpovídá nějaká n-ární relace. Pravdivostní hodnota predikátu se pak určuje v závislosti na odpovídající interpretující relaci. Nulární predikát neobsahuje žádný atribut, proto je v podstatě výrokovou proměnnou s možnou pravdivostní hodnotou true/false.





Struktura přiřazená jazyku



	Symboly pro individuové konstanty, funkční a predikátové symboly mají v určitém zavedeném jazyce L1 predikátové logiky konstantní význam, proto může být v rámci stanovení významu uvažovaného jazyka L1 jednoznačně stanoven i způsob jejich interpretace, tj. mohou jim být v souladu s následující definicí struktury přiřazené  jazyku L1 podle pravidel interpretace též přiřazeny jejich konkrétní denotáty.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (struktury S  přiřazené jazyku L1 )

	Nechť W je neprázdná množina objektů, { F1, F2,...,Fm} je množina funkčních zobrazení, { R1, R2,...,Rn } je množina relací.

	Struktura S přiřazená jazyku L1 predikátové logiky je zobrazení D přiřazující jazykovým výrazům predikátové logiky jejich denotáty z trojice množin

( W , { F1, F2,...,Fl} , { R1, R2,...,Rm })

takto :

D(c) je pro každou konstantu c jazyka L1 objektem z W.

D(fi) je pro každý n-ární funktor fi ,1 �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� i �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� l, jazyka L1 n-ární funkce Fi z množiny n-tic objektů W do množiny objektů W.

D(pi) je pro každý n-ární predikátový symbol pi , 1 �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� i �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� m,  jazyka L1 n-ární relací Ri nad W.

	Universum diskursu W zároveň určuje všechny možné hodnoty, jichž mohou nabývat individuové proměnné. 





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Nechť L1 je jazyk s jediným binárním predikátovým symbolem p. Strukturou přiřazenou takto zavedenému jazyku může být např.

množina N přirozených čísel s relací �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� , přitom je universum diskursu přiřazené struktury �W = N,  D(p) =  �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� ,

množina Z celých čísel s relací  �SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>� ,  kdy W = Z,  D(p) =  �SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>� ,

množina členů určité rodiny s relací RODIČ(�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�kdo�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�,�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�čí�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�), kdy W tvoří všichni členové rodiny , D(p) = RODIČ,

    a řada dalších možných struktur.



	Rozšiřme nyní zavedený jazyk s jediným predikátovým symbolem o funktor f. Struktury uvedené jako příklady 1. - 3. je pak potřeba doplnit např. takto :

D(f) = +  (binární funkce sčítání přirozených čísel)

D(f) = �SYMBOL 45 \f "Symbol" \s 12�-�   (binární funkce odčítání celých čísel)

D(f) = prvorozený(�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�otec�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�,�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�matka�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�)  (binární funkce přiřazující dvojici rodičů jejich prvorozeného potomka) 



	Výše definovaná struktura (� ODK _Ref439575347 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 7.1 (struktury S  přiřazené jazyku L1 )�) přiřazená jazyku L1 je základem jeho interpretace. Nyní je potřeba stanovit způsob interpretace vycházející z interpretace atomů a aplikující interpretační pravidla, která umožňují interpretovat dobře utvořené formule jazyka. Formule jazyka L1 se podle nich interpretují tak, že jsou v podstatě sledována gramatická pravidla určující způsob jejich konstrukce.





Postup a pravidla interpretace 

	

	Způsob, jakým se formuli predikátové logiky přiřazuje její pravdivostní hodnota, je určen pravidly, která se postupně týkají vyhodnocování (interpretace) termů jazyka, v návaznosti pak interpretace jeho atomických predikátů a z nich konstruovaných formulí.

	Celý postup interpretace sestává z následujících kroků :

Stanovení struktury, tj. stanovení „světa interpretace“ reprezentovaného neprázdnou množinou objektů - universem diskursu W struktury, z níž interpretace prvků jazyka vychází, a způsobu interpretace konstantních jazykových prvků přiřazením jejich denotátů ve smyslu definice (� ODK _Ref439575347 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 7.1 (struktury S  přiřazené jazyku L1 )�).

Ohodnocení individuových proměnných prvky z W a na jejich základě vyhodnocení termů v rámci struktury zavedené v 1).

Interpretace atomů v zavedené struktuře.

Interpretace formulí zkomponovaných z atomů pomocí logických spojek a kvantifikátorů vzhledem k zavedené struktuře v 1).



	Jak postupovat při realizaci prvního kroku postupu, bylo již dostatečně objasněno v předcházejících odstavcích. Pro realizaci kroků 2) - 4) budou v následujících odstavcích zavedena interpretační pravidla.

	



Ohodnocení proměnných a vyhodnocení termů



	Podobně, jako tomu bylo ve výrokové logice, vychází též interpretace formule predikátové logiky z počátečních ohodnocení (valuací) jejích proměnných. Na rozdíl od výrokové logiky však nejde o výrokové proměnné nabývající hodnot z množiny {true, false}, nýbrž o proměnné individuového charakteru, jejichž hodnoty, jak již bylo uvedeno, spadají do universa diskursu W přiřazené struktury. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (ohodnocení proměnných)

	Zobrazení e množiny všech proměnných, vyskytujících se ve formuli A jazyka L1, do universa W struktury S se nazývá ohodnocení neboli valuace proměnných formule A.



	Ohodnocení proměnné x prvkem k universa, které lze zapsat jako e(x) = k, znamená, že term x se stal bázovým termem, jehož denotátem je prvek k universa W.

	Na základě konstant obsažených v termu t a proměnných, které již byly ohodnoceny,  jsou tedy nyní bázovými termy, lze podle pravidel jeho konstrukce term t  vyhodnotit , tj. odvodit jeho hodnotu t(e(, při daném ohodnocení e. Přitom t(e( je vždy prvek universa diskursu, nikoliv některá z pravdivostních hodnot, je tedy t(e( �SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�Î� W. Proces vyhodnocení termu následující po ohodnocení proměnných je tedy přiřazením denotátu z universa W jazykovému výrazu - bázovému termu.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3� (pravidel vyhodnocení termu)

	Pravidla stanovení hodnoty t(e( termu t jazyka L1 predikátové logiky při ohodnocení e jsou dána takto: 

je-li t konstantou jazyka, pak t(e( nezávisí na e a je prvkem D(t) �SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�Î� W přiřazeným t jako denotát 

je-li t proměnná x, pak t(e( = e(x) 

je-li t term f(t1,t2,..,tn) a t1(e(, t2(e(,...,tn(e(  jsou již přiřazenými denotáty termů t1,t2,..,tn při ohodnocení e, pak t(e( = F(t1(e(, t2(e(,..,tn(e(), přičemž F(x1,x2,..,xn) je n-ární funkce přiřazená v rámci dané struktury funkčnímu symbolu f jako denotát (D(f) = F).





Interpretace formulí



	V případě interpretace formule bude stejně jako ve výrokové logice její výslednou hodnotou jedna z pravdivostních hodnot true / false. 

	Interpretace formule sleduje stejný postup jako její syntax. Interpretují se nejdříve její atomy a potom na jejich základě a pomocí logických spojek formule komponované. 

	Následující definice 7.4 vychází z pravdivosti atomické formule v dané struktuře a dále induktivně definuje pravdivost formulí komponovaných pomocí logických spojek, závěr definice se pak týká formulí s kvantifikátory.	



Úmluva :

	V následující definici a dále budou používána tato označení :

	Výrazem e(m/x) bude vyjádřeno, že ve valuaci e byla proměnná x ohodnocena prvkem m universa diskursu.

	Podobně jako ve výrokové logice bude interpretace formule A ve struktuře při valuaci proměnných e označována výrazem I(A[S,e]).



Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (interpretace dobře utvořené formule jazyka L1 predikátové logiky)

	Nechť S je struktura přiřazená jazyku L1 predikátové logiky, e valuace proměnných jazyka prvky z universa W a A dobře utvořená formule jazyka L1. Indukcí podle složitosti formule A definujeme interpretaci formule A v  S  při valuaci jejích proměnných e jako funkční zobrazení

 I(A[S,e] = true/false :

1.  Báze�     Jsou-li   t1, t2,...,tn  termy jazyka L1  a formuli A tvoří n-ární predikátový symbol p �     jazyka L1, pak �			            	 I(p(t1, t2,...,tn)[S,e]) = true, �     právě když platí pro n-tici termů  t1, t2,...,tn vyhodnocených na základě valuace e�				  (t1(e(, t2(e(,...,tn(e() �SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�Î� P,�     kde P je relace přiřazená v rámci struktury S jako denotát predikátovému symbolu�     p . Přiřazená relace P je v rámci S  interpretující relací predikátu p.

     V opačném případě je

I(p(t1, t2,...,tn)[S,e]) = false. 

2.  Indukce�     Jsou-li B, C formule jazyka L1, pak 

I(ŘB[S,e]) = true, právě když  I(B[S,e]) = false

I((B �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� C)[ S,e]) = true, právě když I(B[S,e]) = true nebo I(C[S,e]) = true 

I((B �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� C)[ S,e]) = true, právě když současně platí I(B[S,e]) = true a �        I(C[S,e]) = true

I((B �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� C)[S,e]) = true, právě když I(B[S,e]) = false nebo I(C[S,e]) = true

I((B �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� C)[S,e]) = true, právě když současně I((B �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� C)[S,e]) = true a �I((C �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� B)[S,e]) = true. 

 3. Indukce

      Je-li x proměnná jazyka L1 a B formule jazyka L1, pak  

     a) I(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x B[S,e]) = true, právě když pro každý prvek  m  universa diskursu W platí  �         I(B[S,e(m/x)]) = true.

     b) I($x B[S,e]) = true, právě když pro nějaký prvek m universa diskursu W platí  �         I(B[S,e(m/x)]) = true. ���

4.  Generalizace

      Pravdivostní hodnota interpretace libovolné formule jazyka L1 predikátové logiky �      se pro danou strukturu S a valuaci e jejích proměnných stanoví vždy konečným     �      počtem aplikací kroků 1. - 3.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �2�

	Je dán jazyk predikátové logiky s jedním binárním predikátovým symbolem p, funkčním symbolem f a jedinou konstantou c a formule

A = p(f(x,y), c) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� p(x,y)

Nechť je dána struktura S přiřazená tomuto jazyku takto :

Universem diskursu je množina přirozených čísel N,

D(c) = 0

D(f(x,y)) = x - y

D(p(x,y)) = x �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� y

Stanovte hodnotu I(A[S,e]) formule A při ohodnocení e(x) = 2, e(y) = 1.



1. Vyhodnocení termu f(x,y) při daném ohodnocení e :

 f(2,1) = 2 - 1 = 1

2. Vytvoření instancí atomů p(f(x,y),c), p(x,y) při  daném ohodnocení e individuových �    proměnných x, y : 

p(1,0), p(2,1)

3. Prověření, zdali dvojice (1,0), (2,1) patří relaci  �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�  a na základě toho stanovení �    hodnot interpretace atomů p(f(x,y),c), p(x,y) :

    Protože ani jedna z dvojic (1,0), (2,1) nepatří relaci �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� , neboť neplatí  

1�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 0, 2�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 1,

    je v dané struktuře a při dané valuaci proměnných  

I(p(f(x,y),c)[S,e]) = false, I(p(x,y)[S,e]) = false.

4. Interpretace formule podle interpretačního pravidla 2.d) pro spojku  �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� (� ODK _Ref439575426 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 7.4 (interpretace dobře utvořené formule jazyka L1 predikátové logiky)� )�    Podle tohoto pravidla je 

I(p(f(x,y),c) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� (p(x,y))[S,e]) = true.









Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �3�

	V populární zdravotnické přednášce vyslovil přednášející větu : „Množství železa v našem organismu je nepatrné, avšak toto železo je naprosto nezbytné pro udržení života.„ V otištěné reportáži o této přednášce byla uvedena věta reprodukovaná takto : „Nepatrné množství železa v našem organismu je ono železo, které je naprosto nezbytné pro udržení života.„

	Mají obě tvrzení stejný význam ?



Zavedeme predikáty s těmito schématy :

obsah(�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�čeho�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�, �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�v čem�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�,�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� kolik�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�),  nezbytný(�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�co�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�, �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�v čem�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�, �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�pro co�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�)



a) Věta vyslovená v přednášce :

    obsah(železo, organismus, nepatrně) & nezbytný(železo, v_organismu, pro_život)

b) Věta v tisku :

obsah(železo, organismus, nepatrně) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� nezbytný(železo, v_organismu, pro_život)

	Tvrzení a) a b) nemají stejný význam, neboť v nich jde o spojení atomických formulí různými logickými spojkami s rozdílnou interpretací.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �4�

	V tomto příkladě jazyka L1 pro popis prostředí studia informatiky na Ostravské univerzitě bude universem diskursu množina domén jednotlivých atributů predikátu obsazení, tj. množina pedagogů, předmětů a přednáškových, seminárních a počítačových učeben. Funkce kapacita(<učebna>) bude jednoznačně přiřazovat proměnné z množiny identifikátorů učeben kladnou celočíselnou hodnotu (její kapacitu) a predikátu obsazení(<učebna>, <skupina>, <pedagog>, <předmět>, <den>, <hodina>) bude přiřazena příslušná interpretující relace OBSAZENÍ.

	Např. funce kapacita bude vyhodnocována podle této tabulky :

 

x  � kapacita(x)��A19�50��A33�8��A37�15�� Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �7�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ \r 1 �1�



	Relace OBSAZENÍ interpretující predikát obsazení sestává z šestic údajů uvedených v rozvrhu výuky např. takto :

{(A19, AM3, Burian, Geometrie II, čtvrtek, 7.30), (A37, I3, Lukasová, Databáze III, úterý, 9.00),.....).

 Potom např. formule 

$x (obsazení(x, I3, Lukasová, Databáze III, úterý, 9.10) & kapacita(x) > 8)

nabývá hodnoty true, jestliže proměnná x je ohodnocena hodnotou h označující učebnu s kapacitou alespoň 8, v níž má doc. Lukasová podle rozvrhu v úterý v 9 h výuku studentů 3. ročníku informatiky (skupiny I3) v předmětu Databáze III.

	V případě, kdy h = A37, je šestice hodnot 

(A37, I3, Lukasová, Databáze III, úterý, 9.10) 

prvkem relace OBSAZENÍ, proto predikát obsazení nabývá pro tuto šestici atributů hodnoty true. Současně platí kapacita(A37) > 8. Proto formule nabývá pravdivostní hodnoty true.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �5�

	Pět přátel má po jednom synovi, z nichž každý sdílí řemeslo svého otce. Každý syn si vypůjčil knihu u jednoho z přátel svého otce, na  jehož zaměstnání ukazuje jedno z pěti příjmení, jiné než jeho vlastní. Syn kovářův má Kovářovu knihu a je jmenovcem zaměstnání Kovářova syna a rovněž toho, čí knihu Kovářův syn má. Jméno tesaře není Malíř, avšak tesař má Sedlářovu knihu. Jaké příjmení má kominík ?

	Řešení příkladu bude spočívat ve stanovení vhodného predikátu, vystihujícího vztahy uvedené v textu, a v konstrukci jeho denotátu (interpretující relace), který interpretuje všechna uvedená tvrzení jako pravdivá. 

	Predikátem, jímž lze přepsat tvrzení textu do jazyka predikátové logiky, může být např. predikát

řemeslník(�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�řemeslo�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�, �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�příjmení�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�, �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�syn má knihu půjčenu od�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�)

s interpretující relací ŘEMESLNÍK(�SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�řemeslo�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�, �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�příjmení�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�, �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�syn má knihu půjčenu od�SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�), o níž

na počátku jsou známy pouze některé hodnoty uvažovaných trojic atributů.

ŘEMESLNÍK(kovář , ? , Kovář  ), ŘEMESLNÍK(tesař , ? , Sedlář).

	

kovář�Malíř�Kovář��tesař�Kominík�Sedlář��malíř�Kovář�Malíř��sedlář�Tesař�Kominík��kominík�Sedlář�Tesař��Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �7�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �2�

	Řešení spočívající v doplnění interpretující relace ŘEMESLNÍK lze přehledně uspořádat do tabulky 7-2.

Syn Kovářův má být jmenovcem zaměstnání Kovářova syna. Může být jmenovcem pouze svého otce, od nějž si půjčil knihu Kovářův syn. Kovářovi si tedy navzájem půjčili knihy s kovářovými. 

	Kdyby Kovář byl tesařem, musel by jeho syn mít knihu vypůjčenu od Tesaře, což je ve sporu s tvrzením, že tesař má knihu od Sedláře.  Podle textu se tesař nejmenuje Malíř. Tesař se nemůže jmenovat ani Sedlář, neboť pak by si syn musel vypůjčit knihu u vlastního otce. Proto jméno tesaře je Kominík.

	Je snadné prověřit, že kovářem může být jedině Malíř. Na sedláře a kominíka zbývají příjmení Tesař a Sedlář. Doplnění relace ŘEMESLNÍK (� ODK _Ref439576328 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 7-2�) je tedy již jednoznačné.



	V tomto odstavci byl definován a na příkladech vysvětlen pojem interpretace spočívající ve stanovení pravdivostní hodnoty formule v dané struktuře při určité valuaci jejích proměnných (� ODK _Ref439575426 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 7.4 (interpretace dobře utvořené formule jazyka L1 predikátové logiky)�). Indukční krok 3. definice se však poněkud vymyká předpokladu jediné předem stanovené valuace, neboť hovoří v případě a) o množině valuací, v nichž je postupně proměnná x ohodnocována všemi prvky příslušné domény universa diskursu, v případě b) pak alespoň o jedné  takové valuaci. Tyto problémy způsobují, jak je vidět, formule obsahující proměnné vázané kvantifikátory, proto dříve, než se budeme zabývat pojmy splnitelnosti a platnosti predikátových formulí obecně, stojí za to věnovat následující odstavec bližšímu vysvětlení významu kvantifikace v predikátové logice.  







FORMULE S KVANTIFIKÁTORY A JEJICH INTERPRETACE





	 Zavedení kvantifikace, jak je zřejmé, vysoce zvyšuje expresivitu predikátové logiky, ale naproti tomu přináší značné komplikace. Vysvětlení smyslu kvantifikovaných formulí bude obsahem tohoto odstavce.





Význam kvantifikace z množinového hlediska



	Pro zjednodušení úvah se nyní omezíme na unární predikáty, jejichž universum diskursu W tvoří množina jednoduchých prvků (nikoliv n-tic pro n ( 1). Pro každý z unárních predikátů lze nyní stanovit jeho denotát, který je množinou prvků universa, pro něž je tento predikát true. Tato množina určuje extenzi predikátu. Charakteristická funkce predikátu má pro prvky této množiny hodnotu 1, pro ostatní prvky universa hodnotu 0.

 



Formule�Extenze formule��p(x)�P��q(x)�Q��p(x) & q(x)�P �SYMBOL 199 \f "Symbol" \s 12�Ç� Q��p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)�P �SYMBOL 200 \f "Symbol" \s 12�Č� Q��Řp(x)�W - P   (P’)��p(x) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� q(x)�P’ �SYMBOL 200 \f "Symbol" \s 12�Č� Q��p(x) « q(x)�(P’�SYMBOL 200 \f "Symbol" \s 12�Č� Q) �SYMBOL 199 \f "Symbol" \s 12�Ç� (Q’�SYMBOL 200 \f "Symbol" \s 12�Č� P)���SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x)�P = W��$x p(x)�P �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�ą� �SYMBOL 198 \f "Symbol" \s 12�Ć� (�SYMBOL 198 \f "Symbol" \s 12�Ć� - prázdná množina)��									 Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �7�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �3�



	Jsou-li známy extenze P a Q predikátů p(x) a q(x), lze s nimi provádět množinové operace, které zřejmě odpovídají formulím komponovaným pomocí základních logických spojek, tak jak ukazuje � ODK _Ref439576587 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 7-3�.



	Množinové pojetí umožňuje odvození známých vztahů mezi univerzálně a existenčně kvantifikovanými formulemi.



Věta 7.1

Platí 	a) Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) « $x Řp(x)

	b) Ř$x p(x) « �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x Řp(x).



Důkaz

bude proveden převedením predikátových formulí do jejich množinové reprezentace, v níž lze využít základních množinových operací na extenzích predikátů.



a)

	 Formule 					Extenze formule

�	 Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) 				         	Ř( P = W )

� 

� 	$x Řp(x)  					  P’ �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�ą� �SYMBOL 198 \f "Symbol" \s 12�Ć�





b)

	Formule					Extenze formule

� 	Ř�SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�x p(x) 				         	Ř( P �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�ą� �SYMBOL 198 \f "Symbol" \s 12�Ć� )

							    P = �SYMBOL 198 \f "Symbol" \s 12�Ć�

 							W - P = W - �SYMBOL 198 \f "Symbol" \s 12�Ć�

� 	�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x Řp(x)  					    P’ = W



	Pro možnost jednoduchého vysvětlení vztahů mezi formulemi s kvantifikátory a jejich množinovým pojetím byly úvahy v tomto odstavci omezeny na unární predikáty tvořící uvažované formule. Obdobné vztahy však, jak ukazuje následující příklad, platí v případě binárních a obecně n-árních predikátů.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �6�



	Dokažte, že neplatí

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y) « $y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y)



	Označme interpretující relace (extenze) predikátu p na levé a pravé straně uvedené ekvivalence po řadě jako Pl a Pp. Obě tyto relace jsou kartézskými součiny universa diskursu W s jeho určitou podmnožinou Wy.

Extenzí (interpretující relací) levé strany ekvivalence je zřejmě relace 

Pl = ((w1, wk1), …, (wn, wkn), (wr1, ws1), …, (wrm, wsm)(,

kde podmnožina ((w1, wk1), …, (wn, wkn)( představuje definici nějaké totální funkce f, zatímco podmnožina ((wr1, ws1), …, (wrm, wsm)( obsahuje event. další dvojice s opakovaným výskytem prvků w1, …,wn na prvním místě ve dvojicích tvořících relaci.

Extenzí (interpretující relací) pravé strany ekvivalence je pak relace 

Pp = ((w1, wc), …, (wn, wc), (wr1, ws1), …, (wrm, wsm),

kde podmnožina ((w1, wc), …, (wn, wc)( představuje definici totální konstantní funkce g, a podmnožina ((wr1, ws1), …, (wrm, wsm) ( obsahuje event. další dvojice s opakovaným výskytem prvků w1, …,wn na prvním místě ve dvojicích tvořících relaci.

	Je zřejmé, že relace  Pp s konstantní funkcí g splňuje zároveň požadavky na vlastnosti funkce f z relace Pl nikoliv však obráceně. Z toho vyplývá za prvé, že uvedená ekvivalence není logicky platná, a za druhé, že platí implikace 

$y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y) .

	Relační teorie (viz např. [4]) která tvoří teoretický základ relačních databází, se zabývá korespondencí mezi vztahy na relacích formulovanými jazykem predikátové logiky (v relačním kalkulu) a jejich množinovým pojetím (formulovaným jazykem relační algebry).

Tabulková metoda sémantické analýzy formulí s kvantifikátory



	Ve výrokové logice bylo možno poměrně snadno (při nevelké složitosti formule) provádět sémantickou analýzu formule, tj. diskutovat možné interpretace dané formule pro všechny možné valuace jejích výrokových proměnných prvky dvouprvkové množiny {true, false} tzv. tabulkovou metodou. 

	V případě predikátové logiky musí diskuse možných výsledků interpretací rovněž vycházet z možných valuací proměnných prvky universa diskursu W. Jde-li zároveň o formuli s kvantifikátory, stává se tato diskuse v závislosti na počtu prvků universa diskursu W velmi rozsáhlou a v případě nekonečného W nemožnou.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �7�

	 Proveďte sémantickou analýzu formule 

p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(p(x) ® q), 

je-li universem diskursu dvouprvková množina {1, 2}.

	Ze syntaxe formule vyplývá, že q je (nulární) predikát bez proměnných, který stejně jako výroková proměnná nabývá logických hodnoty true/false.

	Protože univerzální kvantifikátor formule váže proměnnou x unárního predikátu p(x), je třeba nejprve diskutovat všechny možné struktury interpretace právě tohoto predikátu, a to při daném dvouprvkovém universu diskursu. Interpretující relací predikátu p(x) může být kterákoliv z unárních relací (1, 2(, (1(, (2(, ((, proto je v rámci daného universa diskursu třeba uvažovat čtyři navzájem různé struktury. V kombinaci s možnou interpretací true/false nulárního predikátu q je pak třeba uvažovat osm navzájem různých struktur S1,..., S8. Ty lze z hlediska výsledku interpretace predikátu p(x) přehledně uspořádat do následující tabulky (� ODK _Ref439577418 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 7-4�).



�I(p(x)) při ohodnocení  x�I(q)���1�2���struktura S1�true�true�true��struktura S2�true�true�false��struktura S3�true�false�true��struktura S4�true�false�false��struktura S5�false�true�true��struktura S6�false�true�false��struktura S7�false�false�true��struktura S8�false�false�false��                                                                                                                    Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �7�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �4�



 	Nyní je možno seřadit do tabulky všechny možné kombinace interpretací predikátu p(x) při různých ohodnoceních proměnné x prvky universa diskursu, logické hodnoty nulárního predikátu q a ohodnocení individuové proměnné y v predikátu p(y) a odvodit výsledky interpretací dané formule. V tabulce (� ODK _Ref439577564 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 7-5�) jsou řádky odpovídající různým kombinacím seřazeny podle náležitosti ke strukturám S1 , S2 , S5, S6.

	

�Valuace x,y��B�C�A����x�y�q�p(x)�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®�q��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x B�p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� C���1�1�1�true�true�true�true���2�1�2�true�true�true�true�    S1��3�2�1�true�true�true�true���4�2�2�true�true�true�true���5�1�1�false�false�false�true���6�1�2�false�false�false�true�    S2��7�2�1�false�false�false�true���8�2�2�false�false�false�true���. . . . . .��17�1�1�true�true�true�true���18�1�2�true�true�true�true�    S5��19�2�1�true�true�true�true���20�2�2�true�true�true�true���21�1�1�false�true�false�false���22�1�2�false�true�false�true�    S6��23�2�1�false�false�false�false���24�2�2�false�false�false�true���. . . . . .��

Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �7�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �5�



Uvedený příklad názorně ukazuje, jak je to se složitostí sémantické analýzy formulí predikátové logiky. Tabulkové metody je možno použít jen pro velmi jednoduché formule, a to jen v případě konečného universa diskursu s malým počtem prvků.

	Z tabulky, jejíž úplná verze by měla 32 řádků,  je vidět, že existuje taková struktura (zde S1 S2, S5) která při libovolných valuacích individuové proměnné x vrací výslednou pravdivostní hodnotu interpretace formule true. Jiným případem je struktura S6, v níž je výsledek interpretace závislý na určité valuaci proměnné x. Je zřejmé, že zde jde o rozdílné kvality splňování formule. 

	Pojmy, které se vztahují k oběma situacím, budou spolu s dalšími pojmy zavedeny a diskutovány v následujícím odstavci.	



SPLŇOVÁNÍ A PRAVDIVOST V PREDIKÁTOVÉ LOGICE

Pojmy splnitelnosti a platnosti



	Stejně jako ve výrokové logice lze uvažovat o klasifikaci množiny všech formulí predikátové logiky (viz obr. 7-1) do dvou podmnožin, tj. na formule splnitelné (konsistentní) a formule nesplnitelné. Přitom množinu splnitelných formulí tvoří sjednocení všech množin formulí splnitelných v některé struktuře.

Podmnožinou množiny splnitelných formulí je množina formulí platných v dané struktuře (v obrázku jde o struktury S,T a B) při všech jejích možných valuacích a podmnožinou této podmnožiny je pak množina logicky platných formulí, tj. formulí platných (splněných) ve všech aplikovatelných strukturách. 

Z hlediska praktického rozhodování o tom, do které z uvedených kategorií formule patří, zde analogie s výrokovou logikou neplatí. Neexistuje totiž obecně aplikovatelný algoritmus rozhodování splnitelnosti nebo platnosti formule predikátové logiky.

�



��					       všechny formule

���

				             splnitelné formule

�

����                                                          formule platné

�                                                                    ve struktuře S 

�����                                                                                     formule platné

�����                                                                                     ve struktuře B									

�

�

�







Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �7�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Obdobně jako v případě výrokové logiky však platí pro každou formuli A predikátové logiky v dané struktuře S buď I(A[S,e]) = true nebo |= I(ŘA[S,e]) = true, nikdy však současně.

	Pojmy, jejichž smysl byl názorně vysvětlen pomocí obrázku (� ODK _Ref441321719 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 7-1�), nyní budou přesně definovány. První skupina pojmů se týká splnitelnosti a nesplnitelnosti formulí jazyka L1 predikátové logiky.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �5� (splnitelnosti formule v dané struktuře)

	Formule A je splnitelná (konsistentní) ve struktuře S jazyka L1 existuje-li valuace e jejích proměnných taková, že I(A[S,e]) = true. 

	A je nesplnitelná ve struktuře S, pokud v ní není splnitelná, tj. pokud pro každou valuaci e platí I(A[S,e]) = false.  



Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �6� (splnitelnosti formule)

	Formule A je splnitelná (konsistentní) existuje-li taková struktura S, v níž je A splnitelná. 

	Formule A je nesplnitelná je-li nesplnitelná pro každou strukturu.



	Dalšími pojmy, které je třeba definovat, jsou pojem platnosti formule v dané struktuře a logické platnosti formule, která na strukturách nezávisí.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �7� (platnosti formule v dané struktuře, modelu formule)

	Formule A je platná (splněna) v dané struktuře S (označujeme |= A[S]), je-li �I(A[S,e]) = true při libovolné valuaci e jejích proměnných. 

	Strukturu S, která splňuje formuli A, nazýváme modelem formule A.



	Dříve, než bude definována logická platnost formule A, je třeba si následující definicí ujasnit, jaké struktury lze přiřadit uvažovanému jazyku, v němž je formule A , resp. množina formulí U, A �SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�Î� U, zapsána.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �8� (aplikovatelné struktury)

	Struktura S je aplikovatelná na danou množinu formulí U v jazyce L1, jsou-li v ní definovány denotáty všech konstantních symbolů jazyka L1 vyskytujících se v U (tj. denotáty konstant, denotáty funktorů a denotáty predikátových symbolů). 







 Definice � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �9� (logické platnosti formule)

	Je-li formule A splněna (platná) ve všech aplikovatelných strukturách přiřazených uvažovanému jazyku L1, pak A je logicky platná (značujeme |= A). 



	V příkladě předcházejícího odstavce (� ODK _Ref439581063 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 7.7�, � ODK _Ref439577418 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 7-4�, � ODK _Ref439577564 \* VČETNĚFORMÁTU �Tabulka 7-5�) bylo ukázáno, že daná formule je splnitelná, neboť existuje struktura (zde jsou to dokonce všechny uvažované struktury), v nichž je formule při některé valuaci proměnných splněna. Ve struktuře S1 je navíc formule splněna (platná), neboť ji splňují všechny možné valuace individuových proměnných x a y.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �8�

	Uvažujme jazyk L1 pro popis procesu vzdělávání a sebevzdělávání v konkrétní rodině. V této rodině platí :

	Oba rodiče stejně jako dědeček jsou vysokoškoláci - absolventi technických škol. Otec i dědeček znají dobře německy. Matka je navíc absolventkou klavírního oboru lidové školy umění. Babička má státní zkoušky z angličtiny a domluví se německy. Děti studují střední školu, a to syn průmyslovou školu, dcera gymnázium. Syn navíc studuje angličtinu na jazykové škole, dcera navštěvuje soukromé hodiny hry na klavír.

	Zaveďte vhodným způsobem jazyk L1 a definujte vhodně jemu přiřazenou strukturu.

	Vyjádřete následující tvrzení a rozhodněte o jejich splněnosti, resp. platnosti v zavedené struktuře :

V rodině je pravidlem, že každý, kdo dobře zná obor, pomáhá tomu, kdo tento obor teprve studuje nebo jej zná méně dobře.

V rodině každý, kdo něco dobře zná, někomu pomáhá.



Zavedeme predikáty :

zná(<kdo>, <co>, <jak>) s uvedeným schématem, jehož denotátem je relace�ZNÁ = {(babička, němčina, částečně), (babička, angličtina, dobře), (dědeček, technika, dobře), (otec, technika, dobře), (matka, technika, průměrně), (matka, klavír, dobře), (syn, technika, málo), (syn, angličtina, málo), (dcera, klavír, málo)}

studuje(<kdo>, <co>), jehož denotátem je relace�STUDUJE = {(syn, technika), (dcera, gymnázium), (syn, angličtina), (dcera, klavír)}

3. pomáhá(<kdo>, <komu>, <s čím>), jehož denotátem je relace�    POMÁHÁ = {(otec, syn, technika), (dědeček, syn, technika), �    (babička, syn, angličtina), (matka, dcera, klavír), (dědeček, babička, němčina),�    (otec, babička, němčina)}



	Universem diskursu struktury přiřazené jazyku L1 bude množina domén atributů použitých v uvedených predikátech, tj.

W = {{otec, matka, syn, dcera, dědeček, babička}, {technika, angličtina, němčina, klavír}, {dobře, částečně, průměrně, málo}}



	Uvedená tvrzení o rodině se vyjádří následujícími formulemi :



a) �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z( x �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�ą� z & (zná(x,y,dobře) & (studuje(z,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� $t(zná(z,y,t) & t �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�ą� dobře))) ® �    pomáhá(x,z,y))

	Formule je sice v dané struktuře splnitelná, není však v ní splněna (platná), neboť existuje taková valuace proměnných x, y, z (x = otec, y = technika, z = matka), která při t = průměrně formuli nesplňuje.



b) �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�y z ( x �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�ą� z & zná(x, y, dobře) ® pomáhá(x, z, y))

	Formule je v dané struktuře, jak lze snadno ověřit, splněna (platná).





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �9�

	Dokažte, že formule 1 �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 2 ® $x (x �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 2) je splněna ve struktuře, jejímž universem diskursu je množina N přirozených čísel a denotátem predikátového symbolu  �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<�  je relace „menší než“.



Důkaz (nepřímý) :

	Předpokládejme, že existuje takové ohodnocení proměnné x, při němž je formule interpretována jako false. Formule, která je implikací, je nepravdivá, je-li její antecedent true a  konsekvent false.

	Je-li  však I($x (x �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 2)) = false, je též I(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�(x �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 2)) = true, což je ve sporu s předpokladem, že I(1 �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 2) = true.





Logická platnost některých typů formulí



	Při zkoumání, zdali daná formule predikátové logiky je nebo není logicky platná, se někdy vyplatí analýzovat stavbu formule za účelem zjištění, zdali její stavba neodpovídá některé tautologii výrokové logiky. O logické pravdivosti těchto tautologických formulí v predikátové logice pojednává následující věta.



Věta 7.2. (o tautologiích)

Nechť A je výroková formule vytvořená pouze z atomických formulí p1 ,p2 ,...,pn . Nechť C1,C2,...,Cn jsou formule predikátové logiky. Nechť formule A vznikne z A tak, že pro všechna 1�SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł�i�SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł�n se všechny výskyty atomické formule pi nahradí formulí Ci. Je-li A dokazatelná ve výrokové logice, pak je A dokazatelná v predikátové logice



Důkaz

	Je-li A tautologie, je pravdivá pro libovolné ohodnocení svých výrokových proměnných. V tom případě tedy nezáleží na tom, jaké pravdivostní hodnoty substituované formule nabývají, neboť výsledkem interpretace tautologie bude vždy pravdivostní hodnota true.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �10�

	Dokažte logickou platnost formule 

($x Řp(x) ® (Řp(x) & true)) ® ((p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� false) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x))



Důkaz

	Označíme-li podformuli $x Řp(x) jako Řr, je podformule �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) její negací r. Podobně je-li podformule (Řp(x) & true) označena jako Řs, je podformule (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� false) její negací s.

	Daná formule tedy má strukturu axiómu (A3) Hilbertovského formálního systému výrokové logiky

 ( Řr ® Řs ) ® ( s ® r )

který je z hlediska sémantického tautologií.

	U řady formulí predikátové logiky je možno při důkazu jejich logické platnosti vycházet z vlastností jejich hlavních formačních spojek (viz následující příklad).





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �7�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �11�

	Dokažte, že pro libovolný unární predikát p platí

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (x �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�ą� y �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� Řp(y)).



Důkaz

	Platí-li x �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�ą� y, je pravdivý první disjunkt v jádře formule, proto je formule pravdivá pro libovolné p. Je-li naopak x = y, je pravdivé buď p(x) nebo Řp(y) pro libovolné p.

	Řada důkazů logické pravdivosti formulí se převádí, jak bude ukázáno později, na důkazy nesplnitelnosti jejich negací.





Cvičení 7



Dokažte pomocí interpretačních tabulek platnost formule p(y) ® $x p(x) ve struktuře, v níž universem diskursu je množina W = {1, 2}.

Při daném struktuře S : W = {1, 2}, D(p(x,y)) = x �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� y, D(q(x)) = x �SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>�  0   stanovte hodnoty interpretace následujících formulí při zvoleném ohodnocení individuových proměnných, resp. při dané valuaci nulárních predikátů.

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z (q(x) ® Řr �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(z)), 

 p(x,y) ® (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x, y) ® $x p(x, x))

 Ř(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y) ® $y �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y))

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x) ® q(y)

 q(x) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x)

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x) ® $x q(x)

 $x q(x) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x)

 (r ® q(x)) ® (r ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))

 (q(x) ® r) ® ($x q(x) ® r)



3. Najděte strukturu splňující formuli

p(a,b) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�x p(x,b)



4. K formulím z příkladu 2. najděte nějaké jejich modely, případně rozhodněte o jejich logické �    platnosti.



5. Ukažte, že v dané struktuře je platná formule „x1 je prvočíslo. „ :

 Ř(x1 = a) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x2 ($x3 (x1 = f(x2 ,x3 )) ® ((x2 = x1 ) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� (x2 = a)))

     Struktura : universum diskursu W = N,  konstanta a = 1, funkce f(x2 ,x3 ) je součin�      x2 .x3.



6. Dokažte, že formule 

  a) $ (x > y) ® $x (x > x) není logicky platná

  b) 2 �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 1 & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x Ř(x �SYMBOL 60 \f "Symbol" \s 12�<� 2) je nesplnitelná.



7. Najděte strukturu, která vyvrací logickou platnost formule  $x p(x) ® p(a)



8. Ukažte, že následující speciální (Peanovy) axiómy elementární aritmetiky jsou platné�     ve struktuře S s universem diskursu N, funkcemi + , * a s (následníka) a predikátem �      rovnosti  = .

    �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x Ř(s(x) = 0)

    �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (s(x) = s(y) ® x = y)

    �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (x + 0 = x)

    �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (x + s(y) = s(x + y))

    �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (x * 0 = x)

    �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (x * s(y) = x * y + x)

     axióm indukce (zde A je formule s volnou proměnnou x) :

 (A(0) & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (A(x) ® A(s(x)))) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y A(y)

�

DEDUKCE V PREDIKÁTOVÉ LOGICE



	

Podobně jako ve výrokové logice bude zde zaveden pojem logického důsledku dané množiny předpokladů a diskutováno sémantické hledisko dedukce v predikátové logice.

	Protože tablová metoda sémantické analýzy predikátové formule představuje jednu z efektivních metod v této oblasti, bude zde prezentován způsob konstrukce sémantického tabla formule s kvantifikátory. 

	Pro možnost použití rezolučního odvozování i v predikátové logice zde bude ukázáno, jak predikátovou formuli transformovat do klauzulární normální formy. Bude ukázáno, že základem normalizace formulí predikátové logiky je převedení formule do prenexní formy, v níž jsou všechny kvantifikátory soustředěny vpředu před formulí a tvoří tak její prefix.. Pro následnou transformaci formule do požadované klauzulární podoby bude ukázáno, jak docílit toho, aby prefix formule univerzálně kvantifikoval všechny vyskytující se proměnné a aby otevřené jádro formule bylo v klauzulárním tvaru, na nějž lze pak aplikovat rezoluční odvozování. Pro nutnou eliminaci existenčních kvantifikátorů zde bude uveden postup zvaný skolemizace. Bude ukázáno, že úprava formule do klauzulárního tvaru sice obecně nevede k formuli s ní ekvivalentní, nýbrž pouze zachovává její splnitelnost.







MODELY A LOGICKÉ DůSLEDKY





	Obdobně, jako tomu bylo ve výrokové logice, bude zde definován pojem modelu  množiny formulí predikátové logiky.



Model množiny formulí



	V předcházející kapitole byl model predikátové formule A definován jako taková struktura S , která je v S platná (splněna), tj. pro niž je I(A�SYMBOL 91 \f "Symbol" \s 12�[�S,e�SYMBOL 93 \f "Symbol" \s 12�]�) = true ve struktuře S pro všechny valuace e. Nyní zbývá definovat též pojem modelu množiny T predikátových formulí.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (modelu množiny formulí jazyka L1 ) 

	Struktura S je modelem množiny formulí T jazyka L1, právě když S splňuje každou z formulí z T. 



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�



	Mějme formuli A : �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(a,x) a jí přiřazené struktury S 1 , S 2 , S 3 , S 4 určené takto :

S1: universem diskursu je množina N přirozených čísel, konstantě a je v něm jako �       denotát přiřazeno číslo 0, predikátu p(a,x) relace a �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� x

S2: universem diskursu je množina N přirozených čísel, konstantě a je v něm jako �       denotát přiřazeno číslo 1, predikátu p(a,x) relace a �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� x

S3: universem diskursu je množina Z celých čísel, konstantě a je v něm jako denotát�      přiřazeno interpretována číslo 0,  predikátu p(a,x) relace a �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� x

S4: universem diskursu je množina S řetězců abecedy jazyka, konstantě a je v něm jako �      denotát přiřazen prázdný řetězec "", predikátu p relace  �SYMBOL 205 \f "Symbol" \s 12�Í� .

	Rozhodněte, zdali některá z daných struktur je modelem formule A.



Struktura S1 je zjevně modelem formule A, neboť při libovolném ohodnocení e(x) proměnné x číslem z N platí vždy 0 �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� e(x).

Struktura S2 není modelem formule A, neboť existuje ohodnocení e(x) = 0, pro něž je predikát 1 �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� e(x) nepravdivý.

Struktura S3 není modelem formule A, neboť existují taková ohodnocení e(x) proměnné x v množině Z celých čísel, pro něž je predikát 0 �SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ł� e(x) nepravdivý.

Struktura S4 je modelem formule A, neboť pro všechna ohodnocení e(x) řetězci symbolů jazyka má predikát  "" �SYMBOL 205 \f "Symbol" \s 12�Í� e(x)  pravdivostní hodnotu true.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �2�

	Najděte některý model formule elementární aritmetiky

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"� ( (x > y) ® ((x + a) > (y + a))).



	Strukturou, která formuli splňuje (je jejím modelem), je zřejmě např. struktura SN s universem diskursu rovným množině N přirozených čísel, konstantou a = 1, funkcí  +  a predikátem  > .



	V právě diskutovaném příkladě (� ODK _Ref439583534 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 8.2�) jde o formuli elementární aritmetiky, která má obecně tvar :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"� (p(x, y) ® p(f(x, a), f(y, a))).

	Tuto formuli mohou splňovat i takové struktury, které nemají s elementární aritmetikou nic společného.

	Např. struktura SS, v níž je universem diskursu množina všech řetězců symbolů dané abecedy, konstantou  a = "a" , funkcí "+",  kde "+" znamená zřetězení, a predikátem "�SYMBOL 205 \f "Symbol" \s 12�Í�" ( x �SYMBOL 205 \f "Symbol" \s 12�Í� y znamená, že řetězec x je koncovým podřetězcem řetězce y), je modelem uvedené zobecněné formule.





Předpoklady a jejich logické důsledky



	Rovněž pojem logického důsledku dané formule, stejně jako pojem logického důsledku množiny formulí, zavedený ve výrokové logice, má v predikátové logice svoji obdobu. Stejně jako u výrokové logiky zde totiž hovoříme o předpokladech a z nich vyplývajících závěrech neboli důsledcích.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (logického důsledku formule a množiny formulí)

	Je-li v každém modelu (struktuře), ve kterém je splněna formule B, splněna i formule A, pak A se nazývá logický důsledek formule B  (označuje se  B |= A ). 

	Je-li v každém modelu množiny formulí T splněna i formule A, pak A se nazývá logický důsledek množiny formulí T (označuje se T |= A ). 



Věta � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Nechť T je množina uzavřených formulí, A je uzavřená formule jazyka L1. Formule A je logickým důsledkem množiny formulí T, právě když množina T �SYMBOL 200 \f "Symbol" \s 12�Č�(ŘA ( je nesplnitelná.



Důkaz

Nechť A je logickým důsledkem množiny T, tj. platí T |= A. Potom pro každou strukturu S, která je modelem množiny formulí T, platí, že je v ní splněna i formule A, tj. platí |= A�SYMBOL 91 \f "Symbol" \s 12�[�S,e�SYMBOL 93 \f "Symbol" \s 12�]� pro všechna možná ohodnocení e. Formule �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�A je pak pro všechna ohodnocení e nesplnitelná, tedy je nesplnitelná i množina T �SYMBOL 200 \f "Symbol" \s 12�Č�(ŘA (.

Dokazujeme nepřímo, že z nesplnitelnosti množiny formulí T �SYMBOL 200 \f "Symbol" \s 12�Č�(ŘA ( vyplývá logický důsledek T |= A. Nechť S je model splňující množinu předpokladů T. Jestliže neplatí T |= A, musí platit, že S není zároveň modelem A. To ale znamená, že existuje ohodnocení e, pro něž je I(A�SYMBOL 91 \f "Symbol" \s 12�[�S,e�SYMBOL 93 \f "Symbol" \s 12�]�) = false. �Potom ale platí  I(�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�A�SYMBOL 91 \f "Symbol" \s 12�[�S,e�SYMBOL 93 \f "Symbol" \s 12�]�) = true, proto je množina T �SYMBOL 200 \f "Symbol" \s 12�Č�(ŘA ( splnitelná.



	Definice logického důsledku formule nebo množiny formulí (� ODK _Ref439583731 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 8.2 (logického důsledku formule a množiny formulí)�) se zdají být analogií toho, co bylo definováno jako (tauto)logický důsledek ve výrokové logice. Z praktického hlediska však neexistuje analogie mezi poměrně snadným ověřováním logického důsledku (např. tabulkovou metodou) ve výrokové logice a způsobem zjišťování, zdali formule představující závěr je skutečně pravdivá ve všech strukturách, v nichž jsou pravdivé formule tvořící předpoklady. To vyplývá ze skutečnosti, že takových splňujících struktur může být nekonečně mnoho. Pouze v případech velmi jednoduchých formulí a struktur je např. možno použít interpretačních tabulek.



	V příštích odstavcích budou ukázány některé efektivnější způsoby prověřování, zdali je daná formule logickým důsledkem dané množiny formulí.





SÉMANTICKÉ TABLO FORMULE JAZYKA L1





	Obdobně tomu, jak byl charakterizován smysl konstrukce sémantického tabla výrokové formule, platí i pro formuli predikátovou, že její sémantické tablo umožňuje systematické hledání podmínek, za nichž je formule splněna, hledání jejích modelů, resp. dokazování, že model neexistuje. Pravidla �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a� a �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 12�b�, pomocí nichž se tablo vytváří, jsou v případě predikátové formule obdobná jako v případě výrokové logiky, navíc má predikátová varianta konstrukce sémantického tabla k dispozici pravidla �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g� a �SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d� pro formule s kvantifikátory.





Sémantické tablo formulí s vázanými proměnnými



	Následující dva příklady budou ukázkou konstrukce konečného sémantického tabla formule, na jehož základě lze buď konstatovat nesplnitelnost formule nebo naopak charakterizovat její model.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �3�

	

Sestrojte sémantické tablo nesplnitelné formule

 Ř( �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)) ® (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))).



	Dvojí aplikací �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a� - pravidla pro negaci implikace Ř(A ® B) dostáváme následující konjunkci podformulí :



 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), Ř(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))

� 

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x)



	Poslední z podformulí lze přepsat na $x Řq(x) a zvolit novou tzv. Skolemovu konstantu a s denotátem patřícím do stávajícího universa diskursu, kterým je ten existující prvek universa, pro nějž neplatí q(x) :



 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), $x Řq(x)

� 

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), Řq(a)



	Protože první dvě podformule jsou univerzálně kvantifikovány, musí platit vedle ��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)) a �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) též

p(x) ® q(x) a p(x) 

i pro nově zavedenou Skolemovu konstantu a.

		

Potom tedy platí současně :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x),  p(a) ® q(a), p(a), Řq(a).



	Pro první z nově vytvořených formulí pro konstantu a lze nyní použít disjunktivního �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 12�b�-pravidla (aplikovat distributivní zákon).



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x),  �Řp(a) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(a), p(a), Řq(a)

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x),              �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x),  

Řp(a), p(a), Řq(a)                     q(a), p(a), Řq(a)

���� 



	Bylo zkonstruováno tablo, jehož obě větve jsou uzavřeny, z čehož lze učinit závěr, že formule je nesplnitelná.



	Sémantické tablo, jehož konstrukce byla právě popsána, je zobrazeno v následujícím obrázku (� ODK _Ref441322286 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 8-1�).





Ř( �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)) ® (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))).

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), Ř(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))

� 

� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x)



� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), $x Řq(x)

 

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), Řq(a)

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), �p(a) ® q(a), p(a), Řq(a)

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x),         �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x),

Řp(a), p(a), Řq(a)                q(a), p(a), Řq(a)

���� 

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ \r 1 �1�



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �4�

	Sestrojte sémantické tablo formule :

 Ř(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)) ® (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))).



	Podobně jako v předcházejícím příkladě aplikujeme �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a� - pravidlo pro negaci implikace Ř(A ® B). Tím dostáváme následující konjunkci podformulí :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), Ř(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))

Aplikací �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a� - pravidla (přepisem podle deMorganova pravidla) :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x)

Poslední dvě z podformulí lze přepsat na $x Řp(x),  $x Řq(x) a zvolit dvě různé nové Skolemovy konstanty a a b pro označení těch existujících prvku universa, pro nějž postupně neplatí p(x) a q(x) :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), $x Řp(x), $x Řq(x)

� 

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), Řp(a), Řq(b)

Protože první podformule je univerzálně kvantifikována, musí též platit p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x) pro zavedené Skolemovy konstanty a, b.

Dosazením a použitím �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 12�b� - pravidla (distributivního zákona) pak dostáváme

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)),  p(a) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(a), p(b) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(b), Řp(a), Řq(b)

�� 

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(p(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(x )),p(a),p(b)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(b),         �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(p(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(x )),q(a),p(b)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(b),

Řp(a),Řq(b)                                           Řp(a),Řq(b)

���� 

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(p(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(x )),      �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(p(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(x )),         �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(p(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(x )),      �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(p(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(x )),

p(a),p(b),        p(a),q(b),                      q(a),p(b),            q(a),q(b),

 Řp(a),Řq(b)     Řp(a),Řq(b)               Řp(a),Řq(b)           Řp(a),Řq(b)

�������



Jedna z větví tabla není uzavřena, z čehož vyplývá, že formule je splnitelná, a to v případě takového modelu, v němž jsou q(a) a p(b) interpretovány jako true, zatímco p(a) a q(b) jsou false. Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �2� zobrazuje jako celek sémantické tablo z právě řešeného příkladu.

�Ř(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)) ® (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x)))



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), Ř(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))

�

��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x), Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x)



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), $x Řp(x), $x Řq(x)

� 

� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), Řp(a), Řq(b)



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)), p(a) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(a), p(b) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(b), Řp(a), Řq(b)

�� 

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)),                 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)),

p(a),p(b)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(b),Řp(a),Řq(b)            q(a),p(b)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�q(b),Řp(a),Řq(b)

���� 

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)),      �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)),              �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)),      �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)),

p(a),p(b),        p(a),q(b),                               q(a),p(b),        q(a),q(b),

 Řp(a),Řq(b)     Řp(a),Řq(b)                         Řp(a),Řq(b)       Řp(a),Řq(b)

�������



Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �3�

Definice � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3� (sémantického tabla formule jazyka L1 predikátové logiky)

	Sémantické tablo formule A jazyka L1 predikátové logiky je konečný ohodnocený  binární strom, jehož všechny uzly jsou označeny návěštími - sekvencemi formulí A tak, že platí:

1)  Listy jsou označeny sekvencemi literálů proměnných vyskytujících se ve formuli A.

2)  Jestliže je uzel označen sekvencí formulí

X1, X2,...,(,..,Xn 

    obsahující jako člen formuli typu ( (tab. 8.1. ( - pravidel, kde A1, A2 jsou formule), pak jediný uzel bezprostředně následující je označen sekvencí 

X1, X2,..., (1, (2,...,Xn

      obsahující formule (1, (2

	     ( - pravidla :

(�(1�(2��Ř Ř A� A��� A1 &  A2  �A1 � A2��Ř ( A1  ( A2  )�    Ř  A1 �   Ř  A2  ��Ř ( A1 ® A2  )�        A1 �   Ř  A2  ��Ř ( A1 ( A2  )�    Ř A1 �       A2�� A1  ( A2  �A1 ® A2�A1 ( A2��Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ \r 1 �1�

3)  Jestliže je uzel označen sekvencí formulí

X1, X2,...,(,...,Xn

     obsahující jako člen formuli typu ( (tab. 8.2. ( - pravidel, kde B1, B2 jsou formule),   � pak dvojice uzlů bezprostředně následujících je označena sekvencemi 

X1, X2,...,(1,...,Xn   a   X1, X2,...,(2,...,Xn 

      obsahujícími po řadě formule (1, (2.         

     		    b - pravidla :

b�b 1�b 2�� B1 (  B2  �B1 � B2��Ř ( B1 & B2  )�    Ř  B1 �   Ř  B2  �� B1 ® B2  �     Ř B1 � B2  �� B1 ( B2  �        B1 �    Ř B2��Ř( B1 ( B2 ) �Ř( B1 ® B2)�Ř( B1 ( B2)��Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �2�



4) Jestliže je uzel označen sekvencí formulí

X1, X2,..., �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g� ,..,Xn 

    obsahující jako člen formuli typu �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g� (tab. 8.3  �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g�  - pravidel, kde A je formule), pak jediný uzel bezprostředně následující je označen sekvencí 

X1, X2,..., �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g�, �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g�(a) ,...,Xn

    obsahující původní formuli �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g� a její instanci �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g�(a) přičemž a je konstanta vyskytující se již v �     jazyce.

�SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g� - pravidla pro univerzální formule :

 

�SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g���SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g�(a)���SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xA(x)��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xA(x), A(a)��Ř$xA(x)�Ř$xA(x),ŘA(a)��Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �3�

5) Jestliže je uzel označen sekvencí formulí

X1, X2 ,..., �SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d� ,.., Xn 

    obsahující jako člen formuli typu �SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d� (tab. 8.4  �SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d� - pravidel, kde A je formule), pak jediný uzel bezprostředně následující je označen sekvencí 

X1, X2 ,..., �SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d�, �SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d�(a) ,..., Xn

    obsahující instanci �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g�(a) formule �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g� přičemž a je nová konstanta nevyskytující se dosud v �    jazyce.

		�SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d� - pravidla pro existenční formule :



�SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d���SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12�d�(a)��$xA(x)�A(a)��Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xA(x)�ŘA(a)��Tabulka � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Tabulka \* ARABSKÉ �4�

6)  Návěštím kořene sémantického tabla je formule A.











Příklad nekonečného sémantického tabla



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �5�



	Sestrojte sémantické tablo formule A1 & A2 & A3 , kde A1, A2, A3 jsou speciální axiómy struktury uspořádání :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y)                                           A1

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x Řp(x,x)                                             A2

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z (p(x,y) & p(y,z) ® p(x,z))     A3



	Na tomto příkladě bude ukázáno, že sémantický strom formule nemusí být konečný.

	Při vytváření instancí formule, která nemá některou z proměnných vázánu existenčním kvantifikátorem, jako je tomu zde u proměnné x, je třeba zvolit nějaký prvek neprázdného universa (zde a1). Existujícímu y ale je třeba přiřadit jinou Skolemovu konstantu, jejímž denotátem je nějaký prvek universa diskursu. (zde a2 ). Tentýž prvek a2 lze pak při vytváření další instance formule zvolit za univerzálně vázanou proměnnou x a nové existující y označit jako další prvek a3 .



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y), A2 , A3

� 

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y), $y p(a1 ,y), A2 , A3

� 

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y), p(a1, a2), A2 , A3

� 

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y), $y p(a2, y), p(a1, a2), A2 , A3

� 

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y), p(a2, a3), p(a1, a2), A2 , A3

					....................
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	Konstrukce sémantického stromu formule by zde pokračovala vytvářením dalších a dalších instancí p(ai, ai+1) podformule �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y), což je zjevně nekonečný proces. Modelem formule je zřejmě uspořádání na nekonečném universu diskursu - množině přirozených čísel.





Další příklady využití sémantického tabla



	V příkladě předcházející kapitoly bylo na základě sémantiky dokázáno, že neplatí 

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� $y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y).

Nyní využijeme sémantického tabla k důkazu logické platnosti obrácené implikace, tj. implikace

$y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y),

i k důkazu, že se v prvním případě nejedná o logicky platnou formuli.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �6�



Dokažte logickou platnost formule $y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y).



Dokažte, že formule �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� $y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y) není logicky platná.





	Oba důkazy budou provedeny pomocí sémantického tabla (viz � ODK _Ref439586452 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 8-5�  a � ODK _Ref439586470 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 8-6�) s využitím duality nesplnitelnosti a logické platnosti formule a její negace.





a) Má-li být formule $y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y)  �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y) logicky platná, musí být její negace �    nesplnitelná, musí tedy existovat její uzavřené sémantické tablo. � ODK _Ref439586452 \* VČETNĚFORMÁTU �

    

    Obrázek 8-5� ukazuje, že takové tablo existuje, proto je původní formule logicky platná.





Jiná situace nastane, aplikujeme-li obdobnou úvahu na případ b :



Otevřené sémantické tablo formule svědčí v případě b) o existenci modelu formule. Je zřejmé, že tablo zůstane v každém případě otevřené, neboť neexistuje žádná další možnost vytvoření dvojice instancí uvedených formulí, které by tvořily komplementární pár atomů téhož predikátu. Formule, jejíž negace zde byla analýzována, proto nemůže být logicky platná.





















��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�($y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y)  �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y))





�$y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y)





�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), $x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x,y)

�



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(a,y)

�

��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), $y p(a,y), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(a,y)



��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), p(a,b), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(a,y)



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), p(a,b), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(a,y), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(a,b)

��
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��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� $y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y))





�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�$y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,y)

�



��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y$x �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x,y)



��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), $y p(a,y), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y$x �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x,y), $x �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y,b)



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y), p(a,c), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y$x �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x,y), $x �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(d,b)

�
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Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �7�



	Je dán jazyk L1 predikátové logiky s jedinou konstantou c a predikátovými symboly p1(x), p2(x,y), q1(x), q2(x,y). Pro interpretaci jazyka L1 je dána struktura S takto :  



			W = (0,1,2,... ( (množina N přirozených čísel)

			D(c) = 0	

			D(p1(x)) = (x : x ( 0 (

			D(p2(x,y)) = ((x,y) : x ( y(

			D(q1(x)) = (x : x ( 0(

			D(q2(x,y)) = ((x,y) : x = y(



	Pro následující formule jazyka L1 vyšetřete, zdali jsou v dané struktuře S splnitelné, resp. platné. Uvažujte též, zdali existuje struktura, která je modelem dané formule, resp. zdali jde o logicky platnou formuli.





a) (x p1(x) ( (x p1(x)



     V dané struktuře S jde o formuli 

(x (x ( 0) ( (x (x ( 0).

      Protože platí I((x (x ( 0)) = false, je zřejmě

I((x (x ( 0) ( (x (x ( 0)) = true.

      Daná formule je tedy platná ve struktuře S, což znamená, že struktura S je modelem této �      formule.



      Otázku, zdali je formule (x p1(x) ( (x p1(x) logicky platná, se pokusíme zodpovědět �      pomocí tablové metody :



�(((x p1(x) ( (x p1(x))



�(x p1(x), ((x p1(x)



�(x p1(x), (x (p1(x)



(x p1(x), p1(a), (x (p1(x), (p1(a)

��





     Nalezené uzavřené sémantické tablo negace dané formule svědčí o tom, že daná formule je �     logicky platná. Jejím modelem je tedy každá její aplikovatelná struktura.





b) q1(c) ( (x q1(x)

     

     V dané struktuře S jde o formuli 

(0 ( 0) ( (x (x ( 0).

      Protože platí I((0 ( 0)) = true a zároveň I((x (x ( 0)) = false, je zřejmě vždy

I((0 ( 0) ( (x (x ( 0)) = false.

      Daná formule je tedy ve struktuře S nesplnitelná.

      �      Je snadné ověřit např. pomocí sémantického tabla, že formule není obecně nesplnitelná. �      Jejím modelem může např. být struktura S’, která se liší od S tím, že universum diskursu �      tvoří jediný prvek 0, který je denotátem konstanty c.





c)  (x (y (p2(x,x)((p2(x,y) ( q2(x,y))�

     V dané struktuře S je zřejmě hodnota interpretace formule vždy

I((x (y ((x ( x) (((x ( y) ( (x = y))) = false,

     neboť již první konjunkt jejího jádra je nepravdivý pro každou valuaci proměnné x.

     Neexistenci modelu této formule však zřejmě sémantické tablo nepotvrdí. Modelem formule �     by např. mohla být struktura, jejímž universem diskursu jsou všechna místa v Ostravě �     spojená autobusovou nebo trolejbusovou linkou městské hromadné dopravy. Denotátem �     predikátu p2(x,y) by přitom byla relace obsahující dvojice míst spojených autobusem, včetně �     dvojic totožných míst, podobně v případě predikátu  q2(x,y) by se jednalo o spojení �     trolejbusem.





Sémantické tablo a logický důsledek





	Jednou z metod, které umožňují rozhodovat o tom, zdali je daná formule A  logickým důsledkem dané množiny předpokladů T, je metoda využívající sémantické tablo množiny formulí a dokázanou větu 8.1. Jak ukazuje následující příklad, prověřením nesplnitelnosti množiny předpokladů dedukce, rozšířené o negaci jejího předpokládaného logického důsledku, lze prověřit správnost dedukce.
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	Prověřte pomocí sémantického tabla logický důsledek 

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x)), $x b(x) |= $x�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� a(x).



	Podle věty 8.1. je zde třeba dokázat nesplnitelnost množiny formulí, kterou tvoří všechny předpoklady dedukce a negace jejího závěru. V případě, kdy jde skutečně o správnou dedukci, lze sestrojit nějaké uzavřené sémantické tablo uvedené množiny formulí (� ODK _Ref440282278 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 8-7�).









��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� b(x)), $x b(x), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�$x�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� a(x)



�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� b(x)), $x b(x), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x)

�

��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� b(x)), b(a), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x), a(a)



��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� b(x)), a(a) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� b(a), b(a), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x), a(a)

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x)�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� b(x)),�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� a(a),		�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x)�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� b(x)),�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� b(a),

b(a),�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x), a(a) 			b(a),�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x), a(a)

����
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Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �9�

	Zapište v jazyce L1 a ověřte pomocí sémantického tabla dedukci :

„Jistý člověk holí právě ty spoluobčany, kteří se neholí sami.“

�

„Existuje někdo, kdo se sám neholí.“



	Předpoklad a závěr dedukce v jazyce L1 : 



$x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (holí(x,y) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(y,y))

�

$z �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(z,z)



Ověření dedukce pomocí sémantického tabla :

$x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (holí(x,y) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(y,y)), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�$z �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(z,z)

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (holí(a,y) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(y,y)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z holí(z,z)

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (holí(a,y) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(y,y)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z holí(z,z), holí(a,a) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(a,a)), holí(a,a)

��

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �8�



	Zde po vytvoření instancí obou univerzálně kvantifikovaných formulí dosazením a za y vznikla nesplnitelná ekvivalence, kterou není třeba dále rozebírat.

	Protože vznikne oprávněná pochybnost, zdali se skutečně jedná o logický důsledek, je na místě prozkoumat pravdivostní kvalitu předpokladu, z něhož se zde dedukovalo.



$x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (holí(x,y) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(y,y))

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (holí(a,y) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(y,y))

�

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (holí(a,y) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(y,y)), holí(a,a) �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�holí(a,a)

��



Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �9�



	Ze skutečnosti, že existuje uzavřené sémantické tablo formule, která má být předpokladem dedukce, vyplývá, že i když je předpokládaná dedukce správná, nemá žádnou cenu, neboť vychází z nesplnitelného předpokladu.





Klauzulární forma formule v jazyce L1



	Ve výrokové logice byly zavedeny dva typy normálních forem formulí, a to disjunktivní a konjunktivní normální forma. Transformace formule do její klauzulární formy přinesla efektivní postup - rezoluční odvozování, které sloužilo ke zjišťování splnitelnosti formulí , jejich logické platnosti, resp. logických důsledků množin formulí. Z obdobných důvodů je i v predikátové logice výhodné pracovat s klauzulární formou formulí. Rezoluční odvozování z formulí v klauzulárním tvaru, tak jak bylo uvedeno v kapitole 5 týkající se pouze výrokové logiky, je totiž možno rozšířit při vhodné úpravě formulí i na oblast logiky predikátové. Touto úpravou je převedení predikátové formule do prenexní klauzulární formy. 

	Dříve, než bude popsán algoritmus realizující převod formule do klauzulární formy, bude v následujícím odstavci uvedena řada logicky platných formulí v jazyce L1, které bývají při tomto převodu užitečnými prostředky.







Některé platné formule s kvantifikátory



	Pro možnost úpravy formule do normálního tvaru bude potřeba využít, podobně jako tomu bylo ve výrokové logice, vedle ekvivalencí již dokázaných (věta 7.1.) ještě některých z následujících implikací a ekvivalencí (a, b jsou predikáty, symbol |= označuje logickou platnost formule).

Pro formule se spojkou & nebo �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� platí, jak lze snadno dokázat sémantickými tably :

(1)  |= �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) & b(x)) « (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x) & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x b(x))

(2)  |= (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x b(x)) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� b(x))

(3)  |= $x (a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� b(x)) « ($x a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� $x b(x))

(4)  |= $x(a(x) & b(x)) ® ($x a(x) & $x b(x))

(5)  |= (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x) & b) « �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) & b)

(6) |= (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� b) « �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� b)

(7) |= ($x a(x) & b) « $x (a(x) & b)

(8) |= ($x a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� b) « $x (a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� b)

(9) |= (a & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x b(x)) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(a & b(x))

(10) |= (a �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x b(x)) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(a �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� b(x))

(11) |= (a & $x b(x)) ® $x(a & b(x))

(12) |= (a �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� $x b(x)) ® $x(a �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� b(x))

(13) |= �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) ® b) « ($x a(x) ® b)

(14) |= $x (a(x) ® b) « (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x) ® b)

(15) |= �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a ® b(x)) « (a ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x b(x))

(16) |= $x (a ® b(x)) « (a ® $x b(x))

(17) |= �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y a(x,y) « �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x,y)

(18) |= $x$y a(x,y) ® $y$x a(x,y) 

(19) |= $x (a(x) ® b(x)) « (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x a(x) ® $x b(x))



	Logicky platné implikace a ekvivalence (1) - (16) je možno, jak bude ukázáno v následujícím odstavci, do jisté  míry zobecnit do prenexních operací, pomocí nichž lze formuli s kvantifikátory převést do prenexní normální formy.

	Následující příklad ukazuje, proč ve výčtu formulí užitečných pro prenexní operace chybí jedna z těch, jejichž platnost by poněkud zjednodušila definici prenexních operací, která bude uvedena v následujícím odstavci.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �10�

	Dokažte, že neplatí

|= ($x a(x) & $x b(x)) ®  $x(a(x) & b(x)).

	

.�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�(($x a(x) & $x b(x)) ®  $x(a(x) & b(x)))

�

 ($x a(x) & $x b(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř� (a(x) & b(x))

�

 ($x a(x) & $x b(x)), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x))

�

$x a(x), $x b(x), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x))

�

a(k), b(l), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x))

�

a(k), b(l), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x)), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(k) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(k), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(l) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(l)

��

      a(k), b(l), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x)),            a(k), b(l), �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x)),

��	            �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(k), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(l) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(l) 	                        �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(k), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(l) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(l)

��

a(k),b(l),�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x)),    a(k),b(l),�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x(�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(x)�SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(x)),

					�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(k), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�a(l) 			 �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(k), �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�b(l)

���
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V daném příkladě jde v podstatě o důkaz, že implikace (4) neplatí  v obráceném směru. Je zřejmé, že se ani při jiných postupech jeho konstrukce nepodaří najít uzavřené sémantické tablo negace dané formule, a proto tato formule nemůže být logicky platná.



	

Algoritmus převodu formule do prenexní normální formy



	Prvním krokem převodu predikátové formule do její klauzulární podoby je její převedení do prenexního tvaru, v němž se všechny kvantifikátory soustředí před formuli do prefixu formule.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (prenexní formy formule jazyka L1)

	Formule A jazyka L1 je v prenexní formě, jestliže má tvar Q1x1 ...Qn xn B, n>0, přičemž 

pro každé i = 1,2,..n je Q buď �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�nebo $ 

x1, x2,...xn  jsou navzájem různé proměnné 

B je otevřená formule, tj. formule vzniklá z atomických formulí jazyka pouze užitím výrokových spojek. 

	Formule B se pak nazývá otevřené jádro (matice) formule A a posloupnost 

Q1x1 ...Qn xn  prefix formule A. 



	Úpravy, kterými lze převést formuli predikátové logiky do prenexní formy, se též nazývají prenexní operace. Jde v podstatě o přepisovací pravidla, která buď již byla ve formě ekvivalencí dokázána nebo jejich platnost vyplývá z jejich množinové interpretace.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �5� (prenexních operací)

Standardizace vázaných proměnných spočívající v jejich přejmenování, tak aby se předsunutím symbolu kvantifikace do prefixu formule nezměnily meze jeho působnosti. �(To konkrétně znamená, že v případech vícenásobného výskytu téže proměnné vázané kvantifikátory v různých podformulích je třeba pro každý výskyt proměnné zavést její nové pojmenování, které se dosud ve formuli nevyskytovalo.)

Odstranění zbytečných kvantifikátorů, ke kterým neexistují příslušné vázané �proměnné.

Přesun spojky negace umístěné před závorkou nebo před kvantifikátorem před atom. K tomu slouží přepisovací pravidla pro práci s negovanými formulemi (která již dříve byla dokázána) vyjádřená následujícími schématy  : �				ŘŘA �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�®  A         �			        Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x A �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�® $x ŘA�			         Ř$x A �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x ŘA �			    Ř(A & B) �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�® (ŘA �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� ŘB)�			     Ř(A �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� B) �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�® (ŘA  ŘB)

Přesun kvantifikátorů před formuli pomocí přepisovacích pravidel (a) - (e) :��(Pro možnost souhrnného vyjádření těchto pravidel pro spojky konjunkce a disjunkce zde symbol �SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 12�·� zastupuje & nebo �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� , symbol Q zastupuje �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"� nebo $, A, B jsou formule)

     (a)	  Qx A(x) �SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 12�·� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x B(x) �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�®Qx(A(x) �SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 12�·� B(x))  s výjimkou Q = $, �SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 12�·� = & ,	         							             jak vyplývá z (1) - (4)

     (b)  	 Qx A(x) �SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 12�·� B �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�®Qx(A(x) �SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 12�·� B)      (v B se nevyskytuje x)�								  podle (5) - (8)

     (c)   	 A �SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 12�·� Qx B(x) �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�®Qx(A �SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 12�·� B(x))      (v A se nevyskytuje x)�								  podle (9) - (12)��Pro spojku implikace (Q’ zde představuje kvantifikátor opačný ke Q) :��    (d)             Qx A(x) ® B �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�® Q’x (A(x) ® B) (v B se nevyskytuje x)�    								  podle (13), (14)�    (e)             B ® Qx A(x) �SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ��SYMBOL 190 \f "Symbol" \s 12�ľ�® Qx (B ® A(x))  (v B se nevyskytuje x)�								  podle (15), (16)



Další přesuny kvantifikátorů před formuli umožňuje využití formulí (17) - (20).





Věta � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �2�	

Ke každé formuli A lze sestrojit ekvivalentní formuli A’ v prenexní formě tak, že �|= A « A’ .



Důkaz (indukcí podle složitosti formule) :

1) Je-li formule A atomická formule, pak je v prenexní formě, neboť neobsahuje žádný �    kvantifikátor.

2) Je-li A tvaru ŘB, �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x B nebo $x B, je B méně složitá než A , lze tedy použít indukční �    předpoklad |= B « B’ , kde B’ je v prenexním tvaru, pokud B neobsahuje žádné �     logické spojky.

 	Předpokládejme, že A tvaru B ® C a B, C jsou formule, na něž lze použít�   indukční předpoklad. Odpovídající prenexní formy jsou tvaru 

Q1x1...Qnxn B’   a   R1y1...Rmym C’, 

   kde proměnné x1,...,xn  a  y1,...,ym jsou navzájem různé a lišící se od všech ostatních �   volných proměnných vyskytujících se ve formulích B a C .

	Použitím poslední z výše uvedených prenexních operací dostaneme logicky �   platnou ekvivalenci

|= (Q1x1...Qnxn B’ ® R1y1...Rmym C’ ) « R1y1...Rmym (Q1x1...Qnxn B’ ® C’),

   odtud pak použitím předposledního z pravidel

   |= R1y1...Rmym (Q1x1...Qnxn B’ ® C’ ) « R1y1...Rmym Q’1x1...Q’nxn  (B’ ® C’).





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �11�

	Převeďte do prenexní normální formy formuli

$x p(x) ® (q(x) & Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y r(y) & $y s(y))



1. Přejmenování proměnné x na w a y na z :

$w p(w) ® (q(x) & Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y r(y) & $z s(z))

2. Přesun kvantifikátorů před formuli podle operace (a) :

$w p(w) ® $y $z (q(x) & Řr(y) & s(z))

3. Přesun kvantifikátorů před formuli podle operace (d) :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�w (p(w) ® (q(x) & $yŘr(y) & $z s(z)))

4. Přesun kvantifikátorů před formuli podle operace (e) :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�w $y $z (p(w) ® (q(x) & Řr(y) & s(z)))





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �12�



	Převeďte do prenexní normální formy formuli

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y($x p(x,y) ® $u r(y,u)) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x s(x,y)



1. přejmenování proměnné x na z  a y na t :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"� t($z p(z, t) ® $u r(y,u)) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x s(x,y)

2. přesun kvantifikátoru do prefixu podle (e) :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�t($z p(z, t) ® $u r(y,u)) ® s(x,y))

3. přesun kvantifikátoru před závorku podle (d) a (e) :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�t ($u ($z p(z, t) ® r(y,u)) ® s(x,y))

4. přesun kvantifikátoru do prefixu podle (d) :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�t �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�u ($z p(z, t) ® r(y,u)) ® s(x,y))

5. přesun kvantifikátoru před závorku podle (d) :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�t �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�u (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z (p(z, t) ® r(y,u)) ® s(x,y))

6. přesun kvantifikátoru do prefixu podle (d) :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�t �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�u �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�z ((p(z, t) ® r(y,u)) ® s(x,y))



	Jestliže je cílem úpravy formule do normální formy její klauzulární forma, bývá jak ukazuje následující příklad, výhodné již během prenexních operací přepisovat spojky ® a �SYMBOL 171 \f "Symbol" \s 12�«� spojkami Ř, & a �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú�.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �13�

	Převeďte do prenexní normální formy formuli

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $x (Řq(x,y) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z r(a,x,y)))



1. náhrada spojky ® :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $x (ŘŘq(x,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z r(a,x,y)))

2. odstranění dvojí negace :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $x (q(x,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z r(a,x,y)))

3. přejmenování proměnných :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $u (q(u,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z r(a,u,y)))

4. odstranění nadbytečných kvantifikátorů :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $u (q(u,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� r(a,u,y)))

5. přesun kvantifikátorů do prefixu :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (p(x) & $u (q(u,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� r(a,u,y)))

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $u (p(x) & (q(u,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� r(a,u,y)))





Klauzulární forma formule, skolemizace



	Podobně jako v případě výrokové logiky existuje klauzulární normální forma formule predikátové logiky, která je zároveň speciálním typem její prenexní formy. Klauzulární forma formule neobsahuje žádné volné proměnné. Navíc prefix formule sestává pouze z univerzálních kvantifikátorů.

	S otevřeným jádrem (maticí) formule v klauzulární formě, která je tvořena literály predikátových atomů, lze pracovat způsobem obdobným výrokové logice. Ta pak, jak je známo, má k dispozici řadu algoritmů rozhodování splnitelnosti a logické platnosti formulí.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �6� (klauzulární formy predikátové formule)

	Formule A predikátové logiky je v klauzulární formě, jestliže má tvar �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x1 ...�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xn B, kde 

 1) x1,..., xn  jsou všechny proměnné, které se ve  formuli B vyskytují 

 2) B je otevřená formule v klauzulární formě. 



	Postup převedení formule do klauzulární formy zahrnuje i její úpravu do Skolemovy formy neobsahující existenčně vázané proměnné, a to postupem zvaným skolemizace. Speciální případ skolemizace byl zaveden již v předcházejícím odstavci při vytváření sémantického tabla formule s existenčním kvantifikátorem. 

	Princip skolemizace spočívá zjednodušeně v následující úvaze : Jestliže např. tvrdíme, že „ke každé hodnotě x existuje jistá hodnota y...„, pak to ve skutečnosti znamená nějaký funkční vztah mezi x a y tak, že x je zde nezávisle proměnnou a y na ní závisí.

	Obecně předpokládejme formuli v prenexní formě tvaru

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x1 ...�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xn  $y,

která v tvrdí, že „pro všechny n-tice (x1,..., xn) existuje y ...„, což v podstatě znamená, že y je funkcí  f(x1,..., xn)  n proměnných x1,..., xn .



Definice � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �7� (skolemizace) 

	Nechť $y je součástí prefixu formule A v prenexní klauzulární formě a nechť �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x1...�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xn , n�SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 12�ł�0, je předcházející část prefixu před $y. Potom skolemizace prefixu s existenčním kvantifikátorem $y spočívá v odstranění existenčního kvantifikátoru z prefixu a

pro n = 0 v náhradě každého výskytu y v jádře formule novým konstantním symbolem, který se předtím ve formuli nevyskytoval; nově zavedená konstanta se nazývá Skolemova konstanta,

pro n �SYMBOL 62 \f "Symbol" \s 12�>� 0 a v náhradě každého výskytu y termem f(x1,..., xn), kde f je n-ární funkční symbol, který se předtím ve formuli A nevyskytoval ; nově zavedený funkční symbol  f se nazývá Skolemův funktor. 



	Jestliže n = 0, tj. $y nepředchází žádná část prefixu s univerzálními kvantifikátory, je podle definice (� ODK _Ref440282484 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 8.7 (skolemizace)�) vždy y v otevřeném jádře formule nahrazeno nějakou nově zvolenou konstantou a. V takových případech volbou konstant za všechny existenčně vázané proměnné vznikne vždy klauzulární forma formule bez prefixu.

	Postupem zvaným skolemizace se formule převádí do nové podoby, o níž nelze, přinejmenším z důvodu syntaxe, tvrdit, že je formou ekvivalentní původní formuli. Jde pouze o takovou transformaci formule, která jak ukazuje následující věta, zachovává její splnitelnost.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ �3�

	Náhrada existenčního kvantifikátoru v prefixu formule A v klauzulární prenexní formě pomocí Skolemova funktoru zachovává splnitelnost této formule.



Důkaz

	Předpokládejme splnitelnost formule S

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x1�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x2...�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xn $y p(x1,x2..,xn, y),

tj. existenci struktury S, v níž je formule splněna.

 

	Rozšíříme nyní strukturu S o Skolemovu funkci f definovanou takto :

	Každé n-tici (c1,c2..,cn) prvků universa diskursu W přiřadíme jeho prvek �f(c1,c2..,cn) = cn+1 tak, že v  rozšířené struktuře S’ je

I(p(c1,c2..,cn,cn+1)�SYMBOL 91 \f "Symbol" \s 12�[�S’�SYMBOL 93 \f "Symbol" \s 12�]�) = true



	Protože f je tímto způsobem definována pro všechny n-tice (c1,c2..,cn), je pro libovolnou z nich splněno v S’

			 |= p(c1,c2..,cn,cn+1) �SYMBOL 91 \f "Symbol" \s 12�[�S’�SYMBOL 93 \f "Symbol" \s 12�]�

tj.

			 |= p(c1,c2..,cn ,f(c1,c2..,cn)) �SYMBOL 91 \f "Symbol" \s 12�[�S’�SYMBOL 93 \f "Symbol" \s 12�]�

což znamená

			 |= �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x1�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x2...�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xn p(x1,x2..,xn ,f(x1,x2..,xn)) �SYMBOL 91 \f "Symbol" \s 12�[�S’�SYMBOL 93 \f "Symbol" \s 12�]�



	Podle právě dokázané věty (věta 8.3) nejde v případě skolemizace o převedení formule do ekvivalentního tvaru, nýbrž pouze ze splnitelnosti formule

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x1�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x2...�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xn $y p(x1,x2..,xn, y)

vyplývá splnitelnost skolemizací upravená formule v interpretaci se strukturou rozšířenou o skolemův funktor f

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x1�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x2...�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�xn p(x1,x2..,xn ,f(x1,x2..,xn))



 Z uvedeného postupu důkazu je zřejmé, že platí i věta obrácená.





Převedení formule do klauzulární formy



	První tři kroky úpravy formule do klauzulární formy spočívají v krocích, které již byly popsány a zdůvodněny :

Změna volných proměnných na vázané proměnné zavedením existenčních kvantifikátorů.

Transformace formule do ekvivalentní prenexní formy.

Transformace otevřeného jádra formule do klauzulární formy.



Dále je třeba provést skolemizaci, která eliminuje existenční kvantifikátory :

Odstranění existenčních kvantifikátorů z prefixu formule zavedením nových Skolemových konstant.

Převedení existenčně vázaných proměnných do funkční podoby skolemizací, kdy argumenty Skolemovy funkce jsou univerzálně vázané proměnné, které se ve formuli vyskytují vedle uvažované existenčně vázané proměnné.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �14�

	Skolemizací eliminujte existenční kvantifikátor formule

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y p(x,y)

	Označíme-li y = f(x), bude mít daná formule tvar :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x,f(x))



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �15�

	Převeďte výslednou formuli z příkladu 8.4. do klauzulární formy.



V příkladě 8.4. byla formule

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) & �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $x (Řq(x,y) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z r(a,x,y)))

upravena do prenexní formy, jejíž otevřené jádro je v klauzulární formě, neboť je tvořeno konjunkcí dvou klauzulí :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $u (p(x) & (q(u,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� r(a,u,y)))

	Další úprava formule do klauzulární formy tedy vyžaduje už jen aplikaci postupů d) a e) :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (p(x) & (q(f(x,y),y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� r(a,f(x,y),y)))



	Výsledná Skolemova forma je zároveň formou klauzulární, neboť její otevřené jádro je již v konjunktivní normální formě.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �16�

	Převeďte do prenexní klauzulární normální formy formuli

  �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)) ® (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x q(x))



1. přejmenování proměnných :

 �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)) ® (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y p(y) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z q(z))

2. eliminace spojky ® :

�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� (�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y p(y) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z q(z))

3. eliminace spojky ® :

�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z q(z))

4. přepis kvantifikátorů :

�SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�x �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�(�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(x)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� (�SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z q(z))

5. aplikace de Morganova pravidla :

 �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�x (p(x) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�q(x)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� (�SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z q(z))

6. převedení do prefixu kvantifikátorů stojících mimo meze jiných kvantifikátorů :

 $x $y �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z (p(x) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�q(x)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(z))

7. úprava otevřeného jádra distributivním zákonem :

$x $y �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(z)) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�q(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(z))

8. výměna pořadí kvantifikátorů :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z $x $y (p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(z)) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�q(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(z))

9. eliminace existenčních kvantifikátorů skolemizací :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z (p(f(z)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(g(z)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(z)) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�q(f(z)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(g(z)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� q(z))





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �17�

	Převeďte do prenexní klauzulární normální formy formuli

 $x�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y p(x,y) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x$y p(x,y)



1. přejmenování proměnných :

 $x�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y p(x,y) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�w$z p(z,w)

2. eliminace spojky ® :

�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�$x�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y p(x,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�w$z p(z,w)

3. přepis kvantifikátorů :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y p(x,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�w$z p(z,w)

4. přepis kvantifikátorů :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�w$z p(z,w)

5. převedení do prefixu kvantifikátorů stojících mimo meze jiných kvantifikátorů :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�y�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�w$z (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x,y) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� p(z,w))

eliminace existenčních kvantifikátorů skolemizací :

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�w (�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x, f(x)) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� p(g(x, w),w))









Skolemizace a rozšíření jazyka



	Zavádění nových Skolemových konstant a funktorů ve skutečnosti znamená rozšiřování již zavedeného jazyka predikátové logiky o nové konstantní symboly. Až dosud jsme pro tyto Skolemovy termy nepoužívali speciální znaky abecedy, ani jsme se nezabývali interpretací formulí se Skolemovými termy. To všechno bylo možné proto, že Skolemovy termy byly vytvářeny účelově pouze pro formální manipulaci s formulemi, resp. vytváření speciálních instancí  při rozhodování o jejich splnitelnosti. Jinak tomu bude v případě klauzulární logiky, která pracuje pouze s otevřenými jádry formulí v klauzulárním tvaru, z nichž již není možno zpětně usoudit, zdali term vznikl nebo nevznikl skolemizací. Proto klauzulární logika (viz Logické základy umělé inteligence 2) zavádí pro Skolemovy termy speciální znaky abecedy a věnuje též pozornost rozšíření struktury pro jejich interpretaci.



VYTVÁŘENÍ TEORIÍ

	

	Teorii založenou na určité množině předpokladů (speciálních axiómů) tvoří v predikátové logice stejně jako ve výrokové logice formule, které jsou logickými důsledky této množiny předpokladů. Následující příklady, které prověřují, zdali určitá formule spadá do teorie založené na jisté množině předpokladů, v podstatě řeší otázku, zdali je daná formule  logickým důsledkem této množiny předpokladů.



Příklad � ODKNASTYL 1 \n �8�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �18�

	Zjistěte, zdali formule A = �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y (p(x,y) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y,x)) náleží teorii vybudované na množině předpokladů T = (P1, P2 (, kde P1, P2 jsou axiómy struktury uspořádání

P1 = �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z ((p(x,y) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� p(y,z)) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� p(x,z)),

P2 = �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(x,x).

	Po úpravě formule �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�A bude nesplnitelnost množiny formulí (P1, P2 ( dokázána pomocí sémantického tabla.

�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�A  �SYMBOL 219 \f "Symbol" \s 12�Ű� �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y(p(x,y)�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y,x)) �SYMBOL 219 \f "Symbol" \s 12�Ű� �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�x�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř��SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y(p(x,y)�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y,x)) �SYMBOL 219 \f "Symbol" \s 12�Ű� �SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�x�SYMBOL 36 \f "Symbol" \s 12�$�y�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�(p(x,y)�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(y,x)) 

	 P1, P2, �SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�A

�

         P1, (p(a,b) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� p(b,a) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� p(a,a), P2,�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�(p(a,b)�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®��SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(b,a))

��

��P1,�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�(p(a,b) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� p(b,a)),P2,p(a,b),p(b,a)                              P1,p(a,a),P2,p(a,b),p(b,a)

��

P1,�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(a,b),P2,p(a,b),p(b,a)   P1,�SYMBOL 216 \f "Symbol" \s 12�Ř�p(b,a),P2,p(a,b),p(b,a)        

����

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �8�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �11�



Cvičení 8



1. Rozhodněte o splnitelnosti formule pomocí sémantického tabla

Ř(�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)) ® ($x p(x) ® $x q(x)))

Ř(($x p(x) ® $x q(x)) ® $x (p(x) ® q(x)))

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (Ř(p(x) ® q(x)) & (q(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� Řp(x))



2. Převeďte do prenexní normální formy

$x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z (x.z = x) ® $x (x.x = x)

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y (x.y = 1) ® �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $z (x.z = y)

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x ((�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x p(x) �SYMBOL 218 \f "Symbol" \s 12�Ú� �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�z r(z,y)) ® Ř�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y s(x,y))



3. Nahraďte proměnné vázané existenčními kvantifikátory Skolemovými funkcemi.

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y $z (p(x,y,z) ® Řq(x,y))

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x $y (p(x,a) ® p(x,y))



4. Podle zadání příkladu 8.6. vyšetřujte následující formule :

(x p1(x) ( (x p1(x)

p1(x) ( p1(c)

(x q1(x) ( q1(c)

p1(c) ( (x p1(x)

(x p1(x) ( p1(c)

(x(y (p2(x,y) ( p2(y,x))

(x q2(x,x) ( (x (y q2(x,y)

(x (y (p2(x,x) ( ( p2(x,y))



5. Převeďte do klauzulární formy

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® $y q(y))

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x �SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�y ($z p(z) & $u (q(x,u) ® $v q(y,v)))

$x (Ř$y p(y) ® $z (q(z) ® r(x)))





6. Dokažte logickou platnost následujících formulí pomocí důkazu nesplnitelnosti jejich negací:

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (p(x) ® q(x)) ® ($x p(x) ® $x q(x))

($x p(x) ® $x q(x)) ® $x (p(x) ® q(x))



7. Prověřte pomocí sémantického tabla logické důsledky

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 38 \f "Symbol" \s 12�&� b(x)), b(a) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� c(a) |= $x c(x)

�SYMBOL 34 \f "Symbol" \s 12�"�x (a(x) �SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®� b(x)), $x a(x) |= $x b(x)











�

SPLNITELNOST PREDIKÁTOVÝCH FORMULÍ



	

Předcházející kapitola ukázala, že řešení problému logického důsledku stojí na možnosti rozhodování splnitelnosti, resp. logické platnosti množin formulí. V této kapitole proto bude diskutován obecně problém rozhodnutelnosti splnitelnosti a platnosti formule a množiny formulí  jazyka L1. Bude konstatováno, že splnitelnost i logická platnost formulí jazyka L1  je rozhodnutelná pouze částečně.

	Bude zde ukázáno, že k dané množině klauzulí, resp. k formuli v klauzulárním Skolemově tvaru, existuje množina Herbrandových struktur s poměrně snadno zkonstruovatelným universem diskursu taková, že existuje-li model uvažované množiny klauzulí, pak je třeba jej hledat v rámci množiny struktur tohoto typu. To pak vede ke značnému zjednodušení rozhodovacího procesu. Ten je pak možno realizovat tablovou metodou nebo základní rezolucí.





Částečná rozhodnutelnost 





	V případě jazyka L výrokové logiky, jak bylo uvedeno již v kapitole 4. a demonstrováno v navazujících kapitolách na řadě příkladů, existuje řada efektivních algoritmů rozhodování splnitelnosti, resp. platnosti formule. V predikátové logice se problém komplikuje tím, že možných interpretací jejích formulí může být nekonečně mnoho.

	A. Church v návaznosti na výsledky A. Turinga dokázal již v roce 1936 neexistenci obecné rozhodovací procedury pro logickou platnost formule jazyka L1 predikátové logiky. Přesněji, Churchova věta tvrdí, že problém logické platnosti formule je v predikátové logice pouze částečně rozhodnutelný. To znamená, že existuje algoritmus, který v případě logicky platné formule skončí kladnou odpovědí, v opačném případě dá buď odpověď zápornou nebo se nezastaví. Oba tyto případy byly již demonstrovány na příkladech rozhodování sémantickými tably v předcházející kapitole. Též následující příklad je názornou ukázkou chování tablové rozhodovací procedury v případě, že nejde o formuli logicky platnou.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Zjistěte pomocí sémantického tabla, zdali je formule $y (x p(x,y) logicky platná. 

	Není obtížné najít protipříkad dokazující existenci takové struktury, která formuli nesplňuje. Je jí např. struktura s universem diskursu N (množinou přirozených čísel), v níž je definován denotát predikátového symbolu p jako D(p) = (  (relace „menší než“). Formule, která v podstatě tvrdí, že existuje přirozené číslo menší než libovolné přirozené číslo, nemůže být pravdivá. Sémantické tablo z obr. 9.1. odráží tuto skutečnost postupným vytvářením nekonečné sekvence formulí v návěštích za sebou následujících uzlů tabla.



($y (x p(x,y)

�

(y ((x p(x,y)

��

(y $x (p(x,y)



(y $x (p(x,y), $x (p(x,a1)

�

(y $x (p(x,y), (p(a2, a1)

�

(y $x (p(x,y), $x (p(x, a3),  (p(a2, a1)

. . . . . .

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �9�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ \r 1 �1�

	Jak ukázaly příklady z předcházející kapitoly, i v případech konečného počtu možných interpretací je praktická realizace rozhodovací procedury pomocí tabulkové metody, která probírá všechny možné varianty, možná jen pro konečné a velmi málo složité případy. Proto stejně jako ve výrokové logice je třeba se i zde zabývat otázkou, zdali při zkoumání splnitelnosti (konsistence), resp. platnosti formule je skutečně třeba testovat všechny možné její interpretace. Zde budou ukázány efektivnější postupy založené na Herbrandových výsledcích, které pro některé případy i v predikátové logice (bez rovnosti) vedou k cíli, přestože, jak již bylo konstatováno, je splnitelnost formule predikátové logiky problémem obecně nerozhodnutelným.





HERBRANDOVY VÝSLEDKY A ROZHODNUTELNOST





	V předcházející kapitole bylo ukázáno, ke každé formuli jazyka L1 lze vytvořit její klauzulární Skolemovu formu úpravami, které zachovávají její konzistentnost. Tato skutečnost umožňuje zabývat se v dalších úvahách o splnitelnosti formulí jazyka L1 výhradně formulemi v  klauzulární formě. 

	Herbrand (viz např. [10]) dospěl k užitečným výsledkům umožňujícím značné zjednodušení testování splnitelnosti (konsistence) množiny klauzulí. Obecně je formule A v klauzulární formě nesplnitelná, právě když pro každou strukturu S je pravdivostní hodnota její interpretace I(A(S() = false. Protože existuje nekonečně mnoho možností stanovení universa diskursu i struktury pro interpretaci formule, je výhodné mít k dispozici speciální universum a speciální typ struktury, která by při každém ohodnocení interpretovala danou formuli v klauzulární formě jako false, právě když je formule false též pro každou jinou strukturu.

	Strukturou uvedených vlastností je právě, jak bude ukázáno v následujících odstavcích, Herbrandova struktura založená na speciálním typu Herbrandova universa, vytvořeného speciálně pro jazyk L1 bez rovnosti použitý pro množinu formulí v klauzulárním tvaru. 





Herbrandovo universum

	

Definice � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ \r 1 �1� (Herbrandova universa množiny klauzulí)

	Herbrandovo universum množiny klauzulí C je universum WHC vytvořené induktivně takto : 

Báze : �Každá individuová konstanta, která se vyskytuje v C, je prvkem Herbrandova universa WH0. Neobsahuje-li C individuové konstanty, zavede se jako prvek libovolná individuová konstanta c. Neobsahuje-li C funkční symbol, je Herbrandovo universum konečnou množinou WH0 = WHC. V opačném případě se induktivně definuje nekonečné Herbrandovo universum WHC pomocí nekonečné posloupnosti množin WH0, WH1, WH2 ,..., WH(  :

Indukce :� WHi+1 je sjednocením WHi a všech termů f(t1,..,tn) vytvořených na základě všech funkčních symbolů f arity n vyskytujících se v C jako jejich instance, v nichž byly za termy t1,..,tn postupně dosazeny všechny prvky z Whi.

Generalizace :�Herbrandovo universum množiny klauzulí C je vždy vytvořeno pomocí uvedených pravidel báze a indukce.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �2� (základních termů množiny klauzulí)

	Prvky Herbrandova universa WHC množiny klauzulí C se nazývají jejími základními termy. 



	Jak je vidět z definice (� ODK _Ref440512409 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 9.2 (základních termů množiny klauzulí)�), základní termy množiny C klauzulí neobsahují žádné proměnné.

	V následujících příkladech bude ukázána konstrukce Herbrandova universa dané množiny klauzulí, které může v různých případech představovat jak konečnou, tak i nekonečnou množinu základních termů jazyka L1. 





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �2�

	Vytvořte Herbrandovo universum WHC množiny klauzulí

a) A = {p(x) ( q(x), Řq(x)}

b) B = {p(f(x)) ( q(x), Řq(x)}



Jak vyplývá z výše uvedené induktivní definice, pokud množina klauzulí neobsahuje žádnou konstantu ani funktor, jak je tomu např. u dané množiny klauzulí A, tvoří Herbrandovo universum jednoprvková množina WHA ={c}, kde c je zvolená konstanta.

K tomu, aby Herbrandovo universum bylo nekonečné, stačí podle definice jediný funkční symbol vyskytující se v B. Množině B bez konstant a s jediným funkčním symbolem f zde proto bude příslušet Herbrandovo universum WHB = {c, f(c), f(f(c)),....}, kde c je zvolená konstanta.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �3�

	Vytvořte Herbrandovo universum WHC množiny klauzulí

 C = {p(f(x)), q(b), p(x), q(a,y)}.



	Následující řešení sleduje důsledně postup vytváření Herbrandova universa podle induktivní � ODK _Ref440512409 \* VČETNĚFORMÁTU �Definice 9.2 (základních termů množiny klauzulí)� :

1) WH0 = {a, b}

2) WH1 = {a, b, f(a), f(b)}

    WH2 = {a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b))}

    .......................

    WHC = {a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)), f(f(f(a))), f(f(f(b))), ....}



	

Herbrandova struktura a model



Definice � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �3� (Herbrandovy struktury)

	Herbrandova struktura SH množiny klauzulí C je struktura, která splňuje tyto podmínky : 

Universem diskursu je Herbrandovo universum WHC množiny klauzulí C. 

Denotátem konstanty c vyskytující se v C je prvek c ( WHC, tj. D(c) = c. 

Je-li f n-ární funkční symbol, pak je v SH jeho denotátem zobrazení �D(f(h1,h2,...,hn)) = f(D(h1), D(h2),..., D(hn)) přiřazující n-tici prvků (h1,h2,...,hn) z universa WHC jako funkční hodnotu základní term  f(D(h1), D(h2),..., D(hn)) z WHC.

Pro stanovení denotátů predikátových symbolů zde nejsou žádná omezení.



	Z části 4. definice Herbrandovy struktury vyplývá, že existuje nekonečně mnoho Herbrandových struktur SH pro interpretaci jazyka L1 v rámci dané množiny klauzulí, které se navzájem liší v způsobem přiřazení denotátů vyskytujícím se predikátovým symbolům jazyka.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �4�

	K dané množině klauzulí 

C = {p(f(x)) ( q(x), r(x) ( Řq(f(a))}

určete Herbrandovo universum WHC a nějakou Herbrandovu strukturu SH.



	Herbrandovým universem je pro C množina

 WHC = {a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),....}

	Protože C obsahuje tři predikátové symboly, lze strukturu SH zavést např. tak, že denotáty predikátových symbolů budou následující relace :

D(p) = {Řp(a), p(f(a)), ...}, D(q) = { }, D(r) = { }.



	V dalších úvahách a důkazech vět budou definovány a následně používány pojmy Herbrandovy báze a Herbrandova modelu dané množiny klauzulí.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �4� (Herbrandovy báze množiny klauzulí)

	Nechť je dána množina klauzulí C a nechť WHC je její Herbrandovo universum. Potom Herbrandovou bází množiny klauzulí C nazýváme množinu všech základních atomů vytvořených ze všech predikátových symbolů vyskytujících se v C a jejích základních termů z WHC. 





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �5�

	Vytvořte Herbrandovu bázi množiny klauzulí C = {p(f(x)), p(b), q(a,y)}.



	Protože C obsahuje unární predikátový symbol p a binární predikátový symbol q, budou Herbrandovu bázi tvořit základní atomy obou těchto predikátů : 

{ p(a), p(b), p(f(a)), p(f(b)), p(f(f(a))), p(f(f(b))),..., q(a,a), q(b,b), q(a,b), q(b,a), q(a,f(a)), q(b,f(b)), q(f(a),a).....}.



Definice � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �5� (Herbrandova modelu množiny klauzulí)

	Herbrandův model množiny klauzulí C = {C1,C2,...,Cn } je každá taková Herbrandova struktura SHC, která C splňuje, tj. pro niž platí I(Ci(SHC() = true pro 1 ( i ( n .





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �6�

	K jednoprvkové množině klauzulí

 C = {Řp(a, f(x,y)) ( p(b, f(x,y))}

najděte nějaký Herbrandův model.



	Herbrandovým universem dané klauzule je

WHC = {a, b, f(a,a), f(a,b), f(b,a), f(b,b),f(a, f(a,a)),...}

	Protože první disjunkt je v klauzuli negován, stačí k tomu, aby struktura SHC s Herbrandovým universem WHC byla modelem dané formule, zavést interpretující relaci predikátu p tak, aby v ní byly obsaženy všechny základní atomy obsahující konstantu b na místě prvního atributu.

	Relace interpretující predikát p by tedy vypadala takto :

 {p(b, f(a,a)), p(b, f(a,b)), p(b, f(b,a)), p(b, f(b,b)),...}.



	Následující věta má pro rozhodování konsistentnosti množiny klauzulí jazyka L1 bez rovnosti zásadní význam, neboť tvrdí, že ke zjištění nesplnitelnosti množiny klauzulí C stačí zjistit, že C je interpretována jako false pro všechny Herbrandovy struktury.



Věta � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Věta \* ARABSKÉ \r 1 �1�	Množina C klauzulí je nesplnitelná, právě když nemá Herbrandův model.



Důkaz

Je-li C nesplnitelná, pak je nutně interpretována jako false ve všech strukturách, tedy i Herbrandových strukturách.

Dokážeme nyní nepřímo, že z nesplnitelnosti množiny C klauzulí pro všechny Herbrandovy struktury vyplývá nesplnitelnost C obecně pro všechny struktury.

	Předpokládejme, že C má model, že tedy existuje její splňující struktura S s universem W a denotačními předpisy pro interpretaci konstant, funkčních a predikátových symbolů. Ukážeme, že pak lze nalézt odpovídající Herbrandovu strukturu SH, která je rovněž pro C modelem.

	Při vytváření Herbrandova modelu SH odpovídajícího S je třeba za prvé každému Herbrandovu termu t - prvku Herbrandova universa WHC přiřadit prvek d(t) ( W. Toto přiřazení odpovídá způsobu, jakým se Herbrandovo universum vytváří :

Každé individuové konstantě a ( WHC , tj. konstantě vyskytující se v C, je přiřazen prvek d(a) = D(a) ( W rovný denotátu konstanty a ve struktuře S.

V případě, že se v C nevyskytovala žádná konstanta a k vytváření Herbrandova universa byla zvolena libovolná konstanta c, je této zavedené konstantě přiřazen libovolný prvek d(c) z W. 

Pro každý funkční symbol  f arity n a pro každou n-tici termů (h1,h2,...,hn) ( WHC definujeme d(f(h1,h2,...,hn) ) = D(f(d(h1), d(h2),...,d(hn)))  pomocí denotátu D(f) n-árního funktoru f ve struktuře S a již přiřazených hodnot termům tvořících jeho atributy.

	Dále je třeba v budované Herbrandově struktuře přiřadit každému predikátovému symbolu p z C příslušnou interpretující relaci R. Zavedeme proto pro každou n-tici termů (h1,h2,...,hn) ( WHC  d(p(h1,h2,...,hn)) = D(p(d(h1), d(h2),...,d(hn))). Je snadné dokázat, že pro takto vytvořenou Herbrandovu strukturu SHC platí I(Ci(SHC() = true , právě když I(Ci(S() = true pro všechny klauzule Ci ( C, neboť relace, které jsou denotáty predikátových symbolů ve struktuře S jsou odpovídajícím způsobem přiřazeny těmto symbolům i ve struktuře SH.

	Ukázali jsme, že ke každé struktuře S interpretující množinu formulí C lze sestrojit odpovídající Herbrandovu strukturu SHC  takovou, která splňuje C, právě když ji splňuje struktura S. Proto S je modelem C, právě když je SHC modelem C.





Herbrandova věta



	Věta 9.1 dokázaná v předcházejícím odstavci umožňuje při důkazu nesplnitelnosti množiny klauzulí C zabývat se pouze Herbrandovými interpretacemi nad WHC. Navíc zde bude ukázáno, že při praktickém rozhodování konsistentnosti množiny klauzulí stačí (podle Herbrandovy věty) zabývat se základními instancemi této množiny klauzulí. 



Definice � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Definice \* ARABSKÉ �6� (základní instance klauzule)

	Nechť C je formule v klauzulární formě tvaru 

(x1 (x2 ... (xk (C1 & C2 &....& Ck) 

	Základní instance klauzule Ci, 1<i<k je klauzule, která vznikne z Ci tak, že všechny individuové proměnné v Ci jsou nahrazeny Herbrandovými termy universa WHA formule C.



	Uvažujme sémantické tablo formule jazyka L1 převedené do klauzulárního tvaru, jehož kořen ponese návěští typu

A = (x1 (x2 ...(xn M(x1, x2,....xn) ,

kde M(x1, x2,....xn) je matice formule v klauzulárním tvaru. Podle definice 8. se následující uzly tabla vytvoří pomocí (-pravidla vždy přidáním příslušné instance univerzálně kvantifikované formule do sekvence tvořící návěští uzlu, přičemž za proměnnou byl vždy do formule substituován základní term ti, který se již ve formuli vyskytoval. Po provedení instanciace podle všech proměnných bude mít návěští uzlu tvar 

U, M(t1, t2,....tn).

	Zbývá postupně použít (-pravidla pro rozklad instancí matice M na jednotlivé klauzule a (-pravidla  pro získání dalšího rozkladu klauzulí až na literály jednotlivých atomů.

	Jestliže se větev tabla neuzavře, lze z ní vyčíst Herbrandův model.

	Jestliže se naopak všechny větve podstromu tabla vycházejcího z uzlu uzavřou, představuje návěští uzlu k nesplnitelnou množinu formulí. Přitom řešení probíhalo stále na bázi termů z Herbrandova universa tak, že byly vytvářeny základní instance klauzulí z M.



	Popsaný postup tablového rozhodování konsistentnosti formule v klauzulárním tvaru opodstatňuje platnost Herbrandovy věty :



Věta 9.2. (Herbrandova)

	Formule A v klauzulární formě je nesplnitelná, právě když existuje konečná konjunkce základních instancí jejích klauzulí, která je nesplnitelná.





Herbrandova rozhodovací procedura 



	Herbrandova rozhodovací procedura spočívá v postupném generování základních instancí množiny klauzulí C příslušejících k dané formuli A v klauzulární formě a testování nesplnitelnosti jejich konjunkce.

	Je-li formule A nesplnitelná, pak to lze podle Herbrandovy věty zjistit v konečném počtu kroků. V opačném případě jde o nekonečné generování dalších základních instancí a testování jejich konjunkcí.

	Herbrandova věta dává možnost definovat efektivní částečně rozhodovací proceduru platnosti formule predikátové logiky.

Postup spočívá v těchto krocích :

 1) negace formule

 2) převedení negované formule do klauzulární formy

 3) generování konečné množiny základních instancí klauzulí

 4) zjišťování, zdali je množina základních instancí klauzulí nesplnitelná.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �7�

	Herbrandovou procedurou dokažte logickou platnost formule

 (x (p(x) ® q(x)) ® ((x p(x) ® (x q(x))



1) Negace formule :

 Ř(((x p(x) ® q(x)) ® ((x p(x) ® (x q(x)))



2) Převod do klauzulární formy :

(x(p(x) ® q(x)) & Ř((x p(x) ® (x q(x))

    (x (p(x) ® q(x)) & (y p(y) & Ř(z q(z)

    (x (p(x) ® q(x)) & (y p(y) & $z Řq(z)

    (x (p(x) ® q(x)) & (y p(y) & Řq(a)

    ( (Řp(x) ( q(x)) & p(y) & Řq(a)



3) Vytvoření množiny základních instancí formule v klauzulárním tvaru :

	Protože formule neobsahuje žádnou konstantu ani funktor, je její Herbrandovo �  universum WH = (a( jednoprvkovou množinou, přičemž a je zvolená konstanta. �  Jedinou základní instancí formule v klauzulárním tvaru pak je formule 

 (Řp(a) ( q(a)) &  p(a) & Řq(a).



4) Testování nesplnitelnosti množiny záklaních instancí :



	Testování je zde možno provést např. tablovou metodou. � ODK _Ref440515736 \* VČETNĚFORMÁTU �Obrázek 9-2� ukazuje, že základní instance klauzule je zde nesplnitelná.



�(Řp(a) ( q(a)) & p(a) & Řq(a).



(Řp(a) ( q(a)), p(a), Řq(a).

��

Řp(a), p(a), Řq(a)                  q(a), p(a), Řq(a)

����

Obrázek � ODKNASTYL 1 \n �9�-� POŘ Obrázek \* ARABSKÉ �2�



Základní rezoluce 



	Jedním z problémů realizace Herbrandovy rozhodovací procedury vycházející z platnosti věty 9.2 je způsob testování nesplnitelnosti konjunkce základních instancí klauzulí. Mezi nejefektivnější metody patří vedle tablové metody i metoda základní rezoluce, tj. rezoluční metoda vycházející právě ze základních instancí klauzulí.

	� ODK _Ref440515885 \* VČETNĚFORMÁTU �Příklad 9.7� je možno vedle tablové metody též řešit metodou základní rezoluce :

 

	1.Řp(a) ( q(a)

	2. p(a)

	3.Řq(a)

	4. q(a)		rezoluce na 1. a 2.

	5. false		rezoluce na 3. a 4.



	Dvojím použitím rezolučního principu zde byla dokázána nesplnitelnost množiny klauzulí, vytvořené z negace původní formule. Tím též byla dokázána logická platnost původní formule.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �8�	

	Je dáno schéma dedukce

H1, H2 |= Z

kde 

 H1 : (x (p(x) ® q(x))

 H2 : (x (q(x) ® r(x))

 Z :    (x (p(x) ® r(x))

 Má tedy platit :

 (x (p(x) ® q(x)), (x (q(x) ® r(x)) |= (x (p(x) ® r(x))



	Podle věty o dedukci predikátové logiky a vět týkajících se předsunutí kvantifikátorů před formuli lze uvedené schéma dedukce přepsat na formuli

((x (p(x) ® q(x)), (x (q(x) ® r(x))) ( (x (p(x) ® r(x))



 	Protože formule má tvar

 (H1 & H2) ® Z,

lze ji přepsat na ekvivalentní formuli

(H1 & H2) & ŘZ.

	Potom původní formule bude mít tvar

(x (p(x) ® q(x)) ( (x (q(x) ® r(x)) ( ((x (p(x) ® r(x)),

z něhož postupnými úpravami do klauzulárního tvaru

(x (p(x) ® q(x)) ( (x (q(x) ® r(x)) ( (x ((p(x) ® r(x)),

(x (z ((p(x) ® q(x)) ( (q(z) ® r(z))) ( (y ((p(y) ® r(y)),

(x (z (((p(x) ( q(x)) ( ((q(z) ( r(z))) ( (y (p(y) ( (r(y)),

(x (z (((p(x) ( q(x)) ( ((q(z) ( r(z)) ( p(c) ( (r(c))

získáme výsledný klauzulární tvar :

( (((p(x) ( q(x)) ( ((q(z) ( r(z)) ( p(c) ( (r(c)).

	Herbrandovo universum odpovídající této formuli v klauzulární formě je jednoprvková množina {c}. Každá struktura interpretace vycházející z tohoto universa bude každé z proměnných přiřazovat prvek c.

	Jedinou základní instancí formule tedy bude

((p(c) ( q(c)) ( ((q(c) ( r(c)) ( p(c) ( (r(c).

	Protože tato formule obsahuje tři atomy, jsou jejich základní instance p(c), q(c), r(c), které umožnují 23 = 8 různých Herbrandových interpretací. Při interpretaci p(c), q(c) i r(c) jako false je zjevně základní instance formule nesplnitelná.



	Základní instanci formule v klauzulárním tvaru lze též považovat za množinu základních instancí klauzulí

 C = {Řp(c) ( q(c), Řq(c) ( r(c), p(c), Řr(c) }

a  použít pro důkaz její nesplnitelnosti rezoluční metodu :

 	1. Řp(c) ( q(c)

 	2. Řq(c) ( r(c)

	3. p(c)

	4. Řr(c)

	5. q(c)			rezoluce na 1. a 3.

	6. r(c)	 		rezoluce na 2. a 5.

	7. false 		rezoluce na 4. a 6.



	Je-li Herbrandovo universum nekonečné, je rezoluční metoda v principu rovněž použitelná. Prakticky lze vždy vycházet ze skutečnosti, že nesplnitelnost nekonečné množiny klauzulí lze prokázat pomocí nesplnitelnosti nějaké její konečné podmnožiny.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �9�



	Dokažte logický důsledek A z předpokladů P1, P2 podle zadání z příkladu 8.15. klauzulární metodou.



	Při řešení tohoto příkladu je třeba prověřit nesplnitelnost množiny formulí �(P1, P2, (A(. Vedle tablové metody je zde možno použít metodu klauzulární, neboť převedení daných formulí do klauzulárního tvaru zde není obtížné. 



1) Převedení formulí do klauzulázní formy :

(A   ( ((x (y ((p(x,y) ( (p(y,x)) ( (x (y (p(x,y) ( p(y,x)), skolemizací p(a,b) ( p(b,a)

P1 ( (x (y (z (((p(x,y) ( p(y,z)) ( p(x,z)) ( (x (y (z ((p(x,y) ( (p(y,z) ( p(x,z))

P2 (= (x (p(x,x).



2) Základní rezoluce :

	1. p(a,b) 

	2. p(b,a))

	3. (p(a,b) ( (p(b,a) ( p(a,a)

	4. (p(a,a)

	5. (p(a,b) ( (p(b,a)		rezoluce na 3. a 4.

	6. (p(b,a)			rezoluce na 1. a 5.

�	7. 				rezoluce na 2. a 6.





Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �10�

	Tímto příkladem bude dokázáno, že schéma rekurze, určené svou bází B, indukcí I a generalizací G, která je logickým důsledkem formulí B a I, je konsistentní a tedy existuje jeho model.

 B : p(a)

 I : (x (p(x) ® p(f(x))

 G : (x p(x)

 To lze též zapsat tímto schématem dedukce :

 p(a), (x (p(x) ® p(f(x)) |= (x p(x),

resp.

(p(a), (x (p(x) ® p(f(x))) ( (x p(x).



	Známým modelem tohoto schématu je elementární aritmetika s universem diskursu N, konstantou a interpretovanou jako 0 a funkčním symbolem f interpretovaným funkcí následníka, která přiřazuje každému přirozenému číslu r jeho následníka r + 1.

	Schéma je tedy v uvedené struktuře platné (což neznamená, že je logicky platné).



	Stejně jako v předcházejících příkladech lze schéma upravit do tvaru

(x (p(a) ( (p(x) ® p(f(x))) |= (x p(x)

a ten pak upravit na

(x (p(a) ( (p(x) ® p(f(x))) ( ((y p(y)

(x (p(a) ( ((p(x) ( p(f(x))) ( ((y p(y)

(x (p(a) ( ((p(x) ( p(f(x))) ( (y (p(y)

(x (p(a) ( ((p(x) ( p(f(x))) ( (p(b))

s otevřeným jádrem

A : p(a) ( ((p(x) ( p(f(x))) ( (p(b).

	Herbrandovo universum této formule v klauzulární formě je

WHA = {a,b,f(a),f(b),f(f(a)),f(f(b)),f(f(f(a))),...f(n) (a), f(n) (b),...}.

	Struktura, která přiřazuje všem literálům s f(n) (a) pravdivostní hodnotu true a všem literálům s f(n) (b) pravdivostní hodnotu false pro všechna n, je zjevně modelem množiny základních instancí formule A

 {p(f(n) (a)) & (Řp(f(n) (a)) ( p(f(n+1) (a))) & Řp(f(n) (b))}

 pro m,n ( N.

	Ze splnitelnosti (konsistence) množiny klauzulí zde vyplývá existence struktury, která je modelem uvedeného rekurzivního schématu.





Analýza pomocí sémantického stromu





	V případě rozsáhlejší množiny bázových instancí dané množiny klauzulí je možno použít predikátové varianty analýzy pomocí sémantického stromu.. Zde se totiž uvažují všechny možné kombinace pravdivostních hodnot všech bázových atomů, k němuž lze s výhodou použít stromové reprezentace a též analogie Quineova algoritmu pro predikátové formule. 







Příklad � ODKNASTYL 1 \n �9�.� POŘ Příklad \* ARABSKÉ �11�

	Dokažte Herbrandovou procedurou nesplnitelnost množiny klauzulí



((p(x) ( q(x), p(f(y)), (q(f(y))(.





	Herbrandovým universem je v tomto případě spočetná množina bázových termů

(a, f(a), f(f(a)),....(.



	Bázové atomy zde tvoří Herbrandovu bázi 

(p(a), q(a), p(f(a)), q(f(a)),....(.





�

��

p(a)                         (p(a)



������



                                  q(a)                (q(a)          q(a)                (q(a)



����

������



                p(f(a))             (p(f(a))      p(f(a))            (p(f(a))   p(f(a))             (p(f(a))



������������



      q(f(a))           (q(f(a))       q(f(a))          (q(f(a))      q(f(a))          (q(f(a))



������
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Cvičení 9



1. K daným formulím převedeným do klauzulárního tvaru vytvořte Herbrandova universa a �    Herbrandovy báze.

    a) (x (p(x) ® $y q(y))

    b) (x (y ($z p(z) & $u (q(x,u) ® $v q(y,v)))

    c) $x (Ř$y p(y) ® $z (q(z) ® r(x)))





2. Dokažte Herbrandovou procedurou logickou platnost formulí :



   a) (x (p(x) ® q(x)) ® ($x p(x) ® $x q(x))

   b) $x (p(x) ® q(x))  ( ((x p(x) ® $x q(x))











�

Literatura



Aho, A.V., Ullman, J.D. : Foundations of Computer Science.�  Computer Science Press, Freeman and Comp., 1992.

  Bell, J., Machover, M. : A Course of Mathematical Logic.�  North-Holland Publishing Company, 1977.

  Ben-Ari, M. : Mathematical Logic for Computer Science�  Prentice Hall, 1993.

 Codd, E.F. : The Relational Model for Database Management.� Addison-Wesley, 1990.

 Gallier, J.H. : Logic for Computer Science. Foundations of Automatic Theorem� Proving. � John Willey & Sons, 1987.

 Genesereth, M.R., Nilsson, N.J. : Logical Foundation of Artificial Intelligence.

 Gray, P.M.D. : Logic, Algebra and Databases.� Ellis Horwood Ltd., 1984.

 Kleene, S.C. : Mathematical Logic.� John Willey & Sons, 1967.

 Kleene, S.C. : Introduction to Metamathematics.� Wolthers-Noordhoff Publishing, 1971.

  Kolář,J., Štěpánková,O., Chytil, M. : Logika, algebry a grafy.�    SNTL/Alfa Praha, 1989.

 Manna, Z. : Matematická teorie programů.�         SNTL Praha, 1981.

 Mendelson, E. : Introduction to Mathematical Logic.�   D.Van Nostrand Comp.,Inc., 1966.

 Nerode, A., Shore, R.A. : Logic for Application.�   Springer-Verlag, 1993.

 Patterson, D.W. : Introduction to Artificial Intelligenceand Expert Systems.    �    Prentice Hall Inc., 1990.�    Morgan Kaufmann publishers, Inc., 1987.

 Reeves, S., Clarke, M. : Logic for Computer Science.�   Addison - Wesley, 1990.

 Richards, T. : Clausal Form Logic. An Introduction to the Logic of Computer �   Reasoning. �   Addison-Wesley, 1989.

 Russel, S., Norvig, P. : Artificial Intelligence. A modern Approach. �   Prentice Hall, 1995.

  Štěpán, J. : Logika a logické systémy.�    Votobia, Olomouc 1992.

 Thayse, A. (editor) : From Standard Logic to Logic Programming. �   John Willey & Sons, 1988.

 Van Benthem, J. : Language in Action.�   Studies in Logic and Foundations of Mathematics, Vol.130. Second edition.�   Nort Holland Publishing Company, 1994



�STRÁNKA  �15�





�STRÁNKA  �





�STRÁNKA  �178�







Jazykové výrazy

pojmenovávající

 (reprezentující)

 objekty myšlení



  Pojmy a vztahy�  mezi nimi, tak �  jak existují v lidských myslích



  Výrazy jazyka�  formální logiky

 pojmenovávající

 objekty myšlení



  Pojmy a vztahy�   mezi nimi�   zjednodušené

   abstrakcí



splnitelné formule



platné formule



všechny formule



Logicky platné formule�(pro všechny struktury)



Všechny

formule



Splnitelné� ve struktuře S



  Platné ve struktuře S



Platné ve struktuře R





Splnitelné ve struktuře R



Platné v T� 



Splnitelné v T� 








