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1. Prirozena topologie R" - priklady a
cviceni

Priklady

1. Dokazte, Ze &tverec M = {(x, y) DR2| I [k ]} je kompaktni mnozina.

Reseni. Sta&f ukézat, 7e mnoZina M je uzaviend a ohrani¢end. Uzavienost lze dokdzat piimo z definice
uzaviené mnoZiny; miZeme ale vyuZit spojitosti zobrazeni f (x, y) = x| +|y| .Plati M = f _1(—00, 1] , jednd se
tedy o vzor uzaviené mnoZiny pri spojitém zobrazeni.

JelikoZ pro kazdé (x,y) OM plati 4 x> +y? <|x|+[y| <1, je mnoZina M ohranicend.

2. Dokazte, Ze kanonickd projekce m:R" - R, ﬁ(x) = xi,je spojitd.

- -1

Reseni. Necht U [ R je oteviend mnoZina. DokdZeme, 7e (ﬁ) (U)=V, kde

V=RX---XR XU XR %X--- XR
i—1 Cinitelu n—i Ciniteld
. . -1 -1 .
Necht x OV. Plati 7f(x)=x' OU . a tedy x O(7') (V). Opatné, je-li x0(r) (). pak 7'(x) OU.
Jelikoz 1 (x) = x',je x' OU,atedy x OV.

3. Dokazte, Ze zobrazeni f: R — R? Jje spojité prave tehdy, kdy? je spojitd kaZdd jeho slozka.

Reseni. Pro slozky f ! f % zobrazeni fplati f '=rlo f.f Z=1mo f (i, 17 jsou kanonické projekce).
Je-li tedy spojité zobrazeni f, jsou spojité i jeho slozky (jakozZto kompozice spojitych zobrazeni).

Necht I',7? OR jsou oteviené intervaly. Pro dukaz spojitosti zobrazeni f sta&i dokézat, Ze mnoZina

_ . . . -1 -1
f l(Il Xlz) U R je otevrend (zduvodnéte!). Oznacme V= (fl) (11), v?= (fz) (12) av=vinv
Jsou-li zobrazeni f La f 2 spojitd, je mnoZzina V (jako prunik dvou otevienych mnoZin) oteviend. Je-li
yOf(V). existuje x OV takové. Ze f(x)=y.Tedy f'(x) 01", f2(x) 01 a y=(f'(x)./2(x)) O1% I
4. Md funkce f definovand f(x, y) = (x4 —y4)/(x2 + y2) pro (x, y) Z (O, O) limitu v bodé (0, O) ?

ReSeni. Mame

2, 2\.2_ .2
f(x,y)=4(x +jz)f;2 - )=x2—y2-

f je tedy definovdna na libovolném okoli bodu (0, O) mimo ten bod. Navic

lim(x,y)q(o,o) f(X, y) = lim(x’y)a (0,0) (x2 —y2) =0.

5. Vypoctete

tg(x - y)
1
M) -00) " =y
Reseni. Necht
g(xy)=x-y,
g prot =0
h(r) = gi jinde

Jelikoz
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. tgt
hm,ﬂoi:l,

je funkce h spojitd. Navic 1im(x,y)ﬂ(0’0) (x - y) =0 apro (x, y) Z (O, 0) plati

o _telx-y)
hog(xy) === -
Je tedy
tg(x - y)
xX=y
6. Rozhodnéte, je-li funkce [ spojitd v bodé (0,0), jestlize
Ox? =2
Z .
o)t o le)#(00)
H o pro (x,) =(0,0).

Reseni. Tato funkce je samozrejmé spojitd ve vSech bodech (x, y) takovych, Ze x2+2y2 20, t0 jest,

]im(x,y) N (0’0) = h(O) =1.

viude mimo bod (0,0). Abychom vyfesili otdzku v bod&(0,0), odhadneme odpovéd a poté se pokusime
na$ odhad oveérit. V tomto piipadé odhadnéme, Ze se jednd o nespojitost. Pokusime se tedy najit takovou
cestu, po niZ, kdyZ se budeme priblizovat k (0, 0) ,limita f (x, y) bude jind nez f (0, 0) .

Pfedpoklddejme, Ze (x,y) — (0,0) po pifmce y = x. Potom (x,y) = (t,#) a na uvaZované pfimce plati

* -1
limy, ) (0.0) f(x) =1im, o — =0 = £(0,0).

1> +217
N&3 prvni odhad cesty tedy nevysel, protoZe jsme se po ni pribliZili k hodnoté £(0,0).

Pokusime se pribliZit k bodu (0,0) po pifmce y =2x, to jest, (x, y) =(#,21) . Na této primce tedy plati

2 - 4¢* i =312 g lg

lim, ) (0.0) Flxy)=1im, T s im0 g = 11111,4)D—ED

L -
=-2#0=/(0.0).

lim, ) (0.0) F(x,y) tedy neexistuje a funkce f nenf spojitd v bodé (0,0).

7. Rozhodnéte, je-li funkce f spojitd v bodé (0,0), jestliZe
0 3y _ xy3

Fley)=Ox2vay? P (x,) # (0,0);
E 0 pro (x, y) =(0,0).

Regeni. V tomto pfipadé budeme olekdvat v bodé (0,0) spojitost. Abychom to ovéfili, musime
ukézat, Ze f (x, y) - 0 pro (x, y) - (0, 0). Nejlépe toho dosdhneme tak, Ze najdeme vyraz, jehoZ absolutni
hodnota je vetsi nez |f(x, y)| a ktery zfejmé konverguje k 0, kdyz z = (x, y) - (0,0). VSimnéme si, Ze
<l a pl<le] - Pak

2 2
(o =) _ ol e =1 _ ool ) + )
x2+y2 x2+y2 - x2+y2

F(x.y) =

eIl ’Ilﬂﬁll)(llzu +el) _ Al =4(x +?).

JelikoZ pro (x,y) - (0,0) mame 4(x2 +y2) - 0, dostavame, 7e |f(x, y)| - 0.

8. Najdéte
Xty

59) - (w.0) 72

hm( . +y2'

Reseni. Pfejdeme k poldrnim soufednicim. Tedy x = psin¢, y = pcos¢ a

. x+y _ . pcos¢ + psing
hm(x,y)a(oo,oo) _xz +y2 - hm¢:[o,n/z],pﬂoo p2 ) P +p2 sin? ¢
.
~ lim cos@ +sin¢ 0.

¢0.11/2], p- 0



1. PRIZORENA TOPOLOGIE R" 1-3
CvicCeni

1. Najdéte vnitrek, vnéjsek, hrajici a uzZdvér mnoziny

%%ﬁHnDNEDR?
n 0

2. Uvedte piiklad mnoZin A, B [J R? takovych, Ze int A =clA a cl B = fr B. Existuje mnoZina C [ R?
takova, ze frC =intC?
3. Dokazte, Ze pro kazdé dv€ mnoZiny A, B 0 R" plati
int(A\ B) Jint A\ int B,
a uvedte piiklad, ve kterém neplati opa¢nd inkluze.
4. Doka7te, Ze kazdé konstantni zobrazeni f: R" - R™ je spojité.
5. Rozhodnéte, zda mnoZina M ={x DR”| > x> > x”} je oteviend.

6. Povazujme prvky mnoZiny R’ za &tvercové matice typu 3 x3. Dokazte, Ze mnoZina M [ R°
tvorend regularnimi maticemi je otevrend.
7. Najdéte obraz defini¢niho oboru a nalrtnéte graf funkce f: R" — R"™.Najdéte mnoZinu viech bodu,
ve kterych je uvedend funkce spojitd.

a) f:R - R?, f(x) = (sinx,cos x); b) f:R - R?, f(x) :(sgnx,x);

) f:R » R?, f(x)=(p(x).sinx); d) f:R* - R, f(x,y)=sgn(xy).
8.V piipadé, Ze ndsledujici limity existuji, najdéte je. Pokud neexistuji, pokuste se zduvodnit pro¢.

2_.2

: X -y . . In xy
a) lim ) (2.0 I x-y by lim(, y_(2.0) Ay

. 2 2\ 1 . sinxy
c) hm(x’y)q(o’o)(x +y )smx—y, d hm(x,y)ﬁ(o,z)T’

. X : yo
e) lim, y (0.0) Tty ) Hm, oy (e +;D )

9. Najdéte vsechny body, ve kterych jsou nasledujici funkce spojité:

a) fi(xy)=

0 2y+3)c2
c) f3(X,y) =02 +y2

e) fs(x,y) :ln\/)c2 +y2 ;

Xy .
QxTyz pro (x,y) # (0,0);

H 0 pro (x, y) =(0,0);

pro (x,y) # (0,0);
H 0 pro (x, y) = (0,0 ;

O 2y + xy2

b) f, (x, y) =02+ yz pro (x, y) £ (0, O);
H o pro (x,y) =(0,0);
0 42

x
pro (x,y) # (0,0);

& filen) =08 +y
% 5 pro (x,y) =(0,0);
1

f) f6(x,y):m-

10. Ukaite, e jestlize f:R® - R je spojitd v (xg.y,). pak f, . definovand f, ()= f(xo.). je

spojitd v bodé y =y, a f, ,definovand f, (x)=f (x, yo) , je spojitd v bodé x = x,.

L1. Spojitost f, v y =y, a f, vV x=x, nezaruCuje spojitost f v bod¢ (xo, yo) . Ovérte toto tvrzeni

na funkci f; ze cviceni 9.

12. Necht'pro (x, y) takovd, 7e x> + y2 #0,

f@ﬂzfﬁigﬂ~

x“+y

Jak musi byt definovdno f(0,0), aby byla funkce f spojitd v bodé (0,0)?

13. Necht’

in(xy) )
f(x,y):EJ . pro x # 0;
H v prox =0.
Ma tato funkce néjaké body nespojitosti?



