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2. Derivace prvniho radu - priklady a cviceni

Priklady

v . . 3 —- . . - v —
1. Rozhodnéte, je-li funkce f:R - R, f (x) = (cos X,sin x, x), diferencovatelnd v bodé x, = g

Regeni. Vsechny slozky funkce f jsou spojité a diferencovatelné v kazdém bodé x OR. Tedy f je
spojitd a diferencovatelnd v x, =& . Mame

F(x) = (~sinx,cos x,1),
tedy
£(3)=(-10.1).

2. Najdéte parcidini derivace zobrazent f(x',x*)= (xl)2 +x% cosx! vbodé (Z.1).

Resent. Plati Dy f(%.1) = g'(Z).kde g(x') = f(x".1) = (xl)2 +cosx'. Tedy D, f(Z.1)=m~1.Podobné
D, f(%.1)=1(1). kde h(x?) = £(Z,x?) = 2. Tedy D,f(Z.1)=0.

3. Dokazte, Ze funkee f:R" — R, f(x)=x"+2x* +...+nx" je diferencovatelnd v bodé x, =(1.1....1)
a najdéte Df(x,).

Regeni. Pro k =1,...,n plati D f(x,)=k.Dile

o +1)= f(xo) = (" +202 +... +nn")
im =lim — =0.
h=0 [z =0 [l

Funkce f je tedy diferencovatelnd v bod¢ x, a plati Df (xo )(h) =h' +2h* +...nh".

Druhd moZnost: Pro kazdé x OR" a k =1,...,n plati D,f(x)=k. Funkce f tedy md spojité parcidlni
derivace. To znamenad, Ze je diferencovatelna a plati Df (xo)(h) =h' +2h* +... +nh".

Treti moZnost: Funkce f je linedrni. Je tedy diferencovatelnd v kazdém bodé a plati Df (xo) =f.
4. Dokazte, Ze funkce f()c1 ,xz) = (xl )2 +x% cosx! Je diferencovatelnd v bodé (g, 1).
Reseni. Z prikladu 2 plyne, Ze existuje-li derivace funkce f v bodé (%,1) , plati

Df(Z. 1) h?) = (-1, o)giﬁz (=11’

Staci tedy provést ndsledujici vypocet:
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(g + h1)2 + (l +h2)cos(§+ hl) - (7’7)2 —cos S~ (m—1)h'
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Druhd moznost: JelikoZ funkce le(xl,xz) =2x' = x?sinx' a sz(xl,xz) =cos x! jsou spojité, je funkce
f spojité diferencovatelnd, a tedy i diferencovatelna.

5. Rozhodnéte, zda funkce f:R* — R dand piedpisem
2) B Hxl, JestliZe

Exz, JestliZe |x1| > |x2|,

o<}

f (xl,x
je diferencovatelnd v bodé (0,0).
Reseni. Plati f(xl,O) = f(o,x2) =0, méme tedy D,f(0,0) = D,£(0,0)=0. V piipadé, 7e funkce f

je diferencovatelnd, tedy musi byt Df(0,0) = 0. JelikoZ vsak
f X 32
BT
x,y) - (0,0 “w‘ 1 2
)+
neexistuje (staci poloZit x!l= xz), neni funkce f v bodé (O, 0) diferencovatelna.

6. Najdéte parcidlni derivace funkce go f , jestliZe
O 2 1.2.3 0O Dxlxzm
ooy fof s ) g

Reseni. Plati

(o et 2.6) = et (o) o () (B

Lze tedy postupovat pfimym vypoctem. My ale vyuZijeme vetu o derivaci sloZzené funkce:

D (et x%) = 202, DY RS EPRIRW RECH FPRIC
D (et ) =20, (et ) =2, Dy{e ) =
D (1.2%) = . Dyg!(¢'.22) =,
D (') = Dy (x' %) = ()

méme tedy
TN S O

JelikoZ parcidlni derivace funkci f a g jsou spojité, jsou tyto funkce diferencovatelné a

e e=elro-f BE 2 RS 0
Je tedy
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D(feg)'(1LL1)=6, Dy(fog) (1L1,1) =6, Dy(fog) (1LL1)= -2,
D(fog)’(LL1)=-2, Dy(fog)(1L1L1)=-2, Dy(fog)’(1,1,1)=6.

7. Vyjddrete pomoct parcidlnich derivaci diferencovatelnych zobrazeni g:R — R*> a f:R*> - R funkci

(fo g)" . Do vysledku dosadte zobrazeni
[xsinx]

f(xl’xz):(xl)2+(xz)2’ Bxcosxa

Resendi. Plati

1

g) =Hree) o ale gfﬁg) +(Dof)e gEQg)
%Duf °giﬁg +(Diof)o g fs?) agl (D OgE@g)
%Dmf gEﬁg +(Dyf)o g [fs?) ﬁgz (Dof)e gEﬁg)

12

=(Duf OgE@g') +2(Dyf) Ogﬂﬁg') E@gz) +(Dof)e21{s?)
(01 °gE@g) sz ogiﬁg) )

Zkouska pro zadand zobrazeni: Plati f o g(x) =x ,tedy ( fo g) = 2. Dosazeni do vysledného vzorce:

D f(x'x?) =24 (D.f)(g(x) =2+ sinx',

D, f(x' x?) =227, (D) (g(x)) =2x" cosx',

Dy f(x?) = Dy (' x?) =2, (D1 A)e(x)) = (Do )(sx)) = 2.
Daf(' )= D s (%) =0, (D12 f)(s(x)) = (Dzlf)( () =0,
(g])'(x)=sinx +xCOSX, (g‘) (x)=2cosx —xsinx,
() () =cos - xsinc, () () = -2sinx ~xcoss.

Celkove tedy dostdvame

(P ) )2 el ') ) )+ (et )

+Dif)e E@g ) +(Daf)e E@g ) x)

=2(sin x +xcosx) +2 [0 +2(cos x —xsmx)2

+2xsin x(2 cos x — xsin x) + 2x cos x(—2 sin x —x cos x)

. . 2 .2 2 . 2.2
=2(s1n2x+2xs1nxcosx +x” cos” x +cos” x —2xsinxcosx +x”sin” x

+2xsin xcosx —x” sin® x —2xsin xcosx —x> cos’ x) =2.

Cviceni

1. Najdéte parcidlni derivace funkce f (x',xz) = (x')2 + (x2)2 vbodé x, =(1,2).
2. Najdéte parcidlni derivace funkce f, jestlize
a) f(xl,xz,x3) =t sinz(xsz) + (xz) ln(xlxzxg)
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x X
b) (xl X ): * sin x? ) f(xl,xz):—+—l,
x° x

d) f (xl X )—arctg e) f(xl,xz)Z—,

f) f)c1 X : an 1/ 2) f(xl,xz,xB):(xl)‘%x3,

h) f(x by x) (xl)(x) .
3. Najdéte D2f(1,x ),]esthze

2
X
xl

o)
f()c1 , x2) = (x] )( ) + (ln x! )Eﬁrctg%\Ictg%rctg(sin(cos(xlxz)) - ln(x1 + xz))%.

4.Necht’ g: R - R je spojita funkce. Najdéte parcidlni derivace funkci

i 12
a) f(xl,x2)=J':2g, b) f(xl,x2)=J'oz’x

5. Pomoci definice derivace dokazte diferencovatelnost funkce f (x],xz) = (xl)2 -2x! +()c2)2 v bodé

(1, 0) a urCete Df(l, 0).

6. Je ddna funkce f:R — R, f(x)=x"* —2x. Vypottéte Df(2)(x), Df(x)(2).

7. Uvedte priklad funkce f:R* - R, kterd ma obé parcidlni derivace v bodé (0,0) rovny 0 a pfitom

zde nenf diferencovatelnd.

8. Rozhodnéte, které z funkci
O x'x?

f(xl,xz) = max2(|xl|, |x2|),
jsou direfencovatelné v bodé (0,0).
9. Je ddno spojité diferencovatelné zobrazeni f:R" — R".Dokate, Ze mnoZina viech x OR" takovych,
7e Df(x) je surjektivni, je oteviend.
10. Necht f: R" — R™ je linedrni zobrazeni. DokaZte, Ze Df(x)= f. Na zdklad¢ toho dokaZte, Ze pro
libovolnd diferencovatelnd zobrazeni g,h: R" — R™ abod x OR" plati:

D(g + h)(x) = Dg(x) + Dh(x),
D(g)(x) = (Dg' (x)..... Dg" (x)).
D(g - Dg(x))(x) =0.

11. Pro diferencovatelné zobrazeni f : R2 - R2 plati
dg
= , 0, O
B reo=§ 58
« . 1\2 2\2 .. ( e
Roznodnéte, zda je funkce go f, kde g(x ,X ) = (x ) - (x ) , diferencovatelnd. V kladném pripadé

uréete D(go £)(0,0).
12. Najdéte parcidlni derivace funkci

o rled) = Pl ) (). ()=o)

c) F(xl,xz) =f(g(xl,x2),g(x2,xl)), d) F(xl,xz) =f(x1,x2,x'),

& Fx'x.x") = flex! + 2 hafx! +)). D Ax)= 1) () () ]



