Kapitola 3

Kfivkovy integral

3.1 Vypodet k¥ivkového integralu
Piiklad 3.1.1: Vypoctste k¥ivkové integraly 1. drubu po dané kfivee v:
L[ ﬁ ds, kde +y je isecka AB, A =[0,—2], B=[4,0]

2. f7 z ds, kde v je oblouk paraboly y = 2%, A= (2,4], B =[1,1]

w

. [, (& +y) ds, kde 7 je obvod trojihelniku s vrcholy A=[1,-1], B=[2,-1],
C =11,0]

4. [, 2%y ds, kde 7y je oblouk kruZnice 7(t) = (acost, asint), t € (0, 3),

a > 0, a > 0 konstanta
5. [, /% +y?ds, kde 7y je kruZnice 2+’ —ar=0,a>0
6. f,y z* ds, kde v je oblouk AB kfivky y = inz, A= (2,In2], B =[1,0]

7. f7 (2% + y? + 2%) ds, kde v je oblouk Sroubovice z = acost, y = asint, z = at;
te€(0,27), a>0

8. f7 zy ds, kde 7 je obvod obdélniku urdeny kiivkami z =0, z =4, y=0, y =2
9. J, (z%/® + y*/3) ds, kde 7 je asteroida 2%® + y?* = a®3, a > 0

10. fﬁy /2y ds, kde v je &st cykloidy z = a(t —sint), y = a(l — cost),
te{0,2n), a>0

11. [ (2% +y?) ds, kde «y je kiivka z = a{cost +tsint), y = a(sint — t cost),
te(0,2m), a >0

12. f7 zds, kde v je k¥ivka ¢ = tcost, y = tsint, z =1, t € (0, V2).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

fv - +y2 ds, kde v je oblouk Sroubovice z = acost, y = asint, z = at,

€(0,27), a > 0
f7 /1622 + y? ds, kde ~y je elipsa z* + %42- =1, t € (0,2n)

f7 (2z — \/2% + y?) ds, kde 7 je prvni zavit Sroubovice = = tcost, y = tsint,
z=t,t€(0,2n)

[, (z —y)ds, kde «y je kruznice 2° + y* —az =0, a > 0
f7 xy ds, k.de”yjeelipsai—iJr%—zz—:lproa:ZO, y>0,ab>0

f 2(z — y*)zyds, kde v je pronikova kiivka ploch z? + %> = 1, z = 22 pro
y=20,y 2 —

[, Va* +y?ds, kde vy je kruznice 2% + y* — 4z =0

f lz(y — 1)| ds, kde v je pronikova krlvkaplochx +y? =2 =0, 2 =2%+y?
proy > 1

21. f«, y ds, kde v je pronikova k¥ivka ploch 2% + 12 = 22, 2?2 + ¢y =az, a > 0 v 1.
oktantd
Vysledky:
1. [vV5In2] 11. [27%a3(1 + 272)]
2. [& (17V17 - 5v5)] 12. |22
3. [1+V5] 13. _%Wsa}
a4
4. [—3— 14. [107]
5. [27] 15. [22(/@rZ+ 1 - 1)}
6. [5 (5v5—2v2)] 16. %]
7. -Mwag 4% +3 [ ab(a®+ab+b?)
R ) 17, | g]
8. [24
= 15, LB - 1)
7
9. |4af] 19. [32]
10. [47v/a?] 20. [1(5v/5 —1)]
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21. [g(z\/i - 1)]

Piiklad 3.1.2: Vypoététe kiivkové integraly 2. druhu po dané kiivce v (uvaZujme
pravotodivy soufadnicovy systém):
1. fv ydz + zdy, kde 7 je orientovan a &tvrtkruznice 7(t) = (acost, asin t),
0<t<7m/2a A= [a,0] je potatetni bod, a >0
2. fv rdr + ydy + (z+vy — 1)dz, kde v je orientovand tsetka AB, A[l,1, 1],
B = [2,3,4]

3. [, (22 + 1) dz + (2* — y?) dy, kde -y je orientovand kiivka y = 1 — [1 — x| pro
0 < z < 2, pocateéni bod A = [2,0]

4. f7 yz dz + zz dy + Ty dz, kde 7 je oblouk AB §roubovice 7(t) = (acost, asint, bt/2m)
(orientovany) od bodu A = [a,0,0] do B = [a,0,0], a,b > 0 konstanty

5. f,y (2a — y) dz + z dy, kde v je oblouk cykloidy orientovany souhlasné s danym
parametrickym vyjadfenim pro z = a(t —sint), y = a(l — cos t), t € (0, 2m),
a>0

6. fv y2de — z?dy po &tvrtkruZnici (orientované) od bodu A = [1,0] do bodu
B=[0,1]

7. f,y lwhlL!yl dz + !aﬁlilyl dy, kde 7 je orientovany obvod &tverce ABCD, A=11,0],
B=[0,1, C=[-1,0], D= [0, 1]

8. [, (2% —2zy)dz + (y* — 2zy) dy, kde + je orientovany oblouk AB paraboly
y = 22 od bodu A = [~1,1] do bodu B = [1, 1]
9. [, (@+y)ds+ (z — y) dy, kde 7 je orientovany oblouk ABC elipsy %Z— + %i— =1,
A=1[0,0], B=[zp>0,y5>0], C=1[a,0], a,b>0
10. [, 2(z* +y*) dz+(2y - 8) dy, kde 7 je orientované &ast kruznice 7(t) = (a cost, asint),
0<t<m, A= ]|a,0] je pocatecni bod, a >0
11. fy (z% +y?) dz + (2 — y*) dy, kde v je obvod trojihelniku s vrcholy A=10,0],
- B =11,0], C = [0,1] orientovany kladné

12. [ zydr + y? dy, kde 7 je oblouk AB kiivky y = arctan z od bodu A = [1, 7]
do bodu B =[0,7]
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13. f7 ydz + = dy, kde 7 je oblouk ABC kiivky %3 +y;; =1od bodu A =[0,y4 <0
do bodu C = [1,y¢ > 0], je-li B = [/2,0]
14. fv ydr + zdy + zdz, kde vy je oblouk ABC' na pronikové kiivce ploch z = zy,
2?4+ y* =1 od bodu A =[1,?,7] do bodu C = [-1,?,7], je-li B=[?,1,7]
15. [ ,, T dx — 12y dy + 18dz, kde v je oblouk AB na pronikové kiivee ploch z+y—1
= 0, 92% +4y® — 36z = 0 od bodu A = [1,?,7] do bodu B = [?,1,7]
zdrtydy+zdz : ; L — —
16. fy v v kde 7 je orientovana tsecka AB, A=[1,1,1], B = [4,4,4]
17. f7 zdz + ydy + yzdz, kde vy je pronikova kiivka ploch % +4y? = z, (z —2)*+
4y* = 4 orientovand souhlasné s obloukem ABC C v, kde A = [0,0,0,],
B=[zp>0,yg > 0,25 > 0], C = [z¢ > 0,0,t¢ > 0]
18. fy y?dx + 2% dy + z?dz, kde « je oblouk ABC na pronikové k¥ivce ploch 22 +
Y+ 22 =ad? 2’ +y* =azx, 2 >0, a >0 od bodu A = [4,7,7] do bodu
C = [0,?,?], je-li B = [II?B >0y >0,z > 0]
Vysledky:
1. 0] 10. [~4a?]
2. 13] 11. [0]
3. [-%] 12. [—55(r® + 487 — 96)]
4. [0] 13. [vV?]
5. [~2ma?] 14. [£27]
6. [—3] 15. [-9]
7. [0] 16. [3v/3]
8. [-1] 17. [647]
a? rad
9. | 5] 18. [—T}
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Priklad 3.1.3: Ovétte, 7e dany integral nezavisi na integracni cesté v Ey[Eg] even-
tudlné v Q C E, [Q C Ej] a vypodtéte jeho hodnotu od bodu A do bodu B:

L[, st de + 2dy, A=(0,0, B=[1,1]

2. [ 2leiyl A —[-2,-6], B=[L0]

3. [, (2y- 6xy®) dz + (2z — 9z%y?) dy, A=1(0,0], B = [2,2]

4. fy 2(1+w)2 dr 4 2 dy v oblasti O = {[z,y] € Eg; z < —1}, eventualné
Qo ={[z,y] € E2; x> -1}, A=[0,0], B=[1,1]

-z Y i = — =
Iy (\/55-?42 +y)dz + (W + ) dy v oblasti Q = Eq } {[0,0]}, A= [3,4],
B = [5,12]

6. [, gy 4z + Gtz dy v oblasti Oy = {[z,y] € Ey; y > —}, eventudlné

Oy = {[z,y] € Ea;y < —z}, A=1[1,1], B=[3,2]

T [ Qe +322+ 5+ B)de + (207 + 3" + ~ 22) dy v oblasti
Q; (i =1,2,3,4) C Ey neobsahujici pfimky 2 =0ay =0, A=[2,1], B=1, 2]

8. [, zdz +ydy + (z+y—1)dz, A= 2,3,4], B=1[1,1,1]

@

[ e de + Py + 2?zdz, A=[-1,1,2], B =[-4,2,—1]

10. [, 2t Llted v oblasti @ = By — {[0,0,01}, 4=1(0,0,1], B=[0,2,0)
22 4y2 4z

Vysledky:
L [LV(y) = L3 +¢ 6. [inf ~ 5]
2. [~1n40] 7. [-%]

e~

[4’ Viz,y) = 2(z+1) +c} 9. [39 V(z,y,2) = L e + c]

5. [56] 10. ‘:1, V(x)y,z) — 72 4 y2 ~+ 24 + C]
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Piiklad 3.1.4: Ovéite, Ze jsou splnény podminky pro uZiti Greenovy véty a uZijte
ji k vypoctu nésledujicich integrald:

1.

10.

[, (z+y)*dz — (z+y)*dy, kde 7 je trojihelnik s vrcholy O = [0,0],
A=11,0], B = [0, 1] orientovany kladng&

f’y (z +y)?dz — (z — y)? dy, kde 7 je uzav¥ens zéporné orientovans k¥ivka tvo-
fend sinusoidou y =sinz a GseCkounaose x pro0 <z <7

. f7 (2 —y*)dz + (22 + 9?) dy, kde 7 je uzaviend zaporné orientovans kiivka

tvofend pllkruznici y = +/r? — 22 a Gseckou na ose z

f7 (z+y)dz — (z —y)dy, kde v je elipsa ﬁ—i— + %Z— = 1 orientovand kladné

-, L arctan ¥ dz + %arctan 2 dy, kde 1 je hranice oblasti Q = {[z,y] € Ey;

1 <22+ 9y% <4, z <y < zv3)} orientovan kladng

6 f7 (3z%cosy — y¥) dzx + (x® — 223 siny) dy, kde v je kladn& orientované kruz-
nice 22 + 9% =1

: fﬂ/ (zy + 2?) dz + x%ydy, kde v je kladn& orientovana hranice oblasti

Q= {(z,y) e B0 <z <y <1}

. f,y idm — L dy, kde  je trojuhelnik s vrcholy 4 = [1,1], B = [2,1], C = [2,2]

orientovany kladné

f7 (zy + z+ y)dz + (zy + z — y) dy, kde ~ je kladné orientovana kruZnice
?+y?’=azr, a>0
Vypottéte rozdil integrdld Iy — Iy, je-li It = [ (z+y)*dz — (z —y)*dy, kde

v je orientovand tsetka AB, I, = f,m (z+y)*dz — (z—y)?dy, kde 72 je
orientovany oblouk AB paraboly y = 2%, A= [0,0], B = [1,1]

Vysledky:
L [-4] 5. (324 5. [-=2]
2. [4n] 6. [] 10. 2]
3. [=5r] 7. (%]
4. [~2mab] 8. [3]




