1 Realna cisla.
Mnozinu realnych ¢isel R definujeme axiomaticky:
1. Je to mnozina vybavena usporadanim <, které je

(R1) uplné, tj. Vx,y € R: x <y nebo y < z,

(R2) spojité, tj. pro véechny neprazdné podmnoziny X,Y C R takové,
zeVr e XVyeY :z <y, existuje z € R takové, ze Vo € XVy €
Y:z<z<y.

2. Nese strukturu pole, tj.

(R3) je vybavena binarni operaci + (nazyvame ji séitani), vzhledem k
ni je uzaviend (tzn. soucet dvou prvku z R je opét prvek z R),
obsahuje vybrany prvek 0, ktery nazyvame neutralnim prvkem
vzhledem ke scitdni, a ke kazdému prvku z € R existuje opacny
prvek (—z) € R, pricemz musi byt Vz,y, 2 € R splnéno:

i. x+y=y+ x (komutativnost)

ii. 2+ (y + 2) = (¢ + y) + 2z (asociativnost)
ili. +0 =2 (0 je neutralni prvek vzhledem k +)
iv. £+ (—z) =0,

(R4) je vybavena binarni operaci - (nazyvame ji ndsobeni), vzhledem
k této operaci je opét uzaviend (tzn. soucin dvou prvku z R je
opét prvek z R), obsahuje vybrany prvek 1 # 0, ktery nazyvéame
neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni, a ke kazdému prvku
r € R\ {0} existuje inverzni prvek x=! € R, pficemz pro vSechna
x,1y, z musi platit

i. z-y=y-x (komutativnost)

ii. z-(y-2) = (x-y)- 2z (asociativnost)
ili. -1=2 (1 je neutrdlni prvek vzhledem k -)
iv. 2 #0, potom -2t =1

(R5) Vx,y, z € R musi platit tzv. distributivni zdkon
r-(y+z2)=x-y+x-z

3. usporadani je slucitelné se strukturou pole, tj.



(R6) Vz,y,z € R plati: jestlize x < y, potom x 4+ 2z <y + 2
(R7) Vx,y € R plati: jestlize 0 <z a 0 <y, potom 0 < z-y.

Poznamka 1.1. Na R jesté zavadime také znaménko <, kde v < y :& z <
ynz #y.

V nasledujicim cviceni budeme k dikazum vyuzivat pouze tyto axiomy, zadné
dalsi poznatky, které jsme ziskali na stfednich skolach a které povazujeme za
"bézné” , pouzivat nebudeme.

Cviceni 1.1. Vyuzitim axiomu z definice realnych ¢isel dokazte, ze plati:
l.z2<{y<=2—-—y<0;
2. r<yNa<b=z+a<y-+b
3. a < 0Nz <y= ar < ay;
4. (x> 0= —z <0);
5. (1 < 0= —x >0);
r2>20Ny>0= xy > 0;
> 0Ny <0= 2y <0;
8. (a<0ANz>y) = ax < ay;

9. (malinko tézsi) z? > 0, kdykoliv = # 0. Specidlné 1 > 0;
(v tomto piikladé budete muset vyuzit toho, ze (—a) - (—b) = ab, coz
je fakt, ktery vyplyva z nasich axiomu, jeho ovéreni ale nechame az na
prednésku ¢i cviceni z algebry )

Cviceni 1.2. Urcete (pokud existuji) horni zavory, dolni zavory, supremum,
infimum, maximum a minimum mnoziny M C R:

1. M = (—o0,1],
2. M =[-2,3),
3. M =(-2,3),
4. M = (1,00),



5. M =[1,00),
6. M =[-10,10],
7. M ={1,2,3,...},

8. M={.  -3-2-101,23,...}.

2 Matematicka indukce

Pii dukazu matematickou indukei vyuzivame toho, Ze mnozina prirozenych
¢isel N je nejmensi induktivni podmnozina redlnych c¢isel. Mame-li ukazat,
ze néjaky vyrok plati pro vSechna prirozend ¢isla, staci nam ukézat, ze plati
pro néjakou induktivni podmnozinu X C N. Z toho, Ze pfirozena cisla jsou
nejmensi induktivni podmnozinou redlnych éisel (tedy X nemuze byt mensi
nez N), mame X = N, tedy dokazovany vyrok plati pro vSechna pfirozena
¢isla.

Schéma dukazu: Chceme ukazat, ze vyrok V(n) plati pro vsechna n € N.
Dukaz provadime ve dvou krocich:

1) ukdzeme, ze vyrok V(n) plati pro n = 1, tedy ze plati V' (1),
2) (tzv. indukéni krok) z predpokladu platnosti vyroku V(n) pro n = k
ukéazeme, ze V' (n) plati pro n = k + 1.

Poznamka. Upozornuji, ze pod vyrokem V je v piikladech schovan nejcastéji
néjaky vzorec, o kterém mame ukazat, ze plati pro vSsechna n € N. Ovéreni
¢i predpoklad, ze V plati pro n = 1, n = k, je potom jednoduché dosazeni
jednicky a ¢isla & do onoho vzorce.

Cviceni 2.1. 1. Dokazte, ze pro vSechna prirozena cCisla n plati:
zn: . n(n+1)
= —".
: 2
=1

2. Dokazte: (Vn € N)

5 n(n+1)2n+1)
2 5




. Dokazte, ze pro libovolné zvolenou hodnotu parametru ¢ € R\ {0} plati
pro vSechna n € N vzorec:

>
k=0

1 — qn+1

1—g¢q

. Rekneme, Ze posloupnost (a,) redlnych éisel je aritmetickd, jestlize se
kazdé dva jeji tésné po sobé jdouci prvky rovnaji az na konstantu d
(¢islo d se nékdy nazyvé diference aritmetické posloupnosti): (3d €
R)(Vn € N) : a,41 — a, = d. Dokazte, ze pro vypocet n—tého ¢lenu
aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a diferenci d plati vzorec

an =ay + (n—1)d.

. Dokazte, ze soucet s, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti (a,,)2
s diferenci d je dan vztahem

. n(ar + an)

n 2 .
. Rekneme, ze posloupnost (a,) redlnych ¢isel je geometricka, jestlize se
kazdé dva jeji tésné po sobé jdouci prvky rovnaji az na faktor ¢ (éislo
q se nékdy nazyvé kvocient geometrické posloupnosti): (3g € R)(Vn €
N) : *= = 4. Dokazte, ze pro vypocet n—tého ¢lenu geometrické

Qn
posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a kvocientem ¢ plati vzorec

n—1
an = a1q"".

. Dokazte, ze soucet s, prvnich n clenu geometrické posloupnosti (a,,)22
s kvocientem ¢ je dan vztahem

gt —1
q—1°

Sp = a1

. Dokazte, ze pro vSsechny hodnoty parametru z € R takové, ze x > —1
a pro vSechna prirozend ¢isla n plati tzv. Bernoulliho nerovnost:

(14+2)" > 1+ nx.



9. Dokazte tzv. binomickou vétu: pro kazda tii ¢islan € N, a € R, b € R

plati identita
(a+b)" = Z (Z) a" ",

k=0

10. Dokazte, ze pro vSechna piirozena cisla n plati:
6|(n® —n).
11. Dokazte, ze pro vSechna pfirozend c¢isla n plati:

jestlize 5|n?, potom 5|n.



